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Ââåäåíèå

Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà èññëåäîâàíèÿ

Óðàâíåíèå � îäíî èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ïîíÿòèé â ìàòåìàòèêå, óñòó-

ïàþùåå ïî ÷àñòîòå èñïîëüçîâàíèÿ, âîçìîæíî, ëèøü ïîíÿòèþ ôóíêöèè.

Ïî îòíîøåíèþ ê îñíîâíûì (ïðåäìåòíûì) ïåðåìåííûì âñå óðàâíåíèÿ ìîæ-

íî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû: ê ïåðâîé ãðóïïå îòíîñÿòñÿ óðàâíåíèÿ, â

êîòîðûõ ðàçûñêèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ (ëè-

íåéíûå, àëãåáðàè÷åñêèå, ìàòðè÷íûå è äðóãèå óðàâíåíèÿ), âî âòîðóþ ãðóï-

ïó âõîäÿò ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ

ôóíêöèè îò ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ, è íàðÿäó ñ ïðåäìåòíûìè ïåðåìåííûìè

â íèõ ïðèñóòñòâóþò èçâåñòíûå ôóíêöèîíàëüíûå êîíñòàíòû.

Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå � ýòî îäèí èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ñïî-

ñîáîâ çàäàíèÿ ôóíêöèé â ìàòåìàòèêå, îíî âûðàæàåò ñâÿçü ìåæäó çíà÷åíèåì

ôóíêöèè â îäíîé èëè íåñêîëüêèõ òî÷êàõ ñ åå çíà÷åíèÿìè â äðóãèõ òî÷êàõ.

Ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå â ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèÿõ óêàçûâàþò íà óíè-

âåðñàëüíûé õàðàêòåð ýòèõ ñâÿçåé è âñåãäà íàõîäÿòñÿ ïîä äåéñòâèåì êâàíòî-

ðîâ îáùíîñòè (ò.å. óðàâíåíèå äîëæíî îñòàâàòüñÿ âåðíûì ïðè ëþáûõ çíà÷å-

íèÿõ âõîäÿùèõ â íåãî ïðåäìåíòûõ ïåðåìåííûõ).

Ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåñüìà îáùèé êëàññ óðàâ-

íåíèé, èìè, ïî ñóùåñòâó, ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, èíòå-

ãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, óðàâíåíèÿ êîíå÷íûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì è ðÿä äðóãèõ,

4



õîòÿ ñàìî íàçâàíèå ¾ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ ê óðàâíåíèÿì ýòèõ òèïîâ

îáû÷íî íå îòíîñÿò. Ðåøåíèÿìè ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ìîãóò áûòü êàê

êîíêðåòíûå ôóíêöèè, òàê è ìíîæåñòâà ôóíêöèé, çàâèñÿùèå îò íåêîòîðûõ

ïàðàìåòðîâ, â ÷àñòíîñòè, îò ôóíêöèé, îïðåäåëÿåìûõ ýòèìè æå óðàâíåíèÿìè.

Íåñêîëüêî ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî îáúåäèíèòü â ñèñòåìó ôóíê-

öèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðåøåíèåì ñèñòåìû ñ÷èòàåòñÿ íàáîð ôóíêöèé, ÿâëÿ-

þùèéñÿ ðåøåíèåì êàæäîãî óðàâíåíèÿ.

Â öåëîì ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ

ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè: îò òåîðèè ìíîæåñòâ è îáùåé (óíè-

âåðñàëüíîé) àëãåáðû äî ñóãóáî ïðèêëàäíûõ íàïðàâëåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-

çèêè. Îñîáåííî ÷àñòî ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçóþòñÿ â

ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè, âêëþ÷àþùèõ òåîðèè ôóíêöèé òîé èëè èíîé ïðèðîäû.

Äëÿ ñïåöèàëüíûõ íóæä â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ çíàíèé ôîðìóëèðóþòñÿ ôóíê-

öèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, èññëåäóþòñÿ

âîïðîñû î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ âîîáùå, à òàêæå î ñóùåñòâîâàíèè ðåøå-

íèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî çàäàííûì ñâîéñòâàì, èëè î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ,

èëè î ñâîéñòâàõ ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû.

Îäíèìè èç ïðîñòåéøèõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèî-

íàëüíûå óðàâíåíèÿ Êîøè: f(x+y) = f(x)+f(y) (ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâî-

ðÿþò âñå ëèíåéíûå îäíîðîäíûå ôóíêöèè f(x) = C · x) è f(x+ y) = f(x)f(y)

(ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿþò âñå ïîêàçàòåëüíûå ôóíêöèè f(x) = Cx),

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî ïðèâåñòè

îäíó èç ïîñòàíîâîê çàäà÷è Êîøè èç òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: y′(x) = f(x, y(x)),

y(x0) = y0.

Çäåñü f(x, y) è y0 � ôóíêöèîíàëüíûå êîíñòàíòû (èçâåñòíûå ôóíêöèè), à y(x)
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� èñêîìàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè ôóíêöèîíàëüíàÿ êîíñòàíòà f(x, y)

íåïðåðûâíà è ëèïøèöåâà íà ïðÿìîóãîëüíèêå, à íà÷àëüíàÿ òî÷êà ïðèíàäëå-

æèò ïðÿìîóãîëüíèêó, òî â íåì áóäåò ñóùåñòâîâàòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äàí-

íîé ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ê ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèÿì òàêæå îòíîñÿòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå ðåêóð-

ðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå ôóíêöèè îò öåëî÷èñ-

ëåííûõ ïåðåìåííûõ è îïåðàòîð ñäâèãà. Ïðèìåð ïîäîáíîãî ñîîòíîøåíèÿ �

f(n) = f(n− 1) + f(n− 2).

Õîðîøî èçâåñòíûå çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè è àññîöèàòèâíîñòè èç îáùåé

àëãåáðû òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ. Â ïðè-

âû÷íîé çàïèñè ýòè çàêîíû âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x ◦ y = y ◦ x, (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z),

ãäå ◦ � ñèìâîë íåêîòîðîé áèíàðíîé îïåðàöèè. Îäíàêî, åñëè ïðåäñòàâèòü ýòó

îïåðàöèþ â âèäå f(x, y), òî ïîëó÷àòñÿ êàê ðàç ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ:

f(x, y) = f(y, x), f
(
f(x, y), z

)
= f

(
x, f(y, z)

)
.

Ðåøåíèÿìè äàííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé áóäóò ñîâîêóïíîñòè âñåõ

êîììóòàòèâíûõ èëè àññîöèàòèâíûõ ôóíêöèé.

Ñâîéñòâî ðåôëåêñèâíîñòè äëÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ R òàêæå ìîæíî ïå-

ðåïèñàòü â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ χR(x, x) = 1, ãäå χR � õàðàê-

òåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îòíîøåíèÿ R.

Åùå íåñêîëüêî ïðîñòåéøèõ, õîðîøî èçâåñòíûõ ïðèìåðîâ èç ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî àíàëèçà: ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè ñ ïåðèîäîì T � ýòî ôóíêöèè, óäîâëå-

òâîðÿþùèå ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ f(x + T ) = f(x), ÷åòíûå ôóíêöèè

� óðàâíåíèþ f(x) = f(−x), íå÷åòíûå ôóíêöèè � óðàâíåíèþ f(x) = −f(−x).

Â òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíå-

íèÿ ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ââåäåíèÿ íîâûõ êëàññîâ ôóíêöèé. Íàïðèìåð,

6



àâòîìîðôíûå ôóíêöèè îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèîíàëüíûìè óðàâíåíèÿìè âèäà

f(saz) = f(z), ãäå sa åñòü ýëåìåíò íåêîòîðîé ñ÷åòíîé ïîäãðóïïû ãðóïïû

äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ìà-

òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè èçó÷àåìî-

ãî êëàññà ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè

ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (äèôôåðåíöèàëüíûõ, èíòåãðàëüíûõ, èíòåãðî-

äèôôåðåíöèàëüíûõ èëè àëãåáðàè÷åñêèõ), êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèè,

õàðàêòåðèçóþùèå ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ. Õàðàêòåðíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ

óðàâíåíèå ut(x, t) = a2uxx(x, t), ÿâëÿþùååñÿ êàíîíè÷åñêîé ôîðìîé óðàâíå-

íèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Åñëè äîáàâèòü ê íåìó óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå íà-

÷àëüíîå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, òî ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòåìó ôóíêöèîíàëüíûõ

óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùóþ çàäà÷ó òåïëîïðîâîäíîñòè íà îòðåçêå, ëó÷å èëè

ïðÿìîé.

Îáðàòèìñÿ ê ïðèìåðàì èç äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè. Â òåîðèè áóëåâûõ

ôóíêöèé è òåîðèè ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíå-

íèÿ ïðåäñòàâëåíû äîñòàòî÷íî øèðîêî. Âñå ëèíåéíûå áóëåâû ôóíêöèè, çàâè-

ñÿùèå îò n ïåðåìåííûõ, ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàê ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ

ϕ(x1 ⊕ y1, . . . , xn ⊕ yn)⊕ ϕ(0, . . . , 0) = ϕ(x1, . . . , xn)⊕ ϕ(y1, . . . , yn),

ãäå 0 è ⊕ ñóòü çàäàííûå ôóíêöèîíàëüíûå êîíñòàíòû íóëü è ñëîæåíèå ïî

ìîäóëþ äâà. Âñå ñàìîäâîéñòâåííûå áóëåâû ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ � ýòî

ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ϕ(x1, . . . , xn) = ϕ̄(x̄1, . . . , x̄n).

Ñàìî çàäàíèå áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) òàáëè÷íûì ñïîñîáîì åñòü íè

÷òî èíîå, êàê ñèñòåìà ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîñòîÿùàÿ èç 2n óðàâíå-
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íèé ñ ôóíêöèîíàëüíûìè êîíñòàíòàìè 0 è 1 è îäíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðå-

ìåííîé � îïðåäåëÿåìîé ôóíêöèåé f .

Åñëè îáðàòèòüñÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêå, òî ìîæíî óâèäåòü, ÷òî

öåëûå òåîðèè ñòðîÿòñÿ è ðàçâèâàþòñÿ íà áàçå ïîäõîäÿùèõ ÿçûêîâ ôóíêöèî-

íàëüíûõ óðàâíåíèé.

Òàê, íàïðèìåð, äåéñòâèå îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè (íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé

ëþáîé ïðèðîäû) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ

ϕ(x1, . . . , xn) = f(f1(x1, . . . , xp), . . . , fm(x1, . . . , xp)),

ãäå f, f1, . . . , fm � ôóíêöèîíàëüíûå êîíñòàíòû.

Äåéñòâèå îïåðàòîðà ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè ìîæåò áûòü âûðàæåíî â âèäå

ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ϕ(x1, . . . , xn−1, 0) = f1(x1, . . . , xn−1),

ϕ(x1, . . . , xn + 1) = f2(x1, . . . , xn, ϕ(x1, . . . , xn))

c ôóíêöèîíàëüíûìè êîíñòàíòàìè 0, x+ 1, f1, f2.

Áîëåå òîãî, îäíèì èç ïåðâûõ îïðåäåëåíèé ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè â òåîðèè

àëãîðèòìîâ ÿâèëîñü ýðáðàí-ãåäåëåâñêîå îïðåäåëåíèå, îñíîâàííîå íà ðåøåíè-

ÿõ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ñïåöèàëüíîãî âèäà [48-50]. Äàííûé

ôîðìàëèçì áóäåò îïèñàí â ðàáîòå íèæå.

Ñèñòåìû êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé â òåîðèè àâòîìàòîâ (ñì. [2]) ïðåäñòàâ-

ëÿþò ñîáîé îñíîâíîé èíñòðóìåíò êàê äëÿ çàäàíèÿ è èçó÷åíèÿ ñîáñòâåííî

êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ôóíêöèé, òàê è äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ èõ

îáîáùåíèé (ñì. [14]). Êàê ïðàâèëî, ýòè ñèñòåìû êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé èìå-
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þò âèä 

y(t) = f(x1(t), . . . , xn(t), q1(t− 1), . . . , qr(t− 1)),

q1(t) = g1(x1(t), . . . , xn(t), q1(t− 1), . . . , qr(t− 1)),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

qr(t) = gr(x1(t), . . . , xn(t), q1(t− 1), . . . , qr(t− 1)),

q1(0) = . . . = qr(0) = 0,

ãäå f, g1, . . . , gr � (áóëåâû) ôóíêöèîíàëüíûå êîíñòàíòû.

Êðàòêàÿ èñòîðèÿ ðàçâèòèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â òåîðèè áóëåâûõ ôóíêöèé è òåîðèè ôóíêöèé ìíîãîçíà÷-

íîé ëîãèêè èìååòñÿ áîëüøîå ÷èñëî ïðèìåðîâ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé è

ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ôóíêöè-

îíàëüíûõ áóëåâûõ óðàâíåíèé è ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ìíîãîçíà÷íîé

ëîãèêè íà÷àëîñü ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî.

Â äàííîì íàïðàâëåíèè ìîæíî îòìåòèòü íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ î ôóíê-

öèîíàëüíûõ óðàâíåíèÿõ, ðàññìàòðèâàåìûõ íà ìíîæåñòâå áóëåâûõ ôóíêöèé:

O. Ekin, S. Foldes, P. L. Hammer, L. Hellerstein â ðàáîòå [45] âûâåëè óðàâíåíèÿ,

çàäàþùèå ìíîæåñòâà ðåôëåêñèâíûõ, ïîëÿðíûõ, ñóïåðìîäóëÿðíûõ, ñóáìîäó-

ëÿðíûõ, áèëèíåéíûõ, êâàäðàòè÷íûõ è ïðèíàäëåæàùèõ êëàññàì Õîðíà áóëå-

âûõ ôóíêöèé, à òàêæå äîêàçàëè êðèòåðèé çàäàíèÿ êëàññà áóëåâûõ ôóíêöèé

ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèåì: êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, çàìêíóòûé îòíîñè-

òåëüíî îïåðàöèè äîáàâëåíèÿ è èçúÿòèÿ íåñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ìîæåò

áûòü îïèñàí ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòîò

êëàññ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè îòîæäåñòâëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Â ðàáîòå

[46] ýòîò êðèòåðèé áûë óñèëåí, à â ðàáîòå [47] äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå êëàñ-

ñîâ, îïðåäåëÿåìûõ ñèñòåìîé ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíå-

íèé (íàïðèìåð, êàê êëàññ ëèíåéíûõ ïîðîãîâûõ ôóíêöèé).
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Òàêæå íåîáõîäèìî îáðàòèòü âíèìàíèå íà ðàáîòû Ñ.Ñ. Ìàð÷åíêîâà è

Â. Ñ. Ôåäîðîâîé [19, 32-34], â êîòîðûõ ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè. Â äàííûõ ðàáîòàõ, â

÷àñòíîñòè, ïîëíîñòüþ ðåøåíû âîïðîñû î âûðàçèìîñòè îäíèõ ôóíêöèé ÷åðåç

äðóãèå ñ ïîìîùüþ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (â äðóãîé òåðìèíî-

ëîãèè � îïèñàíèå âñåõ êëàññîâ ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè, çàìêíóòûõ

îòíîñèòåëüíî ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé), à òàêæå î ñëîæíîñòè ðå-

øåíèÿ ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè äëÿ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé.

Â ñ÷åòíîçíà÷íîé ëîãèêå ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé óæå èñïîëü-

çîâàëèñü (îäíàêî â èíîé ïîñòàíîâêå) â òåîðèè àëãîðèòìîâ è ïðîäåìîíñòðè-

ðîâàëè ÷àñòü ñâîèõ âîçìîæíîñòåé.

Ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ óäîáíûì ñðåäñòâîì äëÿ çàäàíèÿ

îïåðàòîðà çàìûêàíèÿ. Èçó÷åíèþ îïåðàòîðà çàìûêàíèÿ, áàçèðóþùåãîñÿ íà

ñèñòåìàõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (êîðîòêî � îïåðàòîð FE-çàìûêàíèÿ),

â äàííîé ðàáîòå óäåëÿåòñÿ îñîáîå âíèìàíèå. Ðàññìîòðåíèå ðàçëè÷íûõ îïåðà-

òîðîâ çàìûêàíèÿ ïîìîãàåò ðàçáèâàòü âñå ìíîæåñòâî ôóíêöèé íà çàìêíóòûå

êëàññû. Ïîäîáíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîçâîëÿåò âûäåëÿòü ñâîéñòâà îòäåëüíûõ

ìíîæåñòâ ôóíêöèé, à òàêæå èññëåäîâàòü âîïðîñû î âûðàçèìîñòè îäíèõ ìíî-

æåñòâ ôóíêöèé ÷åðåç äðóãèå.

Èññëåäîâàíèÿ â äàííîì íàïðàâëåíèè íà÷àëèñü â ðàáîòàõ Ý. Ïîñòà [57-

58] ñ îïèñàíèÿ ñ÷åòíîé ðåøåòêè âñåõ çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè

êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé. Ëîãè÷íûì ïðîäîëæåíèåì è îáîáùåíèåì ïîäîá-

íûõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå çàìûêàíèÿ îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè

íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè. Îäíàêî â ñëó÷àå ìíîãîçíà÷-

íîé ëîãèêè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçè-

öèè êëàññîâ êîíòèíóàëüíà (ñëåäóåò èç ðàáîòû [43]). Ýòîò ôàêò çíà÷èòåëüíî

îãðàíè÷èâàåò âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ íåêîòîðîãî ïîëíîãî îïèñàíèÿ, ïîýòîìó

10



âî ìíîãèõ ðàáîòàõ èññëåäóþòñÿ ëèøü îòäåëüíûå ôðàãìåíòû ðåøåòêè. ×àùå

âñåãî ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå çàìêíóòûå (ëèáî ïðåäïîëíûå) êëàññû, ñîäåðæà-

ùèå íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ íàèáîëüøèé èíòåðåñ.

Íàïðèìåð, â ðàáîòå [29] îïèñàíû âñå êëàññû, ñîäåðæàùèå òåðíàðíûé äèñêðè-

ìèíàòîð, â ðàáîòå [36] � âñå ïðåäïîëíûå êëàññû, ñîäåðæàùèå êëàññ ïîëèíî-

ìîâ, à â ðàáîòå [59] � âñå ìèíèìàëüíûå êëàññû, âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ öåëèêîì

ìíîæåñòâî ñåëåêòîðíûõ ôóíêöèé.

Â ñëó÷àå ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè äëÿ ñîçäàíèÿ ðåøåòêè çàìêíóòûõ êëàññîâ

ïðîñòîé ñòðóêòóðû ââîäÿòñÿ áîëåå ¾ñèëüíûå¿ îïåðàòîðû çàìûêàíèÿ, òàêèå,

êàê îïåðàòîð ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [8]), îïåðàòîð ïî-

çèòèâíîãî çàìûêàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [27] ), îïåðàòîð 1L-çàìûêàíèÿ (ñì., íà-

ïðèìåð, [24, 30]). Äåéñòâèå ýòèõ ¾ñèëüíûõ¿ îïåðàòîðîâ çàìûêàíèÿ, êàê ïðà-

âèëî, íà÷èíàåòñÿ ñ èññëåäîâàíèÿ ñëó÷àÿ áóëåâûõ ôóíêöèé (ñì. [25]). Èññëå-

äîâàíèÿ â äàííîì íàïðàâëåíèè àêòóàëüíû è â ïîñëåäíåå âðåìÿ. Ê ïðèìåðó, â

ðàáîòå [1] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàìûêàíèå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ðàñøèðåííîé

ñóïåðïîçèöèè, â ðàáîòå [38] èññëåäóåòñÿ çàìûêàíèå îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçè-

öèè è ïåðåñòàíîâêè ñ ìíîæåñòâîì íàáîðîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà, â ðàáîòå [35]

ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññû ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ íåÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå íàä

íåêîòîðîé ñèñòåìîé ôóíêöèé.

Â äàííîé äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ÷åò-

íîçíà÷íîé ëîãèêè è îïåðàòîð çàìûêàíèÿ, îñíîâàííûé íà ñèñòåìàõ ôóíêöè-

îíàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñàì òåðìèí ¾ñ÷åòíîçíà÷íàÿ ëîãèêà¿ ïðåäëîæåí Ñ.Â.

ßáëîíñêèì (ñì. [40-41]) äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëüíîé ñèñòåìû ñ îïå-

ðàöèåé ñóïåðïîçèöèè, ôóíêöèè êîòîðîé çàäàíû íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ

÷èñåë. Ïîëó÷åíèå ïåðâûõ íåòðèâèàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â ñ÷åòíîçíà÷íîé ëî-

ãèêå ïîòðåáîâàëî ïðèâëå÷åíèÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ êîíñòðóêöèé áîëü-

øîé òåõíè÷åñêîé ñëîæíîñòè. Â ýòîì íàïðàâëåíèè ñëåäóåò âûäåëèòü ðàáîòû
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Ã.Ï. Ãàâðèëîâà (ñì. [5-6]) è Ñ.Ñ. Ìàð÷åíêîâà (ñì. [17]), â êîòîðûõ èññëåäó-

þòñÿ âîïðîñû ïîëíîòû è âûðàçèìîñòè îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè.

Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ èññëåäîâàíèé ïî ñ÷åòíîçíà÷-

íîé ëîãèêå ïðîâîäèòñÿ êðàéíå ìàëî, ÷òî, âåðîÿòíî, îò÷àñòè ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî

ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ïðåäïîëíûõ îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè êëàññîâ ôóíê-

öèé ñ÷åòíîçíà÷íîé ëîãèêè ãèïåðêîíòèíóàëüíà (ñì. [17]), à, êàê ñêàçàíî âûøå,

äàæå êîíòèíóàëüíàÿ ìîùíîñòü ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò êðóã ïîäîáíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé. Òàêèì îáðàçîì, â èññëåäîâàíèè êëàññà ôóíêöèé ñ÷åòíîçíà÷íîé

ëîãèêè (íàïðèìåð, ïîñðåäñòâîì ïîäõîäÿùèõ îïåðàòîðîâ çàìûêàíèÿ) èìåþòñÿ

ëèøü ïåðâîíà÷àëüíûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ îïåðàöèåé ñóïåðïîçè-

öèè, è êîòîðûå ïîêà íå ïîëó÷èëè äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ.

Êàê è â ñëó÷àå ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè, â ñëó÷àå ñ÷åòíîçíà÷íîé ëîãèêè

ââîäÿòñÿ äðóãèå, îòëè÷íûå îò ñóïåðïîçèöèè, îïåðàöèè. Ïîäîáíûå îïåðà-

öèè ÷àùå âñåãî èñïîëüçóþòñÿ âìåñòå ñ îïåðàöèåé ñóïåðïîçèöèè, ïðè÷åì

ðàññìàòðèâàþòñÿ çàìûêàíèÿ ëèøü íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ ôóíêöèé. Ñàìûìè

ïðîñòûìè ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü ìíîæåñòâî ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíûõ

ôóíêöèé, êîòîðîå ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå çàìûêàíèÿ ñèñòåìû ôóíêöèé

{0, x + 1, Ink (x1, . . . , xn)} ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè è ïðèìèòèâíîé

ðåêóðñèè, è ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íî-ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé, êîòîðîå ïîëó÷àþò-

ñÿ òàêæå èç ñèñòåìû {0, x + 1, Ink (x1, . . . , xn)} â ðåçóëüòàòå çàìûêàíèÿ ïî

ñóïåðïîçèöèè, ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè è ìèíèìèçàöèè (ñì., íàïðèìåð, [52]).

Òàêæå îòìåòèì ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî êëàññîâ Ãæåãîð÷èêà E0, E1, E2 . . . (ñì. [7,

28]), ïîðîæäàåìûõ îïåðàöèÿìè ñóïåðïîçèöèè è îãðàíè÷åííîé ðåêóðñèè èç

ìíîæåñòâ âèäà {0, x + 1, Ink (x1, . . . , xn), fk}, ãäå {fk(x1, x2)} � ñïåöèàëüíûì

îáðàçîì âûáðàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîíîòîííûõ ïðèìèòèâíî- ðåêóðñèâ-

íûõ ôóíêöèé. Ýòè êëàññû îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ èåðàðõèþ ìíîæåñòâà âñåõ

ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé.
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Òàêæå ñëåäóåò ïðèâåñòè ïðèìåð, â êîòîðîì â êà÷åñòâå èñõîäíûõ ôóíêöèé

ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî ôóíêöèé {x+1, Ink (x1, . . . , xn), x−̇y}. Åñëè â êà÷å-

ñòâå ïîðîæäàþùèõ îïåðàöèé âçÿòü îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè è îãðàíè÷åííîãî

ñóììèðîâàíèÿ, òî îáðàçóåòñÿ êëàññ ôóíêöèé, ýëåìåíòàðíûõ ïî Ñêîëåìó (ñì.

[28, 60]). Åñëè ê ïîðîæäàþùèì îïåðàöèÿì äîáàâèòü åùå îïåðàöèþ îãðàíè-

÷åííîãî ìóëüòèïëèöèðîâàíèÿ, òî ïîëó÷èòñÿ êëàññ ôóíêöèé, ýëåìåíòàðíûõ ïî

Êàëüìàðó (ñì. [28, 51]), êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ êëàññîì E3 Ãæåãîð÷èêà. Âîïðîñ

î ïîðîæäåíèè ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé àê-

òóàëåí è â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [4] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

î ïîðîæäàþùèõ ìíîæåñòâàõ â ãðóïïàõ ðåêóðñèâíûõ ïåðåñòàíîâîê.

Èçó÷åíèå ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé, íå ïðèíàäëåæà-

ùèõ êëàññó ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíûõ, íà÷àëîñü ñ ïðèìåðà Â. Àêêåðìàíà

(ñì. [44]) ôóíêöèè, ÿâëÿþùåéñÿ âñþäó îïðåäåëåííîé è âû÷èñëèìîé, íî íå

ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíîé. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòî èñëåäîâàíèå ïîëó÷èëî â

ðàáîòå [54] Ð. Ïåòåð, â êîòîðîé îíà èçó÷àëà ñ÷åòíóþ èåðàðõèþ âëîæåííûõ

êëàññîâ, îïðåäåëÿåìûõ ðåêóðñèÿìè ðàçëè÷íûõ ñòóïåíåé.

Îáðàùàÿñü ê ïðèìåðó çàìûêàíèÿ îòíîñèòåëüíî ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ

óðàâíåíèé, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åùå â ñåðåäèíå 1930-õ ãîäîâ Æ.Ýðáðàí è

Ê.Ãåäåëü [48-50] ïðåäëîæèëè îäíó èç ïåðâûõ ôîðìàëèçàöèé ïîíÿòèÿ àëãî-

ðèòìè÷åñêè âû÷èñëèìîé ôóíêöèè � ôîðìàëèçàöèþ, îñíîâàííóþ íà ëîãè÷å-

ñêîì âûâîäå èç ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà

ñõîæåñòü ôîðìóëèðîâîê ýòîãî èññëåäîâàíèÿ ñ òåìîé äàííîé ðàáîòû, òàêàÿ

ôîðìàëèçàöèÿ ïðèãîäíà ëèøü äëÿ ïîñòðîåíèé àëãîðèòìè÷åñêîãî õàðàêòåðà

è ïî÷òè íå ñâÿçàíà ñ îïðåäåëèìîñòüþ ôóíêöèé, áàçèðóþùåéñÿ íà ðåøåíèÿõ

ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îòìåòèì, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ (â òîì ÷èñëå, äëÿ îïèñàííûõ âûøå

ïðèìåðîâ) èññëåäóåìûå ìíîæåñòâà ôóíêöèé ñ÷åòíîçíà÷íîé ëîãèêè íå âû-
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õîäÿò çà ïðåäåëû ìíîæåñòâà ðåêóðñèâíûõ (âû÷èñëèìûõ) ôóíêöèé. Ñëåäó-

åò åùå îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî â âîïðîñàõ êëàññèôèêàöèè ôóíêöèé

ñ÷åòíîçíà÷íîé ëîãèêè (â òåðìèíàõ, íàïðèìåð, ãðàôèêîâ ôóíêöèé), ìîæíî

ïðèìåíÿòü ðàçëè÷íûå òèïû àëãîðèìè÷åñêîé ñâîäèìîñòè (m-ñâîäèìîñòü, òàá-

ëè÷íóþ ñâîäèìîñòü, ñâîäèìîñòü ïî Òüþðèíãó, ñâîäèìîñòü ïî ïåðå÷èñëèìîñòè

è äð. [37], ãëàâû 7�9), ÷òî ïðèâîäèò ê ðàçíîîáðàçíûì ïî îáúåìó è ñâîéñòâàì

êëàññèôèêàöèÿì. Â ýòîì æå ðóñëå íàõîäÿòñÿ êëàññèôèêàöèè, îñíîâàííûå

íà êëàññàõ àðèôìåòè÷åñêîé èåðàðõèè Êëèíè-Ìîñòîâñêîãî è àíàëèòè÷åñêîé

èåðàðõèè Êëèíè (ñì. [37], ãëàâû 15�16).

Â äèññåðòàöèè â ñèëó áîëüøèõ âûðàçèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé îïåðàòîðà

FE-çàìûêàíèÿ (â ÷àñòíîñòè èç-çà òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî ðåêóðñèâíûõ ôóíê-

öèé íå ÿâëÿåòñÿ FE-çàìêíóòûì) ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü êëàññû ôóíêöèé

ñ÷åòíîçíà÷íîé ëîãèêè, äàëåêî âûõîäÿùèå çà ïðåäåëû êëàññà âû÷èñëèìûõ

ôóíêöèé (è äàæå êëàññà ôóíêöèé, àðèôìåòè÷åñêèõ ïî Êëèíè-Ìîñòîâñêîìó).

Îñíîâíûå öåëè è ðåçóëüòàòû

Â äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ñ÷åò-

íîçíà÷íîé ëîãèêè, íà îñíîâå ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé îïðåäå-

ëÿåòñÿ îïåðàòîð FE-çàìûêàíèÿ è ðàññìàòðèâàåòñÿ äåéñòâèå îïåðàòîðà FE-

çàìûêàíèÿ íà ìíîæåñòâå PN ôóíêöèé ñ÷åòíîçíà÷íîé ëîãèêè. Â äàííîé ðà-

áîòå ïðåæäå âñåãî ñòàâÿòñÿ ñëåäóþùèå âîïðîñû:

• ×òî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ

óðàâíåíèé? Êàê ýòè ìíîæåñòâà ñâÿçàíû ñ èçâåñòíûìè êëàññàìè ôóíê-

öèé, ðàññìàòðèâàåìûìè â òåîðèè àëãîðèòìîâ?

• Êàê çàâèñÿò ðåøåíèÿ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé îò ôóíêöèî-

íàëüíûõ êîíñòàíò, èñïîëüçóåìûõ â óðàâíåíèÿõ?
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• ×òî äàåò ðàñøèðåíèå ÿçûêà ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ äî-

ïîëíèòåëüíûõ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê?

• Íàñêîëüêî ñëîæíûì ìîæåò áûòü ïîèñê ðåøåíèÿ ñèñòåìû ôóíêöèîíàëü-

íûõ óðàâíåíèé? Â ÷àñòíîñòè, êàêîâà ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ ïðîáëåìû âû-

ïîëíèìîñòè äëÿ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé?

• ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ñîâîêóïíîñòè âñåõ ðåøåíèé çàäàííîé ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé?

• ×òî äàåò ïðèìåíåíèå ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé â âîïðîñàõ êëàññèôè-

êàöèè ôóíêöèé ñ÷åòíîçíà÷íîé ëîãèêè?

• Íàñêîëüêî ñèëüíûì ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð FE-çàìûêàíèÿ? Êàêîâû îöåíêè

÷èñëà çàìêíóòûõ è ïðåäïîëíûõ êëàññîâ, êîòîðûå îí ïîðîæäàåò?

Öåëü íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè � ïîñòàðàòüñÿ íàéòè îòâåòû íà ñôîðìóëè-

ðîâàííûå âûøå âîïðîñû.

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïîëîæåíèÿ:

• Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñÿêîãî îáùåðåêóðñèâíîãî îïåðàòîðà Φ(f1, . . . , fm)

íàéäåòñÿ òàêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ ôóíêöèîíàëüíûìè êîíñòàíòàìè

0, x + 1 è f1, . . . , fm, êîòîðàÿ äëÿ ëþáîãî âûáîðà ôóíêöèîíàëüíûõ êîí-

ñòàíò f1, . . . , fm îïðåäåëÿåò (ïî âûäåëåíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé)

ôóíêöèþ Φ(f1, . . . , fm).

• Óñòàíîâëåíî, ÷òî FE-çàìûêàíèå ñèñòåì, ïîäîáíûõ ñèñòåìå {0, x+ 1} , à

òàêæå êàæäîé èç ñèñòåì {χ<}, {χ≤}, {χ>}, {χ≥}, ñîâïàäàåò ñ êëàññîì

Σ1
1 àíàëèòè÷åñêîé èåðàðõèè Êëèíè.

• Èññëåäîâàíà ñëîæíîñòü ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè äëÿ ñèñòåì ôóíêöèî-

íàëüíûõ óðàâíåíèé íàä ìíîæåñòâàìè {p(x, y, z)} è {p(x, y, z), a1, . . . , ak},
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ãäå a1, . . . , ak � êîíñòàíòû. Äîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ ïðîáëåìà àëãîðèòìè-

÷åñêè íåðàçðåøèìà è ïðèíàäëåæèò êëàññó Π1 àðèôìåòè÷åñêîé èåðàðõèè

Êëèíè-Ìîñòîâñêîãî.

• Ïîëó÷åíû îöåíêè ìîùíîñòè ìíîæåñòâ FE-çàìêíóòûõ è FE-ïðåäïîëíûõ

êëàññîâ. Äîêàçàíî, ÷òî ìîùíîñòü ñåìåéñòâà âñåõ FE-çàìêíóòûõ êëàññîâ

ãèïåðêîíòèíóàëüíà, à ñåìåéñòâà âñåõ FE-ïðåäïîëíûõ êëàññîâ � íå ìåíåå

÷åì êîíòèíóàëüíà.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòå-

ðàòóðû.

Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà îïåðàòîðó FE-çàìûêàíèÿ è ñîñòîèò èç 6 ïàðàãðàôîâ.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ââîäÿòñÿ áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ, èñïîëüçóåìûå â äàëü-

íåéøåì èçëîæåíèè. Â ïàðàãðàôå 2 îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîð çàìûêàíèÿ, îñ-

íîâàííûé íà ôîðìàëèçìå Ýðáðàíà- Ãåäåëÿ (îïåðàòîð HG-çàìûêàíèÿ), è äî-

êàçûâàåòñÿ òåîðåìà: äëÿ âñÿêîãî îáùåðåêóðñèâíîãî îïåðàòîðà Φ(f1, . . . , fm)

íàéäåòñÿ òàêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (â ôîðìàëèçìå FE) ñ ôóíêöèîíàëüíû-

ìè êîíñòàíòàìè 0, x + 1 è f1, . . . , fm, êîòîðàÿ äëÿ ëþáîãî âûáîðà ôóíêöèî-

íàëüíûõ êîíñòàíò f1, . . . , fm îïðåäåëÿåò (ïî ñâîåé ãëàâíîé ôóíêöèîíàëüíîé

ïåðåìåííîé) ôóíêöèþ Φ(f1, . . . , fm).

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ ïðèíöèï ñîïðÿæåííîñòè äëÿ îïåðàòîðà

FE-çàìûêàíèÿ, ôîðìóëèðóþòñÿ âàæíûå ñëåäñòâèÿ èç íåãî è äîêàçûâàåòñÿ

òåîðåìà î òîì, ÷òî ëþáîé FE-çàìêíóòûé êëàññ, ñîäåðæàùèé íåòðèâèàëüíóþ

îäíîðîäíóþ ôóíêöèþ, öåëèêîì âêëþ÷àåò êëàññ H îäíîðîäíûõ ôóíêöèé.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î òîì, ÷òî êëàññ îòíîøåíèé

RFE, îïðåäåëèìûõ â ôîðìàëèçìå FE, ñîâïàäàåò ñ êëàññîì Σ1
1 àíàëèòè÷å-

ñêîé èåðàðõèè Êëèíè. Êðîìå òîãî, óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû

î òîì, ÷òî çàìûêàíèÿ ñèñòåì ôóíêöèé, ïîäîáíûõ ñèñòåìå {0, x + 1}, äàþò
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êëàññ Σ1
1, â ñëåäñòâèè èç ýòîé òåîðåìû äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàìûêàíèÿ ñèñòåì,

ïîäîáíûõ ñèñòåìå {x+ 1}, òàêæå äàþò êëàññ Σ1
1.

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå èññëåäóþòñÿ ñèñòåìû, ñîäåðæàùèå õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèå ôóíêöèè õîðîøî èçâåñòíûõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

FE-çàìûêàíèå êàæäîãî èç ìíîæåñòâ ôóíêöèé {χ<}, {χ≤} ñîâïàäàåò ñ êëàñ-

ñîì Σ1
1, à FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé {0, 1, χ=} ñîâïàäàåò ñ FE-

çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà ôóíêöèé {χ=}, ñîäåðæèò êëàññ H îäíîðîäíûõ ôóíê-

öèé, âêëþ÷àåòñÿ â êëàññ ôóíêöèé Σ1
1 è íå ñîâïàäàåò ñ êëàññîì Σ1

1.

Â øåñòîì ïàðàãðàôå ðàñøèðÿþòñÿ âûðàçèòåëüíûå âîçìîæíîñòè ÿçûêà FE-

çàìûêàíèÿ ïóòåì äîáàâëåíèÿ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê. Äîêàçûâàþòñÿ ðàâåíñòâà

FE&∨[∅] = FE[p], FE&→[∅] = FE[p] è FE&∼[∅] = FE[p], ãäå p � òåðíàð-

íûé äèñêðèìèíàòîð. Òàêæå äîêàçûâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî êëàññû

FE&∨[max(x, y)] è FE&∨[min(x, y)] ñîâïàäàþò ñ êëàññîì Σ1
1. Óñòàíàâëèâàåòñÿ

ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû: FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {p(x, y, z), a1, . . . , ak}, ãäå

a1, . . . , ak � êîíñòàíòû, ñîâïàäàåò ñ êëàññîì âñåõ ôóíêöèé, ñàìîñîïðÿæåííûõ

îòíîñèòåëüíî ëþáûõ ïåðåñòàíîâîê ñ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè a1, . . . , ak. Âûâî-

äèòñÿ ñëåäñòâèå èç ýòîé òåîðåìû: FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {χ=} ñîâïàäàåò ñ

êëàññîì âñåõ ôóíêöèé, ñàìîñîïðÿæåííûõ îòíîñèòåëüíî ëþáûõ ïåðåñòàíîâîê

ñ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè 0, 1.

Â ãëàâå 2 èññëåäóþòñÿ FE-çàìêíóòûå è FE-ïðåäïîëíûå êëàññû. Ãëàâà ñî-

ñòîèò èç äâóõ ïàðàãðàôîâ. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî âñïî-

ìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé è îñíîâíàÿ òåîðåìà î òîì, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæå-

ñòâà FE-çàìêíóòûõ êëàññîâ ãèïåðêîíòèíóàëüíà. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ FE-ïðåäïîëíûå êëàññû. Äåìîíñòðèðóåòñÿ, êàê íåêîòîðûå FE-

çàìêíóòûå êëàññû ìîæíî ðàñøèðèòü äî FE-ïðåäïîëíûõ. Äîêàçûâàåòñÿ òåî-

ðåìà î òîì, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà FE-ïðåäïîëíûõ êëàññîâ íå ìåíåå ÷åì

êîíòèíóàëüíà.
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Ãëàâà 3 ñîñòîèò èç òðåõ ïàðàãðàôîâ. Â íåé èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ñëîæ-

íîñòè ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ïåð-

âîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î òîì, ÷òî ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè

ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàä ìíîæåñòâîì {p(x, y, z)} àëãîðèòìè-

÷åñêè íåðàçðåøèìà. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î òîì, ÷òî

ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè äëÿ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàä ìíîæå-

ñòâîì {p(x, y, z)} ïðèíàäëåæèò êëàññó Π1 àðèôìåòè÷åñêîé èåðàðõèè Êëèíè-

Ìîñòîâñêîãî. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé èç òåîðåìû âûâîäÿòñÿ óòâåðæäåíèÿ, ãîâî-

ðÿùèå, ÷òî ìíîæåñòâà âñåõ âûïîëíèìûõ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

íàä ìíîæåñòâàìè {p(x, y, z)} è {p(x, y, z), a1, . . . , ak}, ãäå a1, . . . , ak� êîíñòàí-

òû, ÿâëÿþòñÿ m-ïîëíûìè ìíîæåñòâàìè â êëàññå Π1 àðèôìåòè÷åñêîé èåðàð-

õèè Êëèíè-Ìîñòîâñêîãî. Â òðåòüåì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ

ðåøåíèé ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàä ìíîæåñòâîì {p(x, y, z)}.

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâ-

íåíèé íàä {p(x, y, z)} ñîäåðæèòñÿ âíóòðè îáúåäèíåíèÿ âñåõ ìíîæåñòâ âèäà

Fβ, ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè β ïîñòðîåíû äëÿ ðàçëè÷íûõ áåñêîíå÷íûõ âåòâåé

äåðåâà ðåøåíèé ∆.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ èç

ñïèñêà ÂÀÊ (ðàáîòû [9-11, 31]) è â ñáîðíèêàõ òåçèñîâ êîíôåðåíöèé (ðàáî-

òà [12]).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èçëàãàëèñü íà êîíôåðåíöèè ¾Ëîìîíîñîâñêèå ÷òå-

íèÿ¿ â 2013 è 2014 ã., íà êîíôåðåíöèè ¾Òèõîíîâñêèå ÷òåíèÿ¿ â 2014 ã., äî-

êëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå ¾Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ êèáåð-

íåòèêà¿ êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ è íà

ñåìèíàðå ëàáîðàòîðèè ÏÎÈÑ ôàêóëüòåòà êîìïüþòåðíûõ íàóê ÂØÝ.
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Ãëàâà 1

Îïåðàòîð FE-çàìûêàíèÿ

â ñ÷åòíîçíà÷íîé ëîãèêå

Â ýòîé ãëàâå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è òåðìèíîëîãèÿ, ïðèíÿòûå ïðè èç-

ëîæåíèè ðåçóëüòàòîâ (ïàðàãðàô 1.1), ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå îïåðàòîðîâ FE-

çàìûêàíèÿ è HG-çàìûêàíèÿ (ïàðàãðàô 1.2), äîêàçûâàåòñÿ ïðèíöèï ñîïðÿ-

æåííîñòè äëÿ îïåðàòîðà FE-çàìûêàíèÿ è íåêîòîðûå ñâîéñòâà çàìûêàíèÿ ñè-

ñòåì, ñîäåðæàùèõ îäíîðîäíûå ôóíêöèè (ïàðàãðàô 1.3), èññëåäóåòñÿ çàìû-

êàíèå ñèñòåìû {x + 1, 0} è ïîäîáíûõ åé ñèñòåì (ïàðàãðàô 1.4), èññëåäóåòñÿ

çàìûêàíèå íåêîòîðûõ ñèñòåì, ñîäåðæàùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè (ïà-

ðàãðàôû 1.5 è 1.6), ðàñøèðàåòñÿ ÿçûê îïåðàòîðà FE-çàìûêàíèÿ çà ñ÷åò ââå-

äåíèÿ íîâûõ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê è èññëåäóþòñÿ âûðàçèòåëüíûå âîçìîæíîñòè

ïîëó÷àþùèõñÿ ÿçûêîâ (ïàðàãðàô 1.6).

Ðåçóëüòàòû âòîðîãî è òðåòüåãî ïàðàãðàôîâ îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [31],

ðåçóëüòàòû ÷åòâåðòîãî ïàðàãðàôà � â ðàáîòàõ [9, 31], ðåçóëüòàòû ïÿòîãî ïà-

ðàãðàôà � â ðàáîòå [9], ðåçóëüòàòû øåñòîãî ïàðàãðàôà � â ðàáîòå [11].
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1.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è òåðìèíîëîãèÿ

Ââåäåì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è òåðìèíîëîãèþ, èñïîëüçóåìûå â äèññåðòàöèè.

Ïóñòü N = {0, 1, . . .} (ðàñøèðåííûé íàòóðàëüíûé ðÿä), PN � ìíîæåñòâî âñåõ

ôóíêöèé íà N (ìíîæåñòâî ôóíêöèé ñ÷åòíîçíà÷íîé ëîãèêè). Åñëè Q ⊆ PN è

n ≥ 1, òî ÷åðåç Q(n) îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç Q, çàâèñÿùèõ îò

n ïåðåìåííûõ. Äëÿ ëþáûõ n ≥ 1 è i, 1 ≤ i ≤ n, ðàññìàòðèâàåì ñåëåêòîðíóþ

ôóíêöèþ eni (x1, . . . , xi, . . . , xn), çíà÷åíèÿ êîòîðîé ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè

ïåðåìåííîé xi. Íà ìíîæåñòâå PN ïðåäïîëàãàåì çàäàííîé îïåðàöèþ ñóïåðïî-

çèöèè [42]. Ìíîæåñòâà ôóíêöèé èç PN , çàìêíóòûå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè

ñóïåðïîçèöèè, íàçûâàåì çàìêíóòûìè êëàññàìè.

Â îïðåäåëåíèè ÿçûêà ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèäåðæèâàåìñÿ òåð-

ìèíîëîãèè ðàáîò [9-11, 31-34]. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç PN

èìååò èíäèâèäóàëüíîå îáîçíà÷åíèå (â êà÷åñòâå îáîçíà÷åíèÿ ìîæíî âûáðàòü

íåêîòîðóþ ëàòèíñêóþ áóêâó ñ äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì â êà÷åñòâå èíäåêñà).

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ n-ìåñòíûõ ôóíêöèé èç PN èñïîëüçóåì ñèìâîëû f
(n)
i , êîòî-

ðûå íàçûâàåì ôóíêöèîíàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Íàðÿäó ñ ôóíêöèîíàëüíûìè

êîíñòàíòàìè ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå ϕ
(n)
i ñî çíà÷åíèÿ-

ìè â îáëàñòè P
(n)
N . Êðîìå ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ èñïîëüçóåì îáû÷íûå

ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå x1, x2, . . . ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé N .

Èíîãäà äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ êîíñòàíò ìû áóäåì èñïîëüçî-

âàòü ñèìâîëû g, h è äðóãèå (ñ èíäåêñàìè èëè áåç íèõ), à òàêæå ñèìâîëû yi, zj

è äðóãèå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü Q ⊆ PN . Îïðåäåëèì ïîíÿòèå òåðìà íàä Q. Âñÿêàÿ ïðåäìåòíàÿ ïå-

ðåìåííàÿ åñòü òåðì íàä Q. Åñëè t1, . . . , tn � òåðìû íàä Q, f
(n)
i � ôóíêöèî-

íàëüíàÿ êîíñòàíòà, ñëóæàùàÿ îáîçíà÷åíèåì ôóíêöèè èç Q, ϕ
(n)
j � ôóíêöèî-
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íàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî âûðàæåíèÿ

f
(n)
i (t1, . . . , tn), ϕ

(n)
j (t1, . . . , tn)

ñóòü òåðìû íàä Q.

Ðàâåíñòâîì íàä Q íàçûâàåì ëþáîå âûðàæåíèå âèäà t1 = t2, ãäå t1, t2 �

òåðìû íàä Q. Ðàâåíñòâà íàä Q ñ÷èòàåì òàêæå ôóíêöèîíàëüíûìè óðàâíåíè-

ÿìè íàä Q. Ïóñòü ϕ
(n1)
i1

, . . . , ϕ
(nm)
im

� âñå ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå, âõî-

äÿùèå â óðàâíåíèå t1 = t2. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ t1 = t2 íàçûâàåì ñèñòåìó

{f (n1)j1
, . . . , f

(nm)
jm
} ôóíêöèé èç PN , êîòîðàÿ ïîñëå çàìåíû êàæäîé ïåðåìåííîé

ϕ
(ns)
is

ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèîíàëüíîé êîíñòàíòîé f
(ns)
js

ïðåâðàùàåò óðàâíå-

íèå t1 = t2 â òîæäåñòâî (îòíîñèòåëüíî âñåõ âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå ïðåäìåòíûõ

ïåðåìåííûõ). Åñëè Ξ � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, òî ðåøåíèåì ñèñòåìû

óðàâíåíèé Ξ íàçûâàåì ñèñòåìó ôóíêöèé èç PN , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

êàæäîãî óðàâíåíèÿ, âõîäÿùåãî â ñèñòåìó Ξ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé îïðåäåëÿòü íåêî-

òîðûå ìíîæåñòâà ôóíêöèé (îò îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà ïåðåìåííûõ), âûäåëèì

îäíó èç ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìû Ξ, êîòîðóþ íàçîâåì ãëàâíîé

ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ñèñòåìû Ξ. Ïóñòü ϕ
(n)
i � ãëàâíàÿ ôóíêöèîíàëü-

íàÿ ïåðåìåííàÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ξ è Q ⊆ P
(n)
N . Ãîâîðèì, ÷òî ìíîæåñòâî

ôóíêöèé Q îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé Ξ, åñëè Q ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-

ñòâîì âñåõ òåõ n-ìåñòíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå âõîäÿò â ðåøåíèÿ ñèñòåìû Ξ â

êà÷åñòâå êîìïîíåíòû ïî ïåðåìåííîé ϕ
(n)
i .

Ïóñòü Q ⊆ PN . Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà Q îòíîñèòåëüíî ñèñòåì ôóíê-

öèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (êîðîòêî: FE-çàìûêàíèåì) íàçûâàåì ìíîæåñòâî âñåõ

ôóíêöèé èç PN , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê îäíîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà ñèñòå-

ìàìè ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàäQ. FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâàQ îáîçíà-

÷àåì ÷åðåç FE[Q]. Ìíîæåñòâî Q íàçûâàåì FE-çàìêíóòûì, åñëè Q =FE[Q].

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà Q (â òîì ÷èñëå ïðè
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Q = ∅) ìíîæåñòâó FE[Q] ïðèíàäëåæàò âñå ñåëåêòîðíûå ôóíêöèè è ìíîæåñòâî

FE[Q] çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè (ñì. òàêæå [42]).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî FE-çàìûêàíèå óäîâëåòâîðÿåò èçâåñòíûì àêñèîìàì çà-

ìûêàíèÿ (çäåñü R, R1, R2 � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà ôóíêöèé ñ÷åòíîçíà÷-

íîé ëîãèêè):

1) R ⊆ [R],

2) åñëè R1 ⊆ R2, òî [R1] ⊆ [R2] (ìîíîòîííîñòü),

3) [[R]] = [R] (èäåìïîòåíòíîñòü).

1.2 Îïåðàòîðû FE-çàìûêàíèÿ è HG-çàìûêàíèÿ

Ðàññìàòðèâàåì åùå îäèí îïåðàòîð çàìûêàíèÿ, êîòîðûé òàêæå îñíîâàí íà ñè-

ñòåìàõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, îïåðàòîð HG-çàìûêàíèÿ. Ïî ñóùåñòâó,

ýòî îïåðàòîð, êîòîðûé ìîæåò áûòü îïðåäåëåí â ôîðìàëèçìå Ýðáðàíà�Ã¼äåëÿ

[13, 48-50], èçíà÷àëüíî ïðåäëîæåííîãî äëÿ çàäàíèÿ (÷àñòè÷íî) ðåêóðñèâíûõ

ôóíêöèé. Ìû íåñêîëüêî îòñòóïàåì îò êàíîíè÷åñêèõ îïðåäåëåíèé èç ðàáîò

[13, 48-50] ñ öåëüþ ïðèáëèçèòü îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà HG-çàìûêàíèÿ ê îïðå-

äåëåíèþ îïåðàòîðà FE-çàìûêàíèÿ.

ßçûê îïåðàòîðà HG-çàìûêàíèÿ ñîâïàäàåò ñ ÿçûêîì îïåðàòîðà FE-

çàìûêàíèÿ. Òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ ê ïîíÿòèÿì òåðìà è ðàâåíñòâà (óðàâíå-

íèÿ). Ïóñòü t1, t2 � òåðìû. ×àñòíûì ñëó÷àåì ðàâåíñòâà t1 = t2 íàçûâàåì

ëþáîå ðàâåíñòâî âèäà t′1 = t′2, ãäå âûðàæåíèÿ t′1, t
′
2 ïîëó÷àþòñÿ èç òåðìîâ

t1, t2 ïîäñòàíîâêîé âìåñòî âñåõ ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ íåêîòîðûõ ýëåìåí-

òîâ èç N . Ïðè ýòîì âñå âõîæäåíèÿ îäíîé è òîé æå ïðåäìåòíîé ïåðåìåííîé â

òåðìû t1, t2 çàìåùàþòñÿ îäíèì è òåì æå ýëåìåíòîì èç N .

Ïóñòü Ξ � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ðàâåíñòâ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâåíñòâ

E1, . . . , Es, íå ñîäåðæàùèõ ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ, íàçûâàåòñÿ âûâîäîì èç
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ñèñòåìû ðàâåíñòâ Ξ, åñëè êàæäîå ðàâåíñòâî Ei ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäî-

âëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) Ei åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé îäíîãî èç ðàâåíñòâ ñèñòåìû Ξ;

2) äëÿ íåêîòîðîãî j < i ðàâåíñòâî Ei ïîëó÷àåòñÿ èç ðàâåíñòâà Ej çàìåíîé

âûðàæåíèÿ âèäà f (n)(a1, . . . , an) ýëåìåíòîì a, ãäå a = f (n)(a1, . . . , an);

3) äëÿ íåêîòîðûõ j, l < i ðàâåíñòâî Ei ïîëó÷àåòñÿ èç ðàâåíñòâà Ej çàìåíîé

âûðàæåíèÿ âèäà ϕ(n)(a1, . . . , an) ýëåìåíòîì a, ïðè ýòîì ðàâåíñòâî El èìååò

âèä a = ϕ(n)(a1, . . . , an).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàâåíñòâî E, íå ñîäåðæàùåå ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ,

âûâîäèìî èç ñèñòåìû ðàâåíñòâ Ξ, åñëè ñóùåñòâóåò âûâîä èç ñèñòåìû ðàâåíñòâ

Ξ, êîòîðûé ñîäåðæèò E â êà÷åñòâå îäíîãî èç ðàâåíñòâ. Ñèñòåìó ðàâåíñòâ Ξ

íàçûâàåì êîððåêòíîé, åñëè èç íåå íåâîçìîæíî âûâåñòè äâà ðàâåíñòâà âèäà

a = ϕ(n)(a1, . . . , an), b = ϕ(n)(a1, . . . , an),

ãäå a 6= b.

Ïóñòü Q ⊆ PN , Ξ � êîððåêòíàÿ ñèñòåìà ðàâåíñòâ íàä Q, ϕ(n) � ôóíê-

öèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, âõîäÿùàÿ â Ξ. Ãîâîðèì, ÷òî (÷àñòè÷íàÿ) ôóíêöèÿ

g(x1, . . . , xn) îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé ðàâåíñòâ Ξ ïî ôóíêöèîíàëüíîé ïåðå-

ìåííîé ϕ, åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà (a1, . . . , an) ðàâåíñòâî ϕ(n)(a1, . . . , an) =

a âûâîäèìî èç ñèñòåìû ðàâåíñòâ Ξ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

g(a1, . . . , an) = a. Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, îïðåäåëÿåìûõ ñèñòåìîé ðàâåíñòâ

Ξ íàä Q, îáîçíà÷èì ÷åðåç Ξ(Q). Ïîëîæèì

HG[Q] =
⋃

Ξ(Q),

ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì êîððåêòíûì ñèñòåìàì ðàâåíñòâ Ξ íàä Q.

Ìíîæåñòâî HG[Q] íàçûâàåì HG-çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà Q.
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Îòìåòèì, ÷òî â òåîðèè àëãîðèòìîâ ïðåèìóùåñòâåííî ðàññìàòðèâàåòñÿ

ìíîæåñòâî HG[{0, x+1}], êîòîðîå â ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ êëàññîì âñåõ ÷à-

ñòè÷íî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé ([16], ãëàâà 3). Îäíàêî â ôîðìàëèçìå Ýðáðàíà�

Ã¼äåëÿ, êàê è â ëþáîì äðóãîì ôîðìàëèçìå ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé, ìîæíî

îïðåäåëÿòü íå òîëüêî ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè, íî è ÷àñòè÷íî ðå-

êóðñèâíûå, ðåêóðñèâíûå è îáùåðåêóðñèâíûå îïåðàòîðû. Íàñ áóäóò èíòåðåñî-

âàòü îáùåðåêóðñèâíûå îïåðàòîðû (÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûå îïåðàòîðû, êîòî-

ðûå îïðåäåëåíû íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâàõ âñþäó îïðåäåëåííûõ ôóíê-

öèé è ïåðåâîäÿò íàáîðû ôóíêöèé èç óêàçàííûõ ìíîæåñòâ âî âñþäó îïðåäå-

ëåííûå ôóíêöèè ([37], ãëàâà 1).

×òîáû çàäàòü â ôîðìàëèçìå HG îáùåðåêóðñèâíûé îïåðàòîð

Φ(f
(n1)
1 , . . . , f

(nm)
m ) íà ìíîæåñòâå P

(n1)
N × . . . × P

(nm)
N , ñëåäóåò ðàññìîòðåòü

ñèñòåìó ðàâåíñòâ Ξ, êîòîðàÿ ïîìèìî ôóíêöèîíàëüíûõ êîíñòàíò 0, x + 1

ñîäåðæèò òàêæå ôóíêöèîíàëüíûå êîíñòàíòû f
(n1)
1 , . . . , f

(nm)
m (êîòîðûå â

äàííîì ñëó÷àå èãðàþò ðîëü ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ îïåðàòîðà Φ) è

íåêîòîðûå ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå ϕ1, . . . , ϕk. Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ

ðàâåíñòâà

Φ(f
(n1)
1 , . . . , f (nm)

m ) = f

ñèñòåìà ðàâåíñòâ Ξ äîëæíà êîððåêòíî îïðåäåëÿòü (ïî ãëàâíîé ôóíêöèîíàëü-

íîé ïåðåìåííîé) ôóíêöèþ f ÷åðåç ôóíêöèè f
(n1)
1 , . . . , f

(nm)
m .

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî îòìå÷åííîå îòíîøåíèå ìåæäó îáùåðåêóðñèâíûìè

îïåðàòîðàìè è ñèñòåìàìè êîððåêòíûõ ðàâåíñòâ óêàçàííîãî âèäà ÿâëÿåòñÿ

âçàèìíî îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì. Â ÷àñòíîñòè, âñÿêàÿ êîððåêòíàÿ ñèñòå-

ìà ðàâåíñòâ Ξ ñ ôóíêöèîíàëüíûìè êîíñòàíòàìè 0, x+1 è f
(n1)
1 , . . . , f

(nm)
m , êîòî-

ðàÿ ïðè ëþáîì âûáîðå êîíñòàíò f
(n1)
1 , . . . , f

(nm)
m îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ôóíê-

öèþ èç PN , çàäàåò îáùåðåêóðñèâíûé îïåðàòîð íà ìíîæåñòâå P
(n1)
N ×. . .×P (nm)

N .

24



Òåîðåìà 1. Äëÿ âñÿêîãî îáùåðåêóðñèâíîãî îïåðàòîðà Φ(f1, . . . , fm) íàé-

äåòñÿ òàêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (â ôîðìàëèçìå FE) ñ ôóíêöèîíàëüíûìè

êîíñòàíòàìè 0, x + 1 è f1, . . . , fm, êîòîðàÿ äëÿ ëþáîãî âûáîðà ôóíêöèî-

íàëüíûõ êîíñòàíò f1, . . . , fm îïðåäåëÿåò (ïî ñâîåé ãëàâíîé ôóíêöèîíàëüíîé

ïåðåìåííîé) ôóíêöèþ Φ(f1, . . . , fm).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Êàê îòìå÷àëîñü, îïåðàòîð Φ ìîæíî çàäàòü â ôîðìàëèçìå HG êîððåêò-

íîé ñèñòåìîé ðàâåíñòâ Ξ, èìåþùåé ôóíêöèîíàëüíûå êîíñòàíòû 0, x + 1 è

f1, . . . , fm (ïîñëåäíèå â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ôóíêöèîíàëüíûå

ïåðåìåííûå). Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [16], ãëàâà 5). Ýòî âåðíî è äëÿ äðóãèõ

ôîðìàëèçàöèé ïîíÿòèÿ îáùåðåêóðñèâíîãî îïåðàòîðà, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ

ìàøèí Òüþðèíãà èëè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîíÿòèÿ µ-ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè),

÷òî äëÿ îáùåðåêóðñèâíîãî îïåðàòîðà Φ ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó ðàâåíñòâ

Ξ ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà Φ íà ñèñòåìó âñþäó îïðå-

äåëåííûõ ôóíêöèé (f1, . . . , fm) äëÿ ëþáîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ϕi

èç ñèñòåìû Ξ âûâîäÿòñÿ âñå ðàâåíñòâà, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïîäõîäÿùóþ (ïî

ïåðåìåííîé ϕi) è åäèíñòâåííóþ ôóíêöèþ êëàññà PN . Èíûìè ñëîâàìè, ñè-

ñòåìà ðàâåíñòâ Ξ ìîæåò áûòü âûáðàíà òàê, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ôóíêöèè

Φ(f1, . . . , fm) èñïîëüçóþòñÿ ëèøü âñþäó îïðåäåëåííûå ¾âñïîìîãàòåëüíûå¿

ôóíêöèè.

Ïóñòü ϕ1, . . . , ϕs � âñå ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå ñèñòåìû ðàâåíñòâ Ξ, à

g1, . . . , gs � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ôóíêöèè, êîòîðûå ¾âû÷èñëÿþòñÿ¿ ñèñòåìîé

Ξ ïðè âûâîäå çíà÷åíèé ôóíêöèè Φ(f1, . . . , fm) (ñðåäè íèõ èìååòñÿ è ôóíêöèÿ

Φ(f1, . . . , fm)). Òîãäà, êîíå÷íî, ñèñòåìà ôóíêöèé (g1, . . . , gs) îáðàçóåò ðåøåíèå

ñèñòåìû óðàâíåíèé Ξ (â ôîðìàëèçìå FE). Âìåñòå ñ òåì íèêàêîãî äðóãîãî

ðåøåíèÿ ó ñèñòåìû óðàâíåíèé Ξ â ýòîì ñëó÷àå áûòü íå ìîæåò � ýòîò ôàêò

ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî äëèíå âûâîäà èç ñèñòåìû ðàâåíñòâ Ξ.
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Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà óðàâíåíèé Ξ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

(g1, . . . , gs), ñîñòîÿùåå èç âñþäó îïðåäåëåííûõ ôóíêöèé, è òåì ñàìûì îïðå-

äåëÿåò åäèíñòâåííóþ ôóíêöèþ Φ(f1, . . . , fm). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1 îáåñïå÷èâàåò íà÷àëüíîå ïðåäñòàâëåíèå î âûðàçèòåëüíûõ âîç-

ìîæíîñòÿõ îïåðàòîðà FE-çàìûêàíèÿ, à òàêæå íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò ñâÿçü

îïåðàòîðà FE-çàìûêàíèÿ ñ èçâåñòíûì ðàíåå îïåðàòîðîì HG-çàìûêàíèÿ. Ôàê-

òè÷åñêè èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî êëàññ ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé, êîòîðûé ìîæ-

íî ïîëó÷èòü èç áàçîâîé ñèñòåìû ôóíêöèé {0, x+1, Ink (x1, . . . , xn)} ñ ïîìîùüþ

îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè, ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè è ìèíèìèçàöèè (â äàííîé ðà-

áîòå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî âñþäó îïðåäåëåííûå ôóíêöèè), ñîäåðæèòñÿ â

FE-çàìûêàíèè áàçîâîé ñèñòåìû ôóíêöèé.

1.3 Ïðèíöèï ñîïðÿæåííîñòè äëÿ îïåðàòîðà

FE-çàìûêàíèÿ

Ñíà÷àëà ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ PN , π � ïåðåñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå N è π−1 �

ïåðåñòàíîâêà, îáðàòíàÿ ê ïåðåñòàíîâêå π. Ôóíêöèÿ

fπ(x1, . . . , xn) = π−1(f(π(x1), . . . , π(xn)))

íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé ñ ôóíêöèåé f ñ ïîìîùüþ ïåðåñòàíîâêè π. Åñëè

f = fπ, òî ôóíêöèÿ f íîñèò íàçâàíèå ñàìîñîïðÿæåííîé ñ ïîìîùüþ ïåðå-

ñòàíîâêè π. Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç PN , ñàìîñîïðÿæåííûõ ñ ïîìîùüþ

ïåðåñòàíîâêè π, îáîçíà÷èì ÷åðåç Sπ. Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ìíîæåñòâî

Sπ îáðàçóåò çàìêíóòûé (îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè) êëàññ. Ïîëî-

æèì

H =
⋂
π

Sπ,
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ãäå ïåðåñå÷åíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì π íà ìíîæåñòâå N .

Ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà H íîñÿò íàçâàíèå îäíîðîäíûõ ôóíêöèé (ñì. [18, 26,

56]).

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî H îáðàçóåò çàìêíóòûé êëàññ. Ëåã-

êî âèäåòü, ÷òî êëàññó H ïðèíàäëåæàò âñå ñåëåêòîðíûå ôóíêöèè. Îïðåäåëèì

åùå ðÿä îäíîðîäíûõ ôóíêöèé:

p(x, y, z) =

 z, åñëè x = y,

x â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

d(x, y, z) =

 x, åñëè x = y,

z â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ln(x1, . . . , xn) =

 x1, åñëè çíà÷åíèÿ x1, . . . , xn ïîïàðíî ðàçëè÷íû,

xn â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

(n = 3, 4, . . .). Ôóíêöèÿ p íàçûâàåòñÿ òåðíàðíûì äèñêðèìèíàòîðîì.

Îäíîðîäíîñòü ïðèâåäåííûõ ôóíêöèé ìîæíî óñòàíîâèòü êàê íåïîñðåä-

ñòâåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì èñõîäíûõ îïðåäåëåíèé, òàê è ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

çíà÷åíèÿìè äàííûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå âû-

áèðàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îòíîøåíèåì ðàâåíñòâà/íåðàâåíñòâà ìåæäó ïåðå-

ìåííûìè.

Äëÿ áîëüøèíñòâà èçó÷àåìûõ îïåðàòîðîâ çàìûêàíèÿ, äåéñòâóþùèõ íà ìíî-

æåñòâàõ áóëåâûõ ôóíêöèé, ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè èëè ôóíêöèé ñ÷åò-

íîçíà÷íîé ëîãèêè, ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèíöèï ñîïðÿæåííîñòè, ÿâëÿþùèéñÿ

îäíîé èç âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê îïåðàòîðà çàìûêàíèÿ. Íèæå â òåêñòå

óñòàíàâëèâàåòñÿ èñòèííîñòü ïðèíöèïà ñîïðÿæåííîñòè äëÿ îïåðàòîðà FE-

çàìûêàíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1. (ïðèíöèï ñîïðÿæåííîñòè äëÿ FE-çàìûêàíèÿ). Ïóñòü ñè-

ñòåìà Ξ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàä ìíîæåñòâîì ôóíêöèé {f1, . . . , fs}
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îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ f è π � ïåðåñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå N . Òîãäà ñè-

ñòåìà óðàâíåíèé Ξπ, ïîëó÷åííàÿ èç ñèñòåìû Ξ çàìåíîé êàæäîé ôóíêöè-

îíàëüíîé êîíñòàíòû fi, 1 ≤ i ≤ s, ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèîíàëüíîé

êîíñòàíòîé fπi , îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ fπ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîäîáíîå óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè áûëî ñôîðìóëè-

ðîâàíî â ðàáîòå [33], è ïðèâîäèìîå äîêàçàòåëüñòâî â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè

àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó èç óêàçàííîé ðàáîòû. Ïóñòü â ñèñòåìå Ξ c ãëàâ-

íîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ϕ ïðèñóòñòâóþò ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåí-

íûå ϕ, ϕ1, . . . , ϕl. È ïóñòü íàáîð ôóíêöèé {g, g1, . . . , gl} � ðåøåíèå äàííîé

ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïðè

ïîäñòàíîâêå ôóíêöèé {g, g1, . . . , gl} âìåñòî ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèîíàëü-

íûõ ïåðåìåííûõ ϕ, ϕ1, . . . , ϕl âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû îáðàùàþòñÿ â òîæäå-

ñòâî îòíîñèòåëüíî âñåõ âõîäÿùèõ â ñèñòåìó ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ.

Â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå çàìåíèì âñå âõîæäåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ êîíñòàíò

g, g1, . . . , gl, f1, . . . , fs íà ôóíêöèîíàëüíûå êîíñòàíû gπ, gπ1 , . . . , g
π
l , f

π
1 , . . . , f

π
s .

Èç ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè äëÿ îïåðàòîðà ñóïåðïîçèöèè (ñì. [42]) ñëåäóåò,

÷òî ïîñëå ïîäîáíîé çàìåíû ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà òàêæå îñòàíóòñÿ òîæäå-

ñòâàìè.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàáîð ôóíêöèé gπ1 , . . . , g
π
l áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì ñè-

ñòåìû Ξπ. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ïî ãëàâíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé

ñèñòåìû Ξπ áóäåò ñëåäîâàòü èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïî ãëàâíîé ôóíêöè-

îíàëüíîé ïåðåìåííîé ñèñòåìû â ñèñòåìå Ξ, òàê êàê ìîæíî ñ ïîìîùüþ ïåðå-

ñòàíîâêè π−1 ïåðåéòè îò ñèñòåìû Ξπ ê ñèñòåìå Ξ.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè π êëàññ Sπ ÿâëÿåòñÿ FE-
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çàìêíóòûì.

Ñëåäñòâèå 2. Êëàññ H îäíîðîäíûõ ôóíêöèé FE-çàìêíóò.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü âñå ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà {f1, . . . , fs} ÿâëÿþòñÿ ñà-

ìîñîïðÿæåííûìè îòíîñèòåëüíî ëþáîé ïåðåñòàíîâêè π èç ãðóïïû G. Òîãäà

ìíîæåñòâî ðåøåíèé {g1, . . . , gs, . . .} ëþáîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íàä ìíîæå-

ñòâîì ôóíêöèîíàëüíûõ êîíñòàíò {f1, . . . , fs} çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïå-

ðåõîäà gi → gπi .

Îäíîðîäíûå ôóíêöèè èãðàþò âàæíóþ ðîëü â óíèâåðñàëüíîé àëãåáðå è

òåîðèè ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè. Â ñâÿçè ñ ýòèì èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò

FE-çàìêíóòûå êëàññû, âêëþ÷àþùèå îäíîðîäíûå ôóíêöèè. Òàê, ê ïðèìåðó, â

ðàáîòå [18] èññëåäóþòñÿ ïîõîæèå âîïðîñû äëÿ ñëó÷àÿ îïåðàòîðà çàìûêàíèÿ

ïî ñóïåðïîçèöèè. Âûÿñíèì, êàêèå íåòðèâèàëüíûå (íåñåëåêòîðíûå) îäíîðîä-

íûå ôóíêöèè ìîãóò ñîäåðæàòü FE-çàìêíóòûå êëàññû.

Òåîðåìà 2. Ëþáîé FE-çàìêíóòûé êëàññ, ñîäåðæàùèé íåòðèâèàëüíóþ îä-

íîðîäíóþ ôóíêöèþ, öåëèêîì âêëþ÷àåò êëàññ H îäíîðîäíûõ ôóíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Â ðàáîòå [18] óñòàíîâëåíî, ÷òî êëàññ H ïîðîæäàåòñÿ (â ñìûñëå îïåðàöèè

ñóïåðïîçèöèè) òåðíàðíûì äèñêðèìèíàòîðîì p. Êðîìå òîãî, â [18] äîêàçàíî,

÷òî ëþáîé çàìêíóòûé (îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè) êëàññ ôóíêöèé èç H, îò-

ëè÷íûé îò êëàññà ñåëåêòîðíûõ ôóíêöèé, ñîäåðæèò ëèáî ôóíêöèþ d, ëèáî

êàêóþ-íèáóäü ôóíêöèé ln. Ïîýòîìó òåîðåìà 2 áóäåò äîêàçàíà, åñëè ìû óñòà-

íîâèì, ÷òî êàæäàÿ èç ôóíêöèé d, ln FE-ïîðîæäàåò ôóíêöèþ p.

Íà÷íåì ñ ôóíêöèè d. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

ϕ(x, x, y) = y, ϕ(x, y, x) = x, ϕ(x, y, y) = x, ϕ(x, y, d(x, y, z)) = x.
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Ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ïðàâèëüíî îïðåäåëÿþò ôóíêöèþ p íà

âñåõ íàáîðàõ, ñîäåðæàùèõ íå áîëåå äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé. ×åòâåðòîå

óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ p, â ÷àñòíîñòè, íà íàáîðàõ (x, y, z), ãäå x 6= y.

Îòìåòèì, ÷òî ÷åòâåðòîå óðàâíåíèå ñîãëàñîâàíî ñ ïåðâûìè òðåìÿ íà íàáîðàõ,

ñîäåðæàùèõ íå áîëåå äâóõ çíà÷åíèé.

Ïîêàæåì äàëåå, ÷òî ôóíêöèÿ l3 FE-ïîðîæäàåò ôóíêöèþ d. Ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ ñèñòåìà ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ϕ(x, x, y) = x, ϕ(x, y, x) = x, ϕ(x, y, y) = y,

l3(x, ϕ(x, y, z), z) = z, l3(y, ϕ(x, y, z), z) = z.

Ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ äàííîé ñèñòåìû ïðàâèëüíî îïðåäåëÿþò ôóíêöèþ d

íà âñåõ íàáîðàõ, ñîäåðæàùèõ íå áîëåå äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé. Îñòàëüíûå

äâà óðàâíåíèÿ îáåñïå÷èâàþò ðàâåíñòâî d(x, y, z) = z íà íàáîðàõ, ñîñòîÿùèõ

èç òðåõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé. Íåòðóäíî òàêæå óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëåäíèå äâà

óðàâíåíèÿ ñîãëàñîâàíû ñ ïåðâûìè òðåìÿ óðàâíåíèÿìè íà íàáîðàõ, ñîäåðæà-

ùèõ íå áîëåå äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, êàê ïðè n ≥ 3

èç ôóíêöèè ln+1 ïîëó÷èòü ôóíêöèþ ln. Âûïèøåì ñíà÷àëà ñèñòåìó óðàâíåíèé,

êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò âòîðîé ïóíêò îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ln (¾â îñòàëüíûõ

ñëó÷àÿõ¿):

ϕ(x1, . . . , xi−1, xj, xi+1, . . . , xn) = xn, 1 ≤ i < j ≤ n.

Çàòåì äîáàâèì ê íåé óðàâíåíèå, êîòîðîå ¾îòâå÷àåò¿ çà ïåðâûé ïóíêò îïðå-

äåëåíèÿ ôóíêöèè ln:

ϕ(ln+1(x1, . . . , xn+1), x3, . . . , xn+1) = ln+1(x1, . . . , xn+1).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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1.4 FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâ òèïà {0, x + 1}

Ê ïðîáëåìå ïîñòðîåíèÿ FE-çàìûêàíèÿ äîâîëüíî áëèçêî ïðèìûêàþò âîïðî-

ñû âûðàçèìîñòè îòíîøåíèé â ÿçûêå ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. Áóäåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ íàä ìíîæåñòâîì ôóíêöèîíàëüíûõ

êîíñòàíò {0, x+1}. Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 1 âñÿêèé îáùåðåêóðñèâíûé îïåðà-

òîð (à â ÷àñòíîñòè, è âñÿêóþ îáùåðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ) ìîæíî îïðåäåëèòü

ïîäõîäÿùåé ñèñòåìîé ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî ñ ïîìîùüþ ôóíê-

öèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî îïðåäåëÿòü è îòíîøåíèÿ R íà ìíîæåñòâàõ âè-

äà P
(n1)
N × . . . × P (nm)

N . Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ñèñòåìó ôóíêöèîíàëüíûõ

óðàâíåíèé Ξ ñ ôóíêöèîíàëüíûìè ïåðåìåííûìè

ϕ
(n1)
1 , . . . , ϕ(nm)

m , ϕ
(nm+1)
m+1 , . . . , ϕ

(nm+l)
m+l ,

èç êîòîðûõ ïåðåìåííûå ϕ
(n1)
1 , . . . , ϕ

(nm)
m áóäåì ñ÷èòàòü ¾ãëàâíûìè¿ ïåðåìåí-

íûìè. Áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà Ξ îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå R íà ìíî-

æåñòâå P
(n1)
N × . . .× P (nm)

N , åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà ôóíêöèé (f
(n1)
1 , . . . , f

nm)
m )

èç P
(n1)
N × . . . × P

(nm)
N íàéäåòñÿ òàêîé íàáîð ôóíêöèé (f

(nm+1)
m+1 , . . . , f

(nm+l)
m+l )

èç P
(nm+1)
N × . . . × P

(nm+l)
N , ÷òî ïðè çàìåíå ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ

ϕ
(n1)
1 , . . . , ϕ

(nm+l)
m+l ñèñòåìû óðàâíåíèé Ξ ñîîòâåòñòâóþùèìè ôóíêöèîíàëüíû-

ìè êîíñòàíòàìè f
(n1)
1 , . . . , f

(nm+l)
m+l ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ðàâåíñòâ áóäåò òîæäå-

ñòâåííî èñòèííîé (îòíîñèòåëüíî âñåõ âõîäÿùèõ â ñèñòåìó ïðåäìåòíûõ ïåðå-

ìåííûõ) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îòíîøåíèå R èñòèííî íà íàáîðå

(f
(n1)
1 , . . . , f

(nm)
m ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç RFE êëàññ âñåõ îòíîøåíèé (íà äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäå-

íèÿõ ìíîæåñòâ âèäà P
(n)
N ), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ â óêàçàííîì âûøå ñìûñ-

ëå ñèñòåìàìè ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàä ìíîæåñòâîì ôóíêöèîíàëüíûõ

êîíñòàíò {0, x+ 1}. Äàëåå ìû õîòèì ñðàâíèòü êëàññ RFE ñ íà÷àëüíûì êëàñ-

ñîì Σ1
1 àíàëèòè÷åñêîé èåðàðõèè Êëèíè (ñì. [37], ãëàâà 16), êîòîðûé áóäåì
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ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äëÿ îòíîøåíèé íà ìíîæåñòâàõ âèäà P
(n1)
N × . . .×P (nm)

N .

Êëàññ Σ1
1 àíàëèòè÷åñêîé èåðàðõèè Êëèíè îïðåäåëÿåòñÿ êàê êëàññ âñåõ îòíî-

øåíèé, ïðåäñòàâèìûõ â ôîðìå

(∃fm+1) . . . (∃fm+l)(∀x1) . . . (∀xk)R(f1, . . . , fm, fm+1, . . . , fm+l, x1, . . . , xk), (1)

ãäå

f1 ∈ P (n1)
N , . . . , fm ∈ P (nm)

N , fm+1 ∈ P (nm+1)
N , . . . , fm+l ∈ P (nm+l)

N

è R � ðåêóðñèâíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå

P
(n1)
N × . . .× P (nm)

N × P (nm+1)
N × . . .× P (nm+l)

N ×Nk.

Îïðåäåëåíèÿ êëàññîâ RFE è Σ1
1 èìåþò äîâîëüíî ìíîãî îáùåãî. Ýòî ïîäòâåð-

æäàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3. Êëàññû îòíîøåíèé RFE è Σ1
1 ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Âêëþ÷åíèå RFE ⊆ Σ1
1 ïî÷òè î÷åâèäíî: ñèñòåìà óðàâíåíèé ÿçûêà FE,

îïðåäåëÿþùàÿ îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå P
(n1)
N × . . . × P

(nm)
N ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé, áåçóñëîâíî, ïðîñòåéøèé òèï ðåêóðñèâíîãî îòíîøåíèÿ íà ìíîæåñòâå

P
(n1)
N × . . .× P (nm+l)

N ×Nk.

Îáðàòíî, ÷òîáû óñòàíîâèòü âêëþ÷åíèå Σ1
1 ⊆ RFE, îáðàòèìñÿ ê ôîðìàëèç-

ìó Ýðáðàíà�Ã¼äåëÿ è îïðåäåëèì ðåêóðñèâíîå îòíîøåíèå R, âõîäÿùåå â ôîð-

ìóëó (1), ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû ðàâåíñòâ Ξ íàä ìíîæåñòâîì ôóíêöèé {0, x+1},

êîòîðîå ñîäåðæèò ¾ãëàâíûå¿ ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå ϕ
(n1)
1 , . . . , ϕ

(nm)
m ,

¾âñïîìîãàòåëüíûå¿ ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå ϕ
(nm+1)
m+1 , . . . , ϕ

(nm+l)
m+l è ïðåä-

ìåòíûå ïåðåìåííûå x1, . . . , xk. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü íà îñíîâå òåîðåìû 1, ïî-

ñêîëüêó ôîðìàëèçì Ýðáðàíà�Ã¼äåëÿ ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëÿòü ðå-

êóðñèâíûå îòíîøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà.
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Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4. FE-çàìûêàíèå ñèñòåìû {x+ 1} ñîâïàäàåò ñ êëàññîì Σ1
1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî êîíñòàíòà 0 � ýòî åäèíñòâåííàÿ êîíñòàí-

òà, íå âõîäÿùàÿ â ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè x+ 1. Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò,

îïðåäåëèì êîíñòàíòó 0 ÷åðåç ôóíêöèîíàëüíóþ êîíñòàíòó x + 1 ñ ïîìîùüþ

ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé (îíà ïîëó÷àåòñÿ â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ïî ôóíê-

öèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ϕ):

ϕ(x) = ϕ(y), ϕ1(x, x, y) = y, ϕ1(ϕ(x), x+ 1, y) = x+ 1.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïîñðåäñòâîì fn îáîçíà÷åíà n-êðàòíàÿ ñóïåðïîçèöèÿ

ôóíêöèè f .

Òåîðåìà 4. Ïóñòü a ∈ N è f(x) � òàêàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà Σ1
1, ÷òî

{fn(a) : n = 1, 2, . . .} = N \ {a}. Òîãäà FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {a, f(x)}

ñîâïàäàåò ñ êëàññîì Σ1
1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîñêîëüêó f ∈ Σ1
1, èç òåîðåìû 3 ïîëó÷àåì, ÷òî FE[{a, f}] ⊆ Σ1

1.

Â äðóãóþ ñòîðîíó: îïðåäåëèì ïåðåñòàíîâêó π íà ìíîæåñòâå N ñîîòíîøå-

íèÿìè π(0) = a è π(n) = fn(a) ïðè n > 0. Ïîíÿòíî, ÷òî ïåðåñòàíîâêà π

òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó Σ1
1. Ôóíêöèè 0 è x + 1 ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûìè

ñ ôóíêöèÿìè a è f(x) îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè π. Ïîýòîìó â ñèëó óòâåð-

æäåíèÿ 1 FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {a, f} áóäåò ñîñòîÿòü èç âñåõ ôóíêöèé,

êîòîðûå ñîïðÿæåíû ñ ôóíêöèÿìè èç êëàññà Σ1
1 îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè π.

Îäíàêî ïåðåñòàíîâêà π âõîäèò â êëàññ Σ1
1. Çíà÷èò, êëàññ Σ1

1 ïåðåõîäèò â ñåáÿ

ïðè ñîïðÿæåíèè ñ ïîìîùüþ ïåðåñòàíîâêè π.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 1. Ïî àíàëîãèè ñî ñëåäñòâèåì 4 èç òåîðåìû 3, â óêàçàííîé

ñèñòåìå ìîæíî îñòàâèòü ëèøü ôóíêöèþ f , òàê êàê êîíñòàíòà a FE-

âûðàçèìà ÷åðåç ôóíêöèþ f .

Èñõîäÿ èç òåîðåì 3 è 4, ìîæíî ñäåëàòü íåêîòîðûå âûâîäû î âûðàçèòåëü-

íîé ñïîñîáíîñòè îïåðàòîðà FE-çàìûêàíèÿ: îïåðàòîð FE-çàìûêàíèÿ ÿâëÿåòñÿ

î÷åíü ¾ñèëüíûì¿ îïåðàòîðîì çàìûêàíèÿ, òàê êàê äàæå çàìûêàíèå òàêîãî

ïðîñòîãî ìíîæåñòâà, êàê {x + 1} (è ïîäîáíûõ åìó ìíîæåñòâ), ñîâïàäàåò ñ

êëàññîì ôóíêöèé, ëåæàùèì äàëåêî çà ïðåäåëàìè ìíîæåñòâà âû÷èñëèìûõ

ôóíêöèé. Â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà 3 òàêæå ïîêàçûâàåò, ÷òî êëàññ ðåêóðñèâíûõ

ôóíêöèé íå ÿâëÿåòñÿ FE-çàìêíóòûì.

1.5 FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ

õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé îòíîøåíèÿ ρ(x1, . . . , xn) íàçîâåì ôóíêöèþ

χ(x1, . . . , xn), êîòîðàÿ ïðèíèìàåò ëèøü çíà÷åíèÿ 0 è 1, ïðè÷åì çíà÷åíèå 1

� òîëüêî íà íàáîðàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ îòíîøåíèþ ρ. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå

ôóíêöèè îòíîøåíèé x1 = x2, x1 < x2, x1 ≤ x2 îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî χ=,

χ<, χ≤.

Äàëåå â òåêñòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû î FE-çàìûêàíèè ñèñòåì, ñîäåð-

æàùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè íåêîòîðûõ ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ áèíàð-

íûõ îòíîøåíèé � îòíîøåíèé ñðàâíåíèÿ (ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà).

Òåîðåìà 5. FE-çàìûêàíèå êàæäîãî èç ìíîæåñòâ ôóíêöèé {0, 1, χ<},

{0, 1, χ≤} ñîâïàäàåò ñ êëàññîì Σ1
1.

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèå íà ìíîæåñòâî {0, 1} ëþáîé ôóíêöèè, óäîâëå-

òâîðÿþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé

ϕ1(0) = 1, ϕ1(1) = 0,

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áóëåâî îòðèöàíèå. Ïîýòîìó, èìåÿ îäíó èç ôóíêöèé χ<,

χ≤, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü è äðóãóþ ôóíêöèþ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

ϕ2(x, x, y) = x, ϕ2(x, y, x) = x, ϕ2(y, x, x) = x.

Êàæäàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äàííîé ñèñòåìå óðàâíåíèé, îáëàäàåò

¾ìåäèàííûì¿ ñâîéñòâîì: íà ëþáîì íàáîðå, ñîäåðæàùåì íå áîëåå äâóõ ðàç-

ëè÷íûõ çíà÷åíèé, îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, êîòîðîå âñòðå÷àåòñÿ â íàáîðå ïî

êðàéíåé ìåðå äâà ðàçà. Òåïåðü ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåí-

íîé ϕ2 è ôóíêöèîíàëüíûõ êîíñòàíò χ<, χ≤ âûïèøåì äâà óðàâíåíèÿ, êîòîðûå

îïðåäåëÿþò ôóíêöèþ x+ 1:

χ<(x, ϕ(x)) = 1, ϕ2(1, χ≤(y, x), χ≤(ϕ(x), y)) = 1.

Ïåðâîå óðàâíåíèå ãàðàíòèðóåò, ÷òî ϕ(x) > x äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé x, à âòîðîå

� ÷òî íå ñóùåñòâóåò òàêîãî y, ÷òî x < y < ϕ(x). Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì

îáå ôóíêöèè 0 è x+ 1. Äàëåå ïðèìåíÿåì òåîðåìó 3.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 5. FE-çàìûêàíèå êàæäîãî èç ìíîæåñòâ ôóíêöèé {χ<}, {χ≤}

ñîâïàäàåò ñ êëàññîì Σ1
1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èìååì χ<(x, x) = 0. Óðàâíåíèå ϕ1(x) = ϕ1(y) îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî âñåõ

ôóíêöèé-êîíñòàíò. Äîáàâëÿÿ ê ýòîìó óðàâíåíèþ åùå äâà óðàâíåíèÿ

ϕ2(x, x, y) = x, ϕ2(0, ϕ1(x), y) = y,
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çàìå÷àåì, ÷òî ïîëó÷åííîé ñèñòåìå ïî ïåðåìåííîé ϕ1 áóäóò óäîâëåòâîðÿåòü

ëèøü âñå ôóíêöèè-êîíñòàíòû, îòëè÷íûå îò 0. Çíà÷èò, χ<(0, ϕ1(x)) = 1 è ìû

ïðèõîäèì ê óæå èçâåñòíîé ñèñòåìå {0, 1, χ<}.

Ïîäîáíûì îáðàçîì ïîëó÷àåì χ≤(x, x) = 1 è ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíûõ

äâóõ óðàâíåíèé îïðåäåëÿåì (ïî ïåðåìåííîé ϕ1) ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé-

êîíñòàíò, îòëè÷íûõ îò 1. Äàëåå óðàâíåíèå χ≤(1, ϕ1(x)) = ϕ1(x) âûäåëÿåò èç

ýòîãî ìíîæåñòâà êîíñòàíò òîëüêî îäíó êîíñòàíòó 0.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 2. Äàííîå ñëåäñòâèå òàêæå îñòàåòñÿ âåðíûì äëÿ ñèñòåì

{χ>}, {χ≥}, ñîäåðæàùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ïðåäèêàòîâ x1 > x2

è x1 ≥ x2 ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 6. FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé {0, 1, χ=} ñîäåðæèò êëàññ

H îäíîðîäíûõ ôóíêöèé, ëåæèò âíóòðè êëàññà Σ1
1 è íå ñîâïàäàåò ñ Σ1

1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Âíà÷àëå îòìåòèì òîò ôàêò, ÷òî ñîãëàñíî [18, 56] çàìûêàíèå ôóíêöèè

p(x, y, z) ïî ñóïåðïîçèöèè äàåò âåñü êëàññ H îäíîðîäíûõ ôóíêöèé. À çíà-

÷èò, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç ïðèíöèïà ñîïðÿæåííîñòè FE-çàìûêàíèå ôóíêöèè

p(x, y, z) òàêæå ñîâïàäàåò ñ êëàññîì H.

Ôóíêöèè äàííîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè îòíîñèòåëüíî ëþ-

áîé ïåðåñòàíîâêè, èìåþùåé íåïîäâèæíûå òî÷êè 0 è 1. Â ñèëó ïðèíöèïà ñî-

ïðÿæåííîñòè ýòèì ñâîéñòâîì áóäóò îáëàäàòü âñå ôóíêöèè èç FE-çàìûêàíèÿ

ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Îòñþäà âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü âòîðîãî óòâåð-

æäåíèÿ òåîðåìû.

Îáðàòèìñÿ ê ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû. Áóäåì ñòðîèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé,

îïðåäåëÿþùóþ òåðíàðíûé äèñêðèìèíàòîð p. Ñíà÷àëà âûïèøåì óðàâíåíèå,
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êîòîðîå çàäàåò çíà÷åíèÿ p(x, x, z):

ϕ(x, x, z) = z. (2)

Çàòåì çàìåòèì, ÷òî âòîðîé ïóíêò îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè p ìîæíî èçîáðàçèòü

ëîãè÷åñêîé ôîðìóëîé (x 6= y) → (p(x, y, z) = x). Ýòó æå ôîðìóëó ìîæíî

ïðåäñòàâèòü èíà÷å, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ôóíêöèåé χ=:

t(χ=(x, y), χ=(x, p(x, y, z))) = 1,

ãäå t(u, v) � áóëåâà ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 òîëüêî íà íàáîðå

(0, 1). Îäíàêî áóëåâó ôóíêöèþ t îïðåäåëÿåò ñèñòåìà óðàâíåíèé

ϕ1(0, 0) = 0, ϕ1(0, 1) = 1, ϕ1(1, 0) = 0, ϕ1(1, 1) = 0. (3)

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ p áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé, ñîñòîÿ-

ùåé èç óðàâíåíèé (2),(3) è óðàâíåíèÿ

ϕ1(χ=(x, y), χ=(x, ϕ(x, y, z))) = 1.

Òðåòüå óòâåðæäåíèå òåîðåìû (âëîæåííîñòü äàííîãî çàìûêàíèÿ â êëàññ

Σ1
1) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ χ= FE-âûðàçèìà ÷åðåç ñèñòåìó ôóíêöèé

{χ<, 0, 1} ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû

ϕ(x, y) = ϕ1(χ<(x, y), χ<(y, x)), ϕ1(0, 0) = 1,

ϕ1(0, 1) = 0, ϕ1(1, 0) = 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3. FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé {0, 1, χ=} ñîâïàäàåò ñ

FE-çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà {χ=}.

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Êîíñòàíòû 0 è 1 ïîëó÷àþòñÿ ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó ñëåäñòâèÿ 5 èç òåî-

ðåìû 5. Èìååì χ=(x, x) = 1. Óðàâíåíèå ϕ1(x) = ϕ1(y) îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî

âñåõ ôóíêöèé-êîíñòàíò. Äîáàâëÿÿ ê ýòîìó óðàâíåíèþ åùå äâà óðàâíåíèÿ

ϕ2(x, x, y) = x, ϕ2(1, ϕ1(x), y) = y,

çàìå÷àåì, ÷òî ïîëó÷åííîé ñèñòåìå ïî ïåðåìåííîé ϕ1 áóäóò óäîâëåòâîðÿåòü

ëèøü âñå ôóíêöèè-êîíñòàíòû, îòëè÷íûå îò 1. Çíà÷èò, χ=(1, ϕ1(x)) = 0 è ìû

ïðèõîäèì ê óæå èçâåñòíîé ñèñòåìå {0, 1, χ=}.

Çàìå÷àíèå äîêàçàíî.

Òåîðåìà 5 è åå ñëåäñòâèÿ òàêæå íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóþò áîëüøóþ âû-

ðàçèòåëüíóþ ñïîñîáíîñòü îïåðàòîðà FE-çàìûêàíèÿ. Èç òåîðåìû 6 âûòåêàåò,

÷òî êëàññ ôóíêöèé, FE-ïîðîæäåííûé ñèñòåìîé {χ=}, ñóùåñòâåííî îòëè÷àåò-

ñÿ îò FE-çàìûêàíèé äðóãèõ ñèñòåì, ðàññìîòðåííûõ â äàííîì ïàðàãðàôå. Ýòî

â ïåðâóþ î÷åðåäü ñâÿçàíî ñ èñòèííîñòüþ ïðèíöèïà ñîïðÿæåííîñòè äëÿ îïå-

ðàòîðà FE-çàìûêàíèÿ, êîòîðûé, íåñìîòðÿ íà áîëüøóþ âûðàçèòåëüíóþ ñïî-

ñîáíîñòü äàííîãî îïåðàòîðà, íàêëàäûâàåò ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà FE-

ïîðîæäàåìûé êëàññ ôóíêöèé.

1.6 ßçûê FE-çàìûêàíèÿ ñ ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè

Ðàñøèðèì ëîãè÷åñêèå âîçìîæíîñòè ÿçûêà FE: áóäåì âíîñèòü â ÿçûê FE íåêî-

òîðîå ìíîæåñòâî M ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê. Ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ÿçûê îáî-

çíà÷èì ÷åðåç FEM . Ôîðìóëû ÿçûêà FEM îáðàçóåì èç ýëåìåíòàðíûõ ôîðìóë

(ðàâåíñòâ òåðìîâ) ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé èç ìíîæåñòâà M . Åñëè

ìíîæåñòâî M ñîâïàäàåò ñ ïîëíîé ñèñòåìîé ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê &,∨,¬, òî ïî-

ëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ÿçûê îáîçíà÷èì ÷åðåç FEC.

Â ðàáîòå Ñ.Ñ. Ìàð÷åíêîâà (ñì. [22]) óæå èññëåäîâàëñÿ âîïðîñ î ðàñøèðå-

íèè âûðàçèòåëüíîé ñïîñîáíîñòè îïåðàòîðà FE-çàìûêàíèÿ ñ ïîìîùüþ äîáàâ-
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ëåíèÿ â ÿçûê îïåðàòîðà ïîëíîé ñèñòåìû ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê (ÿçûê FEC). Â

ðàáîòå [22] äîêàçàíà òåîðåìà î òîì, ÷òî FEC çàìûêàíèå ïóñòîãî ìíîæåñòâà

ñîâïàäàåò ñ FE çàìûêàíèåì ñèñòåìû ñ åäèíñòâåííîé ôóíêöèîíàëüíîé êîí-

ñòàíòîé � òåðíàðíûì äèñêðèìèíàòîðîì p(x, y, z). Â òåîðåìå 7 ýòîò ðåçóëü-

òàò óñèëèâàåòñÿ: îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò ëîãè÷åñêîé ñâÿçêè

¬ áåç ïîòåðè ñèëû âûðàçèòåëüíîé ñïîñîáíîñòè. Òàêæå ðåçóëüòàò ðàáîòû [22]

îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé íåêîòîðûõ äðóãèõ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê.

Òåîðåìà 7. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî FE&∨[∅] = FE[p].

Äîêàçàòåëüñòâî.

Â ðàáîòå [22] äîêàçàíî, ÷òî FE[p] ñîâïàäàåò ñ FE&∨¬[∅], à çíà÷èò, FE&∨[∅] ⊆

FE[p]. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ âûðàçèì äèñêðèìèíàòîð p

ñëåäóþùåé ôîðìóëîé ÿçûêà FE&∨:

(ϕ(x, x, y) = y) & ((x = y) ∨ ϕ(x, y, z) = x).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 6. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà FE&→[∅] = FE[p] è FE&∼[∅] = FE[p].

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî áóëåâà ôóíêöèÿ x → y ïîðîæäàåò

(â ñìûñëå îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè) áóëåâó ôóíêöèþ x ∨ y, âòîðîå ðàâåíñòâî

� èç òîãî, ÷òî ôóíêöèè x& y è x ∼ y òàêæå ïîðîæäàþò ôóíêöèþ x ∨ y.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Òåîðåìà, ñôîðìóëèðîâàííàÿ è äîêàçàííàÿ íèæå â òåêñòå, ïðèâåäåíà (ñêî-

ðåå â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè) äëÿ îçíàêîìëåíèÿ ñ âûðàçèòåëüíûìè ñïîñîáíî-

ñòÿìè îïåðàòîðà FE-çàìûêàíèÿ ñ ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè.
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Òåîðåìà 8. Êëàññ FE&∨[max(x, y)] ñîâïàäàåò ñ êëàññîì Σ1
1 àíàëèòè÷åñêîé

èåðàðõèè Êëèíè.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 7, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî FE&∨[max] = FE[max, p]. À òàê

êàê âñå ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà {max, p} ðåêóðñèâíû, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 3

êëàññ FE[max, p] öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â êëàññå Σ1
1.

Îáðàòíî, êîíñòàíòà 0 ïîëó÷àåòñÿ â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

ϕ0(x) = ϕ0(y), max(ϕ0(x), x) = x.

Äàëåå, ïîñêîëüêó FE[p] = FE&∨¬[∅], òî x + 1 ïîëó÷àåì êàê åäèíñòâåííóþ

ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

(max(x, ϕ(x)) = ϕ(x)) & (x 6= ϕ(x)) & ((max(x, y) = y) & (x 6= y)→

→ (max(y, ϕ(x)) = y).

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì îáå ôóíêöèè 0 è x+ 1. Äàëåå ïðèìåíÿåì òåîðåìó

3.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 7. Êëàññ FE&∨[min(x, y)] ñîâïàäàåò ñ êëàññîì Σ1
1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðåêóðñèâíîñòü ôóíêöèé min è p ãàðàíòèðóåò âêëþ÷åíèå êëàññà FE&∨[min]

â êëàññ Σ1
1. Îáðàòíî, ôóíêöèÿ max âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé ÷åðåç ôóíêöèþ

min:

(ϕ(x, y) = x ∨ ϕ(x, y) = y) & ((ϕ(x, y) = x) ∼ (min(x, y) = y)).

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

40



Íàðÿäó ñ ïðîñòûì ñðàâíåíèåì îïåðàòîðîâ FE-çàìûêàíèÿ ñ ëîãè÷åñêèìè

ñâÿçêàìè è áåç íèõ, òåîðåìà 7 ñîçäàåò óäîáíûé àïïàðàò äëÿ äàëüíåéøèõ

èññëåäîâàíèé FE-çàìûêàíèé (áåç ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê) ðàçëè÷íûõ ñèñòåì. À

èìåííî, ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèé óäîáíî ïåðåéòè ê FE-çàìûêàíèþ ñ

ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè è îïåðèðîâàòü óæå íå ôóíêöèîíàëüíûìè óðàâíåíèÿ-

ìè, à ôîðìóëàìè. Òàêèì îáðàçîì, ýòîò ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëü-

ñòâå ìíîãèõ óòâåðæäåíèé, ñôîðìóëèðîâàííûõ â äàííîé ðàáîòå, è â ÷àñòíîñòè,

ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 9.

Òåîðåìà 9. FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {p(x, y, z), a1, . . . , ak}, ãäå

a1, . . . , ak� êîíñòàíòû, ñîâïàäàåò ñ êëàññîì âñåõ ôóíêöèé, ñàìîñîïðÿ-

æåííûõ îòíîñèòåëüíî ëþáûõ ïåðåñòàíîâîê ñ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè

a1, . . . , ak.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì Ea1,...,ak � êëàññ âñåõ ôóíêöèé, îòâå÷àþùèõ ãðóïïå

Γa1,...,ak . Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñîïðÿæåííîñòè, êëàññ Ea1,...,ak FE-çàìêíóò, à

FE-çàìûêàíèå ñèñòåìû ñ ôóíêöèîíàëüíûìè êîíñòàíòàìè èç ìíîæåñòâà

{p(x, y, z), a1, . . . , ak} ñîäåðæèòñÿ âíóòðè Ea1,...,ak (ïîñêîëüêó âñå ôóíêöèè

ìíîæåñòâà {p(x, y, z), a1, . . . , ak} ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè îòíîñèòåëüíî

âñåõ ïåðåñòàíîâîê ãðóïïû Γa1,...,ak).

Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Âûáåðåì â êëàññå Ea1,...,ak ïðîèçâîëüíóþ

ôóíêöèþ g(x1, . . . , xn).

Ïóñòü (α1, . . . , αn) � íàáîð èç ìíîæåñòâà Nn. Åñëè g(α1, . . . , αn) ∈

{a1, . . . , ak}, òî â ñèëó âêëþ÷åíèÿ g ∈ Ea1,...,ak äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè π

èç Γa1,...,ak äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

g(π(α1), . . . , π(αn)) = g(α1, . . . , αn).
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Åñëè æå g(α1, . . . , αn) /∈ {a1, . . . , an}, òî äëÿ íåêîòîðîãî i äîëæíî áûòü

g(α1, . . . , αn) = αi. Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, g(π(α1), . . . , π(αn)) = π(αi), åñëè òîëü-

êî π ∈ Γa1,...,ak .

Ñîãëàñíî ðàáîòå [22], ÿçûê ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ôóíêöèîíàëü-

íîé êîíñòàíòîé p ýêâèâàëåíòåí ïî âûðàçèìîñòè ÿçûêó QFEC c ïîëíîé ñè-

ñòåìîé ëîãè÷åñêèõ câÿçîê è êâàíòîðàìè ïî ïðåäìåòíûì ïåðåìåííûì. Àíà-

ëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå áóäåò âåðíî è ïðè âíåñåíèè â ÿçûêè äîïîëíèòåëüíî

ôóíêöèé-êîíñòàíò a1, . . . , ak. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëíîé ñèñòåìû ëîãè÷åñêèõ

ñâÿçîê ìîæíî ïîñòðîèòü ëîãè÷åñêèå ôîðìóëû, êîòîðûå îäíîçíà÷íûì îáðàçîì

ðàñïîçíàþò òèï íàáîðà (α1, . . . , αn): îïðåäåëÿþò, åñòü ëè â íàáîðå ýëåìåíòû

a1, . . . , ak, â êàêèõ ïîçèöèÿõ îíè ðàñïîëîæåíû, êàêèå ýëåìåíòû íàáîðà ðàâíû

ìåæäó ñîáîé, à êàêèå íåò. Ïóñòü

Φ1(x1, . . . , xn), . . . ,Φl(x1, . . . , xn)

� âñå òàêèå ëîãè÷åñêèå ôîðìóëû. Ê ïðèìåðó, åñëè ïåðåìåííûå x1, x2 ïðè-

íèìàþò ðàâíûå çíà÷åíèÿ, îòëè÷íûå îò çíà÷åíèé a1, . . . , ak, ïåðåìåííûå

x2, . . . , xn−2 � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ, òàêæå îòëè÷íûå îò çíà÷åíèé

a1, . . . , ak, à ïåðåìåííûå xn−1, xn � ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ a1, a2, òî íåêîòî-

ðàÿ ôîðìóëà Φi áóäåò èñòèííîé íà íàáîðàõ äàííîãî òèïà è ëîæíîé íà íàáîðàõ

âñåõ îñòàëüíûõ òèïîâ.

Êàê îòìå÷åíî âûøå, íà âñåõ íàáîðàõ îäíîãî è òîãî æå òèïà ôóíêöèÿ

g(x1, . . . , xn) ëèáî ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé èç êîíñòàíò a1, . . . , ak, ëèáî ñ íåêî-

òîðîé ïåðåìåííîé èç ÷èñëà x1, . . . , xn. Äëÿ ôîðìóëû Φi (è çàäàâàåìîãî åþ

òèïà íàáîðîâ) îáîçíà÷èì ÷åðåç hi(x1, . . . , xn) ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ôóíêöèþ

(íåêîòîðûå ïåðåìåííûå çäåñü ìîãóò áûòü ôèêòèâíûìè). Òîãäà ôóíêöèþ g

ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùåé ôîðìóëîé ÿçûêà QFEC:

(∀x1) . . . (∀xn)(Φ1(x1, . . . , xn) & (ϕ(x1, . . . , xn) = h1(x1, . . . , xn)) ∨ . . .

42



. . . ∨ Φl(x1, . . . , xn) & (ϕ(x1, . . . , xn) = hl(x1, . . . , xn))).

Ïîñêîëüêó êàæäàÿ èç ôóíêöèé hi(x1, . . . , xn) ëèáî ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç êîí-

ñòàíò a1, . . . , ak, ëèáî ðàâíà îäíîé èç ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, ïîëó÷àåì, ÷òî

ôóíêöèÿ g ïðèíàäëåæèò FE-çàìûêàíèþ ìíîæåñòâà {p, a1, . . . , ak}.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå äàííîé ãëàâû óñòàíàâëèâàþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà

êëàññà, FE-ïîðîæäåííîãî ñèñòåìîé {χ=}. Â ñëåäñòâèè 8, ñôîðìóëèðîâàííîì

íèæå, äàíííûé êëàññ îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íî.

Ñëåäñòâèå 8. FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {χ=} ñîâïàäàåò ñ êëàññîì âñåõ

ôóíêöèé, ñàìîñîïðÿæåííûõ îòíîñèòåëüíî ëþáûõ ïåðåñòàíîâîê ñ íåïî-

äâèæíûìè òî÷êàìè 0, 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü êëàññ E � êëàññ âñåõ ôóíêöèé, îòâå÷àþùèõ ãðóïïå Γ0,1. Ñîãëàñíî

ïðèíöèïó ñîïðÿæåííîñòè, êëàññ E FE-çàìêíóò, à FE-çàìûêàíèå ñèñòåìû ñ

ôóíêöèîíàëüíîé êîíñòàíòîé χ= ñîäåðæèòñÿ âíóòðè E (ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ

χ= ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé îòíîñèòåëüíî âñåõ ïåðåñòàíîâîê ãðóïïû Γ0,1).

Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè χ= ïîëó÷èì

êîíñòàíòû 0,1 (â íèæåñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé îíè îòâå÷àþò ôóíêöè-

îíàëüíûì ïåðåìåííûì ϕ0, ϕ1):

ϕ0(x) = ϕ0(y), ϕ1(x) = χ=(x, x), ϕ(x, x, y) = x,

ϕ(ϕ0(x), ϕ1(x), y) = y, ϕ0(x) = χ=(ϕ0(x), ϕ1(x)).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 6, FE-çàìûêàíèå ñèñòåìû {χ=, 0, 1} ñîäåðæèò âñå îäíî-

ðîäíûå ôóíêöèè, à çíà÷èò, è ôóíêöèþ p(x, y, z).

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
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Ãëàâà 2

Îöåíêè ÷èñëà FE-çàìêíóòûõ

è FE-ïðåäïîëíûõ êëàññîâ

Â äàííîé ãëàâå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå FE-ïðåäïîëíîãî êëàññà. Â ïàðàãðàôå 2.1

äîêàçàíî, ÷òî ìîùíîñòü ñåìåéñòâà FE-çàìêíóòûõ êëàññîâ ãèïåðêîíòèíóàëü-

íà. Â ïàðàãðàôå 2.2 ïîêàçàíî, êàê íåêîòîðûå FE-çàìêíóòûå êëàññû ìîæíî

ðàñøèðèòü äî FE-ïðåäïîëíûõ, è óñòàíàâëåíà íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ ÷èñëà FE-

ïðåäïîëíûõ êëàññîâ.

Ðåçóëüòàòû ïåðâîãî ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [9], ðåçóëüòàòû âòî-

ðîãî ïàðàãðàôà � â ðàáîòàõ [9, 11].

2.1 FE-çàìêíóòûå êëàññû

Äàííûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí îöåíêå ÷èñëà FE-çàìêíóòûõ êëàññîâ. Â ðàáîòå

[17] äîêàçàíî, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçè-

öèè (äîâîëüíî ¾ñëàáîãî¿ îïåðàòîðà çàìûêàíèÿ â ñëó÷àå ôóíêöèé ñ÷åòíîçíà÷-

íîé ëîãèêè) êëàññîâ ôóíêöèé ãèïåðêîíòèíóàëüíà. Ìíîãèå ðåçóëüòàòû ïåðâîé

ãëàâû èëëþñòðèðóþò î÷åíü áîëüøóþ âûðàçèòåëüíóþ ñïîñîáíîñòü îïåðàòîðà

FE-çàìûêàíèÿ, îäíàêî, íåñìîòðÿ íà ýòî, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà FE-çàìêíóòûõ

êëàññîâ òàêæå îêàçûâàåòñÿ ãèïåðêîíòèíóàëüíîé.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòà ýòîãî ôàêòà ðàññìàòðèâàþòñÿ ñïåöèàëüíûå ñòðóêòó-

ðû òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî õàðàêòåðà, íà îñíîâå êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ îñîáûå

êëàññû ôóíöèé, îáëàäàþùèå íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè.

Ïóñòü M åñòü ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî èç N . Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(M)

ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè îòíîñè-

òåëüíî ëþáûõ ïåðåñòàíîâîê, òîæäåñòâåííûõ íà N \M è ïðîèçâîëüíûõ íàM .

Åñëè F � íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N , òî ïóñòü

C(F ) =
⋃
M∈F

C(M).

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü íå ïðîèçâîëüíûå ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ, à

òîëüêî òå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ôèëüòðàìè. Ôèëüòðîì (íà N) íàçîâåì ñîâî-

êóïíîñòü F ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N , óäîâëåòâîðÿþùóþ äâóì óñëîâèÿì:

1. Åñëè M1,M2 ∈ F , òî M1 ∩M2 ∈ F .

2. Åñëè M1 ∈ F è M1 ⊂M2, òî M2 ∈ F .

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ ëþáîãî ôèëüòðà F ìíîæåñòâî H îäíîðîäíûõ ôóíê-

öèé ñîäåðæèòñÿ â C(F ).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñîãëàñíî âòîðîìó ñâîéñòâó ôèëüòðà ìíîæåñòâî N ïðèíàäëåæèò ôèëüòðó

F . Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ C(F ) ñîäåðæèò âñå ôóíêöèè èç C(N). Îäíàêî C(N)

ñîâïàäàåò ñ êëàññîì âñåõ ôóíêöèé, ñàìîñîïðÿæåííûõ îòíîñèòåëüíî ëþáûõ

ïåðåñòàíîâîê íà N , ò.å. ñ êëàññîì H.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ ëþáîãî ôèëüòðà F êëàññ C(F ) ÿâëÿåòñÿ FE-

çàìêíóòûì êëàññîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü ôóíêöèè g1, . . . , gs ïðèíàäëåæàò êëàññó C(F ), à M1, . . . ,Ms � òà-

êèå ìíîæåñòâà èç F , ÷òî g1 ∈ C(M1), . . . , gs ∈ C(Ms). Åñëè M = M1 ∩

. . . ∩ Ms, òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ôèëüòðà F ïîëó÷àåì M ∈ F . Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç G1, . . . , Gs, G ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê, ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâàì

M1, . . . ,Ms,M (â îïðåäåëåíèÿõ ìíîæåñòâ C(M1), . . . , C(Ms), C(M)). Èç îïðå-

äåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà G ñîäåðæèòñÿ â êàæäîé èç ãðóïï G1, . . . , Gs. Â

ñâîþ î÷åðåäü, èç ýòîãî âûòåêàåò, ÷òî êëàññ C(M) öåëèêîì âêëþ÷àåò êàæäûé

èç êëàññîâ C(M1), . . . , C(M1). Åñëè òåïåðü ôóíêöèÿ f îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòå-

ìîé ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàä ìíîæåñòâîì {g1, . . . , gs}, òî ôóíêöèÿ f

áóäåò êàê ìèíèìóì ñàìîñîïðÿæåííîé îòíîñèòåëüíî ëþáîé ïåðåñòàíîâêè èç

ãðóïïû G. Ïîñêîëüêó M ∈ F , ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî f ∈ C(F ).

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 4. Äëÿ ëþáîãî ôèëüòðà F, íå ñîäåðæàùåãî îäíîýëåìåíòíûõ

ìíîæåñòâ, ìíîæåñòâî C(F ) îòëè÷íî îò ìíîæåñòâà PN .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü f ∈ C(F ). Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà M èç F èìååì f ∈

C(M). Ïî óñëîâèþ, ìíîæåñòâî M ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ýëåìåíòà.

Çíà÷èò, ôóíêöèÿ f áóäåò ñàìîñîïðÿæåííîé îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ïåðåñòà-

íîâîê, îòëè÷íîé îò åäèíè÷íîé ãðóïïû. Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ f íå ìîæåò

ñîâïàäàòü ñ ôóíêöèåé x+ 1.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ôèëüòð íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì, åñëè îí ñîñòîèò èç âñåõ íàäìíîæåñòâ íåêî-

òîðîãî ìíîæåñòâà (ñëó÷àè ìíîæåñòâ ∅ è N íå èñêëþ÷àþòñÿ).

Óòâåðæäåíèå 5. Åñëè F1 è F2 � äâà ðàçëè÷íûõ íåãëàâíûõ ôèëüòðà, òî

C(F1) 6= C(F2).
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü, íàïðèìåð, M ∈ F1 è M /∈ F2. Ôèëüòðó F2 íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü

íèêàêîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà M � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïî ñâîéñòâàì

ôèëüòðîâ â F2 áóäåò âõîäèòü è ìíîæåñòâî M . Òàêèì îáðàçîì, âñÿêîå ìíîæå-

ñòâî èç F2 ïåðåñåêàåòñÿ ñ äîïîëíåíèåì ê ìíîæåñòâó M .

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî M̄ ìîæíî ñ÷èòàòü ñîñòîÿùèì íå ìåíåå ÷åì èç

äâóõ ýëåìåíòîâ. Â ñàìîì äåëå, åñëè M̄ ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîãî ýëåìåíòà,

òî ââèäó íåãëàâíîñòè ôèëüòðà F1, â F1 äîëæíî âõîäèòü åùå õîòÿ áû îäíî

ìíîæåñòâîM1, îòëè÷íîå îò ìíîæåñòâM èN . Òîãäà ìíîæåñòâîM∩M1 âõîäèò

â F1, à äîïîëíåíèå ê ýòîìó ìíîæåñòâó ñîäåðæèò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ.

Âìåñòå ñ òåì, êàê îòìå÷àëîñü, ìíîæåñòâîM ∩M1 íå ìîæåò âõîäèòü â ôèëüòð

F2.

Îïðåäåëèì â ìíîæåñòâå C(M) ôóíêöèþ f(x). Íà ìíîæåñòâå M çàäàäèì

ôóíêöèþ f êàê òîæäåñòâåííóþ ôóíêöèþ. Äàëåå, åñëè ìíîæåñòâî M̄ áåñêî-

íå÷íî è m0,m1, . . . � åãî ïðÿìîé ïåðåñ÷åò (ïåðåñ÷åò â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ),

òî ïóñòü äëÿ ëþáîãî i âûïîëíÿåòñÿ f(mi) = mi+1. Åñëè æå ìíîæåñòâî M̄

êîíå÷íî, M̄ = {m0,m1, . . . ,ml}, ãäå l ≥ 1, òî ïóñòü

f(m0) = m1, f(m1) = m2, . . . , f(ml) = m0.

Òîãäà ôóíêöèÿ f íå âõîäèò â ìíîæåñòâî C(F2). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü M2 ∈

F2. Òîãäà, êàê ìû âûÿñíèëè, M̄ ∩M2 6= ∅. Ïîñêîëüêó ôèëüòð F2 íåãëàâíûé,

ìíîæåñòâî M2 îáÿçàíî áûòü áåñêîíå÷íûì. Ïîýòîìó ëþáàÿ ôóíêöèÿ g(x) èç

C(M2) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé íà ìíîæåñòâå M2. Âìåñòå ñ òåì ôóíêöèÿ f

ïåðåâîäèò ëþáîé ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà M̄ ∩M2 â îòëè÷íûé îò íåãî ýëåìåíò.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f íå ìîæåò âõîäèòü â ìíîæåñòâî C(M2).

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Íàçîâåì ãèïåðêîíòèíóàëüíîé ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ

47



êîíòèíóàëüíîãî ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 10. Ìîùíîñòü ñåìåéñòâà âñåõ FE-çàìêíóòûõ êëàññîâ ãèïåðêîí-

òèíóàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî:

Â ðàáîòå [17] óñòàíîâëåíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ

ôèëüòðîâ íà N ãèïåðêîíòèíóàëüíà. Òàê êàê ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ãëàâíûõ

ôèëüòðîâ êîíòèíóàëüíà, òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåãëàâíûõ ôèëüòðîâ ãèïåð-

êîíòèíóàëüíà. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèÿì 3�5 êàæäîìó èç íåãëàâíûõ ôèëüòðîâ

F ñîîòâåòñòâóåò FE-çàìêíóòûé êëàññ C(F ), îòëè÷íûé îò êëàññà PN . Ïðè

ýòîì ðàçíûì íåãëàâíûì ôèëüòðàì áóäóò îòâå÷àòü ðàçëè÷íûå FE-çàìêíóòûå

êëàññû. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âñåõ FE-çàìêíóòûõ êëàññîâ èìååò ìîù-

íîñòü íå ìåíüøå ãèïåðêîíòèíóàëüíîé. Òàêàÿ æå îöåíêà ñâåðõó ñëåäóåò èç

îöåíêè ìîùíîñòè ìíîæåñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ êîíòèíóàëüíîãî ìíîæåñòâà

PN .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.2 FE-ïðåäïîëíûå êëàññû

Â ýòîì ïàðàãðàôå èññëåäóþòñÿ íåêîòîðûå FE-ïðåäïîëíûå êëàññû, ïîëó-

÷åííûå ïîñðåäñòâîì ðàñøèðåíèÿ îïèñàííûõ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå FE-

çàìêíóòûõ êëàññîâ. Òàêæå óñòàíàâëèâàåòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà ÷èñëà FE-

ïðåäïîëíûõ êëàññîâ. Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà ïîçâîëÿþò ñäåëàòü

íåêîòîðûå âûâîäû î ñòðóêòóðå FE-ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà ôóíêöèé ñ÷åò-

íîçíà÷íîé ëîãèêè.

Êëàññ ôóíêöèé Q íàçîâåì FE-ïðåäïîëíûì, åñëè îí FE-çàìêíóò, îòëè÷åí

îò PN , è ïðè äîáàâëåíèè ëþáîé ôóíêöèè èç PN \ Q îáðàçóåò ñèñòåìó, FE-

ïîëíóþ â êëàññå PN . Â ðàáîòå [5] äëÿ îïåðàòîðà ñóïåðïîçèöèè áûëà äîêàçàíà
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ëåììà òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî õàðàêòåðà, êîòîðàÿ îêàçàëàñü âåðíîé äëÿ

ëþáîãî îïåðàòîðà çàìûêàíèÿ, â òîì ÷èñëå äëÿ îïåðàòîðà FE-çàìûêàíèÿ.

Ëåììà 1. Ïóñòü Q � FE-çàìêíóòûé êëàññ, îòëè÷íûé îò PN . Åñëè ñó-

ùåñòâóåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî {f1, . . . , fm} ôóíêöèé, íå ïðèíàäëåæàùèõ

êëàññó Q, òàêîå, ÷òî ñèñòåìà Q∪{f1, . . . , fm} ÿâëÿåòñÿ FE-ïîëíîé â êëàññå

PN , òî êëàññ Q ìîæíî ðàñøèðèòü äî FE-ïðåäïîëíîãî êëàññà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Q íå ÿâëÿåòñÿ FE-ïðåäïîëíûì

êëàññîì. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî {P} âñåõ òåõ ïîäìíîæåñòâ èç PN , êîòîðûå

óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

1) Q ∩ P = ∅,

2) FE[Q ∪ P ] 6= PN .

Ïîñêîëüêó Q íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëíûì êëàññîì, ñåìåéñòâî {P} ñîäåðæèò

õîòÿ áû îäíî íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñåìåéñòâî {P}

÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åíî îòíîøåíèåì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî âêëþ÷åíèÿ.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ öåïü (ò.å. ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî) δ â

ýòîì ñåìåéñòâå. Ñîãëàñíî èçâåñòíîé òåîðåìå Õàóñäîðôà [15] öåïü δ ìîæíî

âêëþ÷èòü â ìàêñèìàëüíóþ öåïü δ+, ñîñòàâëåííóþ èç ìíîæåñòâ ýòîãî ñåìåé-

ñòâà. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî Q′ = FE[Q ∪D′], ãäå

D′ =
⋃
D∈δ+

D,

ÿâëÿåòñÿ FE-ïðåäïîëíûì êëàññîì.

Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ìíîæåñòâî Q′ ÿâëÿåòñÿ FE-

ïîëíûì â PN . Òîãäà äîëæíû ñóùåñòâîâàòü òàêèå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà

M1, . . . ,Mm, íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ Q, ÷òî fi ∈ FE[Q ∪Mi] ïðè 1 ≤ i ≤ m.

Ïóñòü M1 ∪ . . . ∪Mm = {g1, . . . , gn}. Âîçüìåì ìíîæåñòâà Di1, . . . , Din, ïðè-

íàäëåæàùèå öåïè δ+, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì gj ∈ FE[Q ∪ Dij ]
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(1 ≤ j ≤ n) (òàêèå ìíîæåñòâà ñóùåñòâóþò, ïîñêîëüêó ôóíêöèè g1, . . . , gn íå

âõîäÿò â êëàññ Q, à ìíîæåñòâî Q′ ïî ïðåäïîëîæåíèþ ÿâëÿåòñÿ FE-ïîëíûì).

Òàê êàê δ+ � öåïü, íàéäåòñÿ òàêîå q, ÷òî Dij ⊆ Diq ïðè ëþáîì j = 1, . . . , n.

Î÷åâèäíî, ÷òî {f1, . . . , fm} ⊆ FE[Q ∪ Diq ]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî

Q ∪Diq FE-ïîëíî â PN . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 2).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ f èç ìíîæåñòâà PN \

Q′, êîòîðàÿ âìåñòå ñ ìíîæåñòâîì Q′ íå îáðàçóåò FE-ïîëíîé ñèñòåìû â êëàññå

PN . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî D
′ ∪ {f} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1) è 2)

à, êðîìå òîãî, D′ ⊂ D′ ∪ {f} (âêëþ÷åíèå ñòðîãîå). Òàêèì îáðàçîì, öåïü

δ+ ìîæíî ðàñøèðèòü ýëåìåíòîì D′ ∪ {f}, êîòîðûé áîëüøå âñåõ ýëåìåíòîâ

öåïè δ+. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè öåïè δ+. Èòàê, ìíîæåñòâî Q′

äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëíûì êëàññîì â PN .

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 11. Åñëè ôèëüòð F íå ñîäåðæèò îäíîýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ, íî

ñîäåðæèò ìîæåñòâî ñ áåñêîíå÷íûì äîïîëíåíèåì, òî FE-çàìêíóòûé êëàññ

ôóíêöèé C(F ) ìîæíî ðàñøèðèòü äî FE-ïðåäïîëíîãî êëàññà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü â F âõîäèò ìíîæåñòâî M ñ áåñêîíå÷íûì äîïîëíåíèåì. Îáîçíà÷èì

÷åðåç g1(x) ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïåðå÷èñëÿåò ìíîæåñòâî M̄ â ïîðÿäêå âîçðàñ-

òàíèÿ, à ÷åðåç g2(x) � êàêóþ-ëèáî ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ òîæäåñòâó

g2(g1(x)) = x. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî C(M) ñîäåðæèò, íàïðèìåð, âñå ôóíê-

öèè g(x), êîòîðûå òîæäåñòâåííû íà ìíîæåñòâå M è ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì

îòîáðàæàþò ìíîæåñòâî M̄ â ìíîæåñòâî M̄ . Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

ëþáîé ôóíêöèè f(x) èç PN íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ g(x) èç C(M), ÷òî ñïðà-

âåäëèâî òîæäåñòâî g2(g(g1(x))) = f(x). Åñëè âçÿòü êàêóþ-ëèáî èíúåêòèâ-

íóþ ôóíêöèþ c(x, y) (íàïðèìåð, ôóíêöèþ (x+ y)2 + x), òî ñèñòåìà ôóíêöèé
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C(M)∪{g1, g2, c} áóäåò ïîëíîé â êëàññå PN îòíîñèòåëüíî îäíîé ëèøü îïåðà-

öèè ñóïåðïîçèöèè. Òàêèì îáðàçîì, äîáàâëåíèå ê êëàññó C(M) òðåõ ôóíêöèé

g1, g2, c ïðèâîäèò ê ñèñòåìå, FE-ïîëíîé â êëàññå PN . Äàëåå ïðèìåíÿåì ñôîð-

ìóëèðîâàííóþ âûøå ëåììó.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî N íà ñ÷åòíîå ÷èñëî ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ

íåóïîðÿäî÷åíûõ ïàð (i1, i2). Ïóñòü π � ïåðåñòàíîâêà íà N , êîòîðàÿ ïåðåñòàâ-

ëÿåò ìåñòàìè ýëåìåíòû i1 è i2 êàæäîé ïàðû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Π ìíîæåñòâî

âñåõ òàêèõ ïåðåñòàíîâîê π. Ìíîæåñòâî Π êîíòèíóàëüíî ïî ïîñòðîåíèþ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sπ êëàññ âñåõ ôóíêöèé, ñàìîñîïðÿæåííûõ îòíîñèòåëüíî

ïåðåñòàíîâêè π èç Π .

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè π ∈ Π êëàññ Sπ FE-ïðåäïîëîí â PN .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñîïðÿæåííîñòè äëÿ FE-çàìûêàíèÿ êëàññ Sπ ÿâëÿåòñÿ

FE-çàìêíóòûì. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî êëàññ Sπ FE-ïðåäïîëîí â PN .

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) ∈ PN\Sπ. Òîãäà ñóùåñòâóåò

òàêîé íàáîð (a1, . . . , an), ÷òî

f(π(a1), . . . , π(an)) 6= π(f(a1, . . . , an)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q êëàññ ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ FE-çàìûêàíèåì ñèñòåìû

{f(x1, . . . , xn) ∪ Sπ}, è èññëåäóåì åãî.

Ïîñòðîèì ôóíêöèþ g(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè n = 1, òî ïóñòü g(x) =

f(x), à åñëè ýòî íå òàê, òî âûáåðåì â êëàññå Sπ òàêèå ôóíêöèè g2(x), . . . , gn(x),

÷òîáû ïðè ëþáîì j (2 ≤ j ≤ n) âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà

gj(a1) = aj, gj(π(a1)) = π(aj).
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Òîãäà g(x) = f(x, g2(x), . . . , gn(x)). Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ g(x)

ïðèíàäëåæèò êëàññó Q, íî íå âõîäèò â êëàññ Sπ.

Äëÿ ôóíêöèè g âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: ëèáî g(a1) = g(π(a1)), ëèáî íàéäóò-

ñÿ òàêèå íåðàâíûå ïàðû (k1, k2), (l1, l2), ÷òî

g(a1) ∈ {k1, k2}, g(π(a1)) ∈ {l1, l2},

ò.å. çíà÷åíèÿ g(a1) è g(π(a1)) ïîïàäàþò â ðàçíûå ïàðû âûáðàííîãî ðàçáèåíèÿ.

Ïîñòðîèì ôóíêöèþ q(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè âûïîëíåí ïåðâûé ñëó-

÷àé, òî ïóñòü q(x) = g(x), èíà÷å âûáåðåì â êëàññå Sπ òàêóþ ôóíêöèþ h(x),

÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà

h(g(a1)) = h(g(π(a1))) = 0.

Òîãäà ôóíêöèÿ q(x) = h(g(x)) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ïåðâîìó ñëó÷àþ è òàêæå

ïðèíàäëåæàòü êëàññó Q.

Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ q(x), îáðàçóåì â êëàññå Q êîíñòàíòó b = f(a1). Äëÿ

ýòîãî âûáåðåì â êëàññå Sπ òàêóþ ôóíêöèþ d(x), ÷òîáû êàæäàÿ ïàðà âèäà

(i1, i2) îòîáðàæàëàñü ôóíêöèåé d â ïàðó (a1, π(a1)). Òîãäà q(d(x)) åñòü èñêî-

ìàÿ êîíñòàíòà b.

Åñëè òåïåðü r(x1, . . . , xm) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà PN , òî â

êëàññå Sπ èìååòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ r′(y, x1, . . . , xm), ÷òî ñïðàâåäëèâî òîæäå-

ñòâî

r′(b, x1, . . . , xm) = r(x1, . . . , xm).

Çíà÷èò, r(x1, . . . , xm) ∈ Q è ïîýòîìó êëàññ Q ñîâïàäàåò ñ êëàññîì PN . Èíûìè

ñëîâàìè, êëàññ Sπ ÿâëÿåòñÿ FE-ïðåäïîëíûì â PN .

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 12. Ìîùíîñòü ñåìåéñòâà FE-ïðåäïîëíûõ êëàññîâ íå ìåíåå ÷åì

êîíòèíóàëüíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîñêîëüêó êëàññ Π ñîñòîèò èç êîíòèíóàëüíîãî ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê, äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷-

íûõ ïåðåñòàíîâîê π1 è π2 èç êëàññà Π ñîîòâåòñòâóþùèå èì êëàññû ôóíêöèé

Sπ1 è Sπ2 ðàçëè÷íû.

Ïóñòü ïàðà (l1, l2) èç ðàçáèåíèÿ ïåðåñòàíîâêè π1 íå ÿâëÿåòñÿ ïàðîé ðàç-

áèåíèÿ ïåðåñòàíîâêè π2. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ðàçëè÷íûå ÷èñëà m1,m2, ÷òî

ðàçáèåíèþ ïåðåñòàíîâêè π2 ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûå ïàðû (l1,m1) è (l2,m2).

Âîçüìåì â êëàññå Sπ1 ôóíêöèþ f(x), êîòîðàÿ ïåðåñòàâëÿåò ýëåìåíòû l1, l2 è

òîæäåñòâåííà íà ìíîæåñòâå N \ {l1, l2}. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f íå ïðèíàä-

ëåæèò êëàññó Sπ2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f è ñàìîñî-

ïðÿæåííîñòè åå îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè π2 âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ

f(π2(l1)) = π2(l2), f(m1) = m2.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó ÷èñëà m1,m2 íå ïðèíàäëåæàò

ìíîæåñòâó {l1, l2}.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ãëàâà 3

Ñëîæíîñòü ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè

ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

Â äàííîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ ôóíêöèîíàëüíîé êîíñòàíòîé p(x, y, z). Â ðàáîòå [39] èññëåäóåò-

ñÿ ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè äëÿ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé áóëåâûõ

ôóíêöèé è óñòàíàâëèâàþòñÿ âåñüìà ñåðüåçíûå îöåíêè ñëîæíîñòè äàííîé çà-

äà÷è, îäíàêî ïðè ýòîì äëÿ ñëó÷àÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè

íå âûõîäèò çà ðàìêè ðàçðåøèìîñòè. Êàê ïîêàçàíî â äàííîé ãëàâå, â ñëó÷àå

ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ñ÷åòíîçíà÷íîé ëîãèêè, ïðîáëåìà âûïîë-

íèìîñòè îêàçûâàåòñÿ íåðàçðåøèìîé.

Â ïàðàãðàôå 3.1 äîêàçûâàåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêàÿ íåðàçðåøèìîñòü äàííîé

ïðîáëåìû. Â ïàðàãðàôå 3.2 óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü ýòîé ïðîáëå-

ìû êëàññó Π1 àðèôìåòè÷åñêîé èåðàðõèè Êëèíè-Ìîñòîâñêîãî. Ôàêòè÷åñêè

ðåçóëüòàòû ïåðâîãî è âòîðîãî ïàðàãðàôà äàííîé ãëàâû äàþò òî÷íóþ îöåí-

êó ñëîæíîñòè äàííîé ïðîáëåìû. Â ïàðàãðàôå 3.3 èññëåäóþòñÿ âñå ðåøåíèÿ

òàêèõ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé � ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî ôóíêöèé,

âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. Òàê-

æå âñå äîêàçàííûå ðåçóëüòàòû îáîáùàþòñÿ (è îñòàþòñÿ âåðíûìè) íà ñëó-

÷àé ñèñòåìû {p(x, y, z), a1, . . . , ak}, ãäå a1, . . . , ak � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû.
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Îïèñûâàåòñÿ ìåòîä (ñëîæíîñòè Π1) ïîèñêà ðåøåíèé ýòèõ ñèñòåì ôóíêöèî-

íàëüíûõ óðàâíåíèé ïîñðåäñòâîì ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ðåøåíèé.

Ðåçóëüòàòû ïåðâîãî è âòîðîãî ïàðàãðàôîâ îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [10],

ðåçóëüòàòû òðåòüåãî ïàðàãðàôà � â ðàáîòå [12].

3.1 Íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè

Ïðîáëåìîé âûïîëíèìîñòè äëÿ ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàçîâåì

ïðîáëåìó ñóùåñòâîâàíèÿ õîòÿ áû îäíîãî ðåøåíèÿ äëÿ äàííîé ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé. Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñèñòåìû ôóíêöèîíàëü-

íûõ óðàâíåíèé íàä ìíîæåñòâàìè, ñîäåðæàùèìè ôóíêöèîíàëüíóþ êîíñòàí-

òó p(x, y, z). Íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè äëÿ ñèñòåì ôóíêöèî-

íàëüíûõ óðàâíåíèé óñòàíîâèì ïóòåì ñâåäåíèÿ ê íåé ïðîáëåìû ðàçðåøèìîñòè

äëÿ ÷èñòîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ (×ÈÏ) (ñì. [3]).

Àëôàâèò ÷èñòîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ñèìâîëîâ:

• ñèìâîëû ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ x1, x2, . . .;

• ñèìâîëû ïðåäèêàòíûõ ïåðåìåííûõ Q
(n)
i (i, n = 1, 2, . . .);

• ïðîïîçèöèîíàëüíûå ñâÿçêè &,∨,¬,→;

• êâàíòîðû îáùíîñòè ∀ è ñóùåñòâîâàíèÿ ∃;

• ñëóæåáíûå ñèìâîëû (ñêîáêè, çàïÿòûå).

Îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè ïîíÿòèå ôîðìóëû â ÿçûêå ×ÈÏ (ñì. [3]).

• Åñëè Q
(n)
i � n-ìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë è xj1, . . . , xjn � ñèìâîëû

ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ, òî Q
(n)
i (xj1, . . . , xjn) � ôîðìóëà.

• Ïóñòü F1, F2 � ôîðìóëû è xj � ñèìâîë ïðåäìåòíîé ïåðåìåííîé, òîãäà

F1&F2, F1 ∨ F2, ¬F1, F1 → F2, (∀xj)F1 è (∃xj)F1 � ôîðìóëû.
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Òåîðåìà 13. Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè äëÿ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíå-

íèé ñ åäèíñòâåííîé ôóíêöèîíàëüíîé êîíñòàíòîé p(x, y, z) àëãîðèòìè÷åñêè

íåðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ÿçûê QFEC ïî âûðàçèìîñòè ýêâèâàëåíòåí ÿçûêó

FE íàä ñèñòåìîé ñ êîíñòàíòîé p. Âìåñòî ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ÿçûêå QFEC ëîãè÷åñêèå ôîðìóëû, êîòîðûå ïîñòðîåíû

ïî îáû÷íûì ëîãè÷åñêèì ïðàâèëàì èç ýëåìåíòàðíûõ ôîðìóë � ðàâåíñòâ òåð-

ìîâ. Âûïîëíèìîñòü (çàìêíóòîé) ôîðìóëû â ÿçûêå QFEC ïîíèìàåòñÿ ñòàí-

äàðòíûì îáðàçîì: êàê ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèé èç PN , êîòîðûå ïîñëå çàìåíû

èìè âñåõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ ðàññìàòðèâàåìîé ôîðìóëû îáðàùàþò

åå â èñòèííîå âûñêàçûâàíèå.

Â ðàáîòå [3] ïîêàçàíî, êàê ýôôåêòèâíî ïî ïðîèçâîëüíîé (çàìêíóòîé) ôîð-

ìóëå ÿçûêà QFEC ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíóþ åé ïî âûïîëíèìîñòè ñèñòåìó

ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàä ìíîæåñòâîì {p}. Â ñâÿçè ñ ýòèì â äîêàçà-

òåëüñòâå äàííîé òåîðåìû ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîáëåìó âûïîëíèìîñòè

äëÿ çàìêíóòûõ ôîðìóë ÿçûêà QFEC.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôîðìóëå

(∀x)(∀y)((ϕ0(x) = ϕ0(y)) & (ϕ1(x) = ϕ1(y)) & (ϕ0(x) 6= ϕ1(x))) (4)

ïî ïåðåìåííûì ϕ0, ϕ1 óäîâëåòâîðÿþò ëèøü ëþáûå äâå íåðàâíûå äðóã äðóãó

êîíñòàíòû ( ôîðìóëó ¬(ϕ0(x) = ϕ1(x)) ìû çàïèñûâàåì â âèäå ϕ0(x) 6= ϕ1(x)).

Îáîçíà÷èì ýòè êîíñòàíòû ÷åðåç v0 è v1 ñîîòâåòñòâåííî.

Äàëåå v0 è v1 áóäóò èãðàòü ðîëü èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé ¾ëîæü¿ è ¾èñ-

òèíà¿. Â ñâÿçè ñ ýòèì îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå {v0, v1} ¾ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè¿

îòðèöàíèå ϕ2 è äèçúþíêöèþ ϕ3:

(∀x)(ϕ2(ϕ0(x)) = ϕ1(x) & ϕ2(ϕ1(x)) = ϕ0(x)),
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(∀x)(ϕ3(ϕ0(x), ϕ0(x)) = ϕ0(x) & ϕ3(ϕ0(x), ϕ1(x)) = ϕ1(x)&

ϕ3(ϕ1(x), ϕ0(x)) = ϕ1(x) & ϕ3(ϕ1(x), ϕ1(x)) = ϕ1(x)). (5)

Äðóãèå ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè (â ÷àñòíîñòè, êîíúþíêöèÿ) ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû

îáû÷íûì îáðàçîì ÷åðåç îòðèöàíèå è äèçúþíêöèþ.

Ìû áû õîòåëè â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ôóíêöèé, êîòî-

ðûå ïðèíèìàþò ëèøü ¾çíà÷åíèÿ¿ v0 è v1. Ñ ýòîé öåëüþ äëÿ âñÿêîé èñïîëü-

çóåìîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ϕ
(n)
i áóäåì êîíúþíêòèâíî äîáàâëÿòü ê

ðàññìàòðèâàåìûì ôîðìóëàì ôîðìóëó

(∀x1) . . . (∀xn)(ϕ(n)
i (x1, . . . , xn) = ϕ0(x1) ∨ ϕ(n)

i (x1, . . . , xn) = ϕ1(x1)). (6)

Ïîíÿòíî, ÷òî òàêèå ¾îãðàíè÷åííûå¿ ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå ϕ
(n)
i ìîæ-

íî ñ÷èòàòü n-ìåñòíûìè ïðåäèêàòíûìè ïåðåìåííûìè. Â ýòîé ñâÿçè ñòîèò çà-

ìåòèòü, ÷òî õîòÿ ôîðìóëå (4) óäîâëåòâîðÿþò ëþáûå äâå íåðàâíûå êîíñòàíòû,

îäíàêî åñëè â ðàññìàòðèâàåìîé ôîðìóëå Φ êîíúþíêòèâíî ïðèñóòñòâóåò òîëü-

êî îäíà ôîðìóëà (4), à âñÿêàÿ èñïîëüçóåìàÿ â ôîðìóëå Φ ôóíêöèîíàëüíàÿ

ïåðåìåííàÿ îãðàíè÷åíà óñëîâèåì (5), òî â ôîðìóëå Φ çíà÷åíèÿ v0, v1 ìîæíî

ñ÷èòàòü ôèêñèðîâàííûìè. Ýòî ïîçâîëÿåò ¾èçîáðàçèòü¿ â ÿçûêå QFEC ÿçûê

×ÈÏ.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü Γ � çàìêíóòàÿ ôîðìóëà ×ÈÏ, ñîäåðæàùàÿ òîëü-

êî ñèìâîëû ïðåäèêàòíûõ ïåðåìåííûõ Q1, . . . , Qr. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

ôîðìóëà Γ íàõîäèòñÿ â ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìå. Ââåäåì ôóíêöè-

îíàëüíûå ïåðåìåííûå ψ1, . . . , ψr îò òåõ æå ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ, ÷òî è

ïðåäèêàòíûå ïåðåìåííûå Q1, . . . , Qr. Îïðåäåëÿåì àíàëîã ôîðìóëû Γ � ôîð-

ìóëó Φ′: ñíà÷àëà çàìåíÿåì â ôîðìóëå Γ êàæäûé ñèìâîë Qi ñîîòâåòñòâóþùèì

ñèìâîëîì ψi, à çàòåì ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ ϕ2 è ϕ3 ïî-

ñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷àåì èç ïîëó÷åííîé ôîðìóëû ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè. Îáðà-

çóåòñÿ òåðì T , êîòîðûé ñîñòîèò òîëüêî èç ñèìâîëîâ ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ
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è ñèìâîëîâ ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ ϕ2, ϕ3, ψ1, . . . , ψr. Òåïåðü îáðàçóåì

èç òåðìà T ôîðìóëó (∃x)(T = ϕ1(x)), ãäå ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò â ôîðìó-

ëó Γ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû Φ′ îñòàåòñÿ ê ïîñëåäíåé ôîðìóëå ïðèïèñàòü

êâàíòîðíóþ ïðèñòàâêó èç ôîðìóëû Γ.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôîðìóëà Φ′ ïîëíîñòüþ ¾ìîäåëèðóåò¿ ôîðìóëó Γ,

åñëè òîëüêî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåìåííûå ψ1, . . . , ψr ¾ïðèíèìàþò¿ ëèøü ¾çíà÷å-

íèÿ¿ v0, v1, à ïåðåìåííûå ϕ2, ϕ3 íà ìíîæåñòâå {v0, v1} ¾èçîáðàæàþò¿ îòðèöà-

íèå è äèçúþíêöèþ. Ïîýòîìó äàëåå ìû êîíúþíêòèâíî äîáàâëÿåì ê ôîðìóëå

Φ′ ôîðìóëû (4),(5) (ñ÷èòàÿ, ÷òî ïåðåìåííûå ϕ0−ϕ3 îòëè÷íû îò ïåðåìåííûõ

ψ1, . . . , ψr) è r ôîðìóë âèäà (6) � ïî ôîðìóëå íà êàæäûé ôóíêöèîíàëüíûé

ñèìâîë ψi. Ïîëó÷àåì ôîðìóëó Φ ÿçûêà QFEC.

Èç ïðîâåäåííîãî ïîñòðîåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà Γ âûïîëíèìà íà

ìíîæåñòâå N òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà ìíîæåñòâå N âûïîëíèìà ôîð-

ìóëà Φ. Îäíàêî, ôîðìóëà Γ âûïîëíèìà (íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå) â òîì è

òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà âûïîëíèìà íà ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå N . Òàêèì

îáðàçîì, ìû ýôôåêòèâíî ñâåëè (íà ñàìîì äåëå, m-ñâåëè, ñì. [38], ãëàâà 7)

ïðîáëåìó âûïîëíèìîñòè ôîðìóë ×ÈÏ ê ïðîáëåìå âûïîëíèìîñòè ôîðìóë

ÿçûêà QFEC. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî âûïîëíèìûõ ôîðìóë ×ÈÏ

íåðàçðåøèìî (îíî äàæå ÿâëÿåòñÿm-ïîëíûì ìíîæåñòâîì â êëàññå Π1 àðèôìå-

òè÷åñêîé èåðàðõèè Êëèíè-Ìîñòîâñêîãî, ñì. [3,12]). Ïîýòîìó íåðàçðåøèìûì

áóäåò ìíîæåñòâî âûïîëíèìûõ ôîðìóë ÿçûêà QFEC è, âìåñòå íèì, ìíîæåñòâî

âûïîëíèìûõ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàä {p}.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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3.2 Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè è êëàññ Π1

Êëàññîì Π1 àðèôìåòè÷åñêîé èåðàðõèè Êëèíè-Ìîñòîâñêîãî (ñì. [37], ãëà-

âà 15) íàçûâàåòñÿ êëàññ âñåõ îòíîøåíèé, êîòîðûå ïðåäñòàâèìû â âèäå

(∀x1) . . . (∀xm)R(x1, . . . , xm, y1, . . . , yl), ãäå R(x1, . . . , xm, y1, . . . , yl) � ðåêóð-

ñèâíîå îòíîøåíèå.

Òåîðåìà 14. Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè äëÿ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíå-

íèé íàä ìíîæåñòâîì {p(x, y, z)} ïðèíàäëåæèò êëàññó Π1 àðèôìåòè÷åñêîé

èåðàðõèè Êëèíè-Ìîñòîâñêîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü Ξ � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàä ìíî-

æåñòâîì {p}. Ïî ñèñòåìå Ξ ýôôåêòèâíûì îáðàçîì áóäåì ñòðîèòü äåðåâî ∆

(âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íîå), âñå âåðøèíû êîòîðîãî èìåþò êîíå÷íóþ ñòå-

ïåíü. Â êàæäîé âåðøèíå äåðåâà ∆, çà èñêëþ÷åíèåì åãî êîðíÿ, äëÿ âñÿêîé

ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ϕi, âõîäÿùåé â ñèñòåìó Ξ, áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ

â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè fi. Íåêîòîðûå

âåòâè äåðåâà ∆ â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ áóäóò îòñåêàòüñÿ (òî÷íåå, áóäóò öåëè-

êîì îòñåêàòüñÿ íåêîòîðûå ïîääåðåâüÿ, ¾ðàñòóùèå¿ èç âåðøèí äåðåâà ∆). Ìû

ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé Ξ âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

â äàííîì äåðåâå ∆ èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà áåñêîíå÷íàÿ âåòâü. Ñóùåñòâîâàíèå

áåñêîíå÷íîé âåòâè â äåðåâå ∆ áóäåò âûðàæåíî ôîðìóëîé êëàññà Π1.

Ïóñòü x1, . . . , xn � âñå ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â ñèñòåìó Ξ.

Çàôèêñèðóåì âû÷èñëèìóþ ¾êàíòîðîâñêóþ¿ íóìåðàöèþ ìíîæåñòâà Nn, â êî-

òîðîé íóëåâîé íàáîð èìååò íîìåð 0, à äàëåå íîìåðà ïðèñâàèâàþòñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíî â ¾áëîêàõ¿, ñîñòîÿùèõ èç âñåõ íàáîðîâ ñ çàäàííîé ñóììîé êîîðäèíàò

(ñì., íàïðèìåð, [16], ãëàâà 4). Íàáîð ñ íîìåðîì k â ýòîé íóìåðàöèè áóäåì îáî-

çíà÷àòü ÷åðåç xk. Îòìåòèì, ÷òî â íàáîðå xk âñå êîìïîíåíòû íå ïðåâîñõîäÿò
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âåëè÷èíû k. Âûäåëèì â ñèñòåìå Ξ âñå âõîæäåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåí-

íûõ è îáîçíà÷èì èõ ϕ1, . . . , ϕm (îäíà è òà æå ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ

ìîæåò âõîäèò â óðàâíåíèÿ ñèñòåìû Ξ íåñêîëüêî ðàç).

Îïèøåì ïåðâûé øàã â ïîñòðîåíèè äåðåâà ∆ � îïðåäåëåíèå âåðøèí ïåðâî-

ãî ÿðóñà (âåðøèíû, ñâÿçàííûå ðåáðàìè ñ êîðíåì äåðåâà). Ðàññìîòðèì íàáîð

x0 è ïðèäàäèì âñåì ïðåäìåòíûì ïåðåìåííûì x1, . . . , xn ñèñòåìû Ξ çíà÷å-

íèå 0. Äàëåå, êàæäîìó âõîæäåíèþ ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé â ñèñòåìó Ξ

¾ïðèäàäèì¿ îäíî èç çíà÷åíèé 0, 1, . . . ,m. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàíèè

íàáîðà x0 äëÿ ¾îçíà÷èâàíèÿ¿ âñåõ òåðìîâ ñèñòåìû Ξ (âêëþ÷àÿ òåðìû âèäà

p(t1, t2, t3)) äîñòàòî÷íî çíà÷åíèé èç ìíîæåñòâà {0, 1, . . . ,m}.

Âñåãî èìååòñÿ (m + 1)m òàêèõ ïðèñâîåíèé, ýòèì ïðèñâîåíèÿì áóäóò îòâå-

÷àòü â äåðåâå ∆ (m + 1)m âåðøèí ïåðâîãî ÿðóñà. Êàê âèäíî, â ðåçóëüòàòå

îäíîãî ïðèñâîåíèÿ êàæäàÿ ôóíêöèÿ fi (îòâå÷àþùàÿ ôóíêöèîíàëüíîé ïåðå-

ìåííîé ϕi) áóäåò îïðåäåëåíà â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê. Â ñàìîì äåëå, åñëè â

ñèñòåìó Ξ âõîäèò òåðì âèäà ϕi(xj1, . . . , xjs), òî ôóíêöèÿ fi áóäåò îïðåäåëåíà

íà íóëåâîì íàáîðå. Åñëè æå â ñèñòåìó Ξ âõîäèò òåðì âèäà ϕi(t1, . . . , ts), ãäå

t1, . . . , ts � òåðìû, è â ðåçóëüòàòå ïðèñâîåíèÿ òåðìû t1, . . . , ts ïîëó÷èëè çíà-

÷åíèÿ a1, . . . , as, òî ôóíêöèÿ fi ïîëó÷èò çíà÷åíèå íà íàáîðå (a1, . . . , as). (Ìû

íå ðàññìàòðèâàåì îòäåëüíî òåðìû, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ ñèìâîëîì ôóíêöèî-

íàëüíîé êîíñòàíòû p, ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé òàêèõ òåðìîâ ïðîâî-

äèòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì.)

Ïðè âûïîëíåíèè ïðèñâîåíèé ñëåäóåò ñîáëþäàòü ñëåäóþùåå åñòåñòâåííîå

óñëîâèå: åñëè äëÿ íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ âõîæäåíèé îäíîé è òîé æå ôóíê-

öèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ϕi â ðåçóëüòàòå ïðèñâîåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè fi íà îäíîì è òîì æå íàáîðå, òî ýòè çíà÷åíèÿ äîëæíû áûòü ðàâíû.

Äëÿ êàæäîãî ïðèñâîåíèÿ ïðîâåðÿåì, ìîæåò ëè îíî îáåñïå÷èòü èñòèííîñòü

âñåõ ðàâåíñòâ ñèñòåìû (íàïîìíèì, ÷òî íà ïåðâîì øàãå âñåì ïðåäìåòíûì ïåðå-
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ìåííûì ïðèñâîåíî çíà÷åíèå 0). Åñëè âîçíèêëî ïðîòèâîðå÷èå, òî ïðåêðàùàåì

äàëüíåéøåå ïîñòðîåíèå äåðåâà ∆ èç äàííîé âåðøèíû. Åñëè æå ïðîòèâîðå÷è-

âûõ ðàâåíñòâ èç ñèñòåìû Ξ íå ïîëó÷åíî, òî ôèêñèðóåì çíà÷åíèÿ, ïðèñâîåííûå

ôóíêöèîíàëüíûì ïåðåìåííûì íà ðàññìàòðèâàåìûõ íàáîðàõ (ò.å. ôàêòè÷åñêè

çíà÷åíèÿ ôóíêöèé fi), è ïåðåõîäèì ê ïîñòðîåíèþ âåðøèí âòîðîãî ÿðóñà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû óæå îïðåäåëèëè âñå âåðøèíû k-ãî ÿðóñà äåðåâà ∆

(âñå òå âåðøèíû, ê êîòîðûì â ïîñòðîåííîì ôðàãìåíòå äåðåâà ∆ âåäóò èç

êîðíÿ ïóòè äëèíû k). Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî íà âñåõ âåðøèíàõ äåðåâà ñ

1-ãî ïî k-é ÿðóñû â îïåðàöèÿõ ïðèñâîåíèÿ áûëè èñïîëüçîâàíû ÷èñëà òîëü-

êî èç ìíîæåñòâà {0, 1, . . . , k(m + 1) − 1}. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â

ðåçóëüòàòå ïðåäûäóùèõ ïðèñâîåíèé â êàæäîé èç ïîñòðîåííûõ âåðøèí äåðå-

âà ∆ ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè fi óæå êîððåêòíî îïðåäåëåíû íà íåêîòîðûõ

íàáîðàõ èç äåêàðòîâûõ ñòåïåíåé ìíîæåñòâà {0, 1, . . . , k(m+ 1)− 1}.

Íà âñåõ âåðøèíàõ (k+1)-ãî ÿðóñà áóäåì ðàññìàòðèâàòü íàáîð xk, âñå êîì-

ïîíåíòû êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäÿò k. Âûáåðåì â k-ì ÿðóñå âåðøèíó v. Ïðèñâî-

èì ïåðåìåííûì x1, . . . , xn ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ èç íàáîðà xk. Áóäåì äà-

ëåå ïðèñâàèâàòü âñåì âõîæäåíèÿì ϕ1, . . . , ϕm ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ

íåçàâèñèìûì îáðàçîì âñåâîçìîæíûå çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {0, 1, . . . , (k +

1)(m+ 1)− 1}. Ïðè ýòîì ïðèñâîåíèÿ äîëæíû áûòü êîððåêòíûìè (ñì. øàã 1

â ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ∆) è ñîãëàñîâàííûìè ñ óæå èìåþùèìèñÿ â âåðøèíå v

çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé fi. Îáðàçóåòñÿ íå áîëåå (k+1)m(m+1)m âåðøèí (k+1)-

ãî ÿðóñà, êîòîðûå áóäóò ñîåäèíåíû â äåðåâå ∆ ðåáðàìè ñ âåðøèíîé v. Êàê

è íà øàãå 1, äëÿ âñÿêîãî ïðèñâîåíèÿ îñóùåñòâëÿåì ïðîâåðêó âûïîëíèìîñòè

âñåõ ðàâåíñòâ ñèñòåìû Ξ. Â ñëó÷àå íåâûïîëíåíèÿ êàêîãî-ëèáî èç ðàâåíñòâ

ñèñòåìû Ξ (ñ ïðèñâîåííûìè çíà÷åíèÿìè) îáðûâàåì ïîñòðîåíèå äåðåâà ∆ â

ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåì íàáîð xk+1 è

ïåðåõîäèì ê ïîñòðîåíèþ ÿðóñà k + 2.
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ∆ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ

ýôôåêòèâíûì: ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ¾êîîðäèíàòå¿ ïðîèçâîëüíîé

âåðøèíû äåðåâà ∆ îïðåäåëÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ âåðøèíà ¾êîíöåâîé¿, à

åñëè íåò, òî âû÷èñëÿåò çíà÷åíèÿ ôóíêöèé fi âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ òî÷êàõ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â äåðåâå ∆ èìååòñÿ áåñêîíå÷íàÿ âåòâü B. Ïðî-

õîäÿ ïî âñåì âåðøèíàì âåòâè B, ìû ñìîæåì äëÿ ëþáîé ôóíêöèîíàëüíîé

ïåðåìåííîé ϕi ñèñòåìû Ξ êîððåêòíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé

ôóíêöèè fi íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå òî÷åê Fi. Ïðè ýòîì, êàê ëåãêî ïîíÿòü,

íàáîð ôóíêöèé fi áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå óðàâíåíèé Ξ. Åäèíñòâåííàÿ

âîçíèêàþùàÿ çäåñü ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìíîæåñòâî Fi íå îáÿçàíî

áûòü ïîëíûì (ò.å. ñîâïàäàòü ñ íàäëåæàùåé äåêàðòîâîé ñòåïåíüþ ìíîæåñòâà

N). Èíûìè ñëîâàìè, îïðåäåëÿåìûå íà âåòâè B ôóíêöèè fi áóäóò, âîîáùå ãî-

âîðÿ, ÷àñòè÷íûìè. Ýòó ïðîáëåìó ìîæíî ëåãêî ðåøèòü, åñëè çàìåòèòü, ÷òî

ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé fi óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé Ξ ïðè âñåõ

çíà÷åíèÿõ ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ. Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî íàáîðû,

íå âõîäÿùèå â ìíîæåñòâî Fi, â äàííîì ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé Ξ âîîáùå

íå èñïîëüçóþòñÿ. Ïîýòîìó íà íèõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè fi ìîæíî îïðåäåëèòü

ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.

Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé Ξ èìååò ðåøåíèå. Ïîêà-

æåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå â äåðåâå ∆ ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà áåñêîíå÷íàÿ

âåòâü.

Ïóñòü ϕ1, . . . , ϕl � âñå ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå ñèñòåìû óðàâíåíèé

Ξ, à íàáîð ôóíêöèé (f1, . . . , fl) èç PN óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå Ξ. Ðàññìîò-

ðèì ñíà÷àëà íóëåâîé íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Åñëè çàìåíèòü

â ñèñòåìå Ξ âñå ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå çíà÷åíèåì 0 è çàòåì ðàññìàòðèâàòü

ïîñëåäîâàòåëüíî âñå òåðìû ñèñòåìû Ξ, ñîäåðæàùèå ôóíêöèîíàëüíûå ïåðå-

ìåííûå, òî ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé f1, . . . , fl ìîæíî äëÿ âñåõ âõîæäåíèé
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ϕ1, . . . , ϕm ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ â ñèñòåìó Ξ íàéòè ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå çíà÷åíèÿ a1, . . . , am (ýòî, ðàçóìååòñÿ, çíà÷åíèÿ ôóíêöèé f1, . . . , fl, âû-

÷èñëåííûå íà òåõ íàáîðàõ, êîòîðûå èìïëèöèðóþòñÿ â ñèñòåìå Ξ ðàâåíñòâàìè

x1 = . . . = xn = 0). Îòìåòèì, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, . . . , am íåêîòîðûå

çíà÷åíèÿ ìîãóò ñîâïàäàòü.

Çàìåíèì ÷èñëà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, . . . , am íàèìåíüøèìè ÷èñëàìè

èç ìíîæåñòâà {0, 1, . . . ,m} (ñ ñîõðàíåíèåì îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà/íåðàâåíñòâà

ìåæäó ýëåìåíòàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, . . . , am), ïðè÷åì òàê, ÷òîáû ñîõðà-

íèòü íóëåâûå çíà÷åíèÿ, åñëè îíè èìåþòñÿ. Îáðàçóåòñÿ íàáîð b1, . . . , bm. Ýòîò

íàáîð âìåñòå ñ íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè âñåõ ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ áóäåò óäî-

âëåòâîðÿòü ñèñòåìå Ξ, ïîñêîëüêó ïðè îïðåäåëåíèè èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé

ðàâåíñòâ ñèñòåìû Ξ âàæíû ëèøü ñîîòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà/íåðàâåíñòâà ìåæäó

çíà÷åíèÿìè òåðìîâ, âõîäÿùèõ â Ξ (ó÷èòûâàåì òàêæå àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî

òåðíàðíîãî äèñêðèìèíàòîðà p). Òàêèì îáðàçîì, íà ïåðâîì øàãå ïîñòðîåíèÿ

äåðåâà ∆ íà îäíîé èç âåðøèí ïåðâîãî ÿðóñà âñåì âõîæäåíèÿì ϕ1, . . . , ϕm áó-

äóò ïðèñâîåíû ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ b1, . . . , bm.

Äàëåå ïðîäîëæàåì ïî èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ÷èñëà k èìååòñÿ

âåðøèíà v äåðåâà ∆, ðàñïîëîæåííàÿ â (k+1)-ì ÿðóñå äåðåâà, êîòîðàÿ óäîâëå-

òâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà xj (0 6 j 6 k) â âåðøèíå v

âñåì âõîæäåíèÿì ϕ1, . . . , ϕm ïðèñâîåíû çíà÷åíèÿ b1, . . . , bm, êîòîðûå ïðèíàä-

ëåæàò ìíîæåñòâó {0, 1, . . . , (j+1)(m+1)−1}, è êîòîðûå îòâå÷àþò íàáîðó xj
ñîãëàñíî àëãîðèòìó ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ∆. Êðîìå òîãî, åñëè íà îñíîâå ôóíê-

öèé (f1, . . . , fl) äëÿ íàáîðà xj âõîæäåíèÿì ϕ1, . . . , ϕm ïðèïèñàíû çíà÷åíèÿ

a1, . . . , am, òî îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà/íåðàâåíñòâà ìåæäó ýëåìåíòàìè íàáîðîâ

xj è (a1, . . . , am) ñ îäíîé ñòîðîíû è ýëåìåíòàìè íàáîðîâ xj è (b1, . . . , bm) ñ

äðóãîé ñòîðîíû èäåíòè÷íû.

Ïóñòü òåïåðü äëÿ ôóíêöèé (f1, . . . , fl) è íàáîðà xk+1 âõîæäåíèÿì
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ϕ1, . . . , ϕm îòâå÷àþò çíà÷åíèÿ a′1, . . . , a
′
m. Çàìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðè-

íÿòîé íóìåðàöèåé íàáîðîâ èç ìíîæåñòâà Nn íàáîð xk+1 ìîæåò ñîäåðæàòü

ìàêñèìóì îäíî çíà÷åíèå, íå âõîäÿùåå â íàáîðû x0, . . . ,xk. Ïîýòîìó â íàáîðàõ

xk+1 è (a′1, . . . , a
′
m) ìîæåò áûòü ìàêñèìóì m+ 1 çíà÷åíèé, êîòîðûå íå ñîäåð-

æàòñÿ â íàáîðàõ x0, . . . ,xk è îòâå÷àþùèõ èì íàáîðàõ (a1, . . . , am). Ýòî ïîçâî-

ëÿåò ñîãëàñíî àëãîðèòìó ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ∆ íàéòè â (k+2)-ì ÿðóñå äåðåâà

∆ âåðøèíó v′ (ñîåäèíåííóþ ðåáðîì ñ âåðøèíîé v), êîòîðîé, â ÷àñòíîñòè, áó-

äóò ïðèïèñàíû çíà÷åíèÿ b′1, . . . , b
′
m èç ìíîæåñòâà {0, 1, . . . , (k+2)(m+1)−1}.

Êðîìå òîãî, çíà÷åíèÿ b′1, . . . , b
′
m áóäóò íàõîäèòüñÿ â òîì æå îòíîøåíèè ðàâåí-

ñòâà/íåðàâåíñòâà ñ îñòàëüíûìè çíà÷åíèÿìè, ïðèïèñàííûìè âåðøèíå v′, êàê

è çíà÷åíèÿ a′1, . . . , a
′
m ñ îñòàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ai, îòâå÷àþùèìè ôóíêöèÿì

(f1, . . . , fl) è íàáîðàì x0, . . . ,xk.

Èç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé Ξ èìååò

ðåøåíèå, òî â äåðåâå ∆ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ âåòâü.

Òåïåðü ôîðìàëüíî îïèøåì óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ áåñêîíå÷íîé âåòâè â

äåðåâå ∆. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî áåñêîíå÷íàÿ âåòâü â äåðåâå ∆ ñóùåñòâó-

åò â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ âñÿêîãî k â äåðåâå ∆ èìååòñÿ õîòÿ

áû îäíà âåðøèíà k-ãî ÿðóñà. Â ñâÿçè ñ ýòèì ââîäèì ïðåäèêàò R(k), èñòèí-

íûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k-é ÿðóñ äåðåâà ∆ ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó

âåðøèíó. Ïîñêîëüêó ïîñòðîåíèå äåðåâà ∆ ïðîâîäèòñÿ ïîëíîñòüþ ýôôåêòèâ-

íî, ïðåäèêàò R áóäåò ðåêóðñèâíûì. Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ïðî-

áëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ áåñêîíå÷íîé âåòâè â äåðåâå ∆ âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

(∀k)R(k). Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî êàê äåðåâî ∆, òàê è ïðåäèêàò R îïðåäåëÿ-

þòñÿ ïî ñèñòåìå ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé Ξ ýôôåêòèâíî, ÷òî ïîëíîñòüþ

ïîäõîäèò ïîä îïðåäåëåíèå êëàññà Π1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ìíîæåñòâî A m-ñâîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó B, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îáùå-

64



ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ f(x), ÷òî ïðîèçâîëüíîå x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó B. Ìíîæåñòâî íà-

çûâàåòñÿ m-ïîëíûì â êëàññå K, åñëè ê íåìó m-ñâîäèìî ëþáîå ìíîæåñòâî èç

êëàññà K (ñì. [37], ãëàâà 7).

Ñëåäñòâèå 9. Ìíîæåñòâî âñåõ âûïîëíèìûõ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâ-

íåíèé íàä {p(x, y, z)} ÿâëÿåòñÿ m-ïîëíûì ìíîæåñòâîì â êëàññå Π1 èåðàð-

õèè Êëèíè-Ìîñòîâñêîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ îáùåçíà÷èìûõ ôîðìóë ×ÈÏ

ÿâëÿåòñÿ m-ïîëíûì ìíîæåñòâîì (m-ïîëíûì â êëàññå Σ1). Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìóë, âûïîëíèìûõ íà N , åñòü m-ïîëíîå ìíîæåñòâî â

êëàññå Π1.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 10. Ìíîæåñòâî âñåõ âûïîëíèìûõ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ

óðàâíåíèé íàä {p(x, y, z), a1, . . . , ak}, ãäå a1, . . . , ak� êîíñòàíòû, ÿâëÿåòñÿ

m-ïîëíûì ìíîæåñòâîì â êëàññå Π1 èåðàðõèè Êëèíè-Ìîñòîâñêîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè äëÿ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ

óðàâíåíèé íàä ìíîæåñòâîì {p(x, y, z), a1, . . . , ak} ñëåäóåò, ñîãëàñíî òåîðåìå

13, èç íåðàçðåøèìîñòè ýòîé ïðîáëåìû íàä ìíîæåñòâîì {p(x, y, z)}. Äîêàæåì

òåïåðü ïðèíàäëåæíîñòü ýòîé ïðîáëåìû êëàññó Π1 àðèôìåòè÷åñêîé èåðàðõèè

Êëèíè-Ìîñòîâñêîãî.

Ïóñòü Ξ � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàä ìíîæå-

ñòâîì {p(x, y, z), a1, . . . , ak}. Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñîïðÿæåííîñòè

äëÿ îïåðàòîðà FE-çàìûêàíèÿ, ìíîæåñòâî ðåøåíèé äàííîé ôóíêöèîíàëüíîé
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ñèñòåìû çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïåðåõîäà f → fπ, ãäå π � ïðîèçâîëüíàÿ

ïåðåñòàíîâêà ñ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè a1, . . . , ak.

Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 14 ïî ñèñòåìå Ξ ýôôåêòèâíûì îáðàçîì áóäåì ñòðîèòü

áåñêîíå÷íîå äåðåâî ∆, âñå âåðøèíû êîòîðîãî èìåþò êîíå÷íóþ ñòåïåíü. Ïî-

âòîðèì ïîñòðîåíèå äåðåâà èç òåîðåìû 14, ìîäèôèöèðóÿ íåêîòîðûå ìîìåíòû.

Íà ïåðâîì øàãå â ïîñòðîåíèè äåðåâà ∆, êàê è ðåíåå, ðàññìîòðèì íàáîð x0

è ïðèäàäèì âñåì ïðåäìåòíûì ïåðåìåííûì x1, . . . , xn ñèñòåìû Ξ çíà÷åíèå 0.

Äàëåå, êàæäîìó âõîæäåíèþ ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé â ñèñòåìó Ξ ïðè-

äàäèì îäíî èç çíà÷åíèé 0, 1, . . . ,m èëè çíà÷åíèå èç ìíîæåñòâà {a1, . . . , ak}.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàíèè íàáîðà x0 äëÿ ¾îçíà÷èâàíèÿ¿ âñåõ òåðìîâ

ñèñòåìû Ξ (âêëþ÷àÿ òåðìû âèäà p(t1, t2, t3)) äîñòàòî÷íî çíà÷åíèé èç ìíîæå-

ñòâà {0, 1, . . . ,m, a1, . . . , ak}.

Âñåãî èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ ïðèñâîåíèé è, êàê è ðàíåå, ýòèì ïðè-

ñâîåíèÿì áóäåò îòâå÷àòü â äåðåâå ∆ òàêæå êîíå÷íîå ÷èñëî âåðøèí ïåðâîãî

ÿðóñà. Íà âåðøèíàõ ïîñëåäóþùèõ ÿðóñîâ áóäåì ïðèñâàèâàòü âñåì âõîæäå-

íèÿì ϕ1, . . . , ϕm ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ íåçàâèñèìûì îáðàçîì âñåâîç-

ìîæíûå çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà, îïðåäåëåííîãî â òåîðåìå 14, à òàêæå çíà-

÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {a1, . . . , ak}. Â îñòàëüíîì öåëèêîì ïîâòîðÿåì àëãîðèòì

ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ∆ èç òåîðåìû 14. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî òàêèå ìîäèôè-

êàöèè íå âëèÿþò íà ýôôåêòèâíîñòü ïðîöåññà ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ∆.

Èòàê, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ïîäîáíûõ ïîñòî-

ðåíèé ñèñòåìà ôóíêöèé áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû Ξ, à òàêæå òî,

÷òî â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ {f1, . . . , fm} ñèñòåìû Ξ â äåðåâå ∆ íà

íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé âåòâè áóäåò ïîëó÷åíî ìíîæåñòâî {f ′1, . . . , f ′m}, òàê-

æå ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû Ξ. ×òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, íåîáõîäèìî

ïðîñòî ïîâòîðèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 14, çàìå-

íÿÿ ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêó íà ïåðåñòàíîâêó ñ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè
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a1, . . . , ak. Òåì ñàìûì ìû ïîêàçàëè, ÷òî, ìîäèôèöèðóÿ ïîñòðîåíèå äåðåâà ∆

èç òåîðåìû 14 óêàçàííûì îáðàçîì äëÿ ñëó÷àÿ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâ-

íåíèé íàä {p(x, y, z), a1, . . . , ak}, ìû ïîëó÷èì ìåòîä òîãî æå ïîðÿäêà ñëîæ-

íîñòè, ÷òî è ìåòîä ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ∆ èç òåîðåìû 14. Òåì ñàìûì ïîëó-

÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ âûïîëíèìûõ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

íàä {p(x, y, z), a1, . . . , ak} òàêæå ÿâëÿåòñÿ m-ïîëíûì ìíîæåñòâîì â êëàññå Π1

èåðàðõèè Êëèíè-Ìîñòîâñêîãî.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

3.3 Âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

Ïðîàíàëèçèðóåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 14. Ïóñòü ϕ1, . . . , ϕr � âñå ôóíêöè-

îíàëüíûå ïåðåìåííûå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ξ. È ïóñòü B � áåñêîíå÷íàÿ âåòâü

â äåðåâå ∆, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ðåøåíèå (f1, . . . , fr) (âîîáùå ãîâîðÿ, ÷àñòè÷-

íîå) ñèñòåìû óðàâíåíèé Ξ. Ïðè ïîñòðîåíèè äåðåâà ∆ íåêîòîðûì òåðìàì âèäà

ϕi(a1, . . . , ani), ãäå a1, . . . , ani ∈ N , ïðèñâàèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ èç N . Äëÿ êàæ-

äîé ïåðåìåííîé ϕi âûäåëèì âñå òå íàáîðû ai1, ai2, . . ., íà êîòîðûõ òåðìàì

ϕi(aij) áóäóò ïðèñâîåíû çíà÷åíèÿ èç N . Ýòî ìíîæåñòâî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå

ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ íàáîðîâ èç Nni.

Îòìåòèì ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî: ïîñêîëüêó ñèñòåìà Ξ ñîñòîèò òîëüêî

èç ðàâåíñòâ òåðìîâ, ïðè ïîëó÷åíèè ðåøåíèÿ (f1, . . . , fr) âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ

íå ñàìè çíà÷åíèÿ ôóíêöèé fi íà íàáîðàõ âèäà aij, à ëèøü ñîîòíîøåíèÿ ðàâåí-

ñòâà/íåðàâåíñòâà ìåæäó çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé íà ýòèõ íàáîðàõ è çíà÷åíèÿ-

ìè òåðìîâ-ïåðåìåííûõ è òåðìîâ, íà÷èíàþùèõñÿ ñèìâîëàìè ôóíêöèîíàëüíûõ

êîíñòàíò. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ïðè îïðåäåëåíèè ðåøåíèÿ (f1, . . . , fr) ìû èç-

ìåíèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé íà óïîìÿíóòûõ íàáîðàõ, íî ñîõðàíèì îòíîøåíèÿ

ðàâåíñòâà/íåðàâåíñòâà ìåæäó ïåðå÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè òåðìîâ, òî âíîâü

ïîëó÷èì ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ξ. Ôàêòè÷åñêè èìåííî ýòî ïðåîáðàçî-
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âàíèå ìû ïðîäåëàëè âî âòîðîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 14.

Ìû õîòèì äàëåå ñîñðåäîòî÷èòüñÿ òîëüêî íà çíà÷åíèÿõ òåðìîâ âèäà ϕi(aij).

Äëÿ ýòîãî çàôèêñèðóåì íóìåðàöèþ (ñ îñíîâàíèåì N) âñåõ ïàð òåðìîâ âèäà

(ϕi(aij), ϕl(alm)), (7)

ãäå ïðè i = l äîëæíî áûòü j 6= m. Îáîçíà÷èì ÷åðåç β = β0β1 . . . äâîè÷-

íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé βt = 1 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

â ïàðå òåðìîâ (7) ñ íîìåðîì t çíà÷åíèÿ òåðìîâ ñîâïàäàþò. Ïóñòü Fβ îáî-

çíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ ôóíêöèé (g1, . . . , gr), ãäå ôóíêöèè gi è fi

çàâèñÿò îò îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà ïåðåìåííûõ, 1 ≤ i ≤ r è äâîè÷íàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñòðîåííàÿ äëÿ íàáîðà ôóíêöèé (g1, . . . , gr), ñîâïàäàåò ñ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ β. Î÷åâèäíî, ÷òî íàáîð ôóíêöèé (f1, . . . , fr) ïðèíàäëå-

æèò ìíîæåñòâó Fβ, è ýòîìó ìíîæåñòâó ïðèíàäëåæàò âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû Ξ,

¾ïîäîáíûå¿ ðåøåíèþ (f1, . . . , fr) . Ìíîæåñòâî Fβ ìû ðàññìàòðèâàåì êàê ¾íà-

êðûâàþùåå¿ ìíîæåñòâî äëÿ âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû Ξ, ¾ïîäîáíûõ¿ ðåøåíèþ

(f1, . . . , fr) (è îïðåäåëÿåìûõ áåñêîíå÷íîé âåòâüþ B).

Ïðîâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ -

ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 14.

Ñëåäñòâèå 11. Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ

óðàâíåíèé íàä {p(x, y, z)} ñîäåðæèòñÿ âíóòðè îáúåäèíåíèÿ âñåõ ìíîæåñòâ

Fβ, ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè β ïîñòðîåíû äëÿ ðàçëè÷íûõ áåñêîíå÷íûõ âåò-

âåé äåðåâà ∆.
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Çàêëþ÷åíèå

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñÿêîãî îáùåðåêóðñèâíîãî îïåðàòîðà Φ(f1, . . . , fm)

íàéäåòñÿ òàêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (â ôîðìàëèçìå FE) ñ ôóíêöèîíàëü-

íûìè êîíñòàíòàìè 0, x+1 è f1, . . . , fm, êîòîðàÿ äëÿ ëþáîãî âûáîðà ôóíê-

öèîíàëüíûõ êîíñòàíò f1, . . . , fm îïðåäåëÿåò (ïî ñâîåé ãëàâíîé ôóíêöèî-

íàëüíîé ïåðåìåííîé) ôóíêöèþ Φ(f1, . . . , fm).

2. Äîêàçàíî, ÷òî FE-çàìûêàíèå ñèñòåì, ïîäîáíûõ ñèñòåìå {0, x + 1} , à

òàêæå êàæäîé èç ñèñòåì {χ<}, {χ≤}, {χ>}, {χ≥}, ñîâïàäàåò ñ êëàññîì

Σ1
1 àíàëèòè÷åñêîé èåðàðõèè Êëèíè.

3. Äîêàçàíî, ÷òî ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè äëÿ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ

óðàâíåíèé íàä ìíîæåñòâàìè {p(x, y, z)} è {p(x, y, z), a1, . . . , ak}, ãäå

a1, . . . , ak � êîíñòàíòû, àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà è ïðèíàäëåæèò

êëàññó Π1 àðèôìåòè÷åñêîé èåðàðõèè Êëèíè-Ìîñòîâñêîãî.

4. Äîêàçàíî, ÷òî ìîùíîñòü ñåìåéñòâà âñåõ FE-çàìêíóòûõ êëàññîâ ãèïåð-

êîíòèíóàëüíà, à ñåìåéñòâà âñåõ FE-ïðåäïîëíûõ êëàññîâ � íå ìåíåå ÷åì

êîíòèíóàëüíà.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû ïî òðåì îñíîâíûì

íàïðàâëåíèÿì: èçó÷åíèå FE-çàìûêàíèé ìíîæåñòâ ôóíêöèé, îòëè÷íûõ îò

ðàññìîòðåííûõ, à òàêæå èõ îáîáùåíèé; èññëåäîâàíèå ôðàãìåíòîâ ðåøåòêè
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çàìêíóòûõ êëàññîâ, ïîðîæäåííûõ îïåðàòîðîì FE-çàìûêàíèÿ; îïðåäåëåíèå

ñëîæíîñòè ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè äëÿ ñèñòåì, îòëè÷íûõ îò ðàññìîòðåí-

íûõ.

Îñîáåííî èíòåðåñíû âîïðîñû î ðàñïîëîæåíèè êëàññàH îäíîðîäíûõ ôóíê-

öèé â ðåøåòêå çàìêíóòûõ êëàññîâ, ïîðîæäåííûõ îïåðàòîðîì FE-çàìûêàíèÿ,

îá îáîáùåíèè ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿ ðàññìîòðåííûõ õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèõ ôóíêöèé ïðåäèêàòîâ ñðàâíåíèÿ, íà ñëó÷àé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíê-

öèé ïðîèçâîëüíûõ îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè è îòíîøåíèé ÷àñòè÷íîãî ïî-

ðÿäêà, îá îáîáùåíèè âûâîäîâ î ñëîæíîñòè çàäà÷è âûïîëíèìîñòè äëÿ ñèñòåì

ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé â çàâèñèìîñòè îò ìíîæåñòâà çàäàííûõ ôóíêöè-

îíàëüíûõ êîíñòàíò.
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