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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы
Диссертационная работа представляется к защите по специальности

01.01.03 – математическая физика, одной из целей которой является раз-
работка математического аппарата для исследования математических
проблем, возникающих в таких областях теоретической физики как ме-
ханика жидкости и газа, механика частиц и систем, и других. В частно-
сти, особый интерес представляет наличие областей больших градиентов
функций, описывающих температуру, плотность или скорость потока ча-
стиц, возникающее по причине пространственной неоднородности среды.
Эти области называют внутренними переходными слоями. Задачи с внут-
ренними переходными слоями содержат естественный малый параметр,
равный отношению ширины переходного слоя к ширине рассматривае-
мой области, поэтому при разработке соответствующих математических
моделей можно с успехом использовать сингулярно возмущенные задачи
для уравнений типа реакция-диффузия-адвекция с малым параметром
при старшей производной по пространственным координатам [1] - [14]. В
частности, интерес представляют задачи, имеющие решения вида дви-
жущихся фронтов. К таким задачам относятся, например, исследова-
ние фронтов горения [15] или нелинейных акустических волн [16] - [17].
Исследованию задач с решением вида движущегося фронта посвящена
настоящая работа.

Актуальность темы заключается в том, что задачи с малым парамет-
ром при старшей производной по пространственным координатам от-
носятся к разряду «жестких», при численном решении которых мож-
но столкнуться с определенными трудностями, такими как выбор на-
чальных условий, лежащих в области влияния решения с внутренним
переходным слоем, а также подбор адекватных сеток для реализации
разностных схем. Эффективным средством для преодоления этих труд-
ностей является аналитическое исследование решения. Используемые в
работе асимптотические методы, в частности, алгоритм Васильевой [18]
и асимптотический метод дифференциальных неравенств [19] - [26] поз-
воляют с точностью до малого параметра определить положение пере-
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ходного слоя и уравнение его движения [27] - [31], а также обосновать
существование решения рассматриваемого вида и тем самым подтвер-
дить достоверность численных расчетов. Кроме того, исследования про-
веденные в работе, могут быть использованы для уточнения уже имею-
щихся математических моделей или для разработки новых. В частности,
результаты, полученные в настоящей работе, являются важным этапом
моделирования нелинейных волн, описываемых уравнением Бюргерса с
так называемой квадратичной и «модульной» нелинейностями [16] - [17].

Цель работы
Получить обоснованные асимптотические приближения решений началь-

но-краевых задач типа реакция-адвекция-диффузия с решениями вида
движущихся одномерных и двумерных фронтов.

Определить влияние, которое оказывают реакция и адвекция на ди-
намику движения фронта.

Задачи
Для достижения поставленной цели решались следующие задачи:
Модификация алгоритма Васильевой для задач с адвективным слага-

емым и распространение метода дифференциальных неравенств на слу-
чай начально-краевых задач с решением вида движущегося фронта, а
также разработка иллюстрационных примеров.

– для одномерных начально-краевых задач типа реакция-адвекция-
диффузия в случае «большой» адвекции, то есть когда адвективное
слагаемое, сравнимо по порядку величины с реактивным, а диффу-
зия мала,

– для двумерных нелинейных начально-краевых задач в которых ре-
шение вида движущегося фронта возникает благодаря нелинейным
реактивным слагаемым,

– для двумерных начально-краевых задач с большим адвективным
слагаемым.
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Положения, выносимые на защиту

– Исследование новых классов сингулярно возмущенных задач ти-
па реакция-диффузия-адвекция с решениями вида движущегося
фронта.

– Разработка алгоритмов построения асимптотических разложений
решений одномерных и двумерных задач с внутренними переход-
ными слоями, дающих возможность определять уравнение движе-
ния фронта.

– Строгое математическое обоснование результатов. Доказательство
существования решений вида движущегося фронта у начально-
краевых задач.

Научная новизна
Исследование, проведенное в диссертационной работе продолжает цикл

работ [26], [25], [32], касающихся асимптотического исследования реше-
ний краевых задач вида движущегося фронта на отрезке. Новизна рабо-
ты заключается в том, что в ней асимптитические методы впервые были
применены для исследования начально- краевых задач с «большим» ад-
вективным слагаемым на отрезке, а также для задач с решением вида
фронта в полосе.

Теоретическая и практическая ценность
Практическая значимость диссертационной работы состоит получе-

нии условий существования решений вида движущихся фронтов и асимп-
тотических приближений уравнений движения фронта, возникающего за
счет «большого» адвективного слагаемого или за счет нелинейного реак-
тивного слагаемого. Полученные результаты могут быть использованы
для разработки новых математических моделей в теории горения, аку-
стике и теории упругости.

Теоретическая значимость работы состоит в развитии методов асимп-
тотического исследования локализации фронта, а также распростране-
нии асимптотического метода дифференциальных неравенств на новые
классы задач.
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Личный вклад автора
Личный вклад автора состоит в модификации известных алгоритмов

построения асимптотических разложений и обоснования существования
решений с движущимися внутренними переходными слоями одномер-
ных и двумерных задач типа реакция-диффузия-адвекция и двумерной
начально-краевой задачи типа реакция-диффузия, а также в констру-
ировании примеров указанных типов задач, подготовке публикаций и
докладов на научных конференциях по теме диссертационной работы.
Результаты, представленные в диссертации, получены автором самосто-
ятельно.

Апробация работы
Результаты работы были доложены на следующих конференциях:

FDM’14: Sixth Conference on Finite Difference Methods: Theory and Applica-

tions (2014, Болгария), Международный научный семинар «Актуальные
проблемы математической физики» (2014, Москва), Тихоновские Чтения
2014 года (2014, Москва), 11-th Annual Workshop “Numerical Methods for
Problems with Layer Phenomena (2014 Сербия), Ломоносовские чтения -
2017 (2017, Москва), International Conference on Mathematical Modeling in
Applied Sciences (2017, Санкт-Петербург), Новые тенденции в нелиней-
ной динамике (2017, Ярославль), Тихоновские Чтения 2017 года (2017,
Москва).

Публикации
По материалам диссертации опубликовано 16 публикаций, из кото-

рых 4 статьи в рецензируемых журналах из перечня ВАК. Список пуб-
ликаций приведен в конце автореферата.

Структура и объем диссертации
Диссертационная работа состоит из введения, обзора литературы,

трех содержательных глав, заключения и списка литературы. Объем
диссертации составляет 125 страниц. Список использованной литерату-
ры содержит 64 наименований.
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ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во Введении освещен круг вопросов, охваченных диссертацией, оха-
рактеризованы актуальность и новизна работы и изложено ее краткое
содержание.

В Главе 1 приведен обзор научных работ, близких к теме диссер-
тации — исследованию решений вида движущегося фронта в задачах
реакция-адвекция-диффузия.

Глава 2 посвящена исследованию вопроса о существовании и асимп-
тотическом приближении решения с внутренним переходным слоем за-
дачи

ε
∂2u

∂x2
− ∂u

∂t
= A(u, x)

∂u

∂x
+ B(u, x), x ∈ (0; 1), t ∈ (0;T ],

u(0, t, ε) = u0, u(1, t, ε) = u1, t ∈ [0;T ],

u(x, 0, ε) = uinit(x, ε), x ∈ [0; 1].

(1)

где A(u, x) и B(u, x) – достаточно гладкие функции в области (u, x) ∈
Iu × [0; 1], Iu – некоторый промежуток изменения переменной u, ε > 0 –
малый параметр, T > 0. Требуемый порядок гладкости функций A и B

связан с порядком строящейся асимптотики.
Предполагается, что в начальный момент времени уже существует

сформированный фронт, т.е. функция uinit(x, ε) имеет внутренний пере-
ходный слой в окрестности некоторой точки x00 отрезка [0; 1]. Доказы-
вается существование решения в виде движущегося фронта, т.е. реше-
ния, имеющего внутренний переходный слой, который в каждый момент
времени t локализован в окрестности точки x̂(t, ε) ∈ (0; 1). Слева от
указанной окрестности решение u(x, t, ε) задачи (1) близко к решению
дифференциального уравнения

A(u, x)
du

dx
+ B(u, x) = 0 (2)

с начальным условием u(0) = u0, а справа – близко к решению уравне-
ния (2) с начальным условием u(1) = u1.
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В Главе 3 рассмотрена начально-краевая задача для уравнения реакция-
диффузия:

ε2∆u− ε
∂u

∂t
= f(u, x, y, ε), x ∈ R, y ∈ (0, a), t ∈ (0, T ],

uy(x, 0, t, ε) = uy(x, a, t, ε) = 0, x ∈ R, t ∈ [0, T ],

u(x, y, t, ε) = u(x + L, y, t, ε), x ∈ R, y ∈ [0, a], t ∈ [0, T ],

u(x, y, 0, ε) = uinit(x, y, ε), x ∈ R, y ∈ [0, a].

(3)

Здесь ε ∈ (0; ε0] – малый параметр. Будем считать, что функция f(u, x, y, ε)

– L - периодическая по переменной x, достаточно гладкая в области
Iu×D̄, где Iu – допустимый интервал значений u, D̄ = {(x, y) : R× [0, a]},
uinit(x, y, ε) - непрерывная функция в D̄, L - периодическая по перемен-
ной x.

Считаем, что вырожденное уравнение f(u, x, y, 0) = 0 имеет в об-
ласти D̄ три изолированных L - периодических по переменной x корня
u = ϕ(∓)(x, y), u = ϕ(0)(x, y), причем всюду в области D̄ выполняются
неравенства ϕ(−)(x, y) < ϕ0(x, y) < ϕ(+)(x, y) и fu(ϕ(∓)(x, y), x, y, 0) > 0,
fu(ϕ0(x, y), x, y, 0) < 0.

Исследован вопрос существования решения задачи (3), которое имеет
вид движущегося фронта, а именно, такого решения, которое в каждый
момент времени при 0 6 y 6 h(x, t) близко к поверхности ϕ(−)(x, y), а
при h(x, t) 6 y 6 a близко к поверхности ϕ(+)(x, y), и резко изменя-
ется от значений на поверхности ϕ(−)(x, y) до значений на поверхности
ϕ(+)(x, y) в окрестности некоторой кривой y = h(x, t).

Для задачи получены условия, при которых существует решение, по-
строено его асимптотическое приближение по малому параметру и дока-
зано существование. При доказательстве теоремы использовался асимп-
тотический метод дифференциальных неравенств.

В Главе 4 исследуется начально–краевая задача реакция-диффузия-
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адвекция:

ε∆u− ∂u

∂t
= (A(u, x, y),∇)u + B(u, x, y), x ∈ R, y ∈ (0, a), t ∈ (0, T ],

u(x, 0, t, ε) = u0(x), u(x, a, t, ε) = u1(x), x ∈ R, t ∈ [0, T ],

u(x, y, t, ε) = u(x + L, y, t, ε), x ∈ R, y ∈ [0, a], t ∈ [0, T ],

u(x, y, 0, ε) = uinit(x, y, ε), x ∈ R, y ∈ [0, a].

(4)

Здесь A(u, x, y) = {A1(u, x, y), A2(u, x, y)}, ε ∈ (0; ε0] - малый пара-
метр. Будем считать, что функции Ai(u, x, y), i = 1, 2 и B(u, x, y) – L-
периодические по переменной x, достаточно гладкие в области Iu× D̄×
[0, T ], где Iu – допустимый интервал значений u, D̄ = {(x, y) : R× [0, a]};
функции u0(x), u1(x) – L-периодические, непрерывные при x ∈ R;
uinit(x, y, ε) - непрерывная функция в D̄, L – периодическая по перемен-
ной x.

Считаем, что дифференциальное уравнение в частных производных
первого порядка

(A(u, x, y),∇)u + B(u, x, y) = 0

с дополнительным условием u(x, 0) = u0(x) имеет решение ϕ(−)(x, y), а
с дополнительным условием u(x, a) = u1(x) — решение ϕ(+)(x, y), где
ϕ(∓)(x, y) — достаточно гладкие в D̄ L-периодические по переменной x

функции, причем

ϕ(−)(x, y) < ϕ(+)(x, y) при (x, y) ∈ D̄.

Исследован вопрос о существовании и асимптотическом приближении
решения задачи (4), которое имеет вид движущегося фронта изменяю-
щегося от значений на поверхности ϕ(−)(x, y) до значений на поверхности
ϕ(+)(x, y) в окрестности некоторой кривой y = h(x, t).
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