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Введение

Актуальность работы.

Суперсимметричные калибровочные теории являются одним из наиболее вероятных

возможных обобщений Стандартной модели. Поэтому исследование квантовых свойств су-

персимметричных теорий приобретает особую актуальность. Известно, что на квантовом

уровне суперсимметричные теории обладают рядом очень интересных особенностей, на-

пример, в них существуют так называемые теоремы о неперенормировке. (Назовем са-

мые известные: N = 1 суперпотенциал не получает бесконечных квантовых поправок [1],

N = 2 суперсимметричная теория Янга–Миллса получает расходящиеся квантовые поправ-

ки лишь в однопетлевом приближении [2], а N = 4 суперсимметричная теория Янга–Милл-

са конечна [3, 4].) Но даже там, где суперсимметрия не приводит к сокращению расхо-

димостей, она приводит к тому, что расходимости разного рода оказываются связанными

друг с другом. Здесь необходимо упомянуть точную β-функцию Новикова–Шифмана–Вайн-

штейна–Захарова (НШВЗ)[5–8], которая связывает β-функцию калибровочной константы

связи с аномальной размерностью суперполей материи в N = 1 суперсимметричной теории

Янга–Миллса, а также некоторые другие аналогичные соотношения (см., например, резуль-

тат для точной перенормировки массы калибрино в работе [9]). Однако пока неясно, в какой

регуляризации и в какой схеме вычитаний эти соотношения справедливы, поэтому их точ-

ный смысл пока не определен до конца. В настоящее время самой распространенной и разра-

ботанной техникой вычислений по теории возмущений является размерная редукция [10],

дополненная (модифицированными) минимальными вычитаниями, но в ней соотношение

для НШВЗ β-функции не воспроизводится [11]. Хотя при этом и удалось в четырехпетле-

вом приближении найти связь между схемой минимальных вычитаний и схемой, в которой

НШВЗ соотношение справедливо [12, 13], общего предписания для получения последней в

размерной редукции до сих пор нет. При этом некоторые надежды подают вычисления с

использованием регуляризации высшими ковариантными производными. С использовани-

ем такой регуляризации удалось во всех порядках теории возмущений строго показать, как

возникает НШВЗ соотношение в абелевом случае [14, 15] для ренормгрупповых функций,

определенных в терминах голой константы связи, и сформулировать перенормировочное

предписание [16] для схемы, в которой оно выполняется для ренормгрупповых функций,

определенных в терминах перенормированной константы связи. Случай общей N = 1 супер-

симметричной теории Янга–Миллса остается в этом смысле пока не исследованным, однако
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есть основания полагать, что метод высших ковариантных производных и здесь позволит

связать точные соотношения и результаты, даваемые теорией возмущений.

Цели и задачи диссертации.

Целью работы является выявление связи между некоторыми точными соотношениями

и входящими туда величинами и результатами явных вычислений по теории возмущений в

N = 1 суперсимметричной теории Янга–Миллса.

Для достижения указанной цели были поставлены следующие задачи.

1. Вычисление ренормгрупповых функций N = 1 суперсимметричных теорий

Янга–Миллса с применением регуляризации высшими ковариантными производными

до порядка, в котором проявляется их схемная зависимость.

2. Проверка справедливости некоторых предложенных точных соотношений между ни-

ми, сформулированных в терминах голых констант связи.

3. Поиск схемы вычитаний, в которой предложенные точные соотношения справедливы

для ренормгрупповых функций, определенных в терминах перенормированных кон-

стант связи.

4. Попутная проверка гипотезы о структуре вкладов в β-функцию N = 1 суперсиммет-

ричных неабелевых калибровочных теорий, а именно того, что они даются интеграла-

ми от двойных полных производных в импульсном пространстве (при использовании

регуляризации высшими производными).

5. Исследование калибровочной зависимости вычисляемых ренормгрупповых функций.

Научная новизна.

В ходе исследований были использованы новые методы и получены некоторые новые

результаты, относящиеся к вычислениям по теории возмущений в N = 1 суперсимметрич-

ных калибровочных теориях.

1. Впервые удалось простым и естественным образом получить НШВЗ и НШВЗ-подоб-

ные соотношения в неабелевых теориях в тех порядках теории возмущений, где суще-

ственна схемная зависимость.

2. Впервые для многопетлевых вычислений по теории возмущений в N = 1 суперсим-

метричных калибровочных теориях была применена регуляризация высшими произ-

водными, сохраняющая БРСТ-инвариантность.
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3. Был получен трехпетлевой вклад в D-функцию Адлера N = 1 суперсимметрич-

ной КХД и исследована его схемная зависимость. Проверена связь трехпетлевой

D-функции и двухпетлевой аномальной размерности суперполей материи.

4. С использованием БРСТ-инвариантной регуляризации высшими производными бы-

ли получены трехпетлевые вклады в β-функцию N = 1 суперсимметричной теории

Янга–Миллса, квадратичные по юкавским константам, и соответствующие им вклады

в аномальные размерности квантовых суперполей.

5. Для N = 1 суперсимметричной квантовой электродинамики, регуляризованной выс-

шими производными, была исследована факторизация вкладов, дающих β-функцию

в трехпетлевом приближении, в интегралы от двойных полных производных.

6. На однопетлевом уровне исследована калибровочная зависимость поляризационного

оператора квантового калибровочного суперполя в N = 1 суперсимметричной теории

Янга–Миллса, регуляризованной БРСТ-инвариантной версией регуляризации высши-

ми производными.

Теоретическая и практическая значимость.

Результаты для D-функции Адлера могут быть использованы при сравнении феноме-

нологических следствий суперсимметрии с экспериментальными данными, в частности, при

анализе вкладов суперсимметричных частиц в аномальный магнитный момент мюона. Ре-

зультаты, касающиеся β-функции N = 1 суперсимметричной теории Янга–Миллса являют-

ся нетривиальной проверкой общего утверждения, связывающего β-функцию этой теории

и аномальные размерности всех квантовых суперполей, пока строго не доказанного [17].

Результаты, полученные при исследовании калибровочной зависимости поляризационного

оператора квантового калибровочного суперполя, стали отправной точкой для более общей

теоремы о неперенормировке вершин с одной внешней линией квантового калибровочного

суперполя и двумя внешними линиями духов Фаддеева–Попова [17]. При этом в работе ис-

пользуется метод регуляризации высшими ковариантными производными, который находит

здесь свое применение не в теоретических построениях, а в явных трехпетлевых вычисле-

ниях по теории возмущений. Тем самым данная работа вносит вклад в развитие методов

квантовой теории поля в общем и в исследование структуры суперсимметричных теорий на

квантовом уровне в частности.
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Достоверность и обоснованность результатов.

Работа находится в строгом соответствии с применяемой практикой вычислений по тео-

рии возмущений в квантовой теории поля и опирается на хорошо разработанную теорию пе-

ренормировок и теорему о перенормируемости суперсимметричных калибровочных теорий.

Полученные результаты находятся в соответствии с общими утверждениями, доказанными

для суперсимметричных калибровочных теорий, включающими теоремы о неперенормиров-

ке и точные соотношения для ренормгрупповых функций.

Положения, выносимые на защиту.

1. В трехпетлевом приближении вычислена D-функция Адлера N = 1 суперсимметрич-

ной КХД, регуляризованной высшими ковариантными производными, для нее про-

верено точное соотношение, связывающее ее с аномальной размерностью суперполей

материи в случае, когда обе ренормгрупповые функции определены в терминах го-

лой константы связи; найдено перенормировочное предписание, фиксирующее схему

вычитаний, в которой точное соотношение для D-функции выполняется на перенор-

мированном языке (НШВЗ-схему).

2. Для N = 1 суперсимметричной теории Янга–Миллса с материей, регуляризованной

высшими ковариантными производными, вычислены вклады в β-функцию, квадратич-

ные по юкавскому взаимодействию, для них проверено предполагаемое точное соотно-

шение, сформулированное на языке голых констант связи, связывающее их с вкладами

в аномальные размерности суперполей теории; в этом случае проверено предложенное

перенормировочное предписание, фиксирующее НШВЗ-схему.

3. В однопетлевом приближении получено явное выражение для калибровочно-зависи-

мой части поляризационного оператора квантового калибровочного суперполя N = 1

суперсимметричной теории Янга–Миллса в случае использования БРСТ-инвариант-

ной версии регуляризации высшими ковариантными производными.

4. В N = 1 суперсимметричной КЭД, регуляризованной высшими производными, в трех-

петлевом приближении проверено доказанное во всех порядках утверждение о фак-

торизации вкладов в β-функцию в интегралы от двойных полных производных по

петлевому импульсу; получены явные выражения для этих интегралов.

Апробация результатов.

Основные результаты диссертации были представлены на следующих конференциях.
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Глава 1

Функция Адлера N = 1 суперсимметричной КХД

1.1. Точная формула для D-функции

D-функция Адлера [18] тесно связана с нормированным сечением электрон-позитрон-

ной аннигиляции в адроны, а именно со знаменитым отношением

R(s) =
σ(e+e− → адроны)
σ0(e+e− → µ+µ−)

= 12πImΠ(s), (1.1)

где σ0(e
+e− → µ+µ−) = 4πα2

∗
/3s, а α∗ — постоянная тонкой структуры квантовой электро-

динамики. Π(s) — вычисленное по теории возмущений выражение для адронного поляри-

зационного оператора фотона, который играет важную роль в изучении вкладов сильных

взаимодействий в различные физические величины. В частности, он необходим для опреде-

ления вкладов сильных взаимодействий в теоретическое выражение для аномального маг-

нитного момента мюона (современное обсуждение можно найти в [19]). D-функция связана

с отношением R(s) с помощью дисперсионного соотношения

D(Q2) = −12π2Q2 d

dQ2
Π(Q2) = Q2

∫
∞

0

ds
R(s)

(s+Q2)2
(1.2)

и может быть использована для сравнения теоретических предсказаний КХД с имеющими-

ся экспериментальными данными для R(s) [20]. В области, где применима теория возму-

щений теоретическое выражение для D-функции определяется суммой диаграмм с двумя

внешними линиями абелева калибровочного суперполя, в то время как внутренние линии

представлены лишь кварками и глюонами.

Безмассовые теоретические выражения для D-функции известны для нескольких ка-

либровочных моделей. В КХД на трехпетлевом уровне (в порядке O(α2
s)) она была вычисле-

на аналитически в [21, 22] и численно в [23]. На уровне O(α3
s)D-функция была аналитически

вычислена в [24]. Этот результат бы подтвержден в [25, 26]. В настоящий момент аналити-

ческое выражение для D-функции КХД известно до порядка O(α4
s) [27, 28]. В работе [29]

поправки к D-функции порядка α2
s были аналитически вычислены в теоретической модели

сильных взаимодействий, которая в дополнение к КХД также содержала цветовые мульти-

плеты скалярных полей.
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Более самосогласованной теоретической моделью сильных взаимодействий, содержа-

щей скалярные поля, является N = 1 суперсимметричная КХД, которая продолжает при-

влекать внимание как теоретиков, так и экспериментаторов (см. обзор [30]). В этой модели

поправка к D-функции порядка O(αs) была вычислена в [31, 32].

В работах [33, 34] была предложена, а затем во всех порядках теории возмущений до-

казана формула, связывающая D-функцию N = 1 суперсимметричной КХД с аномальной

размерностью суперполей материи в случае использования регуляризации высшими ковари-

антными производными [35–38]. Это уравнение справедливо для D-функции и аномальной

размерности, определенных в терминах голой константы связи, и имеет вид

D(αs0) =
3

2
N

Nf∑

α=1

q2α

(
1− γ(αs0)

)
, (1.3)

где Nf ароматов суперполей материи с электрическими зарядами qα лежат в фундамен-

тальном представлении группы SU(N) 1. Доказательство основывалось на методе, исполь-

зованном в работе [14] для получения НШВЗ β-функции [5–7, 40], определенной в терминах

голой константы связи в N = 1 суперсимметричной квантовой электродинамике, регуляри-

зованной высшими ковариантными производными, путем непосредственного суммирования

фейнмановских суперграфов. Основная идея этого метода заключается в том, что, как было

замечено в [41, 42], если суперсимметричная калибровочная теория регуляризована высши-

ми производными, квантовые поправки к двухточечной функции Грина калибровочного

суперполя факторизуются в интегралы от полных и даже двойных полных производных в

импульсном пространстве в пределе нулевого внешнего импульса. Это позволяет явно вычис-

лить интеграл по одному из петлевых импульсов в данном вкладе в β-функцию в n-петлевом

приближении и соотнести его с вкладом в аномальную размерность в (n− 1)-петлевом при-

ближении. Эта идея была полностью реализована двумя различными способами в работах

[14, 15], где во всех петлях было доказано, что β-функция действительно дается интегра-

лами от двойных полных производных по петлевому импульсу. Благодаря этому свойству,

она соотносится с аномальной размерностью суперполей материи через НШВЗ-соотноше-

ние, если обе ренормгрупповые (РГ) функции определены в терминах голой константы

связи 2. Эти результаты были проверены явным трехпетлевым вычислением в работе [44].

1 Отметим, что хотя соотношение (1.3) может показаться очень похожим на точную НШВЗ β-функцию

для N = 1 суперсимметричной квантовой электродинамики [8, 39], аномальная размерность в правой части

вычисляется для неабелевой теории.
2 Аналогичная факторизация в двойные полные производные происходит для интегралов, определя-
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Отметим, что в размерной редукции факторизации в двойные полные производные не про-

исходит [45] и ренормгрупповые функции, определенные в терминах голой константы связи,

НШВЗ-соотношению не удовлетворяют [46].

Сама формула (1.3) является аналогом НШВЗ β-функции для N = 1 суперсимметрич-

ной теории Янга–Миллса с материей,

β(α) = −α
2(3C2 − T (R) + C(R)i

jγ(α)j
i/r)

2π(1− C2α/(2π))
, (1.4)

где tr(TATB) = T (R)δAB, C(R)i
j = (TATA)i

j , C2δ
CD = fABCfABD, r = δAA 3. Это соотно-

шение было получено различными методами, включая вычисление инстантонных вкладов

[6, 7, 47], анализ супермультиплета аномалий [5, 40, 48] и теорему о неперенормировке то-

пологического члена [49]. Непосредственные вычисления вкладов многопетлевых фейнма-

новских диаграмм, выполненные с использованием размерной редукции [10, 50] и схемы

вычитаний DR, дали β-функцию в трех- [11, 12, 51, 52] и даже четырехпетлевом прибли-

жении [53]. Результат совпадал с (1.4) лишь в двухпетлевом приближении. В более высо-

ких порядках тождество (1.4) выполняется лишь после специально подобранной конечной

перенормировки константы связи, которую необходимо делать в каждом порядке теории

возмущений [11–13]. Отметим, что сам факт существования такой конечной перенормиров-

ки довольно нетривиален, поскольку, как было замечено в работе [11], НШВЗ-соотношение

накладывает определенные схемно-независимые ограничения на расходимости [54, 55]. Об-

щие уравнения, описывающие схемную зависимость НШВЗ-соотношения были получены в

[55, 56].

В настоящий момент в случае использования размерной редукции не существует обще-

го предписания, приводящего к схеме вычитаний, в которой НШВЗ-соотношение было бы

справедливо во всех порядках (НШВЗ-схема вычитаний). Более того, размерная редукция

математически противоречива [50], а попытка убрать математические противоречия при-

водит к нарушению суперсимметрии квантовыми поправками в высших порядках [57, 58].

Однако на настоящий момент не ясно, в каком порядке это происходит. Напротив, регуля-

ризация высшими ковариантными производными оказалась замечательным инструментом

для вычислений по теории возмущений в суперсимметричных калибровочных теориях, см.,

ющих перенормировку массы фотино в мягко нарушенной N = 1 суперсимметричной квантовой электро-

динамике [43].
3 В уравнении (1.4) мы пока не оговариваем ни определения входящих в него ренормгрупповых функ-

ций, ни их аргумент.
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например, [44, 59–62]. Впервые она была введена в работах [35, 36] и впоследствии обобще-

на на суперсимметричные теории в работах [37, 38]. Она математически самосогласованна

и сохраняет как калибровочную симметрию, так и суперсимметрию. Использование регу-

ляризации высшими ковариантными производными в многопетлевых вычислениях позво-

лило построить НШВЗ-схему вычитаний в N = 1 суперсимметричной квантовой электро-

динамике [16]. Чтобы сформулировать соответствующее перенормировочное предписание,

необходимо зафиксировать значение величины x = ln(Λ/µ), где Λ — размерный параметр

регуляризованной теории, µ — масштаб перенормировки, положив x = x0, где x0 — произ-

вольное конечное число, и потребовать, чтобы константы перенормировки удовлетворяли

соотношению

Z(α, x0) = 1; Z3(α, x0) = 1. (1.5)

Тогда можно показать, что в этой схеме перенормировки β-функция и аномальная размер-

ность, определенные в терминах перенормированной константы связи, совпадают с соответ-

ствующими ренормгрупповыми функциями, определенными в терминах голой константы

связи, во всех порядках теории возмущений [16]. Если известно, что для последних НШВЗ-

соотношение справедливо, его справедливость также непосредственно следует и для первых.

Неабелевый аналог граничных условий (1.5) был предложен в [17]. То, что они правильно

фиксируют схему вычитаний, было проверено явными трехпетлевыми вычислениями для

вкладов четвертой степени по юкавским константам в [62]. Это вычисление нетривиально,

поскольку рассматриваемая часть трехпетлевой β-функции зависит от схемы вычитаний.

Результат в точности подтверждает правильность выбора предписания для НШВЗ-схемы,

предложенного в [17]. Схема вычитаний, в которой перенормировка массы фотино в мягко

нарушенной N = 1 суперсимметричной КЭД удовлетворяет НШВЗ-подобному соотноше-

нию [9, 63, 64], также может быть построена аналогичным образом [65].

Доказательство соотношения (1.3) в [34] является исчерпывающим, однако довольно

технически сложным. Поэтому необходимо проверить его справедливость в низших поряд-

ках теории возмущений.

Мы вычисляем трехпетлевую D-функцию Адлера и двухпетлевую аномальную раз-

мерность в N = 1 суперсимметричной КХД, регуляризованной высшими ковариантными

производными, и проверяем соотношение (1.3) в соответствующем приближении. Проверив

явным вычислением справедливость (1.3) для ренормгрупповых функций, определенных

в терминах голой константы связи в трехпетлевом приближении, мы строим схему вычи-
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таний, в которой D-функция Адлера и аномальная размерность, определенные в терминах

перенормированной константы связи, удовлетворяют (1.3) во всех порядках теории возмуще-

ний, и иллюстрируем ее применение трехпетлевым вычислением. Наш результат отличается

от результата, полученного для N = 1 суперсимметричной КЭД в [16], только тем, что нам

приходится накладывать условие, аналогичное (1.5), еще и на константу перенормировки

сильной константы связи.

Скажем несколько слов по поводу используемой версии регуляризации высшими кова-

риантными производными. Введение высших ковариантных производных в действие значи-

тельно модифицирует вершины взаимодействия, что делать трудным использование регуля-

ризации такого рода в практических вычислениях. Но это обстоятельство смягчается за счет

структуры квантовых поправок в суперсимметричных калибровочных теориях, о которой

мы ранее говорили. Кроме того, вычисления можно упростить еще больше, если использо-

вать версию регуляризации высшими производными, которая нарушает БРСТ-инвариант-

ность (двухпетлевое вычисление с такой регуляризацией было проделано в [59]). В резуль-

тате справедливость тождеств Славнова–Тейлора нужно восстанавливать путем введения в

действие дополнительных контрчленов (соответствующая процедура перенормировки была

построена как для несуперсимметричной, так и для суперсимметричной теории Янга–Милл-

са в [66, 67] и [68, 69] соответственно). С другой стороны, может оказаться полезным по-

жертвовать удобством вычислений в пользу БРСТ-инвариантности. Например, недавнее

вычисление [61] с сохраняющей БРСТ-инвариантность версией регуляризации высшими

производными в теории Янга–Миллса позволило обнаружить в однопетлевом приближении

неперенормировку тройной вершины с двумя линиями духов Фаддеева–Попова и одной ли-

нией квантового калибровочного суперполя, что впоследствии развернулось в теорему об

отсутствии перенормировки, доказанную во всех петлях в [17]. При этом доказательство в

большой степени полагалось на тождества Славнова–Тейлора. В нашей работе мы регуляри-

зуем теорию высшими ковариантными производными, не нарушая БРСТ-инвариантность,

что сильно усложняет вершины взаимодействия, но тем не менее ведет к выражениям, под-

дающимся вычислению.
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1.2. N = 1 суперсимметричная КХД: действие, регуляризация и

перенормировка

Рассмотрим N = 1 суперсимметричную неабелеву калибровочную теорию с произволь-

ной простой калибровочной группой G, взаимодействующую с внешним абелевым полем.

Будем предполагать, что киральные суперполя материи φα и φ̃α для каждого значения

α = 1, . . . , Nf лежат в представлении R+ R̄ группы G. Голое действие теории в безмассовом

пределе имеет вид

S =
1

2g20
tr Re

∫
d4xd2θW aWa +

1

4e20
Re
∫

d4xd2θW a
Wa

+

Nf∑

α=1

1

4

∫
d4xd4θ

(
φ+
αe

2V +2qαV φα + φ̃+
α e

−2V t
−2qαV φ̃α

)
. (1.6)

Эта теория инвариантна относительно калибровочных преобразований группы G × U(1).

Суперполе V здесь — неабелево калибровочное суперполе, g0 — соответствующая голая

константа связи. В первом слагаемом действия (1.6) V = g0V
AtA, где tA — генераторы

фундаментального представления группы G, нормированные так, что tr(tAtB) = δAB/2. В

слагаемых действия, содержащих суперполя материи V = g0V
ATA, где TA — генераторы

представления R. Внешнее абелево калибровочное суперполе обозначается как V , а e0 —

голая константа связи, соответствующая группе U(1). Каждое из киральных суперполей

материи φα принадлежит представлению R группы G и обладает зарядом qα по отношению

к группе U(1). Суперполя φ̃α принадлежат представлению R̄ и обладают зарядами −qα по

отношению к U(1).

Регуляризация осуществляется введением в действие слагаемых, содержащих высшие

ковариантные производные:

SΛ =
1

2g20
tr Re

∫
d4x d2θW a

[
R

(
−∇̄

2∇2

16Λ2

)
− 1

]
Wa, (1.7)

где Λ — параметр размерности массы регуляризованной теории, играющий роль ультра-

фиолетового обрезания. Функция R(y) такая, что R(0) = 1, является регулятором, быстро

растущим на бесконечности; кроме того, мы также вводим ковариантные производные в

киральном представлении

∇̄ȧ = D̄ȧ ∇a = e−2VDae
2V . (1.8)
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Отметим, что введение регуляризирующих слагаемых такого рода сохраняет БРСТ-инва-

риантность полного действия [70, 71], остающуюся после фиксации калибровки.

Член, фиксирующий калибровку, имеет вид

Sgf = − 1

16ξ0g20
tr
∫

d4x d4θ D̄2V R
(
∂2/Λ2

)
D2V, (1.9)

где ξ0 — голый калибровочный параметр. Благодаря тождествам Славнова–Тейлора, кван-

товые поправки к двухточечной функции Грина калибровочного суперполя V являются по-

перечными, так что член, фиксирующий калибровку не перенормируется. Это означает, что

перенормировка калибровочного параметра определяется перенормировкой калибровочной

константы связи g и суперполя V . В соответствии с результатом работы [61] однопетлевая

перенормировка калибровочного параметра описывается уравнением

1

ξ0g20
=

1

ξg2
+

C2(1− ξ)

12ξπ2

(
ln

Λ

µ
+ a1

)
+O(g2), (1.10)

где ξ и g — перенормированный калибровочный параметр и перенормированная константа

связи соответственно. Выбирая для простоты калибровку Фейнмана ξ = 1, мы можем в

рассматриваемом здесь приближении в члене, фиксирующем калибровку, сделать замену

ξ0g
2
0 → g2. Тогда пропагатор калибровочного суперполя V A будет даваться выражением

2i

(
1

∂2R
− g2 − g20

16g20

(
D2D̄2 + D̄2D2

) 1

∂4R

)
δ8(x1 − x2)δ

AB. (1.11)

Действие для духов Фаддеева–Попова имеет вид

SFP =
1

g20
tr
∫

d4x d4θ (c̄+ c̄+)
[( V

1− e2V

)
Adj

c+ +
( V

1− e−2V

)
Adj

c
]
, (1.12)

где индекс «Adj» означает, что духи лежат в присоединенном представлении неабелевой

группы.

После добавления слагаемого SΛ к действию S сохраняются лишь однопетлевые расхо-

димости [72]. Их нужно регуляризовать методом Паули–Вилларса [73]. Однопетлевые расхо-

димости, приходящие из петель материи, могут быть регуляризованы введением единствен-

ного набора антикоммутирующих суперполей Паули–Вилларса Φα и Φ̃α с действием

SPV =

Nf∑

α=1

[
1

4

∫
d4x d4θ

(
Φ+

α e
2V+2qαV Φα + Φ̃+

α e
−2V t

−2qαV Φ̃α

)
+
(1
2

∫
d4x d2θMΦ̃t

αΦα + c.c.
)]

,

(1.13)
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где M = aΛ, а параметр a безразмерен и не зависит от константы связи. Следуя работе

[61], для сокращения расходимостей, приходящих из петель калибровочного суперполя V и

духов Фаддеева–Попова в однопетлевом приближении, мы вводим дополнительный набор

(коммутирующих) полей Паули–Вилларса с действием

Sϕ =
1

2
tr
∫

d4x d4θ ϕ+
1

[
e2V R

(
− ∇̄

2∇2

16Λ2

)]

Adj
ϕ1 +

1

2
tr
∫

d4x d4θ ϕ+
2

[
e2V
]
Adj

ϕ2

+
1

2
tr
∫

d4x d4θ ϕ+
3

[
e2V
]
Adj

ϕ3 +
1

2

(
tr
∫

d4x d2θMϕ(ϕ
2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3) + c.c.

)
, (1.14)

где Mϕ = aϕΛ, а параметр aϕ аналогичен параметру a и также не зависит от константы

связи. Благодаря явной инвариантности действия относительно калибровочных преобразо-

ваний группы U(1), квантовые поправки к двухточечной функции Грина поля V поперечны,

∆Γ
(2)
V

= − 1

16π

∫
d4p

(2π)4
d4θV (−p, θ)∂2Π1/2V (p, θ)

(
d−1
(
α0, αs0,Λ/p

)
− α−1

0

)
. (1.15)

Здесь α0 = e20/4π — голая константа связи, соответствующая группе U(1), αs0 = g20/4π —

голая константа связи, соответствующая группе G и

Π1/2 = −
DaD̄2Da

8∂2
(1.16)

является поперечным проектором. Аналогично, квантовые поправки к двухточечной функ-

ции Грина неабелева квантового калибровочного суперполя также поперечны благодаря

БРСТ-симметрии. Этот факт может быть доказан обычным образом с использованием тож-

деств Славнова–Тейлора [74, 75].

Квантовые поправки к двухточечной функции Грина киральных суперполей материи

входят в эффективное действие следующим образом:

Γ
(2)
φ =

1

4

Nf∑

α=1

∫
d4p

(2π)4
d4θ
(
φ∗i
α (−p, θ)Gi

j
(
αs0,Λ/p

)
φαj(p, θ)

+φ̃∗

αj(−p, θ)Gi
j
(
αs0,Λ/p

)
φ̃i
α(p, θ)

)
. (1.17)

Перенормированные константы связи α(α0, αs0,Λ/µ), αs(αs0,Λ/µ) и константы перенор-

мировки для киральных суперполей материи Zi
j(αs,Λ/µ) такие, что

φαi = (
√
Z)i

j(φR)αj , φ̃i
α = (

√
Z)j

i(φ̃R)
j
α, (1.18)

определяются обычным образом 4. Вместо функций α(α0, αs0,Λ/µ) и αs(αs0,Λ/µ) можно

4 Константы перенормировки для суперполей φ и φ̃ совпадают, поскольку одновременная замена φ↔
φ̃∗, V → −V , V → −V и D ↔ D̄ не изменяет действие.
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также использовать константы перенормировки

Zα ≡ α/α0 и Zαs
≡ αs/αs0 (1.19)

соответственно.

В однопетлевом приближении константа связи αs перенормируется следующим обра-

зом:

1

αs0

− 1

αs

=
1

2π

[
3C2

(
ln

Λ

µ
+ b11

)
− 2NfT (R)

(
ln

Λ

µ
+ b12

)]
+O(αs), (1.20)

где b11 и b12 — константы, чьи конкретные значения зависят от используемой схемы вычи-

таний.

Следуя работам [33, 34], определим D-функцию Адлера в терминах голой константы

связи следующим образом:

D(αs0) = −
3π

2

d

d lnΛ
α−1
0 (α, αs,Λ/µ)

∣∣∣∣
α,αs=const

. (1.21)

Она также может быть определена через двухточечную функцию Грина абелева калибро-

вочного суперполя V ,

D(αs0) =
3π

2

d

d lnΛ

[
d−1
(
α0(α, αs,Λ/µ), αs0(αs,Λ/µ),Λ/p

)
− α−1

0 (α, αs,Λ/µ)
]∣∣∣∣∣

α,αs=const; p=0

.

(1.22)

Это равенство следует из того факта, что производная функции d−1, выраженной в терми-

нах перенормированных констант связи, по ln Λ при фиксированных α и αs стремится к

нулю в пределе p → 0. Этот предел необходим, с тем чтобы избавиться от конечных сла-

гаемых, пропорциональных (p/Λ)k, где k — положительное целое число. Отметим, что в

уравнениях (1.21) и (1.22) учитывается лишь ведущий порядок по электромагнитной кон-

станте связи, что означает учет лишь эффектов сильного взаимодействия.

Аналогично, аномальная размерность каждого из суперполей материи φα (которая од-

на и та же для всех α = 1, . . . , Nf), определенная в терминах голой константы связи, также

может быть выражена через двухточечную функцию Грина киральных суперполей мате-

рии,

γi
j(αs0) = −

d lnZi
j

d lnΛ

∣∣∣
αs=const

=
d lnGi

j(αs0(αs,Λ/µ),Λ/q)

d lnΛ

∣∣∣
αs=const; q=0

. (1.23)
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Мы утверждаем, что для теории (1.6) в трехпетлевом приближении D-функция и ано-

мальная размерность суперполей материи связаны друг с другом посредством соотношения

D(αs0) =
3

2

Nf∑

α=1

q2α

(
dim(R)− tr γ(αs0)

)
, (1.24)

где dim(R) — размерность представления R. Это тождество является обобщением (1.3) на

рассматриваемый случай. В самом деле, если киральные суперполя материи φα лежат в

фундаментальном представлении группы SU(N), тогда

dim(R) = N и γi
j(αs0) = γ(αs0) δ

j
i , (1.25)

так что

tr(γ) = γi
i(αs0) = Nγ(αs0). (1.26)

Подстановка этих соотношений в уравнение (1.24) дает тождество (1.3), полученное в рабо-

тах [33, 34].

1.3. Трехпетлевая D-функция Адлера

В соответствии с уравнением (1.22) функция Адлера, определенная в терминах голой

константы связи, может быть вычислена по двухточечной функции Грина суперполя V . По-

этому D-функция получает вклады от супердиаграмм с двумя внешними линиями абелева

калибровочного суперполя (и которые не содержат его на внутренних линиях). В трехпетле-

вом приближении существует большое число таких диаграмм. Поэтому отобразить их все

на одном рисунке довольно затруднительно. Вместо этого на рисунке 1.1 мы отобразили

лишь все диаграммы без внешних линий. Присоединяя две внешние линии абелева калибро-

вочного суперполя V к петлям суперполей материи на этих диаграммах всеми возможными

способами, мы получаем полный трехпетлевой вклад в D-функцию Адлера.

На рисунке 1.1 сплошные линии обозначают пропагаторы суперполей материи и соот-

ветствующих суперполей Паули–Вилларса, волнистые линии соответствуют пропагаторам

неабелева калибровочного суперполя V и штриховые линии обозначают пропагаторы духов

Фаддеева–Попова. Пунктирные линии соответствуют пропагаторам суперполей Паули–Вил-

ларса ϕi. Они рассматриваются отдельно от суперполей Паули–Вилларса Φα и Φ̃α, потому

что ϕ не взаимодействуют с внешним абелевым калибровочным суперполем V в отличие

от Φα и Φ̃α.
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Рис. 1.1. Диаграммы, дающие вклад в D-функцию Адлера в трехпетлевом приближении. Отме-

тим, что для простоты некоторые диаграммы, которые заведомо дают нуль в рассматриваемой

(фейнмановской) калибровке, не представлены на этом рисунке.

Чтобы получить D-функцию в рассматриваемом приближении, необходимо присоеди-

нить две внешние линии суперполя V к сплошным линиям на этих диаграммах и вычислить

величину (1.22), предварительно получив функцию d−1 − α−1
0 с помощью (1.15).

Результаты для вкладов диаграмм, представленных на рисунке 1.1, в выражение (1.22)

собраны в Приложении А. Все эти выражения даются интегралами от двойных полных

производных. Их сумма может быть записана в виде

D(αs0) =
3π

2
· 4π

Nf∑

α=1

q2α

∫
d4q

(2π)4
∂

∂qµ
∂

∂qµ

d

d lnΛ

[
dim(R) I0(q) + trC(R) I1(q)

+tr
(
C(R)2

)
I2(q) + C2 trC(R)

(
I3(q) + I4(q)

)
+NfT (R) trC(R) I5(q)

]
, (1.27)

где Ii, i = 1, . . . , 4, даются разностью безмассовых вкладов обычных суперполей материи φ,

φ̃ и массивных вкладов суперполей Паули–Вилларса Φ, Φ̃,

Ii(q) = Ii(q,m = 0)− Ii(q,m = M), i = 1, 2, 3, 4. (1.28)

Вклад I5(q) приходит от диаграмм (7), (8) и (9), в которых присутствуют две петли суперпо-

лей материи, и поэтому имеет несколько иную структуру. Явные выражения для интегралов

I1(q,m), . . . , I4(q,m), I5(q), а также для однопетлевого вклада I0(q) имеют вид
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I0(q) =
1

2q2
ln
(
1 +

M2

q2

)
; (1.29)

I1(q,m) =

∫
d4k

(2π)4
g20

Rkk2
(
q2 +m2

)(
(q + k)2 +m2

) ; (1.30)

I2(q,m) =

∫
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
g40

k2Rkl2Rl

(
q2 +m2

)(
(q + k)2 +m2

)(
(q + l)2 +m2

)

×
(2(q2 −m2)

q2 +m2
+

(2q + k + l)2 + 2m2

(q + k + l)2 +m2
− 4
)
; (1.31)

I3(q,m) =

∫
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
g40

k2Rkl2Rl

(
q2 +m2

)(
(q + k)2 +m2

)(
(q + l)2 +m2

)

×
(
− (2q + k + l)2 + 2m2

2
(
(q + k + l)2 +m2

) + 1− 2
(
(q + k)µ(q + l)µ +m2

)

(l − k)2
− 4

(l − k)2Rl−k

Rl − Rk

l2 − k2

×
(
q2(q + k)µlµ + l2(q + k)µqµ +m2(q + k + l)µlµ

))
; (1.32)

I4(q,m) = −
∫

d4k

(2π)4
2g40f(k/Λ)

R2
kk

2
(
q2 +m2

)(
(q + k)2 +m2

) ; (1.33)

I5(q) = −
∫

d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
2g40
k2R2

k

( 1

q2(q + k)2
− 1(

q2 +M2
)(
(q + k)2 +M2

)
)

×
( 1

l2(k + l)2
− 1(

l2 +M2
)(
(k + l)2 +M2

)
)
. (1.34)

Функция f(k/Λ), входящая в выражение для I4(q,m), определяется однопетлевым вкладом

в поляризационный оператор квантового калибровочного суперполя и была вычислена в

работе [76]. Она дается выражением (А.10) в Приложении А.

Из (1.27) видно, что в рассматриваемом приближении D-функция Адлера дается ин-

тегралами от двойных полных производных по импульсу qµ петли материи. Это находится

в полном согласии с результатами работ [33, 34]. Такая структура петлевых интегралов

позволяет точно вычислить интеграл по d4q. Отметим, что хотя вклады в D-функцию и

являются интегралами от полных производных, они не равны нулю из-за сингулярностей

подынтегральных выражений. При вычислении каждого из интегралов нужно окружить

особые точки сферами бесконечно малого радиуса и превратить интеграл из интеграла по

объему в сумму поверхностных интегралов по этим сферам и по сфере бесконечно боль-

шого радиуса. Последний можно отбросить, если подынтегральная функция убывает на

бесконечности достаточно быстро,
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∫
d4q

(2π)4
∂

∂qµ
∂

∂qµ

F (q2)

q2
= lim

R→∞

∮

SR

dS

(2π)4
qµ

q

∂

∂qµ
F (q2)

q2
− lim

ε→0

∮

Sε

dS

(2π)4
qµ

q

∂

∂qµ
F (q2)

q2

=
1

4π2
lim
q→∞

(F ′(q2)q2 − F (q2))− 1

4π2
lim
q→0

(F ′(q2)q2 − F (q2)) =
F (0)

4π2
, (1.35)

где предполагается, что функция F (q2) не имеет особых точек и достаточно быстро убывает

на бесконечности. Используя это уравнение, можно вычислить все интегралы по d4q в вы-

ражении (1.27). Затем после некоторых преобразований результат для D-функции Адлера

можно записать в виде

D(αs0) =
3

2

Nf∑

α=1

q2α

[
dim(R) +

d

d ln Λ

(
trC(R)

∫
d4k

(2π)4
2g20
k4Rk

(
1− 2C2

g20f(k/Λ)

Rk

)

−NfT (R) trC(R)

∫
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
4g40
k4R2

k

( 1

l2(k + l)2
− 1

(l2 +M2)((k + l)2 +M2)

)

+tr
(
C(R)2

) ∫ d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
2g40

k2Rkl2Rl

( 1

l2k2
− 2

l2(l + k)2

))]
+O(g60). (1.36)

Отметим, что в (1.36) производная по ln Λ должна быть взята перед интегрированием. Это

необходимо, с тем чтобы избавиться от инфракрасных расходимостей и получить хорошо

определенные интегралы. При этом дифференцировать нужно при фиксированном значе-

нии перенормированной константы связи αs в соответствии с уравнением (1.22).

1.4. Двухпетлевая аномальная размерность суперполей материи

В соответствии с уравнением (1.24) функция Адлера в трехпетлевом приближении свя-

зана с аномальной размерностью суперполей материи в двухпетлевом приближении. Поэто-

му чтобы проверить справедливость этого тождества, необходимо вычислить двухпетлевые

вклады в двухточечную функцию Грина суперполей материи. Соответствующие диаграммы

представлены на рисунке 1.2. Отметим, что они могут быть получены из диаграмм на рисун-

ке 1.1 разрезанием петель материи всеми возможными способами. При этом, поскольку мы

вычисляем вклад в эффективное действие, мы должны оставить лишь одночастично-непри-

водимые диаграммы. Выражения для квантовых поправок, которые G(αs0,Λ/q) получает от

этих диаграмм, собраны в Приложении Б. Используя эти результаты, аномальную размер-

ность, определенную в терминах голой константы связи αs0 можно вычислить с помощью

уравнения (1.23). А именно, необходимо продифференцировать сумму всех вкладов в lnG

по ln Λ и взять предел нулевого внешнего импульса. Получаем
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Рис. 1.2. Диаграммы, дающие вклад в аномальную размерность в двухпетлевом приближении.

Каждую диаграмму на этом рисунке можно получить из соответствующей диаграммы на рисунке

1.1 разрезанием линии суперполей материи. Для простоты некоторые диаграммы, заведомо дающие

нулевой вклад, не отображены, так же как на рисунке 1.1

γi
j(αs0) = −C(R)i

j d

d lnΛ

∫
d4k

(2π)4
2g20
k4Rk

+ C2C(R)i
j d

d lnΛ

∫
d4k

(2π)4
4g40
k4R2

k

f(k/Λ)

+NfT (R)C(R)i
j d

d lnΛ

∫
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
4g40
k4R2

k

( 1

l2(l + k)2
− 1(

l2 +M2
)(
(l + k)2 +M2

)
)

−
(
C(R)2

)
i
j d

d lnΛ

∫
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
2g40

k2Rkl2Rl

( 1

l2k2
− 2

l2(l + k)2

)
+O

(
g60
)
, (1.37)

где функция f(k/Λ) та же, что и в уравнении (1.36), и дается выражением (А.10).

Сравнивая выражения (1.36) и (1.37), можно легко удостовериться, что НШВЗ-подоб-

ное соотношение (1.24) справедливо в рассматриваемом приближении для РГ-функций,
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определенных в терминах голой константы связи αs0,

D(αs0) =
3

2

Nf∑

α=1

q2α

(
dim(R)− tr γ(αs0)

)
+O(α3

s0). (1.38)

Равенство справедливо, потому что обе части этого уравнения даются одними и теми же

интегралами, так что оно выполняется независимо от схемы вычитаний. Это следует в об-

щем случае из того факта [16], что РГ-функции, определенные в терминах голой константы

связи, схемно-независимы при фиксированной регуляризации. Это можно проверить явным

вычислением в рассматриваемом приближении при выборе простейшей формы регулятора

R(y) (см. (1.7)). Выберем его в виде

R(y) = 1 + yn, (1.39)

где n — положительное целое число. Тогда возможно найти явное выражение для РГ-функ-

ций, входящих в уравнение (1.38), вычисляя интегралы в выражении (1.37). Подробности

этого вычисления описаны в Приложении В, а результат имеет вид

γ(αs0)i
j = −αs0

π
C(R)i

j − 3α2
s0

2π2
C2C(R)i

j
(
ln aϕ + 1

)
+

α2
s0

π2
NfT (R)C(R)i

j
(
ln a+ 1

)

+
α2
s0

2π2

(
C(R)2

)
i
j +O(α3

s0), (1.40)

где

a ≡ M

Λ
; aϕ ≡

Mϕ

Λ
. (1.41)

Поэтому из уравнения (1.38) мы заключаем, что при выборе регулятора в форме (1.39)

трехпетлевая D-функция Адлера, определенная в терминах голой константы связи, дается

выражением

D(αs0) =
3

2

Nf∑

α=1

q2α

[
dim(R) +

αs0

π
trC(R) +

3α2
s0

2π2
C2 trC(R)

(
ln aϕ + 1

)

−α
2
s0

π2
NfT (R) trC(R)

(
ln a + 1

)
− α2

s0

2π2
tr
(
C(R)2

) ]
+O(α3

s0). (1.42)

Видно, что конечные константы, определяемые схемой вычитаний (такие как b11 и b12 в урав-

нении (1.20)) не входят в выражения (1.40) и (1.42). Следовательно, эти функции схемно-

независимы (при фиксированной регуляризации) в согласии с общим утверждением, дока-

занным в работе [16].
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1.5. НШВЗ-подобная схема вычитаний

Ренормгрупповые функции, входящие в соотношение (1.24), определены в терминах го-

лой константы связи и поэтому не зависят от выбора схемы вычитаний при фиксированной

регуляризации [16]. С другой стороны, ренормгрупповые функции обычно определяются

как функции перенормированных констант связи [77] и зависят от перенормировочного

предписания. Это означает, что соотношение (1.24) не справедливо для D-функции Адлера

и аномальной размерности, определенных в терминах перенормированной константы связи,

в произвольной схеме вычитаний. Мы покажем, что схема, в которой (1.24) выполняется для

ренормгрупповых функций, определенных в терминах перенормированной константы свя-

зи (НШВЗ-подобная схема), может быть построена путем наложения простых условий на

константы перенормировки. А именно, зафиксируем значение ln(Λ/µ) в точке x0 и наложим

требование, чтобы все константы перенормировки удовлетворяли уравнениям

Z(αs, x0)i
j = δi

j ; Zα(α, αs, x0) = 1; Zαs
(αs, x0) = 1. (1.43)

В частном случае, когда x0 = 0, это требование является аналогом минимальных вычи-

таний (см., например, [78]) в том смысле, что константы перенормировки содержат лишь

слагаемые, пропорциональные
(
ln Λ/µ

)n
, где n ≥ 1 — натуральное число. Мы будем назы-

вать эту схему HDMSL (от слов Higher Derivatives + Minimal Subtraction of Logarithms, т.е.

минимальные вычитания логарифмов при использовании регуляризации высшими ковари-

антными производными).

Докажем сначала, что такая схема существует. Для удобства введем новую переменную

x = ln(Λ/µ). Рассмотрим тогда какое-нибудь перенормировочное предписание и найдем для

него функции α0(α, αs, x), αs0(αs, x) и Z(αs, x)i
j. Вообще говоря, условия (1.43) не будут

удовлетворяться, так что

α0(α, αs, x0) = a(α, αs); αs0(αs, x0) = b(αs); Z(αs, x0)i
j = g(αs)i

j . (1.44)

Очевидно, что для конечного фиксированного значения x0 функции a(α, αs), b(αs) и g(αs)i
j

конечны в пределе Λ → ∞. Выберем тогда новые перенормированные константы связи α′,

α′

s и новые константы перенормировки для суперполей материи Z ′

i
j, такие что

α′(α, αs) = a(α, αs); α′

s(αs) = b(αs); Z ′(α′

s, x)i
j = g−1

(
αs(α

′

s)
)
i
k Z
(
αs(α

′

s), x
)
k
j . (1.45)
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По построению перенормированные функции Грина, выраженные в терминах перенорми-

рованных констант связи α и αs, конечны. Очевидно, что они остаются конечными и после

конечной перенормировки (1.45). Более того, из уравнений (1.44) и (1.45) мы заключаем, что

константы перенормировки Z ′

α = α′/α0, Z ′

αs
= α′

s/αs0 и Z ′(α′

s, x)i
j удовлетворяют условиям

(1.43). Это означает, что схема, зафиксированная условиями (1.43), существует. Поэтому

остается лишь показать, что в этой схеме тождество (1.24) справедливо для ренормгруппо-

вых функций, определенных в терминах перенормированной константы связи.

D-функция Адлера и аномальная размерность определяются в терминах перенормиро-

ванной константы связи с помощью уравнений

D̃(αs) = −
3π

2

d

d lnµ
α−1(α0, αs0,Λ/µ)

∣∣∣
α0,αs0=const

; (1.46)

γ̃(αs)i
j =

d lnZ(αs,Λ/µ)i
j

d lnµ

∣∣∣
αs0=const

. (1.47)

Из определения (1.47) мы получаем

γ̃(αs)i
j = −d lnZ(αs, x)i

j

dx

∣∣∣
αs=const

− ∂ lnZ(αs, x)i
j

∂αs

∂αs(αs0, x)

∂x
. (1.48)

Положим x = x0 в этом уравнении. Тогда второе слагаемое в этом выражении исчезнет,

потому что в соответствии с первым уравнением в (1.43)

∂ lnZ(αs, x0)i
j

∂αs
= 0. (1.49)

Более того, третье уравнение из (1.43) дает αs(αs0, x0) = αs0. Поэтому из уравнения (1.48)

получаем

γ̃(αs)i
j
∣∣∣
αs=αs0

= γ(αs0)i
j . (1.50)

Это означает, что оба определения аномальной размерности дают одну и ту же функцию,

если удовлетворяются граничные условия (1.43).

Аналогичное утверждение можно доказать и для D-функции. С этой целью перепишем

определение (1.46) в эквивалентной форме

D̃(αs) =
3π

2α

d

d lnµ
lnZα(α, αs,Λ/µ)

∣∣∣
α0,αs0=const

. (1.51)

Как и ранее, дифференцирование дает
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D̃(αs) = −
3π

2α

(
d lnZα(α, αs, x)

dx

∣∣∣
α,αs=const

+
∂ lnZα(α, αs, x)

∂α

∂α(α0, αs0, x)

∂x

+
∂ lnZα(α, αs, x)

∂αs

∂αs(αs0, x)

∂x

)
. (1.52)

Полагая x = x0, мы видим, что последние два слагаемых равны нулю благодаря гранич-

ным условиям (1.43), в то время как αs(αs0, x0) = αs0 и α(α0, αs0, x0) = α0. Следовательно

получаем

D̃(αs)
∣∣∣
αs=αs0

= − 3π

2α0

d lnZα(α, αs, x)

dx

∣∣∣
α,αs=const

= D(αs0). (1.53)

Поэтому при граничных условиях (1.43) ренормгрупповые функции, определенные в терми-

нах перенормированной константы связи совпадают с соответствующими ренормгрупповы-

ми функциями, определенными в терминах голой константы связи. Принимая во внимание

тот факт, что последние удовлетворяют НШВЗ-подобному соотношению в случае исполь-

зования регуляризации высшими ковариантными производными, мы заключаем, что пер-

вые также ему удовлетворяют в схеме вычитаний, определенной предписанием (1.43). Это

означает, что условия (1.43) фиксируют НШВЗ-подобную схему во всех порядках теории

возмущений с использованием регуляризации высшими ковариантными производными.

1.6. НШВЗ-подобная схема в трехпетлевом приближении

Проверим общие утверждения, доказанные в предыдущем разделе, на явном трехпетле-

вом вычислении. Начнем с уравнения (1.40) и проинтегрируем для него уравнение ренорм-

группы (1.23). Решая это уравнение относительно lnZ, учитывая при этом соотношение

(1.20), описывающее однопетлевую эволюцию константы связи αs, мы получаем

lnZi
j =

αs

π
C(R)i

j
(
ln

Λ

µ
+ g1

)
+

3α2
s

4π2
C2C(R)i

j
[
− ln2 Λ

µ
+ 2 ln

Λ

µ

(
ln aϕ + 1− b11

)

+g21

]
− α2

s

2π2
NfT (R)C(R)i

j
[
− ln2 Λ

µ
+ 2 ln

Λ

µ

(
ln a + 1− b12

)
+ g22

]
− α2

s

2π2

(
C(R)2

)
i
j

×
[
ln

Λ

µ
+ g23

]
+O(α3

s), (1.54)

где g1, g21, g22 и g23 — произвольные конечные константы 5. Существование этих произволь-

ных констант следует из произвольности выбора схемы вычитаний. Фиксируя значения этих

5 Три различные константы g21, g22 и g23 в двухпетлевом приближении возникают благодаря суще-

ствованию трех различных групповых множителей.
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констант и других аналогичных констант, можно зафиксировать схему вычитаний.

Конечные константы не входят в ренормгрупповые функции, определенные в терминах

голой константы связи, но они присутствуют в схемно-зависимых выражениях для ренорм-

групповых функций, определенных в терминах перенормированной константы связи. Что-

бы вычислить аномальную размерность, определенную как функция перенормированной

константы связи, необходимо переписать уравнение (1.54) в терминах αs0, продифференци-

ровать его по lnµ и выразить результат в терминах αs. Это дает

γ̃(αs)i
j =

d lnZi
j

d lnµ

∣∣∣
αs0=const

= −αs

π
C(R)i

j +
α2
s

π2

[
− 3

2
C2C(R)i

j
(
ln aϕ + 1 + g1 − b11

)

+NfT (R)C(R)i
j
(
ln a+ 1 + g1 − b12

)
+

1

2

(
C(R)2

)
i
j
]
+O(α3

s). (1.55)

Присутствие конечных констант g1, b11 и b12 подтверждает схемную зависимость этой ре-

нормгрупповой функции.

Уравнение (1.55) можно сравнить с результатом, полученным с использованием раз-

мерной редукции в DR-схеме, см. работу [11] и содержащиеся в ней ссылки. В наших обо-

значениях его можно записать в виде

γ̃DR(αs)i
j = −αs

π
C(R)i

j+
α2
s

π2

[
− 3

4
C2C(R)i

j+
1

2
NfT (R)C(R)i

j+
1

2

(
C(R)2

)
i
j
]
+O(α3

s). (1.56)

Видно, что схемно-независимые слагаемые, пропорциональные C(R)2 совпадают, в то время

как остальные слагаемые совпадают, если выбрать значения конечных констант так, чтобы

они удовлетворяли соотношениям

ln aϕ + 1 + g1 − b11 =
1

2
; ln a+ 1 + g1 − b12 =

1

2
. (1.57)

Это означает, что наш результат согласуется с результатом работы [11], поскольку разница

в выборе регуляризации может быть скомпенсирована подходящим выбором схемы вычита-

ний.

Интегрируя РГ уравнение (1.21) (фиксируя значение αs) можно получить связь между

перенормированной константой связи α (соответствующей группе U(1)) и голой константой

связи α0,
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α−1
0 − α−1 = −1

π

Nf∑

α=1

q2α

(
dim(R)

(
ln

Λ

µ
+ d1

)
+

αs

π
trC(R)

(
ln

Λ

µ
+ d2

)
− 3α2

s

2π2
C2 trC(R)

×
[1
2
ln2 Λ

µ
− ln

Λ

µ

(
ln aϕ + 1− b11

)
+ d31

]
+

α2
s

π2
NfT (R) trC(R)

[1
2
ln2 Λ

µ
− ln

Λ

µ

(
ln a+ 1

−b12
)
+ d32

]
− α2

s

2π2
tr
(
C(R)2

) (
ln

Λ

µ
+ d33

))
+O(α3

s). (1.58)

Как уже было сказано, произвольные константы d1, d2, d31, d32 и d33, которые появились

здесь как константы интегрирования, а также g1, g21, g22, g23, b11 и b12 фиксируют схему

вычитаний в рассматриваемом приближении.

Из уравнения (1.58) мы получаем константу перенормировки Zα = α/α0.

Выражая правую часть уравнения (1.58) в терминах αs0, дифференцируя обе его части

по lnµ, а затем возвращаясь к αs, получим D-функцию Адлера в терминах перенормиро-

ванной константы связи,

D̃(αs) = −
3π

2

dα−1

d lnµ

∣∣∣
α0,αs0=const

=
3

2

Nf∑

α=1

q2α

(
dim(R) +

αs

π
trC(R) +

α2
s

π2

[
− 1

2
tr
(
C(R)2

)

+
3

2
C2 trC(R)

(
ln aϕ + 1 + d2 − b11

)
−NfT (R) trC(R)

(
ln a+ 1 + d2 − b12

)]
+O(α3

s)

)
.

(1.59)

В силу присутствия конечных констант это выражение схемно-зависимо 6. Однако из урав-

нений (1.55) и (1.59) видно, что слагаемые, пропорциональные (C(R)2)i
j, в двухпетлевой

аномальной размерности и слагаемые, пропорциональные tr (C(R)2), в D-функции схемно-

независимы. Схемная независимость таких членов для различных РГ-функций обсуждается

в работах [54, 79–81] в абелевом случае и в работе [55] в неабелевом.

Зафиксируем теперь значения конечных констант, наложив граничные условия (1.43).

Во-первых, зафиксируем значение x0 и рассмотрим уравнение Zαs
(αs, x0) = 1. Выражение

для Zαs
= αs/αs0 может быть получено из уравнения (1.20) и имеет вид

Zαs

(
αs, lnΛ/µ

)
=

αs

αs0
= 1 +

αs

2π

[
3C2

(
ln

Λ

µ
+ b11

)
− 2NfT (R)

(
ln

Λ

µ
+ b12

)]
+O(α2

s). (1.60)

Тогда рассматриваемое граничное условие дает b11 = b12 = −x0.

6 Отметим, что константы d31, d32 и d33 не существенны в рассматриваемом приближении.
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Аналогично, второе граничное условие в (1.43) можно эквивалентным образом перепи-

сать в виде α−1
0 (α, x0)− α−1 = 0. Тогда уравнение (1.58) дает d1 = d2 = −x0

7. Накладывая

первое условие из (1.43) на функции (1.54), мы получаем уравнение g1 = −x0. Поэтому

g1 − b11 = 0; g1 − b12 = 0; d2 − b11 = 0; d2 − b12 = 0. (1.61)

Следовательно D-функция Адлера, определенная в терминах перенормированной констан-

ты связи в НШВЗ-подобной схеме, полученная с использованием регуляризации высшими

ковариантными производными, имеет вид

D̃(αs) =
3

2

Nf∑

α=1

q2α

(
dim(R) +

αs

π
trC(R) +

α2
s

π2

[
− 1

2
tr
(
C(R)2

)
+

3

2
C2 trC(R)

(
ln aϕ + 1

)

−NfT (R) trC(R)
(
ln a + 1

)]
+O(α3

s)

)
. (1.62)

В частном случае, когда калибровочной группой является SU(N), а суперполя материи

лежат в ее фундаментальном (φ) и антифундаментальном (φ̃) представлении, имеем

C2 = N ; T (R) =
1

2
; C(R)i

j =
N2 − 1

2N
δji ; dim(R) = N, (1.63)

поэтому в НШВЗ-подобной схеме аномальная размерность ( γ̃(αs)i
j ≡ γ̃(αs)δ

j
i ) и D-функция

Адлера приобретают вид

γ̃(αs) = −
αs

π

N2 − 1

2N
+

α2
s

π2

[ 1
2

(N2 − 1

2N

)2
− 3

4

(
N2 − 1

)(
ln aϕ + 1

)
+

Nf

4N

(
N2 − 1

)

×
(
ln a+ 1

)]
+O(α3

s); (1.64)

D̃(αs) =
3

2
N

Nf∑

α=1

q2α

(
1 +

αs

π

N2 − 1

2N
+

α2
s

π2

[
− 1

2

(N2 − 1

2N

)2
+

3

4

(
N2 − 1

)(
ln aϕ + 1

)

−Nf

4N

(
N2 − 1

)(
ln a+ 1

)]
+O(α3

s)

)
. (1.65)

Сравнивая (1.40) c (1.55) и (1.42) c (1.59), приходим к выводу, что условия (1.61) приводят к

тождественному равенству как между γ и γ̃, так и между D и D̃ в рассматриваемом прибли-

жении. Это в точности совпадает с общим утверждением, доказанным в предыдущем разде-

7 Значения для d3i и g2i не будут вычислены, так как они не входят в выражения для γ̃(αs) и D̃(αs)

в рассматриваемом приближении.
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ле. Более того, очевидно, что в схеме вычитаний (1.43) ренормгрупповые функции, опреде-

ленные в терминах перенормированной константы связи, удовлетворяют НШВЗ-подобному

соотношению

D̃(αs) =
3

2

Nf∑

α=1

q2α

(
dim(R)− tr γ̃(αs)

)
(1.66)

в рассматриваемом приближении.

1.7. Заключение к главе

В трехпетлевом приближении для N = 1 суперсимметричной КХД, регуляризованной

высшими ковариантными производными, мы проверили справедливость НШВЗ-подобного

соотношения (1.3) (и его более общей версии (1.24)), которое связывает D-функцию Адле-

ра с аномальной размерностью суперполей материи, когда обе ренормгрупповые функции

определены в терминах голой константы связи. Более того, мы получили явное выражение

для функции Адлера в НШВЗ-подобной схеме в порядке O(α2
s).

В полном соответствии с работой [34] трехпетлевая D-функция, определенная в тер-

минах голой константы связи дается интегралами от двойных полных производных. После

интегрирования по импульсу петли материи получившиеся интегралы совпадают с инте-

гралами, дающими двухпетлевую аномальную размерность. Отметим, что в вычислениях

мы используем БРСТ-инвариантную версию регуляризации высшими ковариантными про-

изводными. Хотя это и приводит к сложным выражениям, при выборе регулятора в форме

(1.39) ренормгрупповые функции в рассматриваемом приближении могут быть явно вычис-

лены. В отличие от ренормгрупповых функций, определенных в терминах голой константы

связи, которые удовлетворяют НШВЗ-подобному соотношению независимо от схемы пере-

нормировки при регуляризации высшими ковариантными производными, для ренормгруп-

повых функций, определенных в терминах перенормированной константы связи, это соот-

ношение справедливо только в некоторой схеме вычитаний. В нашей работе мы предлагаем

предписание, фиксирующее эту схему во всех петлевых порядках. То, что это предписание

действительно фиксирует НШВЗ-подобную схему, мы также проверили явным вычислени-

ем в трехпетлевом приближении.

Было бы также интересно вычислить вклад в D-функцию Адлера порядка O(α2
s) в

схеме DR. Принимая во внимание результаты работ [11, 12], можно предположить, что

НШВЗ-подобное соотношение (1.66) не выполняется в схеме DR, и необходима специально
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подобранная конечная перенормировка, чтобы получить ренормгрупповые функции, для

которых оно справедливо.



33

Глава 2

Вклад в β-функцию N = 1 суперсимметричной теории

Янга–Миллса, регуляризованной высшими

ковариантными производными, от диаграмм,

содержащих две юкавские вершины, в трехпетлевом

приближении

2.1. Новая форма НШВЗ-соотношения

Наличие суперсимметрии в калибровочной теории значительно улучшает ее ультра-

фиолетовое поведение. В качестве примера можно говорить об отсутствии квадратичных

расходимостей в квантовых поправках к массам скалярных частиц, а также о знаменитых

теоремах о неперенормировке. Одна из них гласит, что суперпотенциал не получает расхо-

дящихся квантовых поправок [1], другая говорит о том, что β-функция N = 2 суперсим-

метричной теории Янга–Миллса получает вклады лишь в однопетлевом приближении [2],

еще одна утверждает, что N = 4 суперсимметричная теория Янга–Миллса конечна [3, 4].

Конечно, столь привлекательные свойства теорий с расширенной суперсимметрией делают

их интересным объектом для изучения. Тем не менее реалистические суперсимметричные

теории физики частиц при доступных энергиях основываются прежде всего на суперсим-

метричных теориях Янга–Миллса с N = 1. (Связано это прежде всего с тем, что фермионы

Стандартной модели со спиральностью +1/2 лежат в комплексном представлении груп-

пы SU(3) × SU(2) × U(1), в то время как в теориях с расширенной суперсимметрией им

приходится лежать в действительных представлениях калибровочной группы.) Однако и в

этом случае лишь одной суперсимметрии достаточно, чтобы получить некоторые соотноше-

ния между расходимостями и, следовательно, ренормгрупповыми функциями. Мы говорим

здесь в первую очередь об НШВЗ-соотношении (1.4). Кроме того, можно установить анало-

гичные ему соотношения для функции Адлера [33, 34], как мы видели в предыдущей главе,

или даже для массы калибрино в мягко нарушенной N = 1 суперсимметричной калибро-

вочной теории [9, 43].

Поскольку ренормгрупповые функции, входящие в подобные соотношения, зависят от
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выбора схемы вычитаний (β-функция с трех петель, аномальная размерность с двух), необ-

ходимо в первую очередь задаться вопросом, в какой схеме вычитаний они справедливы. В

настоящее время самой популярной регуляризацией, используемой для практических вычис-

лений в суперсимметричных теориях, является размерная редукция [10], идущая бок о бок

с соответствующей модифицированной схемой минимальных вычитаний, так называемой

DR-схемой. Однако, как уже отмечалось, с использованием этой регуляризации не удалось

построить общего предписания, фиксирующего схему, в которой выполняется НШВЗ-соот-

ношение (НШВЗ-схема). Размерная редукция обладает и другими недостатками, о кото-

рых уже говорилось выше [50, 57, 58]. С другой стороны, можно работать с регуляризацией

высшими ковариантными производными [38]. Кроме того, можно также определять ренорм-

групповые функции в терминах голых зарядов, как это делалось в некоторых оригинальных

работах (см., например, [6]). Преимуществом использования высших ковариантных произ-

водных является сохранение максимального числа симметрий и особая структура петлевых

интегралов, о которой говорилось в разделе 1.1, а преимуществом использования ренорм-

групповых функций, определенных в терминах голых зарядов, является их независимость

от схемы вычитаний при фиксированной регуляризации [16]. Тогда, чтобы зафиксировать

НШВЗ (или НШВЗ-подобную) схему вычитаний, необходимо сначала доказать во всех по-

рядках теории возмущений, что НШВЗ (или НШВЗ-подобное) соотношение выполняется

для ренормгрупповых функций, определенных в терминах голых зарядов, а затем попы-

таться наложить подходящие граничные условия на константы перенормировки, так чтобы

ренормгрупповые функции, определенные в терминах перенормированных констант связи,

совпадали по форме с ренормгрупповыми функциями, определенными в терминах голых

констант связи.

Эта программа уже была выполнена для β-функции N = 1 суперсимметричной КЭД

[14–16], для D-функции Адлера N = 1 суперсимметричной КХД [33, 34, 82] и даже для

массы фотино в мягко нарушенной N = 1 суперсимметричной КЭД [43, 65]. При этом в

случае N = 1 суперсимметричной КЭД было показано, что НШВЗ-соотношение является

прямым следствием более общего соотношения между двухточечными функциями Грина

калибровочного суперполя и суперполей материи, о котором мы будем говорить несколько

позже [15]. Случай β-функции N = 1 суперсимметричной теории Янга–Миллса остается

пока неразрешенным.

Одна из сложностей на пути к полному доказательству соотношения для НШВЗ

β-функции в неабелевом случае до недавнего времени заключалась в следующем. Точное
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соотношение для D-функции Адлера (1.3), обсуждавшееся в предыдущей главе, связывает

вклад в D-функцию в некотором порядке теории возмущений с вкладом в аномальную раз-

мерность суперполей материи в предыдущем порядке. На уровне диаграмм возникновение

этого соотношения можно интерпретировать следующим образом. Взяв граф без внешних

линий и присоединив к нему две линии абелева калибровочного суперполя всеми возмож-

ными способами, мы получаем диаграммы, дающие вклад в D-функцию Адлера. Взяв тот

же граф и разрезав в нем линии материи всеми возможными способами, мы получим диа-

граммы, которые дают вклад в аномальную размерность. Связать вклад в D-функцию с

соответствующим вкладом в аномальную размерность позволяет факторизация вкладов в

D-функцию в интегралы от двойных полных производных. В случае общей N = 1 супер-

симметричной теории Янга–Миллса соотношение для НШВЗ β-функции (1.4), как видно,

связывает вклад в β-функцию в некотором порядке теории возмущений со вкладами в ано-

мальную размерность суперполей материи во всех предыдущих порядках из-за знаменателя,

представляющего собой сумму бесконечной геометрической прогрессии. Поэтому интерпре-

тация, которую мы использовали для случая D-функции Адлера, здесь не работает.

Однако эту трудность удается обойти. Мы уже говорили о том, что высшие ковариант-

ные производные можно вводить в действие с сохранением или без сохранения БРСТ-инва-

риантности. Использование БРСТ-неинвариантной версии регуляризации несколько упро-

щает вычисления (см., например, [59]), однако БРСТ-инвариантность может сыграть важ-

ную роль при доказательстве НШВЗ-соотношения для N = 1 суперсимметричной теории

Янга–Миллса в терминах голых констант связи. В частности, использование тождеств Слав-

нова–Тейлора, являющихся следствием БРСТ-инвариантности, позволило доказать теорему

о неперенормировке для вершин с линией квантового калибровочного суперполя и двумя

линиями духов Фаддеева–Попова [17]. Это, в свою очередь, позволило переписать НШВЗ-

соотношение в несколько ином виде:

β(α0, λ0)

α2
0

= − 1

2π
(3C2 − T (R)− 2C2γc(α0, λ0)− 2C2γV (α0, λ0) + C(R)i

jγj
i(α0, λ0)/r). (2.1)

Особенностью этого соотношения по сравнению с первоначальной формой НШВЗ-соотно-

шения (1.4) является то, что в уравнении (1.4) в правой части содержится лишь аномаль-

ная размерность суперполей материи, в то время как в уравнении (2.1) в правой части

также присутствует аномальная размерность духов Фаддеева–Попова γc и квантового ка-

либровочного суперполя γV . При этом, как видно, оно не содержит знаменателя. Такая
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форма НШВЗ-соотношения значительно упрощает его получение в вычислениях по теории

возмущений, равно как и доказательство во всех порядках теории возмущений, поскольку

допускает такую же интерпретацию, как и в случае D-функции Адлера. Входящие в него

ренормгрупповые функции, определенные в терминах голых констант связи, можно легко

представить в виде производных по логарифму параметра обрезания от соответствующих

двухточечных функций Грина в пределе нулевого внешнего импульса. Поэтому эту вер-

сию НШВЗ-соотношения можно записать в виде ограничения непосредственно на функции

Грина [17]

d

d lnΛ
(d−1 − α−1

0 )
∣∣
α,λ=const,p→0

= −3C2 − T (R)

2π

− 1

2π

d

d lnΛ

(
−2C2 lnGc − C2 lnGV + C(R)i

j(lnG)j
i/r
)∣∣

α,λ=const,q→0
. (2.2)

(Отметим, что в случае использования размерной редукции предел нулевого внешнего им-

пульса для функций Грина плохо определен.) В этом случае это ограничение можно предста-

вить как ограничение на фейнмановские амплитуды в пределе нулевого внешнего импульса,

которое очень наглядно изображается графически в виде правила разрезания, аналогичного

обсуждавшемуся в предыдущей главе. Единственное отличие заключается в том, что тогда

как ранее мы разрезали лишь линии материи, то теперь также необходимо разрезать линии

квантового калибровочного суперполя и духов Фаддеева–Попова. Как соотношение (2.1),

так и (2.2) еще строго не доказаны во всех порядках теории возмущений. Они были про-

верены непосредственным вычислением в двухпетлевом приближении при использовании

БРСТ-неинвариантной версии регуляризации высшими ковариантными производными [83].

Однако, как известно, схемная зависимость β-функции проявляется начиная с трехпетлево-

го приближения. Поэтому по-настоящему нетривиальная проверка соотношения (2.1) (или

(2.2)) начинается с вычисления β-функции, определенной в терминах голых констант связи,

в трехпетлевом приближении. Тогда если она будет удовлетворять соотношению (2.1) (или,

эквивалентно, (2.2) будет найдено справедливым), то к НШВЗ-схеме вычитаний приведет

простое граничное условие на константы перенормировки [17]

Zα(α, λ, ln(Λ/µ) = x0) = 1, Zi
j(α, λ, ln(Λ/µ) = x0) = δi

j, Zc(α, λ, ln(Λ/µ) = x0) = 1,

ZV (α, λ, ln(Λ/µ) = x0) = 1, (2.3)

где x0 — произвольное фиксированное конечное число, которое можно положить равным
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нулю, Zα — константа перенормировки калибровочной константы связи, Zi
j — констан-

та перенормировки для суперполей материи, Zc — константа перенормировки для духов

Фаддеева–Попова, ZV — константа перенормировки для квантового калибровочного супер-

поля. Таким образом, нам необходимо «лишь» выражение для β-функции в трехпетлевом

приближении. Такое вычисление технически очень сложно, однако его можно провести для

отдельных слагаемых в β-функции, зависящих от схемы вычитаний. В работе [62] в трехпет-

левом приближении были вычислены вклады в β-функцию четвертого порядка по юкавским

константам, для них было проверено соотношение (2.1) и зафиксирована НШВЗ-схема вы-

читаний. В этой главе мы приводим вычисление вкладов в β-функцию от диаграмм второй

степени по юкавским константам и, одновременно проверяя работу условия (2.3), фиксиру-

ем НШВЗ-схему вычитаний для соответствующих слагаемых в β-функции в трехпетлевом

приближении.

2.2. N = 1 суперсимметричная теория Янга–Миллса, ее

квантование и регуляризация

Как было сказано, эта глава посвящена вычислению вкладов в β-функцию N = 1 су-

персимметричной теории Янга–Миллса от диаграмм, квадратичных по юкавским констан-

там, в трехпетлевом приближении. Действие для этой теории с материей в произвольном

представлении (приводимом или неприводимом) простой калибровочной группы с суперпо-

тенциалом третьей степени по киральным суперполям в безмассовом пределе имеет вид

S =
1

2g20
tr Re

∫
d4xd2θW αWα +

1

4

∫
d4xd4θφ+e2V φ+

(
1

6

∫
d4xd2θλijk

0 φiφjφk + c.c.

)
. (2.4)

Здесь Wα — киральное спинорное суперполе, содержащее тензор напряженности неабеле-

ва калибровочного поля и поле калибрино. Мы уже обсуждали, как оно выражается через

производные калибровочного суперполя V в предыдущей главе. Символом g0 мы обозна-

чаем голую калибровочную константу связи и предполагаем, что в интеграле со следом в

(2.4) и суперполе V , и суперполе Wα стандартным образом раскладываются по генераторам

фундаментального представления, умноженным на g0 и нормированным на 1/2.

Кроме того, у нас также имеется суперпотенцил со взаимодействием третьей степе-

ни, коэффициенты при котором, юкавские константы связи, удовлетворяют следующему
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условию, необходимому для калибровочной инвариантности действия:

λijl
0 (TA)l

k + λilk
0 (TA)l

j + λljk
0 (TA)l

i = 0. (2.5)

Для вычислений по теории возмущений в калибровочных теориях удобнее всего исполь-

зовать метод фонового поля, поскольку фоновая калибровочная инвариантность действия

гарантирует в этом случае калибровочную инвариантность эффективного действия. Как из-

вестно, в несуперсимметричной теории Янга–Миллса введение фонового поля производится

путем замены векторного поля в действии на сумму классической и квантовой частей [84].

Однако в суперсимметричном случае эта процедура осуществляется нелинейно [85]:

e2V → eΩ
+

e2V eΩ, (2.6)

где V — квантовое калибровочное суперполе, а суперполя Ω и Ω
+ вместе образуют класси-

ческое калибровочное суперполе,

e2V = eΩ
+

eΩ. (2.7)

После того как замена (2.6) в действии (2.4) произведена, мы получаем действие, зависящее

и от классического, и от квантового суперполя, в виде

S =
1

2g20
tr Re

∫
d4xd2θW αWα +

1

4

∫
d4xd4θφ+eΩ

+

e2V eΩφ+

(
1

6

∫
d4xd2θλijk

0 φiφjφk + c.c.

)
,

(2.8)

где суперполе напряженности Wα можно, как и обычный тензор напряженности для калиб-

ровочного поля, представить в виде суммы квантовой и классической частей

Wα =
1

8
D̄2(e−Ωe−2V e−Ω+

Dαe
Ω+

e2V eΩ) =
1

8
D̄2(e−2V Dαe

2V ) +
1

8
e−Ω

∇̄
2(e−2V

∇αe
2V )eΩ. (2.9)

Здесь на квантовое калибровочное суперполе V действуют фоновые ковариантные спинор-

ные производные

∇α = e−Ω+

Dαe
Ω+

, ∇̄α̇ = eΩD̄α̇e
−Ω. (2.10)

Используя фоновую калибровочную инвариантность можно перейти в калибровку, в кото-

рой Ω = Ω
+ = V [85].
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Теперь определим полные (в отличие от фоновых) ковариантные спинорные произ-

водные, которые нам будут необходимы для регуляризации действия БРСТ-инвариантным

образом,

∇α = e−2V
∇αe

2V , ∇̄α̇ = ∇̄α̇. (2.11)

При вычислении фейнмановских амплитуд комбинация (∇̄2∇2)n, где n — натуральное

число, фактически превращается в (∂2)n [38]. С учетом этого мы вводим в действие (2.4)

такого рода комбинации следующим образом

SΛ =
1

2g20
tr Re

∫
d4xd2θeΩW αe−Ω

[
R

(
−∇̄

2∇2

16Λ2

)
− 1

]

Adj

eΩWαe
−Ω +

+
1

4

∫
d4xd4θφ+eΩ

+

e2V
[
F

(
−∇̄

2∇2

16Λ2

)
− 1

]
eΩφ, (2.12)

где R(x) и F (x) — некоторые произвольные функции, которые стремятся к бесконечности

при x → ∞ и удовлетворяют условию R(0) = F (0) = 1. Нам также потребуется, чтобы

они были хотя бы трижды дифференцируемыми, но для простоты мы будем считать, что

это полиномы с положительными коэффициентами. Индекс «Adj» означает, что оператор,

несущий такой индекс, действует на поле, преобразующееся по присоединенному представ-

лению калибровочной группы. В уравнении (2.12) мы также ввели размерный параметр

обрезания Λ.

После введения высших степеней ковариантных производных (2.12) действие по-преж-

нему обладает и квантовой, и фоновой калибровочной инвариантностью. Фоновые калибро-

вочные преобразования имеют вид

V → eiKV e−iK , eΩ → eiKeΩe−iA0 , e−Ω+ → eiKe−Ω+

e−iA+

0 , φ→ eiA0φ, (2.13)

где K – произвольное эрмитово суперполе, A0 – произвольное киральное суперполе, т.е.

D̄α̇A0 = 0. Квантовые калибровочные преобразования имеют вид

e−2V → eiAe−2V e−iA+

, Ω→ Ω, Ω
+ → Ω

+, φ→ e−ΩeiAeΩφ, (2.14)

где A – фоново-киральное суперполе, т.е. ∇̄α̇A = 0. Под действием фоновых калибровоч-

ных преобразований как фоновые ковариантные, так и полные ковариантные производные

имеют одинаковый закон преобразования:

∇α → eiK∇αe
−iK , ∇α → eiK∇αe

−iK (2.15)
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плюс то же самое для ∇̄α̇ и ∇̄α̇. При квантовых калибровочных преобразованиях фоновые

ковариантные производные не преобразуются, а полные ковариантные производные преоб-

разуются по закону

∇α → eiA∇αe
−iA, ∇̄α̇ → eiA∇̄α̇e

−iA. (2.16)

Теперь, чтобы провести квантование по методу Фаддеева–Попова, нам необходимо до-

бавить к действию член, фиксирующий калибровку, который будет нарушать квантовую

калибровочную инвариантность, но будет инвариантен по отношению к фоновым калибро-

вочным преобразованиям. Выберем его в виде

Sgf = − 1

16ξ0g20
tr
∫

d4xd4θ∇2V R

(
−∇̄

2
∇

2

16Λ2

)

Adj

∇̄
2V, (2.17)

где ξ0 — голый калибровочный параметр.

Далее к действию необходимо добавить действие для духов Фаддеева–Попова и для

духов Нильсена–Каллош. Действие для духов Фаддеева–Попова имеет вид

SFP =
1

g20
tr
∫

d4xd4θ(eΩc̄e−Ω + e−Ω+

c̄+eΩ
+

)

×
((

V

1− e2V

)

Adj

e−Ω+

c+eΩ
+

+

(
V

1− e−2V

)

Adj

eΩce−Ω

)
, (2.18)

а для духов Нильсена–Каллош вид

SNK =
1

2g20
tr
∫

d4xd4θe−Ω+

b+eΩ
+

R

(
−∇̄

2
∇

2

16Λ2

)

Adj

eΩbe−Ω. (2.19)

Вклады последних ограничиваются однопетлевым приближением, а первые в трехпетлевом

приближении никак не фигурируют в диаграммах, квадратичных по юкавским константам.

Действие после фиксации калибровки обладает инвариантностью относительно БРСТ-

преобразований:

δV = −ε
((

V

1− e2V

)

Adj

e−Ω+

c+eΩ
+

+

(
V

1− e−2V

)

Adj

eΩce−Ω

)
, δΩ = δΩ+ = 0,

δc̄ = − ε

16ξ0

[
e−Ω

∇̄
2R

(
−∇

2
∇̄

2

16Λ2

)
∇

2

]

Adj

V, δc̄+ = − ε

16ξ0

[
eΩ

+

∇
2R

(
−∇̄

2
∇

2

16Λ2

)
∇̄

2

]

Adj

V,

δc = εc2, δc+ = ε(c+)2, δb = δb+ = 0, δφ = εcφ, (2.20)
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где ε — не зависящий от координат антикоммутирующий вещественный параметр.

Зафиксируем калибровочный параметр ξ0 наиболее простым образом. Согласно одно-

петлевому результату (1.10) для перенормировки калибровочного параметра простейший

выбор соответствует ξ = 1. В этом случае член, фиксирующий калибровку, принимает вид

Sgf = − 1

16g2
tr
∫

d4xd4θ∇2V R

(
−∇̄

2
∇

2

16Λ2

)

Adj

∇̄
2V, (2.21)

где g — перенормированная константа связи.

Как известно, введение членов (2.12) в действие сокращает расходимости в диаграммах

начиная лишь с двухпетлевого приближения. Поэтому к действию необходимо еще добавить

два набора суперполей Паули–Вилларса аналогично тому, как мы это сделали в предыду-

щей главе: три коммутирующих киральных суперполя в присоединенном представлении

для сокращения расходимостей в петлях квантового калибровочного суперполя и суперпо-

лей духов Фаддеева–Попова и одно антикоммутирующее киральное суперполе в том же

представлении, что и суперполя материи 1. Эти суперполя в юкавском взаимодействии не

участвуют, поэтому в трехпетлевом приближении в рассматриваемом классе диаграмм не

появляются.

Благодаря явной калибровочной инвариантности, квантовые поправки в двухточечную

функцию Грина фонового калибровочного суперполя являются поперечными. Поперечны-

ми являются и квантовые поправки к двухточечной функции Грина квантового калибровоч-

ного суперполя, но по другой причине: в силу БРСТ-инвариантности действия и следующих

из нее тождеств Славнова–Тейлора [86]. Поэтому квадратичная по фоновому и квантовому

калибровочным суперполям часть эффективного действия имеет вид:

Γ
(2)
V,V − Sgf = − 1

8π
tr
∫

d4p

(2π)4
d4θV (−p, θ)∂2Π1/2V (p, θ)d−1(α0, λ0,Λ/p)−

− 1

2g20
tr
∫

d4k

(2π)4
d4θV (−k, θ)∂2Π1/2V (k, θ)GV (α0, λ0,Λ/k), (2.22)

где α0 = g20/4π. В то же время поправки к двухточечной функции Грина суперполей ма-

терии могут быть записаны в терминах функции Gi
j , входящей в эффективное действие

следующим образом:

Γ
(2)
φ =

1

4

∫
d4q

(2π)4
d4θφ+i(−q, θ)Gi

j(α0, λ0,Λ/q)φj(q, θ). (2.23)

1 Идея сочетания метода высших ковариантных производных и регуляризации Паули–Вилларса при-

надлежит Славнову [73], см. также [61].
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Определим теперь перенормированные константы связи и константы перенормировки.

Перенормированная константа связи α = g2/4π определяется так, чтобы функция

d−1(α0(α, λ, ln(Λ/µ)), λ0(α, λ, ln(Λ/µ)),Λ/p), (2.24)

где µ — масштаб перенормировки, была конечной в пределе Λ→∞. В этом условии λ обо-

значает перенормированные юкавские константы, определение которых будет дано ниже.

Мы также можем определить константу перенормировки заряда Zα ≡ α/α0. Далее, введем

константу перенормировки для квантового калибровочного суперполя V и набор констант

перенормировки Zi
j для суперполей материи таким образом, что

V A = ZV (α, λ, ln(Λ/µ))(VR)
A, φi = Zi

j(α, λ, ln(Λ/µ))(φR)j, (2.25)

где индекс «R» обозначает перенормированные величины. Определим их так, чтобы

Zi
k(α, λ, ln(Λ/µ))Gk

j(α0(α, λ, ln(Λ/µ)), λ0(α, λ, ln(Λ/µ)),Λ/q),

Z2
V (α, λ, ln(Λ/µ))GV (α0(α, λ, ln(Λ/µ)), λ0(α, λ, ln(Λ/µ)),Λ/k) (2.26)

также были конечными в пределе Λ→∞. Что касается перенормировки юкавских констант,

то в силу теоремы о неперенормировке для суперпотенциала она определяeтся константами

перенормировки для суперполей материи,

λijk =
√
Z l

i
√
Zm

j
√
Zn

kλlmn
0 . (2.27)

Мы опять будем работать с двумя видами ренормгрупповых функций, т.е. с ренорм-

групповыми функциями, определенными в терминах голых констант связи, и ренормгруп-

повыми функциями, определенными в терминах перенормированных констант связи. В тер-

минах голых констант связи β-функция и аномальные размерности определяются как

β(α0, λ0)

α2
0

= − dα−1
0 (α, λ,Λ/µ)

d lnΛ

∣∣∣∣
α,λ=const

; (2.28)

γV (α0, λ0) = −
d lnZV (α, λ,Λ/µ)

d ln Λ

∣∣∣∣
α,λ=const

; (2.29)

γi
j(α0, λ0) = −

d(lnZ)i
j(α, λ,Λ/µ)

d lnΛ

∣∣∣∣
α,λ=const

. (2.30)
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В силу определения перенормированной константы связи α и констант перенормировки ZV и

Zi
j эти определения можно переписать в терминах производных по ln Λ от соответствующих

двухточечных функций Грина

β(α0, λ0)

α2
0

=
d

d lnΛ
(d−1 − α−1

0 )

∣∣∣∣
α,λ=const,p→0

; (2.31)

γV (α0, λ0) =
1

2
· d lnGV (α0, λ0,Λ/k)

d lnΛ

∣∣∣∣
α,λ=const,k→0

; (2.32)

γi
j(α0, λ0) =

d(lnG)i
j(α0, λ0,Λ/q)

d lnΛ

∣∣∣∣
α,λ=const,q→0

. (2.33)

Эти определения наиболее удобны для непосредственного вычисления ренормгрупповых

функций, определенных в терминах голых зарядов, ими мы и будем пользоваться в даль-

нейшем.

В то же время непосредственный физический смысл можно придать именно перенор-

мированным, а не голым константам связи. В связи с этим чаще ренормгрупповые функции

определяют в терминах перенормированных, а не голых констант связи [77]. Зная перенор-

мированные заряды и константы перенормировки, их можно вычислить следующим обра-

зом:

β̃(α, λ)

α2
= − dα−1(α0, λ0,Λ/µ)

d lnµ

∣∣∣∣
α0,λ0=const

;

γ̃V (α, λ) =
d lnZV (α, λ,Λ/µ)

d lnµ

∣∣∣∣
α0,λ0=const

;

γ̃i
j(α, λ) =

d(lnZ)i
j(α, λ,Λ/µ)

d lnµ

∣∣∣∣
α0,λ0=const

. (2.34)

Перенормированные заряды и константы перенормировки определяются неоднозначно, они

содержат конечные постоянные, конкретные значения которых определяются выбором той

или иной схемы вычитаний. В связи с этим соответствующие ренормгрупповые функции,

определенные в терминах перенормированных констант связи, также содержат эти констан-

ты и зависят, вообще говоря, от схемы вычитаний. Ренормгрупповые функции, определен-

ные в терминах голых констант связи, напротив, от выбора схемы вычитаний не зависят [16].

2.3. Вклад в β-функцию

Этот раздел посвящен вычислению вкладов диаграмм, содержащих две юкавские вер-

шины, в β-функцию калибровочной константы связи в трехпетлевом приближении. Оче-
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(1) (2) (3) (4)

Рис. 2.1. Диаграммы, содержащие по две вершины юкавского взаимодействия, дающие вклад в

β-функцию в трехпетлевом приближении

видно, что несмотря на то, что мы ограничиваемся лишь квадратичными по юкавским кон-

стантам вкладами, в трехпетлевом приближении соответствующих диаграмм все еще очень

много. Однако можно их систематизировать следующим образом: нужно удалить в каждой

такой диаграмме две внешние линии фонового калибровочного суперполя и вести лишь учет

различных диаграмм без внешних линий, полученных таким образом. Все такие диаграм-

мы, квадратичные по юкавским константам, дающие вклад в трехпетлевом приближении,

изображены на рисунке 2.1. Более того, вычисление вкладов в β-функцию удобнее начи-

нать именно с того, чтобы составить всевозможные такие диаграммы без внешних линий.

Далее, вычисления показывают, что и проверка тождества (2.1) или (2.2) также проводит-

ся отдельно для каждой такой диаграммы. Она осуществляется следующим образом: мы

берем диаграмму из рисунка 2.1, присоединяем к ней внешние линии фонового калибро-

вочного суперполя всеми возможными способами, вычисляем вклад каждой получившейся

диаграммы в пределе нулевого внешнего импульса. Предположительно, полный результат

для каждой из диаграмм на рисунке 2.1 дается интегралом от двойной полной производной

(и скоро мы увидим, что так и есть). Используя это свойство, мы легко избавляемся от

одного интегрирования по петлевому импульсу и сравниваем полученный результат с соот-

ветствующим вкладом в аномальные размерности, стоящие в правой части тождества (2.1).

То, как получить соответствующий вклад и какие диаграммы его дают, будет изложено

несколько позже, сейчас лишь скажем, что нам потребуется, как и в предыдущей главе,

разрезать диаграммы, дающие вклад в β-функцию.

При вычислении вкладов в β-функцию юкавские константы λijk
0 встречаются в раз-

личных комбинациях, в которых их индексы сворачиваются с индексами генераторов пред-

ставления калибровочной группы. С помощью свойства (2.5) все такие комбинации можно

свести к трем различным, которые мы будем обозначать для краткости X, Y и Z и которые

по определению равны
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X ≡ 1

2r
(C(R))2i

jλ∗

0jlnλ
iln
0 ;

Y ≡ 1

r
C(R)i

jC(R)m
lλ∗

0jlnλ
imn
0 ;

Z ≡ 1

4r
C2C(R)i

jλ∗

0lkjλ
lki
0 , (2.35)

где, мы напоминаем, C(R)i
j = (TATA)i

j , C2δ
CD = fABCfABD, r = δAA. Ниже мы выпишем

вклад каждой диаграммы на рисунке 2.1 в величину

d

d lnΛ
(d−1 − α−1

0 )
∣∣∣
p→0

=
β(α0, λ0)

α2
0

. (2.36)

Итак, эти вклады равны (вклад четвертой диаграммы был вычислен совместно с В.Ю. Шах-

мановым, см. [87])

d

d lnΛ
(граф(1)) = −2π d

d lnΛ

∫
d4k

(2π)4
d4q

(2π)4
1

r
C(R)i

jλimn
0 λ∗

0jmn ×

× ∂

∂qµ
∂

∂qµ

1

k2Fkq2Fq(q + k)2Fq+k

; (2.37)

d

d lnΛ
(граф(2)) = 8π

d

d lnΛ

∫
d4q

(2π)4
d4l

(2π)4
d4k

(2π)4
g20

(
2Z

∂

∂kµ

(
∂

∂kµ
− ∂

∂qµ

)
−

−(X − Y )
∂

∂lµ

(
∂

∂lµ
+

∂

∂qµ

)
+X

∂

∂qµ
∂

∂qµ

)
N(q, k, l)

k2Rkq2Fq(q + k)2Fq+k(q + k − l)2Fq+k−l

×

× 1

(q − l)2Fq−ll2Fl
; (2.38)

d

d lnΛ
(граф(3)) = −8π d

d lnΛ

∫
d4q

(2π)4
d4l

(2π)4
d4k

(2π)4
g20

(
4Z

∂

∂kµ

(
∂

∂kµ
− ∂

∂qµ

)
+

+2X
∂

∂qµ

(
∂

∂qµ
− ∂

∂lµ

)
+ Y

∂

∂lµ
∂

∂lµ

)
q2L(q, q + k)

k2Rk(q2Fq)2(q + l)2Fq+l(q + k)2Fq+kl2Fl

; (2.39)

d

d lnΛ
(граф(4)) = 8π

d

d lnΛ

∫
d4q

(2π)4
d4l

(2π)4
d4k

(2π)4
g20

(
4Z

∂

∂kµ

(
∂

∂kµ
− ∂

∂qµ

)
+

+2X
∂

∂qµ

(
∂

∂qµ
− ∂

∂lµ

)
+ Y

∂

∂lµ
∂

∂lµ

){
2q2

Λ4

(
Fq+k − Fq

(q + k)2/Λ2 − q2/Λ2

)
′

q

+

+
Fq+k − Fq

(q + k)2 − q2

}
q2

k2Rk(q2Fq)2(q + l)2Fq+ll2Fl
, (2.40)

где Rk ≡ R(k2/Λ2), Fq ≡ F (q2/Λ2), а штрих и нижний индекс «q» в (2.40) означает диффе-

ренцирование по q2/Λ2. Кроме того, помимо обозначений X, Y и Z, для сокращения записи

нам также пришлось ввести функции N(q, k, l) в (2.38) и L(q, q + k) в (2.39),
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N(q, k, l) = l2Fq+kFq+k−l − (q − l)2((q + k − l)2 − l2)Fq+k
Fq+k−l − Fq−l

(q + k − l)2 − (q − l)2
−

−q2((q + k)2 − l2)Fq+k−l
Fq+k − Fq

(q + k)2 − q2
+ q2(q − l)2(l2 − (q + k)2 − (q + k − l)2)×

× Fq+k − Fq

(q + k)2 − q2
Fq+k−l − Fq−l

(q + k − l)2 − (q − l)2
; (2.41)

L(q, q + k) = FqFq+k + Fqq
2 Fq+k − Fq

(q + k)2 − q2
+ Fq+k(q + k)2

Fq+k − Fq

(q + k)2 − q2
+

+2q2(q + k)2
(

Fq+k − Fq

(q + k)2 − q2

)2

. (2.42)

Сделаем несколько кратких замечаний. Интегралы (2.38)–(2.40), очевидно, имеют до-

вольно сложную структуру. Основным источником этого усложнения является второе слага-

емое в уравнении (2.12), которое порождает большое число новых вершин взаимодействия.

Это можно увидеть по форме выражений для N(q, k, l) и L(q, q+k). Если бы не было слагае-

мых с высшими производными, в каждой из этих функций осталось бы лишь первое слагае-

мое. Что касается вклада четвертой диаграммы, то он был бы равен в точности нулю. Тем не

менее, помимо этого усложнения, высшие ковариантные производные привносят и большое

упрощение в том, что все эти вклады даны интегралами от двойных полных производных.

Такая структура позволяет избавиться от интеграла по одному из петлевых импульсов и

превратить эти вклады фактически в интегралы с меньшим количеством петель (как с

формальной точки зрения, поскольку количество импульсов, по которым ведется интегри-

рование, становится на один меньше, так и в том смысле, что получающиеся интегралы

совпадают с теми, которые дают вклады в аномальные размерности в порядке, на едини-

цу меньшем, как мы позже увидим). Причина этого в том, что поскольку мы работаем в

безмассовой теории, пропагаторы киральных суперполей материи содержат сингулярности

вида 1/q2. Наши диаграммы также содержат линии квантового калибровочного суперполя,

чей пропагатор также имеет сингулярность подобного рода. Таким образом, когда двойная

полная производная действует на 1/q2, в результате получается нуль везде, за исключением

точки q2 = 0. На самом деле, как известно,

∂

∂qµ
∂

∂qµ

1

q2
= −4π2δ4(q). (2.43)

Таким образом, интегралы (2.37)–(2.40) должны на самом деле пониматься не просто как ин-

тегралы от двойных полных производных, которые обычно равны нулю, а как интегралы от

двойных полных производных минус вклады, образующиеся в результате интегрирования
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с дельта–функцией. С другой точки зрения, которая эквивалентна первой, эти интегралы

можно понимать как интегралы по всему четырехмерному евклидову пространству, из ко-

торого вырезаны особые точки. Именно так они и понимались в разделе 1.3 предыдущей

главы, что нашло свое отражение в формуле (1.35).

Используя формулу (1.35) или (2.43), мы избавляемся во вкладах (2.37)–(2.40) от ин-

тегрирования по одному из петлевых импульсов и в результате получаем

d

d lnΛ
(граф(1)) = −1

π

d

d lnΛ

∫
d4k

(2π)4
1

r
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jλimn
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0jmn

1

(k2Fk)2
; (2.44)
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; (2.45)
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В этих интегралах

lim
k→0
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lim
q→0

N(q, k, l) = l2FlFk;
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2;
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Кроме того,
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Теперь вычислим аномальные размерности, входящие в правую часть уравнения (2.1).

2.4. Вычисление аномальных размерностей

В предыдущем разделе мы сделали замечание, что соотношения (2.1) и (2.2) справед-

ливы для каждой из диаграмм на рисунке 2.1 по отдельности. Причем существует простое

правило, позволяющее соотнести вклады в β-функцию, приходящие от диаграмм на рисун-

ке 2.1, с вкладами в аномальные размерности. Необходимо лишь каждую диаграмму на

рисунке 2.1 разрезать всеми возможными способами, так чтобы в результате получались

одночастично неприводимые диаграммы с двумя внешними линиями. Тогда вклады в ано-

мальные размерности от получившихся таким образом диаграмм нужно подставить в пра-

вую часть уравнения (2.1) и сравнить с соответствующим вкладом в β-функцию. Отметим

нетривиальный характер такого соответствия. В предыдущей главе мы также использовали

подобное правило разрезания, но там разрезались лишь линии материи. В данном случае

необходимо также разрезать и линии квантового калибровочного суперполя.

На рисунке 2.2 отображены все диаграммы, получаемые с помощью такого разрезания.

Отметим, что в результате получаются как двухпетлевые, так и однопетлевые диаграммы.

При этом вклады последних при подстановке в правую часть тождества (2.1) сравниваются

с вкладами в том числе трехпетлевых диаграмм на рисунке 2.1 в левую часть этого тож-

дества. Это происходит потому, что согласно уравнениям (2.32) и (2.33) вклады однопетле-

вых диаграмм входят в это тождество через логарифмы соответствующих функций Грина.

Разложение двухточечной функции Грина кирального суперполя начинается с единичной

матрицы,

Gi
j = δi

j +O(α0) +O(λ2
0). (2.50)
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−→
(1.1)

−→
(2.1) (2.2) (2.3)

→






(3.1) (3.2) (3.3)

(3.4) (3.5)

−→
(4.1) (4.2) (4.3) (4.4)

Рис. 2.2. Диаграммы, дающие вклад в двухточечные функции Грина квантового калибровочного

суперполя и киральных суперполей материи, получаемые разрезанием соответствующих линий в

диаграммах на рисунке 2.1. Первый ряд диаграмм был получен разрезанием линий в диаграмме

(1) на рисунке 2.1, второй ряд — разрезанием линий в диаграмме (2) и т.д.

Когда мы подставляем это разложение в (2.33), чтобы вычислить аномальную размерность,

или сразу в правую часть тождества (2.2), нам приходится раскладывать (lnG)i
j в ряд

Тейлора,

(lnG)i
j =

(
ln(1 + ∆G)

)
i
j = (∆G)i

j − 1

2

(
(∆G)2

)
i
j + . . . (2.51)

В первое слагаемое в правой части этого уравнения вклад в рассматриваемом приближении

дают как однопетлевые, так и двухпетлевые диаграммы, а во второе — только однопетле-

вые диаграммы. При этом суммарный вклад однопетлевых диаграмм возводится во вторую

степень. В результате возникают квадраты однопетлевых вкладов и их перекрестные произ-

ведения. Именно такие квадраты и перекрестные произведения и имеются в виду, когда мы

говорим о том, что вклады в β-функцию от трехпетлевых графов на рисунке 2.1 должны

сравниваться с вкладами в аномальную размерность от однопетлевых диаграмм, получае-

мых разрезанием этих трехпетлевых графов.

Полные выражения для вкладов диаграмм на рисунке 2.2 в двухточечные функции

Грина квантового калибровочного суперполя V и киральных суперполей материи довольно



50

громоздки, поэтому здесь мы их приводить не будем, все их можно найти в Приложении Г.

Используя эти выражения, можно легко убедиться, что выполняются следующие соотноше-

ния:

d

d lnΛ
(граф(1)) = − 1

2πr
C(R)i

j d

d lnΛ
(∆G(1.1))j

i

∣∣∣∣
q=0

; (2.52)

d

d lnΛ
(граф(2)) =

C2

2π

d

d lnΛ
∆G

(2.1)
V

∣∣∣∣
k=0

−

− 1

2πr
C(R)i

j d

d lnΛ

(
(∆G(2.2))j

i + (∆G(2.3))j
i
)∣∣∣∣

q=0

; (2.53)

d

d lnΛ
(граф(3)) =

C2

2π

d

d lnΛ
∆G

(3.5)
V

∣∣∣∣
k=0

−

− 1

2πr
C(R)i

j d

d lnΛ

(
−(∆G(3.1))j

k(∆G(3.2))k
i + (∆G(3.3))j

i + (∆G(3.4))j
i
)∣∣∣∣

q=0

; (2.54)

d

d lnΛ
(граф(4)) =

C2

2π

d

d lnΛ
∆G

(4.3)
V

∣∣∣∣
k=0

−

− 1

2πr
C(R)i

j d

d lnΛ

(
−(∆G(4.1))j

k(∆G(4.2))k
i + (∆G(4.4))j

i
)∣∣∣∣

q=0

. (2.55)

Здесь в левой части стоят вклады в β-функцию (2.44)–(2.47) от диаграмм на рисунке 2.1. В

правой части стоят вклады в аномальные размерности суперполя V и суперполей материи,

выраженные с помощью формул (2.32) и (2.33) через вклады диаграмм на рисунке 2.2 в GV

и Gj
i соответственно, взятые при нулевом внешнем импульсе. Нумерация вкладов в GV и

Gj
i соответствует нумерации диаграмм на рисунке 2.2, полученных в результате разрезания.

При этом (∆G(1.1))j
i = (∆G(3.1))j

i = (∆G(4.1))j
i. Таким образом, непосредственно видно, что

тождество (2.1) выполняется для каждой диаграммы на рисунке 2.1 по отдельности, причем

на уровне интегралов и в полном соответствии с нашим правилом разрезания.

Просуммировав все рассматриваемые вклады в β-функцию и аномальные размерности,

соотношение (2.1) для них можно записать следующим образом:

∆β(α0, λ0)

α2
0

=
C2

π
∆γV (α0, λ0)−

1

2πr
C(R)i

j∆γj
i(α0, λ0), (2.56)

где ∆β(α0, λ0)/α
2
0 — сумма вкладов (2.44)–(2.47) и

∆γV (α0, λ0) =
1

2

d

d lnΛ

(
∆G

(2.1)
V +∆G

(3.5)
V +∆G

(4.3)
V

)∣∣∣∣
k=0

; (2.57)

∆γj
i(α0, λ0) =

d

d lnΛ

(
(∆G(1.1))j

i + (∆G(2.2))j
i + (∆G(2.3))j

i −

−(∆G(3.1))j
k(∆G(3.2))k

i + (∆G(3.3))j
i + (∆G(3.4))j

i −

−(∆G(4.1))j
k(∆G(4.2))k

i + (∆G(4.4))j
i
)∣∣∣∣

q=0

. (2.58)
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Теперь, после того как мы убедились, что интегралы в правой и левой частях уравнения

(2.56) одинаковы и соотношение (2.1) выполняется, можно эти интегралы вычислить явно.

Хотя они и выглядят довольно внушительно (см. (2.44)–(2.47)), их все же можно вычислить

для определенного класса регуляторов R(y) и F (y), а именно

F (y) = 1 + yn,

R(y) = 1 + ym. (2.59)

Мы не будем здесь приводить все детали вычислений, которые могут быть найдены в При-

ложении Д, ограничимся лишь перечислением основных результатов.

Во-первых, вычисление аномальной размерности квантового калибровочного суперпо-

ля сильно упрощается за счет того, что сумма трех вкладов (2.57) факторизуется в интеграл

от двойной полной производной,

∆γV (α0, λ0) = −
d

d ln Λ

1

4r
C(R)i

jλ∗

0jmnλ
imn
0 g20

∫
d4q

(2π)4
d4l

(2π)4
∂

∂qµ
∂

∂qµ

1

q2Fq(q + l)2Fq+ll2Fl
.

(2.60)

Это обстоятельство не должно нас удивлять, поскольку вследствие теоремы о неперенор-

мировке вершин вида V c̄c [17] константа перенормировки квантового калибровочного су-

перполя V связана с константами перенормировки калибровочной константы связи и духов

Фаддеева–Попова:
d

d lnΛ

(
lnZV + lnZc −

1

2
lnZα

)
= 0. (2.61)

Если мы ожидаем, что вклады в β-функцию калибровочной константы связи даются инте-

гралами от двойных полных производных, мы также можем ожидать, что по крайней мере

часть аномальной размерности суперполя V также дается интегралом от двойной полной

производной. Это свойство также упростило вычисление асимптотики однопетлевого поля-

ризационного оператора суперполя V в пределе нулевого внешнего импульса в работе [76],

где в полные производные свернулись слагаемые, не зависящие от калибровки. Кроме того,

оно проявилось при вычислении однопетлевой перенормировки суперполя V в работе [61],

где выполнение (2.61) и было впервые замечено.

Опять используя (2.43) и учитывая сингулярности подынтегрального выражения, мы
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получаем

∆γV (α0, λ0) = −
1

2πr
C(R)i

jλ∗

0jmnλ
imn
0 α0

d

d lnΛ

∫
d4l

(2π)4
1

l4F 2
l

= − 1

16π3r
C(R)i

jλ∗

0jmnλ
imn
0 α0.

(2.62)

Заметим, что формулы (2.32) и (2.33) требуют, чтобы дифференцирование по ln Λ при вы-

числении аномальных размерностей, определенных в терминах голых констант связи, про-

исходило при фиксированных значениях перенормированных зарядов. Следовательно необ-

ходимо учитывать, что голые заряды являются функциями перенормированных, содержа-

щими также степени ln(Λ/µ) и поэтому имеющими, вообще говоря, ненулевую производную

по ln Λ. Однако в (2.62) мы учли в этих функциях лишь ведущие слагаемые:

α0(α, λ, ln(Λ/µ)) = α +O(α2) и λijk
0 (α, λ, ln(Λ/µ)) = λijk +O(λα, λ3), (2.63)

поскольку учет более высоких порядков вывел бы нас за пределы нашего приближения.

Что касается вычисления интеграла в (2.62), оно объясняется в Приложении Д (см. форму-

лу (Д.4)).

Для вычисления вкладов в аномальную размерность суперполей материи нам все же

потребуются слагаемые более высокого порядка в разложениях (2.63). Однопетлевой вклад

в перенормировку калибровочной константы связи имеет вид

α0 = α− α2

2π

(
3C2

(
ln

Λ

µ
+ b11

)
− T (R)

(
ln

Λ

µ
+ b12

))
+O(α3, α2λ2), (2.64)

где b11 и b12 — конечные постоянные, зависящие от схемы вычитаний. Производная этой

функции по ln Λ имеет порядок α2, поэтому учет этой зависимости при вычислении аномаль-

ной размерности киральных суперполей дает в ведущем приближении слагаемое порядка

α2, не зависящее от λ. Поскольку нас интересуют квадратичные по юкавским константам

слагаемые в аномальной размерности, в дальнейшем разницей между α0 и α можно прене-

бречь. (Если бы однопетлевая перенормировка калибровочной константы связи зависела от

λ, эту разницу пришлось бы учесть.)

Однопетлевая перенормировка юкавских констант согласно (2.27) определяется одно-

петлевой перенормировкой суперполей материи, которая в свою очередь дается диаграмма-

ми, изображенными на рисунке 2.3.

Вклады диаграмм на рисунке 2.3 в функцию Gi
j даются выражениями (Г.1), (Г.4) и

(Г.7). Используя определение (2.33), можно получить
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Рис. 2.3. Однопетлевые диаграммы, дающие вклад в перенормировку суперполей материи

γi
j(α0, λ0) = −2C(R)i

j d

d lnΛ
g20

∫
d4k

(2π)4
1

k4Rk
+

+
d

d lnΛ
λ∗

0imnλ
jmn
0

∫
d4k

(2π)4
2

k4F 2
k

+O(g40, g
2
0λ

2
0, λ

4
0). (2.65)

Вычисляя оба этих интеграла (см. формулу (Д.4)) и пренебрегая разницей между голыми

и перенормированными зарядами, получаем

γi
j(α0, λ0) = −

g20
4π2

C(R)i
j +

1

4π2
λ∗

0imnλ
jmn
0 +O(g40, g

2
0λ

2
0, λ

4
0). (2.66)

Проинтегрировав для этой функции уравнение (2.30), мы получим однопетлевое значение

для констант перенормировки киральных суперполей материи Zi
j

Zi
j = δi

j +
α

π
C(R)i

j

(
ln

Λ

µ
+ g11

)
− 1

4π2
λ∗

imnλ
jmn

(
ln

Λ

µ
+ g12

)
+O(α2, αλ2, λ4). (2.67)

В этом выражении µ — это масштаб перенормировки, g11 и g12 — конечные константы,

зависящие от выбора схемы вычитаний. Таким образом, используя (2.27), мы получаем

однопетлевую перенормировку юкавских констант в виде

λijk
0 = λijk − α

2π

(
C(R)l

iλljk + C(R)m
jλimk + C(R)n

kλijn
)(

ln
Λ

µ
+ g11

)

+
1

8π2

(
λijmλ∗

mabλ
kab + λimkλ∗

mabλ
jab + λmjkλ∗

mabλ
iab
)(

ln
Λ

µ
+ g12

)

+O(λ5, α2λ, αλ3). (2.68)

Теперь, чтобы вычислить квадратичные по юкавским константам слагаемые в ано-

мальной размерности суперполей материи в двухпетлевом приближении, мы подставляем

зависимость (2.68) в правую часть уравнения (2.58), после этого берем производную по ln Λ,

а затем опять используем уравнение (2.68), чтобы выразить результат дифференцирования
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через голые константы связи. Очевидно, что в рассматриваемом приближении разница меж-

ду голыми и перенормированными юкавскими константами существенна лишь для вклада

(∆G(1.1))j
i в правой части (2.58), а в остальных слагаемых она даст слишком высокий поря-

док по константам связи. Вклад (∆G(1.1))j
i пропорционален λ∗

0jmnλ
imn
0 (см. выражение (Г.1)),

поэтому переход в (2.58) от голых юкавских констант к перенормированным перед диффе-

ренцированием по ln Λ и обратно после дифференцирования по ln Λ удобнее всего произ-

водить с помощью следующего соотношения, которое можно получить с использованием

(2.68) после небольшого числа алгебраических преобразований 2:

λ∗

0imnλ
jmn
0 = λ∗

imnλ
jmn − α

π

(
ln

Λ

µ
+ g11

)[
C(R)i

lλ∗

lmnλ
jmn + 2C(R)m

lλ∗

ilnλ
jmn

]

+O(λ4) +O(λ6, α2λ2, αλ4). (2.69)

После отбрасывания заведомо нулевых вкладов в (2.58) и с учетом соотношения (2.69)

можно получить, что квадратичные по юкавским константам вклады в аномальную размер-

ность суперполей материи в двухпетлевом приближении даются выражением вида

∆γi
j(α0, λ0) =

1

4π2
λ∗

imnλ
jmn

+16παC(R)i
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lmnλ
mnj d

d ln Λ
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1
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+
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(2π)4
1

k4Rkl4F 2
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− 1
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]

+32παλ∗
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)∫
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(2π)4
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]
. (2.70)

Детали вычисления интегралов в (2.70) при выборе регуляторов в виде (2.59) приведены в

Приложении Д. Здесь мы лишь выпишем конечный результат

∆γi
j(α0, λ0) =

1

4π2
λ∗

0imnλ
jmn
0 − α0

8π3

(
1− 1

n

)
C(R)i

lλ∗

0lmnλ
mnj
0

+
α0

4π3

(
1 +

1

n

)
λ∗

0imnλ
jml
0 C(R)l

n. (2.71)

2 Слагаемые порядка O(λ4) ниже получаются с помощью второй строки в уравнении (2.68), но явно

здесь не выписаны, поскольку нас интересует порядок O(αλ2).
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Поскольку, как мы видели, вклады в β-функцию связаны с вкладами в аномальные размер-

ности суперполя V и суперполей материи с помощью соотношений (2.52)–(2.55), вычислив

последние, мы автоматически получаем и первые. Используя соотношение (2.56) и резуль-

таты (2.62) и (2.71), получим

∆β(α0, λ0)

α2
0

=
C2

π
∆γV −

1

2πr
C(R)i

j∆γj
i = − α0

16π4r
λimn
0 λ∗

0jmnC2C(R)i
j

− 1

2πr
C(R)j

i

(
1

4π2
λ∗

0imnλ
jmn
0 − α0

8π3

(
1− 1

n

)
C(R)i

lλ∗

0lmnλ
mnj
0

+
α0

4π3

(
1 +

1

n

)
λ∗

0imnλ
jml
0 C(R)l

n

)
. (2.72)

Заметим, что ни в одном из выражений (2.62), (2.71) и (2.72) не появляются конечные

константы, связанные с выбором схемы вычитаний, такие как g11 и g12 из уравнения (2.67).

Как и ожидалось, результаты для ренормгрупповых функций, определенных в терминах

голых констант связи, оказались не зависящими от схемы вычитаний.

2.5. НШВЗ-схема вычитаний

В предыдущем разделе мы вычисляли вклады в β-функцию и аномальные размерно-

сти, определенные в терминах голых констант связи. Эти ренормгрупповые функции не

зависят от схемы вычитаний [16], хотя константы перенормировки и соотношения, связы-

вающие перенормированные и голые константы связи, содержат в себе признаки той или

иной схемы в виде конечных констант, таких как b11 и b12 в уравнении (2.64) или g11 и g12 в

уравнении (2.68). Кроме того, вычисленные нами вклады в так определенные аномальные

размерности и β-функцию удовлетворяют соотношению (2.1). Но, чтобы придать получен-

ным результатам физический смысл, необходимо уметь выражать их на языке конечных,

перенормированных констант связи. Не следует, однако, ожидать, что ренормгрупповые

функции, определенные в терминах перенормированных констант связи, будут автомати-

чески удовлетворять тому же самому соотношению, из-за конечных контрчленов, которые

различны в разных схемах вычитаний 3. Таким образом, необходимо особое предписание,

которое зафиксировало бы схему, в которой наше соотношение было бы справедливо. Как

мы уже говорили в разделе 2.1, это предписание было сформулировано в работе [17], и оно

3 Однако отдельные слагаемые все же будут, см. [54, 55].
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требует, чтобы константы перенормировки калибровочной константы связи и квантовых су-

перполей равнялись единице при некотором значении x0 величины ln(Λ/µ) (см. уравнения

(2.3)). Если это условие выполнено, ренормгрупповые функции, определенные в терминах

голых констант связи, и соответствующие им ренормгрупповые функции, определенные в

терминах перенормированных констант связи, имеют одинаковую функциональную зави-

симость от своих аргументов. Тогда и следует автоматически, что если тождество (2.1)

справедливо будучи сформулированным в терминах голых зарядов, то оно справедливо

и будучи сформулированным на языке перенормированных зарядов. Доказательство этого

факта, а также того, что такую схему всегда можно зафиксировать, является простым обоб-

щением абелева случая [16]; в разделе 1.5 мы уже проводили аналогичное доказательство

для функции Адлера. В случае x0 = 0 предписание (2.3) требует вычитания лишь степеней

ln(Λ/µ), в разделе 1.5 мы назвали такую схему HDMSL. В этом разделе мы покажем, как

предписание (2.3) работает на примере вычисленных нами вкладов.

Согласно (2.30) аномальная размерность суперполей материи определяется в терминах

голых зарядов как производная (lnZ)i
j по ln Λ при фиксированных значениях перенорми-

рованных зарядов. Поэтому мы можем легко восстановить полное выражение для констант

перенормировки, выражая (2.71) через перенормированные заряды и затем интегрируя по

lnΛ. Удобнее всего это сделать используя соотношение (2.69). Результат будет, конечно,

определен с точностью до постоянных интегрирования, которые должны интерпретировать-

ся как конечные постоянные, задаваемые той или иной схемой вычитаний,

(lnZ)i
j =
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π
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j

(
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+O(λ4) +O(α2) + слагаемые более высокого порядка, (2.73)

где к слагаемым порядка λ2 и αλ2, которые получаются интегрированием (2.71), мы также

добавили однопетлевой вклад порядка α из уравнения (2.67); и где, кроме того, помимо

констант g11 и g12, которые появились в однопетлевом приближении, мы имеем две новые

константы g21 и g22, значения которых должны определиться в двухпетлевом приближении.

Мы их ввели по одной на каждую тензорную структуру, образуемую генераторами пред-
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ставления и юкавскими константами, присутствующую в уравнении (2.71). По очевидным

причинам они не входят в данном приближении в аномальную размерность, определенную

ни одним из способов (они исчезают после дифференцирования по ln Λ или lnµ), однако

они будут существенны в следующем порядке.

Чтобы вычислить аномальную размерность, определенную в терминах перенормиро-

ванных констант связи, продифференцируем выражение (2.73) по lnµ, не забывая, что те-

перь мы фиксируем значения голых зарядов. Поэтому производная должна действовать

также и на произведение юкавских констант в слагаемом низшего порядка в уравнении

(2.73); что касается остальных слагаемых, то различие между перенормированными и го-

лыми зарядами в нашем приближении не играет для них никакой роли. Таким образом,

опять используя соотношение (2.69), мы дифференцируем уравнение (2.73) по lnµ и полу-

чаем
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1
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imnλ
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lmnλ
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, (2.74)

где ∆, как и в уравнении (2.71), означает, что выписан лишь вклад квадратичных по юкав-

ским константам слагаемых. Это выражение явно зависит от схемы вычитаний, поскольку

содержит две конечные константы: g11 и g12, — значения которых зависят от перенормиро-

вочного предписания.

Используя результат работы [61] для однопетлевой перенормировки суперполя V , а

также полученный нами результат (2.62), аномальную размерность суперполя V , опреде-

ленную в терминах голых констант связи, в двухпетлевом приближении можно записать в

виде:

γV (α0, λ0) = −
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16π3r
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0jmnλ
imn
0 α0 +O(α2
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2
0λ

2
0, α0λ

4
0).

(2.75)

Проинтегрируем это выражение по ln Λ при фиксированных значениях перенормирован-

ных констант связи. Заметим, что разницей между голой и перенормированной калибро-

вочной константой связи можно здесь пренебречь, поскольку ее однопетлевая перенорми-

ровка (2.64) не зависит от юкавских констант. В результате интегрирования получим
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где v1 и v2 — конечные постоянные. Дифференцируя это выражение по lnµ, получаем

∆γ̃V (α, λ) = −
1

16π3r
C(R)i

jλ∗

jmnλ
imnα. (2.77)

Таким образом, квадратичный по юкавским константам вклад в γ̃V оказался не зависящим

от схемы вычитаний.

Обратимся теперь к вкладу в β-функцию. Можно получить соотношение между пе-

ренормированной и голой калибровочной константой связи, если проинтегрировать (2.72)

по ln Λ в точности так же, как это было сделано при получении констант перенормировки

киральных суперполей материи:

∆
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Здесь мы имеем конечную константу g11, которая пришла из однопетлевого определения

перенормированной юкавской константы (2.68), и несколько новых констант: b2 и b3i, где i =

1, 2, 3, — которые определяют перенормированную калибровочную константу связи в двух-

и трехпетлевом приближении соответственно. Теперь дифференцируя это соотношение по

lnµ при фиксированных значениях голых констант связи, что может быть легко выполнено

с использованием соотношения (2.69), мы получаем
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Мы видим, что конечные константы b3i, i = 1, 2, 3, появившиеся в трехпетлевом прибли-

жении, исчезают после дифференцирования и никакой роли не играют, однако осталась

зависимость от двух констант: g11 и b2.

Очевидно, что при произвольных значениях констант g11, g12 и b2 соотношение, анало-

гичное (2.56), для вкладов (2.79), (2.77) и (2.74) не выполняется. Зафиксируем значения ко-

нечных констант с помощью перенормировочного предписания (2.3). Положим ln(Λ/µ) рав-

ным какому-нибудь значению x0, которое может быть любым конечным числом, включая

нуль. Затем подберем значения констант g11, g12 и b2 таким образом, чтобы при ln(Λ/µ) = x0

удовлетворялись следующие условия:

Zi
j(α, λ, ln(Λ/µ) = x0) = δi

j, Zα(α, λ, ln(Λ/µ) = x0) = 1. (2.80)

Из первого из них, используя (2.73), мы получаем

g11 = −x0, g12 = −x0; (2.81)

а из второго, которое эквивалентно требованию α−1 − α−1
0 = 0, используя (2.78), получаем

b2 = −x0. (2.82)

Мы не приводим здесь значения для остальных констант, поскольку они исчезают из конеч-

ных выражений для β̃, γ̃V и γ̃i
j в рассматриваемом приближении. Из (2.81) мы видим, что

g11 = g12, поэтому они взаимно уничтожаются в выражении (2.74). Из первого из уравнений

(2.81) и уравнения (2.82) следует, что g11 = b2, поэтому они также взаимно уничтожают

друг друга в выражении (2.79). Таким образом, мы видим, что, как и ожидалось, в схе-

ме перенормировки, фиксируемой условиями (2.3), вид β и γi
j тождественен виду β̃ и γ̃i

j

соответственно и для вкладов (2.79), (2.77) и (2.74) выполняется соотношение

∆β̃(α, λ)

α2
=

C2

π
∆γ̃V (α, λ)−

1

2πr
C(R)i

j∆γ̃j
i(α, λ). (2.83)

Это означает, что для квадратичных по юкавским константам вкладов в ренормгрупповые

функции, определенные в терминах перенормированных констант связи, в трехпетлевом

приближении выполняется аналог тождества (2.1) и, следовательно, предписание (2.3) фик-

сирует НШВЗ-схему вычитаний.

Наконец, выпишем для полноты выражение для вкладов в β-функцию, квадратичных

по юкавским константам, в трехпетлевом приближении в НШВЗ-схеме (2.3):
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Отметим, что если взять x0 = 0, тогда условия (2.80) дадут нулевые значения всем

конечным константам в (2.73) и (2.78), включая g2i и b3i, таким образом оставляя лишь сте-

пени ln(Λ/µ). Именно поэтому мы и называем это предписание минимальным вычитанием

логарифмов, или MSL.

2.6. Заключение к главе

В этой главе мы применили метод высших ковариантных производных к вычислению

квадратичных по юкавским константам вкладов в β-функцию и аномальные размерности

квантовых суперполей в трех- и двухпетлевом приближении соответственно. Мы получили,

что вклады в β-функцию, определенную в терминах голых констант связи, даются интегра-

лами от двойных полных производных. Такая структура позволила избавиться от одного

интегрирования по петлевому импульсу и сравнить вклады в β-функцию с вкладами в ано-

мальные размерности квантового калибровочного суперполя и суперполей материи. В ре-

зультате такого сравнения мы обнаружили, что вклады в β-функцию и аномальные размер-

ности, определенные в терминах голых констант связи, удовлетворяют соотношению (2.1).

Что касается ренормгрупповых функций, определенных в терминах перенормированных

констант связи, то мы увидели, что для них аналог соотношения (2.1) выполняется только

в особой НШВЗ-схеме. С помощью простого предписания (2.3) нам удалось эту схему зафик-

сировать для квадратичных по юкавским константам вкладов в трехпетлевом приближении.

Отметим, что все интегралы, возникающие во вкладах в β-функцию и аномальные размер-

ности, нам удалось вычислить аналитически при определенном выборе регуляторов (2.59).
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Глава 3

Калибровочная зависимость однопетлевого

поляризационного оператора квантового калибровочного

суперполя

Мы видели в предыдущей главе, что вычисления в суперсимметричных калибровоч-

ных теориях сильно упрощаются за счет использования метода фонового поля, поскольку в

этом случае получающееся эффективное действие является явно калибровочно инвариант-

ным. При этом мы использовали член, фиксирующий калибровку (и инвариантный по от-

ношению к фоновым калибровочным преобразованиям), в виде (2.21), в котором регулятор

совпадал с регулятором в действии для калибровочного суперполя, а перенормированный

калибровочный параметр равнялся единице — выбор, который является аналогом калиб-

ровки Фейнмана. Однако интересно хотя бы на однопетлевом уровне исследовать калибро-

вочную зависимость получаемых по теории возмущений результатов. Это может оказаться

полезным, поскольку, как мы увидим, позволяет заметить некоторые соотношения между

константами перенормировки, которые трудно заметить при вычислении в минимальной

калибровке (2.21). Поэтому в этой главе мы собираемся использовать член, фиксирующий

калибровку, более общего вида, чтобы в итоге получить некоторые следствия, которые от

калибровки не зависят.

3.1. Описание теории и квантования

Опять рассмотрим N = 1 суперсимметричную теорию Янга–Миллса, регуляризован-

ную высшими ковариантными производными. Интерес представляет поляризационный опе-

ратор квантового калибровочного суперполя, вычисленный в общей калибровке в однопетле-

вом приближении. Полученному результату сразу же найдется два применения: во-первых,

однопетлевые диаграммы, дающие вклад в поляризационный оператор, являются составны-

ми частями диаграмм с бо́льшим количеством петель; а во-вторых, на однопетлевом уровне

можно заметить отсутствие перенормировки вершин с одной линией квантового калибро-

вочного суперполя и двумя линиями духов Фаддеева–Попова [61]. Что касается первого

применения, мы уже использовали результат для однопетлевого поляризационного опера-

тора (правда, в калибровке Фейнмана) в главе, посвященной вычислению функции Адлера
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в трехпетлевом приближении, где часть этого результата представлена в уравнениях (1.36)

и (1.37) функцией f(k/Λ). Второго применения мы коснемся чуть позже.

Действие для N = 1 суперсимметричной теории Янга–Миллса с безмассовыми су-

перполями материи в произвольном представлении простой калибровочной группы после

введения в него высших ковариантных производных имеет вид

S + SΛ =
1

2g20
Re tr

∫
d4x d2θ eΩW αe−Ω

[
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2∇2

16Λ2

)]
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eΩWαe
−Ω +

1

4
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d4x d4θ φ+

×eΩ+

e2V F
(
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2∇2
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)
eΩφ+

(1
6

∫
d4x d2θ λijk

0 φiφjφk + c.c.
)
, (3.1)

где, как и в предыдущей главе, R и F — функции с достаточно быстрым ростом на бесконеч-

ности и равные единице в нуле; ковариантные производные определены обычным образом

с помощью (2.10) и (2.11); а индекс «Adj», как и ранее, означает, что суперсимметричная

напряженность Wα находится в присоединенном представлении калибровочной группы. В

действии (3.1) мы предполагаем использование метода фонового поля, так что калибровоч-

ное суперполе расщепляется на квантовую и классическую части согласно (2.6), а Wα имеет

вид (2.9). Однако для вычисления поляризационного оператора квантового калибровочного

суперполя зависимость действия от фонового калибровочного суперполя несущественна.

Чтобы регуляризовать однопетлевые расходимости, мы добавим к действию (3.1) три

коммутирующих массивных киральных суперполя в присоединенном представлении

Sϕ =
1

2g20
tr
∫

d4x d4θ

(
ϕ+
1

[
eΩ

+

e2V R
(
− ∇̄

2∇2

16Λ2

)
eΩ
]
Adj

ϕ1 + ϕ+
2

[
eΩ

+

e2V eΩ
]
Adj

ϕ2

+ϕ+
3

[
eΩ

+

e2V eΩ
]
Adj

ϕ3

)
+

1

2g20
tr
(∫

d4x d2θMϕ(ϕ
2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3) + c.c.

)
(3.2)

и набор массивных антикоммутирующих киральных суперполей в том же представлении,

что и суперполя материи

SΦ =
1

4

∫
d4xd4θΦ+eΩ

+

e2V F

(
−∇̄

2∇2

16Λ2

)
eΩΦ +

1

4

(∫
d4xd2θM ijΦiΦj + c.c.

)
, (3.3)

где предполагается, что M jkM∗

ki = M2δji , а также что массы суперполей Паули–Вилларса

пропорциональны параметру обрезания:

Mϕ ≡ aϕΛ, M ≡ aΛ (3.4)
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c коэффициентами aϕ и a, не зависящими от констант связи.

Теперь в отличие от того, что делалось в предыдущей главе, введем в действие член,

фиксирующий калибровку, в виде

Sgf = −
1

16ξ0g20
tr
∫

d4x d4θ∇2V K
(
− ∇̄

2
∇

2

16Λ2

)

Adj
∇̄

2V, (3.5)

где функция K удовлетворяет тем же условиям, что и функции R и F , а ξ0 — голый калиб-

ровочный параметр. Действие для духов Фаддеева–Попова в этом случае имеет вид (2.18),

а действие для духов Нильсена–Каллош получается заменой функции R в уравнении (2.19)

на K. Духи Нильсена–Каллош не играют роли в вычислении поляризационного оператора

квантового калибровочного суперполя, поскольку они взаимодействуют лишь с фоновым

калибровочным суперполем.

Действие теории после фиксации калибровки обладает БРСТ-инвариантностью. При

фиксации калибровки с помощью слагаемого (3.5) БРСТ-преобразования имеют вид (2.20),

где функция R во второй строке должна быть заменена на K.

Отметим еще раз, что при вычислении поляризационного оператора квантового калиб-

ровочного суперполя фоновое калибровочное суперполе V везде можно положить равным

нулю. Кроме того, суперпотенциал с юкавским взаимодействием в действии (3.1) также не

дает вклада в однопетлевом приближении.

3.2. Поляризационный оператор квантового калибровочного

суперполя в однопетлевом приближении

Поскольку действие после регуляризации и фиксации калибровки обладает БРСТ-

инвариантностью и, как следствие, справедливы тождества Славнова–Тейлора [74, 75, 86],

квантовые поправки в двухточечную функцию Грина квантового калибровочного суперпо-

ля поперечны и квадратичная по суперполю V часть эффективного действия может быть

записана в виде

Γ
(2)
V − S

(2)
gf = − 1

8π
tr
∫

d4k

(2π)4
d4θ V (−k, θ)∂2Π1/2V (k, θ) d−1

q

(
α0, λ0, k

2/Λ2
)
. (3.6)

Здесь d−1
q (α0, λ0, k

2/Λ2) = α−1
0 R(k2/Λ2) + O(1), где O(1) обозначает квантовые поправки.

Поместим их в отдельную функцию Π(α0, λ0, k
2/Λ2), которую мы и будем называть поляри-
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зационным оператором и которую определим с помощью следующего соотношения:

d−1
q (α0, λ0, k

2/Λ2)− α−1
0 R(k2/Λ2) ≡ −α−1

0 Π(α0, λ0, k
2/Λ2). (3.7)

С помощью Π эффективный пропагатор квантового калибровочного суперполя V A можно

записать в виде

2i

(
1(

R− Π
)
∂2
− 1

16∂4

(
D2D̄2 + D̄2D2

)( ξ0
K
− 1

R−Π

))
δ8(x1 − x2)δ

AB, (3.8)

где K ≡ K(∂2/Λ2), R ≡ R(∂2/Λ2) и Π ≡ Π(α0, λ0, ∂
2/Λ2). Именно это выражение и было

использовано при вычислении вкладов в D-функцию Адлера и аномальную размерность

суперполей материи в главе 1.

Вклад в поляризационный оператор суперполя V дают диаграммы трех типов, все

они изображены на рисунке 3.1. В первом столбце содержатся диаграммы с петлей са-

мого́ квантового калибровочного суперполя, во втором — духов Фаддеева–Попова (но не

Нильсена–Каллош), в третьем — суперполей материи и всех существующих суперполей Па-

ули–Вилларса.

Рис. 3.1. Однопетлевые диаграммы, дающие вклад в поляризационный оператор квантового калиб-

ровочного суперполя

Обратимся к вычислению диаграмм в первом столбце. Как видно, они содержат вер-

шины с тремя и четырьмя линиями квантового калибровочного суперполя. При способе

регуляризации, принятом в этой работе, вид обеих вершин довольно внушителен; причиной

тому служат полные ковариантные производные в действии (3.1), которые сами по себе

содержат квантовое калибровочное суперполе. Это обеспечивает правильный закон преоб-

разования (2.16) для полных ковариантных производных при квантовых калибровочных

преобразованиях и в конечном итоге гарантирует БРСТ-инвариантность действия. Конеч-

но, можно воспользоваться несколько более простым методом регуляризации, при котором

в действие вводятся фоновые ковариантные производные [59], но при этом усложняется
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процедура перенормировки: приходится вводить в действие дополнительные контрчлены,

восстанавливающие тождества Славнова–Тейлора [66–69].

Приведем в импульсном представлении выражение для тройной вершины,

S(3) =
ifABCg0

16

∫
d4q

(2π)4
d4p

(2π)4
d4θ Rq+pV

A(q)
(
DαV B(p)

)
D̄2DαV

C(−q − p)

+
ifABCg0

32

∫
d4q

(2π)4
d4p

(2π)4
d4θ

Rq+p − Rq

(q + p)2 − q2
(
D̄2DαV A(−q − p)

)

×V B(p)D2D̄α̇V
C(q)qα̇α, (3.9)

и для четверной вершины,

S(4) =
g20
32

fABEfCDE

∫
d4q

(2π)4
d4p

(2π)4
d4k

(2π)4
d4θ

(
4

3
Rq+p+k

(
D̄2DαV A(−q − p− k)

)

×V B(q)V C(p)DαV
D(k) +Rp+kV

A(−q − p− k)
(
DαV B(q)

)
D̄2V C(p)DαV

D(k)

)

+
g20
128

fABEfCDE

∫
d4q

(2π)4
d4p

(2π4)

d4k

(2π)4
d4θ

Rq+p −Rq

(q + p)2 − q2
(
D̄2DαV A(−q − p)

)

×[V B(p), D2]D̄2V C(k)DαV
D(q − k)

+
g20
128

fABEfCDE

∫
d4q

(2π)4
d4p

(2π)4
d4k

(2π)4
d4θ

Rq+p −Rq

(q + p)2 − q2
(
D̄2DαV A(−q − p)

)

×[D2, V B(p− k)]V C(k)D̄2DαV
D(q)

+
g20

2048
fABEfCDE

∫
d4q

(2π4)

d4p

(2π)4
d4k

(2π)4
d4θΛp,q,k

(
D̄2DαV A(−p− q − k)

)

×[V B(p), D2]D̄2[V C(q), D2]D̄2DαV
D(k), (3.10)

где fABE — структурные константы, a Λp,q,k имеет вид

Λp,q,k ≡
Rp+q+k

((p+ q + k)2 − (q + k)2)((p+ q + k)2 − k2)

+
Rq+k

((q + k)2 − (p+ q + k)2)((q + k)2 − k2)
+

Rk

(k2 − (q + k)2)(k2 − (p+ q + k)2)
. (3.11)

Кроме того, мы явно не выписываем аргумент θ у калибровочных суперполей; спинорные

производные, чье действие не ограничено круглыми скобками, действуют на все, что сто-

ит справа от них; а квадратные скобки обозначают коммутатор [V C(q), D2] = V C(q)D2 −
D2V C(q). Наконец, пропагатор квантового калибровочного суперполя в калибровке (3.5) в

импульсном пространстве после поворота Вика имеет вид:

2i

(
1

Rkk2
− 1

16k4

(
D2D̄2 + D̄2D2

)( ξ0
Kk
− 1

Rk

))
δAB, (3.12)
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где Rk ≡ R(k2/Λ2), Kk ≡ K(k2/Λ2).

Поляризационный оператор квантового калибровочного суперполя в однопетлевом при-

ближении может быть записан в виде суммы трех слагаемых [76]:

Π(α0, λ0, k
2/Λ2) = −8πα0

(
C2 f(k/Λ) + C2 g(ξ0, k/Λ) + T (R) h(k/Λ)

)
+O(α2

0, α0λ
2
0), (3.13)

где f(k/Λ) — не зависящая от ξ0 часть вклада калибровочной петли и вклад духов Фад-

деева–Попова плюс вклад соответствующих суперполей Паули–Вилларса; g(ξ0, k/Λ) — за-

висящая от ξ0 часть вклада калибровочной петли; h(k/Λ) — вклад суперполей материи

и соответствующих суперполей Паули–Вилларса. Функция f(k/Λ) уже встречалась нам в

первой главе, она дается интегралом (А.10); выражение для h(k/Λ) может быть найдено в

работе [76], здесь мы приведем лишь выражение для части, зависящей от калибровки:

g(ξ0, k/Λ) =

∫
d4l

(2π)4

[
1

2l4

( ξ0
Kl
− 1

Rl

)(
Rk+l −

2

3
Rk

)
− 1

2Rll2(k + l)4

( ξ0
Kk+l

− 1

Rk+l

)

×(kµRk + lµRl)
2 − R2

kk
2lµ(k + l)µ

4l4(k + l)4

( ξ0
Kl
− 1

Rl

)( ξ0
Kk+l

− 1

Rk+l

)]
. (3.14)

Как видно, этот интеграл сходится в ультрафиолетовой области благодаря регуляризации,

однако расходится в инфракрасной, поэтому мы здесь предполагаем наличие инфракрас-

ного обрезания. Несмотря на инфракрасную расходимость, мы легко можем найти зависи-

мость этого интеграла от Λ; для этого достаточно лишь продифференцировать его по lnΛ

и положить k равным нулю. При этом инфракрасные расходимости исчезнут благодаря

степеням петлевого импульса, возникающим при дифференцировании регуляторов,

d

d lnΛ
g(ξ0, k/Λ)

∣∣∣∣∣
k=0

= −1
3

d

d lnΛ

∫
d4l

(2π)4
1

l4

(
ξ0
Kl

− 1

Rl

)
= −ξ0 − 1

24π2
. (3.15)

Проделывая то же самое в отношении других слагаемых, можно найти (см. работу [76])

dΠ

d ln Λ

∣∣∣
k=0

=
α0

2π

(
3C2 − T (R)

)
− α0C2(1− ξ0)

3π
+O(α2

0, α0λ
2
0). (3.16)

Отметим, что при выборе ξ0 = 1 и R = K функция g(ξ0, k/Λ) и соответствующий ей вклад

в (3.16) обращаются в нуль.

Приведем некоторые следствия этого соотношения. Введем для теории (3.1) константы

перенормировки, так что
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1

α0
=

Zα

α
; V = VR; V = ZVZ

−1/2
α VR;

1

ξ0
=

Zξ

ξ
; c̄c = ZcZ

−1
α c̄RcR.

(3.17)

Здесь α и ξ обозначают перенормированную калибровочную константу связи и перенормиро-

ванный калибровочный параметр, а индекс «R» обозначает перенормированные суперполя.

Также предполагается, что голый или перенормированный заряд включен в разложение

соответственно голых или перенормированных суперполей по генераторам фундаменталь-

ного представления. В силу явной калибровочной инвариантности фоновое калибровочное

суперполе не перенормируется. Кроме приведенных в (3.17) констант перенормировки, есть

еще константы перенормировки суперполей материи и духов Нильсена–Каллош, но мы не

будем их здесь касаться.

Константа перенормировки для квантового калибровочного суперполя ZV определяет-

ся так, чтобы выражение

(
1− Π

(
α0(α, λ, ln(Λ/µ)), λ0(α, λ, ln(Λ/µ)), k

2/Λ2
))

Z2
V

(
α, λ, ln(Λ/µ)

)
, (3.18)

где µ — масштаб перенормировки, было конечным в пределе Λ → ∞. (Здесь λ обозна-

чает перенормированные юкавские константы, определяемые с помощью (2.27).) Отсюда,

используя определение (2.29), в низшем порядке получим

2γV (α0, λ0) = −
dΠ

d lnΛ

∣∣∣∣
k=0

+O(α2
0, α0λ

2
0) = −

α0

2π

(
3C2 − T (R)

)
+

α0C2(1− ξ0)

3π
+O(α2

0, α0λ
2
0).

(3.19)

Легко видеть, что первое слагаемое в правой части этого уравнения равно β(α0)/α0, где β —

однопетлевая β-функция. В работе [61] можно увидеть, что это не является просто числен-

ным совпадением и что слагаемые в Π, не зависящие от калибровки, даваемые функциями

f и h в уравнении (3.13), в пределе нулевого внешнего импульса сворачиваются в интегралы

от двойных полных производных, которые совпадают с интегралами, дающими β-функцию

в однопетлевом приближении. Заметим при этом, что слагаемые в поляризационном опе-

раторе, зависящие от ξ0, даваемые в уравнении (3.13) функцией g, в интегралы от полных

производных при k → 0 не сворачиваются, как видно по уравнению (3.15).

Вспоминая определение β-функции в терминах голых зарядов (2.28), мы можем пере-



68

писать это в виде

d lnZ2
V

d lnΛ
=

d lnZα

d lnΛ
− α0C2(1− ξ0)

3π
+O(α2

0, α0λ
2
0) (3.20)

или, после интегрирования по ln Λ,

lnZ2
VZ

−1
α = −αC2(1− ξ)

3π

(
ln

Λ

µ
+ a1

)
+O(α2, αλ2), (3.21)

где a1 — константа интегрирования. (Правая часть этого соотношения содержит перенор-

мированные, а не голые величины, поскольку согласно (2.28) и (2.29) дифференцирование

или интегрирование по lnΛ происходит при фиксированных значениях перенормированных

величин. Это означает, что голые величины в правой части (3.20) должны рассматривать-

ся как функции перенормированных; в уравнении (3.21) мы учли в этих функциях лишь

низший порядок.) Из тождеств Славнова–Тейлора следует, что член, фиксирующий калиб-

ровку, не перенормируется, поэтому Zξ = Z−2
V . Поэтому

1

g20ξ0
=

1

ξg2
ZαZ

−2
V , (3.22)

что с учетом (3.21) дает

1

g20ξ0
=

1

ξg2
+

C2(1− ξ)

12π2ξ

(
ln

Λ

µ
+ a1

)
+O(α, λ2), (3.23)

результат, которым мы воспользовались в первой главе.

Рис. 3.2. Диаграммы, дающие вклад в аномальную размерность духов Фаддеева–Попова в одно-

петлевом приближении

Рассмотрим теперь перенормировку духов Фаддеева–Попова. Запишем билинейную по

духовым суперполям часть эффективного действия в виде

Γ(2)
c =

1

2g20
tr
∫

d4p

(2π)4
d4θ
(
−c̄(−p, θ)c+(p, θ) + c̄+(−p, θ)c(p, θ)

)
Gc(α0, λ0, p

2/Λ2). (3.24)
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Двухточечная функция Грина Gc в однопетлевом приближении получает квантовые поправ-

ки от диаграмм, изображенных на рисунке 3.2. Константа перенормировки Zc для духов

Фаддеева–Попова определяется так, чтобы функция

Zc

(
α, λ, ln(Λ/µ)

)
Gc

(
α0

(
α, λ, ln(Λ/µ)

)
, λ0

(
α, λ, ln(Λ/µ)

)
, p2/Λ2

)
(3.25)

была конечной в пределе Λ → ∞. Отсюда аномальная размерность для духов Фадде-

ева–Попова, определенная в терминах голых констант связи, вычисляется как

γc(α0, λ0) ≡ −
d lnZc

d lnΛ

∣∣∣∣
α,λ=const

=
d lnGc

d lnΛ

∣∣∣∣
α,λ=const, p→0

. (3.26)

Вычислив вклады в Gc от диаграмм на рисунке 3.2, можно получить, что аномальная

размерность духов Фаддеева–Попова, определенная в терминах голых констант связи, в

однопетлевом приближении дается выражением (см. работу [61]):

γc = 4πα0C2

∫
d4q

(2π)4
d

d ln Λ

(
− 1

3Rq4
+

ξ0
3Kq4

)
+O(α2

0, α0λ
2
0)

= −α0C2(1− ξ0)

6π
+O(α2

0, α0λ
2
0). (3.27)

Легко видеть, что калибровочно зависимое слагаемое в правой части этого уравнения повто-

ряет слагаемое в правой части уравнения (3.20) (с точностью до множителя 1/2). Отсюда,

учитывая, что γc = −d lnZc/d lnΛ, получаем следующее соотношение на константы пере-

нормировки в однопетлевом приближении:

d

d lnΛ

(
lnZc + lnZV −

1

2
lnZα

)
= 0. (3.28)

В силу калибровочной инвариантности, вершины с одним квантовым калибровочным

суперполем и двумя суперполями духов Фаддеева–Попова не получают расходящихся кван-

товых поправок и перенормируются только за счет констант перенормировки входящих в

них суперполей и заряда. Утверждение (3.28) говорит нам о том, что и эта перенормировка

является конечной, по крайней мере в однопетлевом приближении. Однако оказывается,

что этот результат можно обобщить и на все порядки теории возмущений [17].

3.3. Заключение к главе

Таким образом, мы в однопетлевом приближении вычислили калибровочно зависимую

часть поляризационного оператора квантового калибровочного суперполя с использованием
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БРСТ-инвариантной регуляризации высшими ковариантными производными и тем самым

исследовали калибровочную зависимость аномальной размерности квантового калибровоч-

ного суперполя в одной петле. Это вычисление позволило нам сделать два основных выво-

да. Во-первых, перенормировка калибровочного параметра по крайней мере в однопетлевом

приближении имеет простейший вид в калибровке Фейнмана ξ = 1. Во-вторых, с учетом

результата для однопетлевой перенормировки духов Фаддеева–Попова можно заключить,

что вершины с одной линией квантового калибровочного суперполя и двумя линиями супер-

полей духов не перенормируются, причем этот вывод впоследствии оказывается справедлив

во всех порядках теории возмущений [17]. В любом случае, исследование калибровочной за-

висимости β-функции и аномальных размерностей суперполей N = 1 суперсимметричной

теории Янга–Миллса, регуляризованной высшими ковариантными производными, необхо-

димо, поскольку на настоящий момент трудно сказать, выполняется ли соотношение (2.1)

только в какой-либо конкретной калибровке (а в предыдущей главе мы проверяли его в

калибровке Фейнмана) или является калибровочно независимым.
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Глава 4

Двойные полные производные в N = 1

суперсимметричной квантовой электродинамике

4.1. Двойные полные производные из тождества для функций

Грина

В этом разделе мы рассмотрим N = 1 суперсимметричную квантовую электродина-

мику и исследуем в ней возникновение интегралов от двойных полных производных во

вкладах в β-функцию. Для самой β-функции в суперсимметричной электродинамике суще-

ствует абелева версия НШВЗ-соотношения, имеющая вид:

β(α) =
α2Nf

π

(
1− γ(α)

)
, (4.1)

где γ(α) — аномальная размерность суперполей материи, Nf — количество ароматов. В

абелевом случае НШВЗ-соотношение было впервые получено в работах [8, 39]. Как уже

указывалось, путем непосредственного суммирования вкладов диаграмм Фейнмана во всех

порядках теории возмущений это соотношение было получено при использовании регуляри-

зации высшими ковариантными производными в работах [14, 15], причем оно было получе-

но для β-функции и аномальной размерности, определенных в терминах голой константы

связи. При этом в абелевом случае впервые удалось зафиксировать схему вычитаний, в

которой НШВЗ-соотношение также справедливо и для ренормгрупповых функций, опре-

деленных в терминах перенормированной константы связи [16]. (Отметим также, что и

при использовании размерной редукции можно сформулировать аналогичное предписание,

которое будет давать НШВЗ-соотношение в трехпетлевом приближении на перенормиро-

ванном языке, хотя на языке голой константы связи оно в этом случае выполняться не

будет [46].) В первых двух главах мы видели, как НШВЗ-соотношение или аналогичные

ему соотношения возникали благодаря тому, что вклады в β-функцию калибровочной кон-

станты связи давались интегралами от двойных полных производных при использовании

регуляризации высшими производными. В работе [15] факторизация вкладов в β-функцию

в интегралы от двойных полных производных была доказана для абелева случая во всех

порядках теории возмущений. В этой работе такая структура квантовых поправок следо-

вала из тождества, связывающего двухточечные функции Грина фонового калибровочного
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суперполя и суперполей материи, построенного с помощью уравнений Швингера–Дайсона

для N = 1 суперсимметричной квантовой электродинамики с Nf ароматами суперполей

материи. (Уравнения Швингера–Дайсона широко применяются в квантовой теории поля,

см. [77, 88, 89], возможность их применения для получения НШВЗ-соотношения впервые

обсуждалась в работе [90].) Это тождество позволяет непосредственно строить интегралы

от двойных полных производных, дающие вклад в β-функцию в некотором порядке теории

возмущений, по вкладам в двухточечные функции Грина суперполей материи в предыду-

щем порядке. В этой главе мы проверим в трехпетлевом приближении результаты работы

[15] и, в частности, справедливость тождества для функций Грина.

4.2. Действие N = 1 суперсимметричной квантовой

электродинамики с Nf ароматами и ее регуляризация

Рассмотрим N = 1 суперсимметричную квантовую электродинамику с Nf ароматами,

действие которой в безмассовом пределе имеет вид

S =
1

4e20
Re
∫

d4x d2θW aWa +
1

4

Nf∑

α=1

∫
d4x d4θ

(
φ∗

αe
2V φα + φ̃∗

αe
−2V φ̃α

)
, (4.2)

где V — вещественное калибровочное суперполе, а φα и φ̃α при α = 1, . . . , Nf — пары кираль-

ных суперполей с противоположными зарядами. Как обычно, e0 обозначает голый заряд.

Мы также будем пользоваться обозначением α0 = e20/4π. В абелевом случае суперсиммет-

ричная напряженность калибровочного суперполя имеет простой вид

Wa =
1

4
D̄2DaV, (4.3)

где D̄ȧ и Da — левая и правая спинорные производные.

Мы воспользуемся методом фонового поля [85]. В абелевом случае расщепление калиб-

ровочного суперполя на квантовую и классическую части несколько проще и представляет

собой простую сумму квантового V и фонового V суперполей:

V → VT = V + V . (4.4)

Кроме того, следуя работе [15], мы вводим в действие параметр g следующим образом:

e2V → 1 + g(e2V − 1); e−2V → 1 + g(e−2V − 1), (4.5)
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где V — квантовое калибровочное суперполе. При этом экспоненты с фоновым суперполем

мы оставляем неизменными. Параметр g имеет простой смысл: его степень во вкладе от

данной диаграммы дает количество вершин, содержащих хотя бы одну линию квантового

калибровочного суперполя. Отметим, что этот параметр явно нарушает инвариантность

относительно квантовых калибровочных преобразований, но не затрагивает фоновую ка-

либровочную инвариантность.

Далее, регуляризуем теорию, добавляя к действию слагаемое с высшими производными

(причем обычными) и вводя в производящий функционал детерминанты Паули–Вилларса

для устранения однопетлевых расходимостей и подрасходимостей [72, 73]. В итоге произво-

дящий функционал принимает вид [15]:

Z = eiW =

∫
DV DφDφ̃

n∏

I=1

det(V,V ,MI)
cINf exp

(
iSreg + iSgf + iSsource

)

=

∫
Dµ exp

(
iStotal + iSgf + iSsource

)
. (4.6)

Массы суперполей Паули–Вилларса пропорциональны параметру обрезания Λ, появляюще-

муся в слагаемом с высшими производными: MI = aIΛ, где aI — не зависящие от константы

связи параметры. Коэффициенты cI = (−1)PI+1 должны удовлетворять условиям

n∑

I=1

cI = 1;
n∑

I=1

cIM
2
I = 0, (4.7)

где (−1)PI играет роль грассмановой четности соответствующего суперполя Паули–Виллар-

са. С учетом того, что cI = ±1, суперполя Паули–Вилларса и обычные суперполя материи

можно рассматривать одинаково. Поэтому ниже мы будем предполагать, что суперполя

материи соответствуют I = 0 и MI=0 = 0. Действие регуляризованной теории и член, фик-

сирующий калибровку, в (4.6) имеют вид:

Stotal =
1

4e20
Re
∫

d4x d2θW aR(∂2/Λ2)Wa +
1

4e20
Re
∫

d4x d2θW a
W a

+
1

4

n∑

I=0

Nf∑

α=1

∫
d4x d4θ

[
φ∗

αe
2V
(
1 + g(e2V − 1)

)
φα + φ̃∗

αe
−2V

(
1 + g(e−2V − 1)

)
φ̃α

]
I

+

n∑

I=0

Nf∑

α=1

(1
2

∫
d4x d2θMφαφ̃α + c.c.

)

I
;

Sgf = −
1

64e2

∫
d4x d4θ

(
V R(∂2/Λ2)D2D̄2V + V R(∂2/Λ2)D̄2D2V

)
, (4.8)
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где возникающая после расщепления фоновая суперсимметричная напряженность обозна-

чается как W a = D̄2DaV /4, а e — перенормированный заряд. Функция R удовлетворяет

обычным условиям для регулятора и может быть взята, например, в виде R = 1+ ∂2n/Λ2n.

После виковского поворота пропагатор квантового калибровочного суперполя имеет вид

e20
Rkk2

+
(e20 − e2)

16Rkk4

(
D̄2D2 +D2D̄2

)
. (4.9)

Член с источниками имеет обычный вид, однако для удобства мы также включаем в

него источники и для суперполей Паули–Вилларса. Эффективное действие определяется

как

Γ[V,V , φαI , φ̃αI ] = W − Ssource, (4.10)

где предполагается, что источники выражены через значения полей. Слагаемые в эффек-

тивном действии, квадратичные по фоновому калибровочному суперполю и билинейные по

суперполям материи (включая суперполя Паули–Вилларса) имеют вид 1

Γ(2) − Sgf = −
1

16π

∫
d4p

(2π)4
d4θV (θ,−p) ∂2Π1/2V (θ, p) d−1(α0,Λ/p)

+
1

4

n∑

I=0

Nf∑

α=1

∫
d4p

(2π)4
d4θ
(
φ∗

αI(θ,−p)φαI(θ, p) + φ̃∗

αI(θ,−p)φ̃αI(θ, p)
)
GI(α0,Λ/p)

−
( n∑

I=1

Nf∑

α=1

∫
d4p

(2π)4
d4θ φαI(θ,−p)

D2

16p2
φ̃αI(θ, p)MIJI(α0,Λ/p) + c.c.

)
. (4.11)

Разложение по константе связи для функций, входящих в это выражение, имеет вид:

d−1(α0,Λ/p) = α−1
0 +O(1); GI(α0,Λ/p) = 1 +O(α0); JI(α0,Λ/p) = 1 +O(α0). (4.12)

Напомним, что β-функцию, определенную в терминах голой константы связи, можно вы-

числить по функции d−1(α0,Λ/p) следующим образом:

d

d lnΛ

(
d−1(α0,Λ/p)− α−1

0

)∣∣∣
p=0

= −dα
−1
0 (α,Λ/µ)

d lnΛ
=

β(α0)

α2
0

, (4.13)

где α — перенормированная константа связи, µ — масштаб перенормировки и мы диф-

ференцируем по ln Λ при фиксированном значении перенормированной константы связи.

1 Все импульсы здесь евклидовы.
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Отсюда видно, что β-функция полностью определяется производной по ln Λ от функции

d−1(α0,Λ/p)−α−1
0 в пределе нулевого внешнего импульса, p→ 0. Функцию Грина фонового

калибровочного суперполя в пределе нулевого внешнего импульса можно получить, сделав

в эффективном действии замену

V (x, θ)→ θ4 · I(x) ≈ θ4, (4.14)

где I(x) — слабо меняющаяся функция, равная единице при конечных xµ и стремящаяся к

нулю на масштабе R→∞. Вводя регуляризованный объем пространства-времени

V4 ≡
∫

d4x I2 ∼ R4 →∞, (4.15)

можно легко получить [15]

1

2π
V4 ·

d

d lnΛ

(
d−1(α0,Λ/p)− α−1

0

)∣∣∣
p=0

=
1

2π
V4 ·

β(α0)

α2
0

=
d(∆Γ

(2)
V
)

d lnΛ

∣

∣

∣

∣

∣

V (x,θ)=θ4
, (4.16)

где мы используем обозначение

∆Γ ≡ Γ− 1

4e20
Re
∫

d4x d2θW a
W a. (4.17)

(Здесь индексы (2) и V означают, что берется лишь часть ∆Γ, квадратичная по фоновому

калибровочному суперполю.) Производная по ln Λ берется при фиксированном значении

перенормированной константы связи. Далее мы будем опускать регулятор I(x).

Мы уже неоднократно говорили, что интегралы, задающие β-функцию, определенную

в терминах голой константы связи, представляют собой интегралы от двойных полных

производных в импульсном пространстве. В работе [15] было показано, что это свойство

является следствием тождества между двухточечными функциями Грина, справедливого

во всех порядках теории возмущений, имеющего следующий вид 2:

d

d ln Λ

∂

∂ ln g

(1
2

∫
d8x d8y (θ4)x(θ

4)y
δ2∆Γ

δV xδV y

)

=
i

4
C(R)i

j d

d ln Λ
Tr (θ4)x

[
y∗µ,
[
y∗µ,
( δ2Γ

δ(φj)xδ(φ∗i)y

)
−1

+M ik
(D2

8∂2

)
x

( δ2Γ

δ(φk)xδ(φj)y

)
−1

+M∗

jk

( D̄2

8∂2

)
x

( δ2Γ

δ(φ∗k)xδ(φ∗i)y

)
−1]]

y=x
− сингулярности = −сингулярности, (4.18)

2 Производные эффективного действия, приведенные ниже, совпадают с соответствующими производ-

ными функции Рауса, которая использовалась в работе [15].
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где

(yµ)
∗ ≡ xµ − iθ̄ȧ(γµ)ȧ

bθb, (4.19)

и

[y∗µ, Axy] ≡ (y∗µ)xAxy − Axy(y
∗

µ)y; TrA ≡
∫

d8xAxx;

∫
d8x ≡

∫
d4x d4θ. (4.20)

Легко видеть, что двойные коммутаторы с y∗µ в импульсном пространстве превращаются

в двойные полные производные, откуда немедленно следует, что тождество (4.18) дает

β-функцию в виде интегралов от двойных полных производных. В уравнении (4.18) мы

также используем обозначение

φi ≡ (φαI , φ̃αI); φ∗i ≡ (φ∗

αI , φ̃
∗

αI), i = 1, . . . 2(n+ 1)Nf . (4.21)

Суперполя φi включают как обычные суперполя материи, так и суперполя Паули–Вилларса

(с грассмановой четностью (−1)PI ). В этих обозначениях

C(R)i
j = δαβ · δIJ ·


 1 0

0 1


 , (4.22)

а массовая матрица имеет вид

M ij = δαβ · δIJ ·



 0 MI

(−1)PIMI 0



 , (4.23)

где строки (и столбцы) матрицы 2×2 отвечают полям φ и φ̃. Двухточечные функции Грина

киральных суперполей могут быть легко найдены из выражения (4.11):

δ2Γ

δ(φi)xδ(φ∗j)y
= δαβ · δIJ ·


 1 0

0 1


GI

D̄2
xD

2
x

16
δ8xy;

δ2Γ

δ(φi)xδ(φj)y
= −1

4
δαβ · δIJ ·



 0 (−1)PIMI

MI 0



 JID̄
2
xδ

8
xy. (4.24)

Обратные к ним функции, построенные в работе [15], имеют вид
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( δ2Γ

δ(φi)xδ(φ∗j)y

)
−1

= −(−1)PIδαβ · δIJ ·



 1 0

0 1



 GID̄
2
xD

2
x

4(∂2G2
I +M2

I J
2
I )
δ8xy;

( δ2Γ

δ(φi)xδ(φj)y

)
−1

= −δαβ · δIJ ·


 0 MI

(−1)PIMI 0


 JID̄

2
x

∂2G2
I +M2

I J
2
I

δ8xy. (4.25)

Термин «сингулярности» в уравнении (4.18) относится к сингулярностям, которые возника-

ют благодаря соотношению

[xµ,
∂µ
∂4

] = [−i ∂

∂pµ
,−ipµ

p4
] = −2π2δ4(pE) = −2π2iδ4(p) = −2π2iδ4(∂), (4.26)

аналогичному соотношению (2.43). В соответствии с работами [14, 15] сумма этих сингуляр-

ностей и дает НШВЗ β-функцию, определенную в терминах голой константы связи, во всех

порядках теории возмущений (с использованием регуляризации высшими ковариантными

производными).

4.3. Проверка тождества между двухточечными функциями Грина

в трехпетлевом приближении

4.3.1. Двойные полные производные в трехпетлевом приближении

Для проверки тождества (4.18) необходимо вычислить двухточечную функцию Гри-

на фонового калибровочного суперполя при g 6= 1. В трехпетлевом приближении вклад в

нее дают диаграммы, изображенные на рисунке 4.1, к которым всевозможными способа-

ми необходимо присоединить две внешние линии фонового калибровочного суперполя 3.

Например, рассмотрим двухпетлевой граф (1); все двухпетлевые диаграммы, получаемые

из него таким способом изображены на рисунке 4.2. Каждая вершина, содержащая хотя

бы одну линию квантового калибровочного суперполя, дает один множитель g при вкладе

диаграммы, а каждая замкнутая петля дает множитель Nf . Общие множители при вкла-

дах всех графов также отображены на рисунке 4.1. Кроме того, для того чтобы получить

диаграммы, дающие вклад в двухточечные функции Грина киральных суперполей, стоя-

щие в правой части тождества (4.18), необходимо разрезать линии материи в этих графах

и среди получившихся диаграмм оставить только одночастично неприводимые. Результат

3 Однопетлевой граф не изображен, поскольку однопетлевое приближение необходимо рассматривать

отдельно.
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(1)

g2Nf

(2)

g3Nf

(3)

g3N2
f

(4)

g4Nf

(5)

g4Nf

(6)

g4N2
f

(7)

gNf

Рис. 4.1. Двух- и трехпетлевые графы, к которым необходимо присоединить две внешние линии

фонового калибровочного суперполя, чтобы получить диаграммы, дающие вклад в β-функцию.

Общие множители в виде степеней g и Nf отображены под графами. Диаграммы, дающие вклад

в двухточечные функции Грина киральных суперполей, изображены ниже

✲





Рис. 4.2. Диаграммы, дающие вклад в β-функцию, получаемые присоединением к графу (1) на

рисунке 4.1 двух внешних линий фонового калибровочного суперполя

такого разрезания также изображен на рисунке 4.1 под каждым из графов, дающих вклад

в β-функцию.

Все вклады в β-функцию в трехпетлевом приближении для случая Nf = 1, g = 1

были вычислены в работе [41]. Используя эти результаты, можно вычислить вклады всех

графов на рисунке 4.1 в эффективное действие для фонового калибровочного суперполя.

Как обсуждалось выше, в нем удобно положить фоновое суперполе равным значению θ4.

Ниже мы приводим вклады этих графов в производную по ln g от уравнения (4.16), при

этом мы пренебрегаем членами, имеющими порядок e60. Получаем

∂

∂ ln g

d

d lnΛ
граф (1) = V4 · 4g2Nf

d

d lnΛ

∫
d4q

(2π)4
d4k

(2π)4
1

k2Rk

× ∂

∂qµ
∂

∂qµ

n∑

I=0

(−1)PI

(
e20

(q2 +M2
I ) ((q + k)2 +M2

I )
− 2(e20 − e2)

k2(q2 +M2
I )

)
; (4.27)
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∂

∂ ln g

d

d ln Λ
граф (2) = −V4 · 24g3Nf

d

d lnΛ

∫
d4q

(2π)4
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
e40

k2Rkl2Rl

× ∂

∂qµ
∂

∂qµ

n∑

I=0

(−1)PI
1

(q2 +M2
I ) ((q + k)2 +M2

I ) ((q + l)2 +M2
I )
; (4.28)

∂

∂ ln g

d

d ln Λ
граф (3) = −V4 · 24g3N2

f

d

d ln Λ

∫
d4q

(2π)4
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
e40

k4R2
k

×
( ∂

∂qµ
∂

∂qµ
+

∂

∂lµ
∂

∂lµ

) n∑

I,J=0

(−1)PI+PJ
1

(l2 +M2
I )(q

2 +M2
J ) ((q + k)2 +M2

J )
; (4.29)

∂

∂ ln g

d

d lnΛ
граф (4) = V4 · 16g4Nf

d

d lnΛ

∫
d4q

(2π)4
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
e40

k2Rkl2Rl

× ∂

∂qµ
∂

∂qµ

n∑

I=0

(−1)PI
q2 −M2

I

(q2 +M2
I )

2 ((q + k)2 +M2
I ) ((q + l)2 +M2

I )
; (4.30)

∂

∂ ln g

d

d ln Λ
граф (5) = V4 · 8g4Nf

d

d lnΛ

∫
d4q

(2π)4
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
e40

k2Rkl2Rl

∂

∂qµ
∂

∂qµ

×
n∑

I=0

(−1)PI
(k + l + 2q)2 + 2M2

I

(q2 +M2
I ) ((q + k)2 +M2

I ) ((q + l)2 +M2
I ) ((q + k + l)2 +M2

I )
; (4.31)

∂

∂ ln g

d

d lnΛ
граф (6) = −16V4 · g4N2

f

d

d lnΛ

∫
d4q

(2π)4
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
e40

k4R2
k

× ∂

∂qµ
∂

∂qµ

n∑

I,J=0

(−1)PI+PJ
k2 − (k + q)2 − q2 − (l + k)2 − l2 − 2M2

I − 2M2
J

(q2 +M2
I ) ((q + k)2 +M2

I ) (l
2 +M2

J ) ((l + k)2 +M2
J )
. (4.32)

∂

∂ ln g

d

d lnΛ
граф (7) = 4V4 · gNf

d

d lnΛ

∫
d4q

(2π)4
d4k

(2π)4
(e20 − e2)

k4Rk

× ∂

∂qµ
∂

∂qµ

n∑

I=0

(−1)PI
1

(q2 +M2
I )
. (4.33)

Видно, что каждый из вкладов представляет собой интеграл от двойной полной производ-

ной.

4.3.2. Вклады порядка e20 в тождестве (4.18)

Мы видели, что вклады в β-функцию даются интегралами от двойных полных произ-

водных в полном соответствии с тем, что нам говорит тождество (4.18). Но это тождество
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также говорит нам, что для того чтобы получить вклад в β-функцию в некотором порядке

теории возмущений, достаточно лишь вычислить двухточечную функцию Грина кираль-

ных суперполей в предыдущем. Рассмотрим первый, двухпетлевой, граф на рисунке 4.1.

Разрезая его, получим однопетлевую диаграмму, вклад которой в функции GI и JI имеет

вид (после виковского поворота, импульс qµ евклидов):

∆G
(1)
I = −g2

∫
d4k

(2π)4
2

k2Rk

(
e20

((q + k)2 +M2
I )
− (e20 − e2) ((q + k)2 + q2)

k2 ((q + k)2 +M2
I )

)
; (4.34)

∆J
(1)
I = g2

∫
d4k

(2π)4
4(e20 − e2)q2

k4Rk ((q + k)2 +M2
I )
. (4.35)

Разница e20 − e2 имеет порядок e40, поэтому в приближении e20 она несущественна. Это озна-

чает, что в этом приближении

GI(α0,Λ/q) = 1−
∫

d4k

(2π)4
2e20g

2

k2Rk ((q + k)2 +M2
I )

+O(e40);

JI(α0,Λ/q) = 1 +O(e40). (4.36)

Подставляя это в уравнения (4.25), получим обратные двухточечные функции Грина, кото-

рые в импульсном представлении будут пропорциональны величинам

( δ2Γ

δ(φi)xδ(φ∗j)y

)
−1

∼ GI

4(q2G2
I +M2

I J
2
I )

=
1

4(q2 +M2
I )

(
1 +

q2 −M2
I

q2 +M2
I

∫
d4k

(2π)4
2e20g

2

k2Rk ((q + k)2 +M2
I )

+O(e40)
)
;

( δ2Γ

δ(φi)xδ(φj)y

)
−1

∼ MIJI

q2G2
I +M2

I J
2
I

=
MI

q2 +M2
I

(
1 +

q2

q2 +M2
I

∫
d4k

(2π)4
4e20g

2

k2Rk ((q + k)2 +M2
I )

+O(e40)
)
. (4.37)

При их подстановке в правую часть тождества (4.18) получаем (без коммутатора и интегра-

ла по d4x, но с интегралом по d4θ, который также предполагается в Tr)

i

4
C(R)i

j

∫
d4θx(θ

4)x

(( δ2Γ

δ(φj)xδ(φ∗i)y

)
−1

+M ik
(D2

8∂2

)

x

( δ2Γ

δ(φk)xδ(φj)y

)
−1

+M∗

jk

( D̄2

8∂2

)

x

×
( δ2Γ

δ(φ∗k)xδ(φ∗i)y

)
−1
)∣∣∣∣∣

θy=θx

= 2Nf

n∑

I=0

(−1)PI

∫
d4q

(2π)4

(( 1

q2 +M2
I

+
M2

I

q2(q2 +M2
I )

)
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+
( q2 −M2

I

(q2 +M2
I )

2
+

2M2
I

(q2 +M2
I )

2

)∫ d4k

(2π)4
2e20g

2

k2Rk ((q + k)2 +M2
I )

+O(e40)

)
exp

(
iqµ(x

µ − yµ)
)

= 4Nf

n∑

I=0

(−1)PI

∫
d4q

(2π)4
1

q2 +M2
I

∫
d4k

(2π)4
e20g

2

k2Rk ((q + k)2 +M2
I )

exp
(
iqµ(x

µ − yµ)
)

+O(e40), (4.38)

где xµ и yµ — евклидовы координаты и где мы также учли, что

n∑

I=0

(−1)PI = 1−
n∑

I=1

cI = 0, (4.39)

из-за чего одно из слагаемых исчезло. Далее необходимо вычислить двойной коммутатор с

y∗µ, но поскольку след от коммутатора с грассмановыми координатами θ всегда равен нулю,

мы можем заменить двойной коммутатор с y∗µ просто на двойной коммутатор с xµ, который

в импульсном представлении превратится в оператор

[xµ, [x
µ, . . .]]M = −[xµ, [x

µ, . . .]]E →
∂

∂qµ
∂

∂qµ
, (4.40)

действующий на экспоненту. Затем интегрированием по частям его нужно перебросить на

функцию, стоящую перед экспонентой, и, положив x = y, взять интеграл по d4x. Тем самым

получим

d

d lnΛ

∂

∂ ln g

(1
2

∫
d8x d8y (θ4)x(θ

4)y
δ2∆Γ

δV xδV y

)
= 4V4Nf

n∑

I=0

(−1)PI
d

d lnΛ

×
∫

d4q

(2π)4
∂

∂qµ
∂

∂qµ

(
1

(q2 +M2
I )

∫
d4k

(2π)4
e20g

2

k2Rk ((q + k)2 +M2
I )

)
+O(e40). (4.41)

(При этом предполагается присутствие регулятора I2(x), так что бесконечный объем, полу-

чаемый интегрированием по d4x, заменяется на регуляризованный V4 → ∞.) Полученный

результат совпадает с двухпетлевым результатом (4.27) для левой части тождества (4.18).

Таким образом, мы проверили это тождество в двухпетлевом приближении.

Благодаря тождеству

∂

∂qµ
∂

∂qµ

1

q2
= −4π2δ4(q), (4.42)

интеграл в (4.41) содержит сингулярности. Чтобы учесть вклады этих сингулярностей, мы

воспользуемся нашим обычным правилом (1.35).
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Теперь проинтегрируем уравнение (4.41) по ln g от значения g = 0 до g = 1. При g = 1

мы получаем обычную суперсимметричную электродинамику в калибровке фонового поля,

а при g = 0 материя перестает взаимодействовать с квантовым калибровочным суперполем,

так что в этом случае β-функция определяется лишь однопетлевым приближением. Таким

образом, используя (4.16), получим

β(α0)

α2
0

− β1-loop(α0)

α2
0

= 4πNf
d

d lnΛ

∫
d4k

(2π)4
d4q

(2π)4
e20

k2Rk

∂

∂qµ
∂

∂qµ

×
(

1

q2(q + k)2
−

n∑

I=1

cI
1

(q2 +M2
I ) ((q + k)2 +M2

I )

)
+O(e40). (4.43)

Здесь сингулярности содержатся только в первом слагаемом, так что используя формулу

(1.35), получим

β(α0)

α2
0

=
β1-loop(α0)

α2
0

+
2

π
Nf

d

d lnΛ

∫
d4k

(2π)4
e20

k4Rk

+O(e40) =
β1-loop(α0)

α2
0

+
α0Nf

π2
+O(α2

0). (4.44)

Подставляя сюда однопетлевой результат для β-функции, воспроизводим хорошо известное

выражение для β-функции в двухпетлевом приближении [91, 92]:

β(α0) =
Nfα

2
0

π

(
1 +

α0

π
+O(α2

0)
)
. (4.45)

4.3.3. Вклады порядка e40 в тождестве (4.18)

Проверка тождества (4.18) в следующем порядке проводится аналогичным образом.

Однако в этом случае возникают некоторые тонкие моменты, которые в предыдущем по-

рядке отсутствуют. Мы рассмотрим то, как правая часть тождества (4.18) воспроизводит

вклады в β-функцию, для каждого графа по порядку.

1. Начнем с графа (1) на рисунке 4.1. Ранее мы отбросили слагаемые порядка e40, воз-

никающие из разности e20 − e2. Теперь учтем эти слагаемые:

∆G
(1)
I ← g2

∫
d4k

(2π)4
2(e20 − e2) ((q + k)2 + q2)

k4Rk ((q + k)2 +M2
I )

;

∆J
(1)
I ← g2

∫
d4k

(2π)4
4(e20 − e2)q2

k4Rk ((q + k)2 +M2
I )
. (4.46)

Вычисляя вклады в обратные двухточечные функции Грина и затем подставляя результат

в правую часть тождества (4.18), получим
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d

d lnΛ

∂

∂ ln g

(1
2

∫
d8x d8y (θ4)x(θ

4)y
δ2∆Γ

δV xδV y

)
← −4V4 · g2Nf

d

d lnΛ

×
∫

d4q

(2π)4
d4k

(2π)4
(e20 − e2)

k4R2
k

∂

∂qµ
∂

∂qµ

n∑

I=0

(−1)PI
(k + q)2 + q2 + 2M2

I

(q2 +M2
I ) ((q + k)2 +M2

I )
. (4.47)

Очевидно, что q2 в числителе дроби в этом выражении можно сдвигом импульса перевести

в (q + k)2, а затем сократить и числитель, и знаменатель на (q + k)2 + M2
I , получив тем

самым вторую часть вклада (4.27).

2. Диаграммы, отвечающие второму графу на рисунке 4.1, дают следующие вклады в

GI и JI :

∆G
(2)
I = g3

∫
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
4e40

k2Rkl2Rl

(
1

((q + k)2 +M2
I ) ((q + l)2 +M2

I )

+
2

((q + k)2 +M2
I ) ((q + k + l)2 +M2

I )

)
;

∆J
(2)
I = 0. (4.48)

Проделывая те же манипуляции, что и в двухпетлевом случае, получим выражение, равное

вкладу (4.28).

3. Третий граф на рисунке 4.1 содержит две петли материи. При получении диаграмм,

дающих вклады в двухточечные функции Грина киральных суперполей, разрезанием линий

материи, необходимо учесть, что можно разрезать каждую из этих петель. В результате

получаем две диаграммы, изображенные на рисунке 4.16 под графом (3). В функции GI и

JI они дают следующие вклады:

∆G
(3)
I = g3Nf

∫
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
4e40
k4R2

k

(
2

((q + k)2 +M2
I )

n∑

J=0

(−1)PJ
1

l2 +M2
J

+

n∑

J=0

(−1)PJ
1

(l2 +M2
J ) ((l + k)2 +M2

J )

)
;

∆J
(3)
I = 0. (4.49)

При подстановке этих выражений в правую часть тождества (4.18) нужно поступать осто-

рожно. Анализ, проведенный в работе [15], говорит нам о том, что при наличии у диаграммы

замкнутых петель материи необходимо при подстановке в уравнение (4.18) к слагаемому с
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двойной полной производной, получаемому обычным образом, также добавить слагаемое,

в котором двойная полная производная вставлена в замкнутую петлю. Это означает, что

d

d lnΛ

∂

∂ ln g

(1
2

∫
d8x d8y (θ4)x(θ

4)y
δ2∆Γ

δV xδV y

)
← −8V4 ·N2

f

n∑

I=0

(−1)PI
d

d ln Λ

∫
d4q

(2π)4

×
{

∂

∂qµ
∂

∂qµ

(
1

(q2 +M2
I )

∫
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
e40g

3

k4R2
k

[
2

((q + k)2 +M2
I )

n∑

J=0

(−1)PJ
1

l2 +M2
J

+
n∑

J=0

(−1)PJ
1

(l2 +M2
J ) ((l + k)2 +M2

J )

])
+

1

(q2 +M2
I )

∫
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
e40g

3

k4R2
k

∂

∂lµ
∂

∂lµ

×
[

2

((q + k)2 +M2
I )

n∑

J=0

(−1)PJ
1

l2 +M2
J

+

n∑

J=0

(−1)PJ
1

(l2 +M2
J ) ((l + k)2 +M2

J )

]}
. (4.50)

Это выражение состоит из двух частей с двойными полными производными. Первая из

них, с двойной полной производной по qµ, была получена так же, как это делалось ранее,

а вторая — путем вставки в замкнутую петлю материи двойной полной производной по

петлевому импульсу lµ. Заменив во втором и четвертом слагаемых l на q, I на J и наоборот,

получим результат (4.29).

4. Разрезая граф (4) на рисунке 4.1 можно получить диаграмму, не являющуюся од-

ночастично неприводимой. Ее в рассмотрение принимать не нужно, поскольку диаграммы,

дающие вклад в правую часть уравнения (4.18), получаются дифференцированием эффек-

тивного действия, являющегося производящим функционалом для одночастично неприво-

димых диаграмм. В то же время при разрезании графа (4) получаются две одночастич-

но неприводимые диаграммы: двухпетлевая и однопетлевая, которую также необходимо

учесть. Вклады в GI и JI от обеих диаграмм имеют вид

∆G
(4)
I = −g2

∫
d4k

(2π)4
2e20

k2Rk ((q + k)2 +M2
I )

−g4
∫

d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
4e40 ((q + k)2 −M2

I )

k2Rkl2Rl ((q + k)2 +M2
I )

2
((q + k + l)2 +M2

I )
;

∆J
(4)
I = 0. (4.51)

Чтобы учесть вклад однопетлевой диаграммы при вычислении обратных функций Грина

(4.25), необходимо их разложить до членов второго порядка по ∆GI . Получающиеся члены

порядка g4e40 имеют вид:
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GI

4(q2G2
I +M2

I J
2
I )
← q2(q2 − 3M2

I )

(q2 +M2
I )

3

∫
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2
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I )
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I )
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I )
;
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I J
2
I
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I )MI
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I )

3

∫
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I ) ((q + l)2 +M2

I )
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2

∫
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8g4e40 ((q + k)2 −M2

I )

k2Rkl2Rl ((q + k)2 +M2
I )
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((q + k + l)2 +M2

I )
. (4.52)

Результат подстановки в правую часть тождества (4.18) имеет вид:

d

d lnΛ

∂

∂ ln g

(1
2

∫
d8x d8y (θ4)x(θ

4)y
δ2∆Γ

δV xδV y

)
← 8V4 ·Nf
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d
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×
∫
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∂
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(
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2

∫
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d4l
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4

k2Rkl2Rl ((q + k)2 +M2
I ) ((q + l)2 +M2

I )

+
1

(q2 +M2
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∫
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d4l

(2π)4
e40g

4 ((q + k)2 −M2
I )

k2Rkl2Rl ((q + k)2 +M2
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2
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I )

)
. (4.53)

Делая во втором слагаемом в скобках замену qµ → −qµ − kµ, получим вклад (4.30).

5. Рассмотрение графа (5) не содержит никаких тонкостей. Получающаяся разрезанием

этого графа единственная диаграмма дает вклады в GI и JI следующего вида:

∆G
(5)
I = −g4

∫
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
4e40 ((2q + k + l)2 +M2

I )

k2Rkl2Rl ((q + k)2 +M2
I ) ((q + l)2 +M2

I ) ((q + k + l)2 +M2
I )
;

∆J
(5)
I = −g4

∫
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
4e40q

2

k2Rkl2Rl ((q + k)2 +M2
I ) ((q + l)2 +M2

I ) ((q + k + l)2 +M2
I )
.

(4.54)

Проделывая то же, что и в двухпетлевом случае, получим, что правая часть тождества

(4.18) дает выражение (4.31).

6. Граф (6) содержит две петли материи. Его разрезание дает единственную двухпет-

левую диаграмму с замкнутой петлей материи, вклад которой в функции GI и JI равен

∆G
(6)
I = g4Nf

∫
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
4e40

k4R2
k ((q + k)2 +M2

I )

×
n∑

J=0

(−1)PJ

(
k2 − (k + q)2 − q2

(l2 +M2
J ) ((k + l)2 +M2

J )
− 2

l2 +M2
J

)
;
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∆J
(6)
I = −g4Nf

∫
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
8e40q
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k ((q + k)2 +M2

I )

×
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J ) ((k + l)2 +M2

J )
. (4.55)

При подстановке этих вкладов в правую часть тождества (4.18) необходимо помнить, что

наличие замкнутой петли материи приводит к дополнительному слагаемому, в котором в

петлю вставлена двойная полная производная по петлевому импульсу. Результат подстанов-

ки имеет вид:

d

d lnΛ

∂
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2

∫
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4)y
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(4.56)

(Слагаемое с двойной полной производной по lµ появилось здесь в соответствии с нашим

предписанием в отношении диаграмм с замкнутой петлей.) Сделав подходящую замену

переменных, мы получаем выражение (4.32).

7. Последний, двухпетлевой, граф также дает вклад порядка e20− e2 ∼ e40. Получающа-

яся его разрезанием диаграмма дает в GI и JI вклады

∆G
(7)
I = −g

∫
d4k

(2π)4
2(e20 − e2)

k4Rk
; ∆J

(7)
I = 0. (4.57)

Обычным образом выполненная подстановка в тождество (4.18) приводит к выражению, в

точности равному вкладу (4.33):
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∫
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4)y
δ2∆Γ

δV xδV y

)

← 4V4 · gNf
d

d lnΛ

∫
d4q

(2π)4
d4k

(2π)4
(e20 − e2)

k4R2
k

∂

∂qµ
∂
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n∑
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(−1)PI
1

(q2 +M2
I )
. (4.58)

Таким образом, мы получили трехпетлевой вклад в β-функцию, вычисляя лишь двух-

петлевые вклады в двухточечные функции Грина киральных суперполей. Это подтверждает

справедливость тождества (4.18) в рассматриваемом приближении.

Рассмотрим теперь, как тождество (4.18) в трехпетлевом приближении позволяет по-

лучить НШВЗ β-функцию. Вычислив сумму вкладов (4.27)–(4.33) и проинтегрировав ее по

ln g, получим
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β(α0)

α2
0

− β1-loop(α0)

α2
0

= 4πNf

n∑

I=0

(−1)PI
d

d lnΛ

∫
d4k

(2π)4
d4q

(2π)4
e20

k2Rk

∂

∂qµ
∂

∂qµ

1

(q2 +M2
I )

× 1

((q + k)2 +M2
I )

{
1 +

∫
d4l

(2π)4
e20
l2Rl

(
− 4

((q + l)2 +M2
I )

+
2(q2 −M2

I )

(q2 +M2
I ) ((q + l)2 +M2

I )

+
(k + l + 2q)2 + 2M2

I

((q + l)2 +M2
I ) ((q + k + l)2 +M2

I )

)
−Nf

n∑

J=0

(−1)PJ

∫
d4l

(2π)4
2e20
k2Rk

· 1

(l2 +M2
J )

× 1

((l + k)2 +M2
J )

}
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Вычислим интегралы от двойных полных производных, используя формулу (1.35), учиты-

вая при этом, что сингулярности вида 1/q2 содержатся лишь в безмассовых пропагаторах,

отвечающих I = 0. В результате получим:
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Вычислим теперь двухпетлевой вклад при g = 1 в функцию G ≡ GI=0 , отвечающую

обычным суперполям материи:
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∫
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Все интегралы в этом выражении хорошо определены, кроме последнего, который расхо-

дится в инфракрасном пределе. Однако расходимости при Λ → ∞ в нем не содержится,

следовательно после дифференцирования по ln Λ, когда инфракрасная расходимость уйдет,

его вклад в аномальную размерность будет равен нулю, а значит его вообще можно от-

бросить (как это сделано в [16]). Аномальная размерность, определенная в терминах голой

константы связи, тем самым равна [93]:
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Сравнивая это выражение с выражением (4.60) для β-функции, видим, что в рассматрива-

емом приближении выполняется знаменитое НШВЗ-соотношение:

β(α0)

α2
0

− β1-loop(α0)

α2
0

= −Nf

π
γ(α0). (4.63)

4.4. Заключение к главе

В N = 1 суперсимметричной квантовой электродинамике НШВЗ-соотношение может

быть получено из тождества, связывающего двухточечные функции Грина фонового калиб-

ровочного суперполя и киральных суперполей во всех порядках теории возмущений. Оно

говорит о том, что вклады в β-функцию даются в виде интегралов от двойных полных

производных и позволяет построить эти вклады в данном порядке теории возмущений по

вкладам в двухточечные функции Грина киральных суперполей в предыдущем порядке.

Мы непосредственным вычислением проверили это тождество в трехпетлевом приближе-

нии и построили интегралы от двойных полных производных в явном виде. Кроме того,

мы явно продемонстрировали возникновение из этого тождества НШВЗ-соотношения для

β-функции, определенной в терминах голой константы связи, в трехпетлевом приближении.
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Заключение

В работе исследовалась область применимости некоторых точных соотношений, связы-

вающих ренормгрупповые функции в N = 1 суперсимметричных калибровочных теориях,

их происхождение из особой структуры квантовых поправок и использование этой особой

структуры для аналитических вычислений по теории возмущений. Были получены следую-

щие результаты.

1. В N = 1 суперсимметричной КХД, регуляризованной высшими ковариантными про-

изводными, для D-функции Адлера, определенной в терминах голой константы связи,

получено аналитическое выражение в трехпетлевом приближении, явно проверено точ-

ное соотношение, связывающее ее с аномальной размерностью суперполей материи,

определенной в терминах голой константы связи. Явно продемонстрирована фактори-

зация вкладов в D-функцию в интегралы от двойных полных производных. Найдено

перенормировочное предписание, фиксирующее во всех порядках схему вычитаний, в

которой точное соотношение справедливо и для D-функции и аномальной размерно-

сти, определенных в терминах перенормированной константы связи. Найдено явное

выражение для D-функции в этой НШВЗ-подобной схеме.

2. В N = 1 суперсимметричной теории Янга–Миллса, регуляризованной высшими кова-

риантными производными, вычислены квадратичные по юкавским константам вкла-

ды в β-функцию, определенную в терминах голых констант связи, в трехпетлевом

приближении. Для полученного выражения проверено недавно предложенное точное

соотношение, связывающее β-функцию с аномальными размерностями квантовых су-

перполей теории. Для полученных вкладов проверена работа предложенного перенор-

мировочного предписания, фиксирующего схему, в которой точное соотношение спра-

ведливо и для ренормгрупповых функций, определенных в терминах перенормирован-

ных констант связи. Для рассматриваемых вкладов в β-функцию была проверена их

факторизация в интегралы от двойных полных производных.

3. В однопетлевом приближении исследована калибровочная зависимость поляризацион-

ного оператора квантового калибровочного суперполя в N = 1 суперсимметричной

теории Янга–Миллса, регуляризованной БРСТ-инвариантной версией регуляризации

высшими ковариантными производными.
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4. Для N = 1 суперсимметричной квантовой электродинамики, регуляризованной выс-

шими производными, в трехпетлевом приближении проверено точное соотношение

между двухточечными функциями Грина фонового калибровочного суперполя и ки-

ральных суперполей, делающее явной факторизацию вкладов в β-функцию в интегра-

лы от двойных полных производных. Получены явные выражения для интегралов от

двойных полных производных в трехпетлевом приближении.
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Приложение А

Супердиаграммы, дающие вклад в D-функцию Адлера

В этом приложении мы разместили выражения для вкладов суперграфов на рисунке

1.1 в величину

d

d lnΛ

(
d−1 − α−1

0

)∣∣∣
p=0

=
2

3π
D(αs0). (А.1)

Каждый из них соответствует сумме всех суперграфов, которые получаются из данного пу-

тем присоединения к нему двух внешних линий абелева калибровочного суперполя. Ниже

все соответствующие выражения выписаны в евклидовом пространстве после поворота Ви-

ка. Отметим, что для удобства некоторые вклады были предварительно просуммированы.

d

d lnΛ
граф(1) = 4π

Nf∑

α=1

q2α trC(R)
d

d lnΛ

∫
d4q

(2π)4
d4k

(2π)4
1

k2Rk

∂

∂qµ
∂

∂qµ

( g20
q2(q + k)2

−2(g
2
0 − g2)

k2q2
− g20

(q2 +M2)((q + k)2 +M2)
+

2(g20 − g2)

k2(q2 +M2)

)
; (А.2)

d

d lnΛ
граф(2) = 8π

Nf∑

α=1

q2α trC(R)
d

d lnΛ

∫
d4q

(2π)4
d4k

(2π)4
g20 − g2

k4Rk

∂

∂qµ
∂

∂qµ

( 1

q2
− 1

q2 +M2

)
;

(А.3)

d

d lnΛ
граф(3) = 8π

Nf∑

α=1

q2α tr
(
C(R)2

) d

d lnΛ

∫
d4q

(2π)4
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
g40

k2Rkl2Rl

∂

∂qµ
∂

∂qµ

×
( 1

q2(q + k)2(q + l)2
− q2 −M2

(q2 +M2)2((q + k)2 +M2)((q + l)2 +M2)

)
; (А.4)

d

d lnΛ
граф(4) = 4π

Nf∑

α=1

q2α tr
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C(R)2 − C2C(R)

2

) d

d lnΛ
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(2π)4
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× 1
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)
; (А.5)

d
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граф(5) = −16π
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( 1
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)
; (А.6)
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d

d ln Λ
граф(6) = −8π

Nf∑

α=1

q2αC2trC(R)
d

d lnΛ

∫
d4q

(2π)4
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
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l2Rlk2Rk(l − k)2
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2
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µ
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)]
;

(А.7)

d

d ln Λ

(
граф(7) + граф(8) + граф(9)

)
= −8π

Nf∑

α=1

q2α NfT (R) trC(R)
d

d lnΛ

∫
d4q

(2π)4

×
∫

d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
g40

k2R2
k

∂

∂qµ
∂

∂qµ

[( 1

q2(q + k)2
− 1(

q2 +M2
)(
(q + k)2 +M2

)
)( 1

l2(l + k)2

− 1(
l2 +M2

)(
(l + k)2 +M2

)
)]

; (А.8)

d

d ln Λ

(
граф(10) + граф(11) + · · ·+ граф(21)

)
= −8π

Nf∑

α=1

q2αC2trC(R)
d

d lnΛ

∫
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∫
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( f(k/Λ)
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− f(k/Λ)

(q2 +M2)((q + k)2 +M2)

)
, (А.9)

где функция f(k/Λ), имеющая отношение к однопетлевому поляризационному оператору

квантового калибровочного суперполя V , имеет вид

f(k/Λ) = −
∫

d4l

(2π)4
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3
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(
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(l + k)2 − l2
− R′

l

Λ2

)
+
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(
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+
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+
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ϕ
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ϕ
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; (А.10)

d

d lnΛ

(
граф(22)

)
=

d

d lnΛ

(
граф(23)

)
= 0. (А.11)
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Приложение Б

Суперграфы, дающие вклад в двухточечную функцию

Грина суперполей материи

Для полноты мы в этом разделе размещаем выражения для вкладов суперграфов,

представленных на рисунке 1.2 в функцию Gi
j(αs0,Λ/q). Мы опять записываем их в евкли-

довом пространстве после поворота Вика. Для удобства некоторые группы диаграмм были

предварительно просуммированы.

(
∆G(1)

)
i
j = −C(R)i

j

∫
d4k

(2π)4
2

k2Rk

( g20
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)
; (Б.1)
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(
∆G(10)
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i
j + · · ·+
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∆G(21)
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i
j = C2C(R)i

j

∫
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4g40
k2R2
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f(k/Λ)
( 1
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− q2

k2(q + k)2

)
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(Б.9)
(
∆G(22)

)
i
j =

(
∆G(23)

)
i
j = 0, (Б.10)

где f(k/Λ) — это та же самая функция, что и в Приложении А, она дается интегралом

(А.10).
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Приложение В

Вычисление интегралов

В этом приложении мы вычисляем аномальную размерность, определенную в терминах

голой константы связи, которая дается уравнением (1.37), при выборе регулятора в форме

(1.39). При этом важно иметь в виду, что дифференцирование по ln Λ должно выполняться

при фиксированном значении перенормированной константы связи g (или, эквивалентно,

αs = g2/4π) перед выполнением интегрирования. Именно поэтому мы сначала перепишем

выражение для аномальной размерности в терминах αs, используя (1.20). В рассматривае-

мом приближении мы получим

γi
j(αs0) = −8παsC(R)i

j

∫
d4k

(2π)4
d

d lnΛ

1

k4Rk
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×
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+
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µ
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)]
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sNfT (R)C(R)i
j

∫
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k
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∫
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)(
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)
)
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µ
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)]
− 32π2

×α2
s

(
C(R)2

)
i
j

∫
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d4l

(2π)4
d

d lnΛ
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k2Rkl2Rl

( 1

l2k2
− 2
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)
+O

(
α3
s

)
. (В.1)

Некоторые интегралы в этом выражении могут быть вычислены с использованием результа-

тов [93, 94] при выборе регулятора в простейшей форме R(y) = 1+ yn, где n — натуральное

число,

∫
d4k

(2π)4
d

d ln Λ

1

k4Rk

=
1

8π2
; (В.2)

∫
d4k

(2π)4
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(2π)4
d
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1

k2Rk l2Rl

( 1

l2k2
− 2

l2(l + k)2

)
= − 1

64π4
; (В.3)

∫
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(2π)4
1

k4

d

d lnΛ

[ 1

R2
k

∫
d4l
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( 1
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)(
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)
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(
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Λ

µ
+ b12

)]
=

1

64π4

(
− ln

Λ

µ
− b12 + ln a + 1

)
, (В.4)

где a = M/Λ.

Таким образом, необходимо лишь вычислить интеграл

∫
d4k

(2π)4
1

k4

d

d ln Λ

[f(k/Λ)
R2

k

+
3

16π2Rk

(
ln

Λ

µ
+ b11

)]
. (В.5)
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Разделим функцию f(k/Λ), которая дается уравнением (А.10), на две части,

f(k/Λ) ≡ f1(k/Λ) + f2(k/Λ), (В.6)

где

f1(k/Λ) ≡ −
3

2

∫
d4l

(2π)4

( 1

l2(l + k)2
− 1

(l2 +M2
ϕ)((l + k)2 +M2

ϕ)

)
(В.7)

и функция f2(k/Λ) включает в себя все оставшиеся слагаемые в выражении (А.10).

Интеграл, содержащий лишь функцию f1(k/Λ), опять можно вычислить, используя

результаты [93, 94],

∫
d4k

(2π)4
1

k4

d

d lnΛ

[f1(k/Λ)
R2

k

+
3

16π2Rk

(
ln

Λ

µ
+ b11

)]
= − 3

128π4

(
− ln

Λ

µ
− b11 + ln aϕ +1

)
, (В.8)

где aϕ ≡Mϕ/Λ.

Поэтому нам осталось лишь вычислить оставшуюся часть интеграла, содержащую

функцию f2(k/Λ),

I ≡
∫

d4k

(2π)4
1

k4

d

d lnΛ

f2(k/Λ)

R2
k

. (В.9)

Во-первых, заметим, что функция f2(k/Λ)/R
2
k зависит лишь от отношения k/Λ. Следова-

тельно, рассматриваемый интеграл можно переписать в виде

I = −
∫

d4k

(2π)4
1

k4

d

d ln k

f2(k/Λ)

R2
k

= −2
∫

d4k

(2π)4
1

k2

d
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f2(k/Λ)

R2
k

. (В.10)

Вычисляя этот интеграл в четырехмерных сферических координатах, мы получаем

I = − 1

8π2

f2(k/Λ)

R2
k

∣∣∣∣∣

∞

0

=
1

8π2
f2(0), (В.11)

где мы также учитываем тот факт, что функция f2(k/Λ)/R
2
k стремится к нулю в пределе

k → ∞. В пределе k → 0 функцию f2(k/Λ) можно записать в виде интеграла от двойной

полной производной,

f2(0) =

∫
d4l

(2π)4
d

dl2

( 1

2(l2 +M2
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l

2(l2R2
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+
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′

l

Λ2Rl
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l +M2
ϕ

)
)

= −1
8

∫
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ϕ

R2
l (l

2 +M2
ϕ)

]
= 0. (В.12)
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Последнее равенство следует из того факта, что выражение в квадратных скобках не сингу-

лярно в пределе l → 0. (Отметим, что (В.12) справедливо для любой функции R(x), быстро

растущей на бесконечности и такой, что R(0) = 1.) Поэтому мы получаем

I = 0. (В.13)

Собирая вместе результаты для всех интегралов, мы получаем, что аномальная раз-

мерность, определенная в терминах голой константы связи, может быть записана в виде

γi
j(αs0) = −

αs

π
C(R)i

j − 3α2
s

2π2
C2C(R)i

j
(
− ln

Λ

µ
− b11 + ln aϕ + 1

)
+

α2
s

π2
NfT (R)C(R)i

j

×
(
− ln

Λ

µ
− b12 + ln a+ 1

)
+

α2
s

2π2

(
C(R)2

)
i
j +O

(
α3
s

)
. (В.14)

Переписывая правую часть в терминах голой константы связи αs0, мы наконец получаем

γi
j(αs0) = −

αs0

π
C(R)i

j − 3α2
s0

2π2
C2C(R)i

j
(
ln aϕ + 1

)
+

α2
s0

π2
NfT (R)C(R)i

j
(
ln a + 1

)

+
α2
s0

2π2

(
C(R)2

)
i
j +O

(
α3
s0

)
. (В.15)
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Приложение Г

Супердиаграммы, дающие вклад в аномальные

размерности квантового калибровочного суперполя и

киральных суперполей материи

В этом приложении мы приводим вклад в двухточечную функцию Грина квантового

калибровочного суперполя и киральных суперполей материи от каждой диаграммы на ри-

сунке 2.2. Выпишем сначала вклады в двухточечную функцию Грина суперполей материи:

(∆G(1.1))i
j(q) = (∆G(3.1))i

j = (∆G(4.1))i
j = 2λjmn

0 λ∗

0imn

∫
d4l

(2π)4
1

l2Fl(q + l)2Fq+l
; (Г.1)

(∆G(2.2))i
j(q) = 4g20 λ

jlk
0 λ∗

0imn(TA)l
m(TA)k

n

∫
d4l

(2π)4
d4k

(2π)4
N(l, k, q)

k2Rkl2Fl(l + k)2Fl+k

× 1

(l + k − q)2Fl+k−q(q − l)2Fq−l
; (Г.2)

(∆G(2.3))i
j(q) = −4g20C(R)i

lλ∗

0lmnλ
jmn
0

∫
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
N(q, k, l) +N(−q − k, k,−l)

k2Rkl2Fl(q + k)2Fq+k

× 1

(q + k − l)2Fq+k−l(q − l)2Fq−l

; (Г.3)

(∆G(3.2))i
j(q) = −2C(R)i

jg20

∫
d4k

(2π)4
L(q, q + k)

k2Rk(q + k)2Fq+k
; (Г.4)

(∆G(3.3))i
j(q) = 4C(R)i

lλ∗

0lmnλ
jmn
0 g20

∫
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
(q + k)2L(q, q + k)

k2Rkl2Fl((q + k)2Fq+k)2

× 1

(q + k + l)2Fq+k+l
; (Г.5)

(∆G(3.4))i
j(q) = 8λ∗

0imnλ
jml
0 (C(R))l

ng20

∫
d4l

(2π)4
d4k

(2π)4
L(q + l + k, q + l)(q + l)2

(q + l + k)2Fq+l+k((q + l)2Fq+l)2

× 1

k2Rkl2Fl
; (Г.6)

(∆G(4.2))i
j(q) = 2g20(C(R))i

j

∫
d4k

(2π)4

{
2q2

Λ4

(
Fq+k − Fq

(q + k)2/Λ2 − q2/Λ2

)
′

q

+
1

Λ2

Fq+k − Fq

(q + k)2/Λ2 − q2/Λ2

}
1

k2Rk
; (Г.7)

(∆G(4.4))i
j(q) = −8g20λ∗

0imnλ
jml
0 (C(R))l

n

∫
d4l

(2π)4
d4k

(2π)4

{
2l2

Λ4

(
Fl+k − Fl

(l + k)2/Λ2 − l2/Λ2

)
′

l

+
1

Λ2

Fl+k − Fl

(l + k)2/Λ2 − l2/Λ2

}
l2

(l2Fl)2k2Rk(q + l)2Fq+l
. (Г.8)

Теперь выпишем вклады в двухточечную функцию Грина квантового калибровочного
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суперполя:

∆G
(2.1)
V (k) = 2

1

r
g20C(R)i

jλ∗

0jmnλ
imn
0

∫
d4l

(2π)4
d4q

(2π)4
N(q, k, l)

q2Fq(q + k)2Fq+k(q + k − l)2Fq+k−l

× 1

(q − l)2Fq−ll2Fl
; (Г.9)

∆G
(3.5)
V (k) = −4 1

r
C(R)i

jλ∗

0jmnλ
imn
0 g20

∫
d4l

(2π)4
d4q

(2π)4
q2L(q + k, q)

(q2Fq)2(q + k)2Fq+k

× 1

l2Fl(q + l)2Fq+l
; (Г.10)

∆G
(4.3)
V (k) = 4g20λ

∗

0jmnλ
imn
0 C(R)i

j 1

r

∫
d4q

(2π)4
d4l

(2π)4

{
2q2

Λ4

(
Fq+k − Fq

(q + k)2/Λ2 − q2/Λ2

)
′

q

+
1

Λ2

Fq+k − Fq

(q + k)2/Λ2 − q2/Λ2

}
q2

(q2Fq)2l2Fl(q + l)2Fq+l
. (Г.11)

Здесь N и L обозначают функции, определенные в основном тексте в уравнениях (2.41) и

(2.42) соответственно.
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Приложение Д

Детали вычисления аномальной размерности материи

Чтобы вычислить вклады в аномальную размерность материи, определенную в терми-

нах голых констант связи, необходимо вычислить производные по ln Λ от вкладов выпи-

санных в предыдущем разделе амплитуд в (lnG)i
j в пределе нулевого внешнего импульса.

Убедимся сначала, что вклад диаграммы (2.2) в аномальную размерность, который опреде-

ляется интегралом

d

d lnΛ
4g20 λ

jlk
0 λ∗

0imn(TA)l
m(TA)k

n

∫
d4l

(2π)4
d4k

(2π)4
limq→0N(l, k, q)

k2Rk(l2Fl)2((l + k)2Fl+k)2

=
d

d lnΛ
4g20 λ

jlk
0 λ∗

0imn(TA)l
m(TA)k

n

∫
d4l

(2π)4
d4k

(2π)4
(−2)

(
Fl+k + l2

Fl+k − Fl

(l + k)2 − l2

)

× Fl+k − Fl

(l + k)2 − l2
1

k2Rkl2F
2
l (l + k)2F 2

l+k

, (Д.1)

на самом деле равен нулю. Действительно, интеграл, на который действует производная по

lnΛ сходится как в ультрафиолетовой, так и в инфракрасной области. Поэтому он от Λ не

зависит, что означает, что его производная по ln Λ равна нулю. (Отметим, что производные

по ln Λ от констант связи, на которые умножается этот интеграл, дадут слагаемые более

высокого порядка, чем порядок нашего приближения, и поэтому ими можно пренебречь.)

Остальные слагаемые в сумме дают

d

d lnΛ
4g20C(R)i

lλ∗

0lmnλ
mnj
0

∫
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4

[
− 1

k4Rkl2Fl(l + k)2Fl+k
+

1

k4Rkl4F 2
l

]

+
d

d lnΛ
8g20λ

∗

0imnλ
jml
0 C(R)l

n

∫
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
1

l4F 2
l k

2Rk(l + k)2

+
d

d lnΛ
8g20λ

∗

0imnλ
jml
0 C(R)l

n

∫
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4

[
1

l2F 3
l k

2Rk(l + k)2Fl+k

Fl+k − Fl

(l + k)2 − l2

×
(
Fl + 2(l + k)2

Fl+k − Fl

(l + k)2 − l2

)
− 2

l2F 3
l k

2Rk

1

(l + k)2 − l2

(
Fl+k − Fl

(l + k)2 − l2
− F ′

l

Λ2

)]
. (Д.2)

Слагаемые в последних двух строках этого выражения равны нулю. Опять причина в том,

что интеграл, на который действует производная по ln Λ, сходится как в ультрафиолетовом,

так и в инфракрасном пределе, а потому от Λ не зависит. Таким образом, от вклада в

аномальную размерность порядка α0λ
2
0 остаются лишь слагаемые в первых двух строках

(Д.2).
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Тем самым, с учетом однопетлевого вклада, полный двухпетлевой вклад диаграмм с

двумя юкавскими вершинами в аномальную размерность суперполей материи дается выра-

жением

∆γi
j(α0, λ0) =

d

d lnΛ

[
λ∗

0imnλ
jmn
0

∫
d4k

(2π)4
2

k4F 2
k

+4g20C(R)i
lλ∗

0lmnλ
jmn
0

∫
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4

(
− 1

k4Rkl2Fl(l + k)2Fl+k

+
1

k4Rkl4F
2
l

)

+8g20λ
∗

0imnλ
jml
0 C(R)l

n

∫
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
1

l4F 2
l k

2Rk(l + k)2

]
, (Д.3)

где производная по ln Λ берется при фиксированном значении перенормированных юкав-

ских констант. На протяжении всего вычисления мы будем встречать интегралы одного и

того же типа. А именно, для функции f(k/Λ), которая стремится к нулю на бесконечности

и имеет конечный предел в нуле

d

d lnΛ

∫
d4k

(2π)4
f(k/Λ)

k4
≡
∫

d4k

(2π)4
1

k4

df(k/Λ)

d lnΛ
=

= − 1

8π2

∫
d ln k

df(k/Λ)

d ln k
= − 1

8π2
(f(∞)− f(0)) =

1

8π2
f(0). (Д.4)

Здесь предполагается, что дифференцирование по ln Λ предваряет интегрирование, чтобы

избавиться от инфракрасной расходимости и извлечь зависимость интеграла от Λ. Исполь-

зуя это соотношение, можно сразу получить, что

d

d ln Λ

∫
d4k

(2π)4
1

k4Rk
=

d

d lnΛ

∫
d4l

(2π)4
1

l4F 2
l

=
1

8π2
. (Д.5)

Чтобы вычислить вклад (Д.3) в аномальную размерность, необходимо выразить в нем

голые константы связи через перенормированные, вычислить производную по ln Λ, а затем

опять вернуться к голым константам. Используя (2.69), получим, что вклад (Д.3) равен

∆γi
j(α0, λ0) =

1

4π2
λ∗

imnλ
jmn

+16παC(R)i
lλ∗

lmnλ
mnj d

d ln Λ

[
−
∫

d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
1

k4Rkl2Fl(l + k)2Fl+k

+

∫
d4k

(2π)4
d4l

(2π)4
1

k4Rkl4F 2
l

− 1

8π2

(
ln

Λ

µ
+ g11

)∫
d4l

(2π)4
1

l4F 2
l

]

+32παλ∗

imnλ
jmlC(R)l

n d

d ln Λ

[∫
d4l

(2π)4
d4k

(2π)4
1

l4F 2
l k

2Rk(l + k)2

− 1

8π2

(
ln

Λ

µ
+ g11

)∫
d4l

(2π)4
1

l4F 2
l

]
. (Д.6)
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Рассмотрим первый интеграл в первых квадратных скобках. В нем интегрирование по lµ

даст некоторую функцию f(k/Λ) (которая также включает и множитель 1/Rk), которая,

однако, не удовлетворяет условиям, необходимым для применения (Д.4). Как будет показано

ниже, в нуле у нее есть логарифмическая особенность вида

1

8π2
ln

Λ

k
. (Д.7)

Поэтому чтобы воспользоваться правилом (Д.4), необходимо вычесть эту особенность и,

чтобы ничего не изменилось, необходимо прибавить слагаемое с этим логарифмом ко вкладу

остальных слагаемых в первых квадратных скобках, где его расходящаяся часть сократится

с расходящимися частями двух оставшихся слагаемых. Тот же прием работает и для первого

интеграла во вторых квадратных скобках, где мы должны сначала проинтегрировать по kµ.

Затем, применяя правило (Д.4), где это только возможно, мы получим результат для двух

квадратных скобок в (Д.6) в виде

16παC(R)i
lλ∗

lmnλ
mnj

[
− 1

64π4

(
ln

Λ

µ
+ g11

)
− 1

8π2

∫
d4k

(2π)4
1

k4
ln

Λ

k

d

d ln Λ

1

Rk

− 1

8π2

(∫
d4l

(2π)4)

1

l2Fl(l + k)2Fl+k

− 1

8π2
ln

Λ

k

)∣∣∣∣∣
k=0

]

+32παλ∗

imnλ
jmlC(R)l

n

[
− 1

64π4

(
ln

Λ

µ
+ g11

)
+

1

8π2

∫
d4l

(2π)4
1

l4
ln

Λ

l

d

d lnΛ

1

F 2
l

+
1

8π2

(∫
d4k

(2π)4
1

k2(l + k)2Rk
− 1

8π2
ln

Λ

l

)∣∣∣∣∣
l=0

]
. (Д.8)

Теперь все, что остается сделать, — это вычислить два хорошо определенных интеграла

и два предела. Начнем с интеграла

∫
d4k

(2π)4
1

k4
ln

Λ

k

d

d lnΛ

1

Rk

. (Д.9)

Прежде всего заметим, что поскольку R зависит от k только через k/Λ, мы можем заменить

производную от Rk по ln Λ на производную по ln k или ln(k/Λ). Затем мы интегрируем по

угловым переменным, что дает множитель 2π2, после чего мы делаем замену переменной

x = ln(k/Λ). Таким образом, мы получаем

1

8π2

+∞∫

−∞

dxx
d

dx

1

1 + e2mx
=

1

8π2

+∞∫

−∞

dxx
(−2m)e2mx

(1 + e2mx)2
=

+∞∫

−∞

dxx
(−2m)

(emx + e−mx)2
= 0. (Д.10)
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Последнее равенство следует из того факта, что мы получили интеграл от нечетной функ-

ции по симметричному (хоть и бесконечному) интервалу.

Вычислим теперь интеграл

∫
d4l

(2π)4
1

l4
ln

Λ

l

d

d lnΛ

1

F 2
l

. (Д.11)

Делая те же шаги, что и в предыдущем случае, т.е. тривиальное интегрирование по угловым

переменным и такая же замена переменной, мы получим

1

8π2

+∞∫

−∞

dxx
d

dx

1

(1 + e2nx)2
=

1

8π2

+∞∫

−∞

dxx
−4ne2nx

(1 + e2nx)3
=

1

16π2n
. (Д.12)

Это вполне стандартный интеграл, требующий для своего вычисления одно интегрирование

по частям.

Гораздо более нетривиальным является интеграл

∫
d4k

(2π)4
1

k2(l + k)2Rk
. (Д.13)

Чтобы его вычислить, необходимо ввести четырехмерные сферические координаты, в ко-

торых зенитный угол отсчитывается от направления lµ. Интегрирование по другим двум

углам тривиально и дает множитель 4π, в то время как интеграл по зенитному углу можно

вычислить в комплексной плоскости. Этот интеграл уже вычислялся и для произвольного

значения m в регуляторе R(x) = 1 + xm он дает [41]

∫
d4k

(2π)4
1

k2(l + k)2Rk
=

1

8π2

(
ln

Λ

l
+

1

2
+ o(1)

)
. (Д.14)

Поэтому можно легко взять предел в последней строке (Д.8), что дает

1

8π2

(∫
d4k

(2π)4
1

k2(l + k)2Rk

− 1

8π2
ln

Λ

l

)∣∣∣∣∣
l=0

=
1

128π4
. (Д.15)

И последний интеграл, который нам нужно вычислить в пределе нулевого импульса

имеет вид

∫
d4l

(2π)4
1

l2Fl(l + k)2Fl+k
. (Д.16)

Для начала заметим, что

∫
d4l

(2π)4
1

l2Fl(l + k)2Fl+k

=

∫
d4l

(2π)4
1

l2(l + k)2F 2
l

+ o(1). (Д.17)
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Чтобы вычислить интеграл в правой части, мы опять интегрируем по сферическим коорди-

натам (опять прибегая к интегрированию по контуру в комплексной плоскости), что дает

1

8π2

( k∫

0

ldl

k2F 2
l

+

∞∫

k

dl

lF 2
l

)
. (Д.18)

Затем мы разбиваем второй интеграл в (Д.18) на сумму двух интегралов: по интервалу от

k до Λ и от Λ до ∞. После этого мы извлекаем логарифмическую расходимость в первом

из этих двух слагаемых и получаем

1

8π2

( k∫

0

ldl

k2F 2
l

+

Λ∫

k

dl

l
+

Λ∫

k

dl

l

( 1

F 2
l

− 1
)
+

∞∫

Λ

dl

lF 2
l

)
. (Д.19)

Кроме расходящегося слагаемого, равного просто ln(Λ/k), интегралы в этом выражении

конечны в пределе k → 0 и позволяют положить k = 0:

1

8π2

(
ln

Λ

k
+

1

2
+

Λ∫

0

dl

l

1− F 2
l

F 2
l

+

∞∫

Λ

dl

lF 2
l

)
. (Д.20)

Рассмотрим теперь два последних слагаемых в этом выражении. Сделаем замену перемен-

ных x = l/Λ в первом из них и x = Λ/l во втором. В результате оба интеграла будут иметь

одну и ту же область интегрирования, т.е. от 0 до 1, и их подынтегральные выражения

можно сложить. Получится

−2
1∫

0

dxx2n−1

(1 + x2n)2
= − 1

2n
, (Д.21)

что является интегралом, который очень легко вычислить при любом n из F (x) = 1 + xn.

Если бы мы выбрали регулятор F в какой-нибудь другой форме, это вычисление не было

бы таким простым. Используя этот результат, получим

∫
d4l

(2π)4
1

l2Fl(l + k)2Fl+k
=

1

8π2

(
ln

Λ

k
+

1

2

(
1− 1

n

)
+ o(1)

)
. (Д.22)

Мы можем теперь вычислить соответствующий предел в (Д.8)

1

8π2

(∫
d4l

(2π)4
1

l2Fl(l + k)2Fl+k

− 1

8π2
ln

Λ

k

)∣∣∣∣
k=0

=
1

128π4

(
1− 1

n

)
. (Д.23)

Отметим, что этот результат явно зависит от регуляризации.
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Собирая результаты для всех интегралов, мы можем теперь записать часть двухпетле-

вой аномальной размерности, определенной в терминах голых констант связи, квадратич-

ную по юкавским константам:

∆γi
j(α0, λ0) =

1

4π2
λ∗

imnλ
jmn − α

4π3

(
ln

Λ

µ
+ g11

)(
C(R)i

lλ∗

lmnλ
mnj + 2λ∗

imnλ
jmlC(R)l

n

)

− α

8π3

(
1− 1

n

)
C(R)i

lλ∗

lmnλ
mnj +

α

4π3

(
1 +

1

n

)
λ∗

imnλ
jmlC(R)l

n. (Д.24)

Теперь в очередной раз используя (2.69), чтобы перейти от перенормированных юкавских

констант к голым, получим

∆γi
j(α0, λ0) =

1

4π2
λ∗

0imnλ
jmn
0 − α0

8π3

(
1− 1

n

)
C(R)i

lλ∗

0lmnλ
mnj
0

+
α0

4π3

(
1 +

1

n

)
λ∗

0imnλ
jml
0 C(R)l

n. (Д.25)
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