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ÈÑÒÎÊÈ ÏÐÎÁËÅÌÛ

Ïðîáëåìà õàðàêòåðèçàöèè èíòåãðàëîâ âîçíèêëà

êàê òîëüêî ïîÿâèëñÿ èíòåãðàë Ðèìàíà �Ñòèëòüåñà

(1894).

Ïóñòü BV [a, b] � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ

ôóíêöèé v îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà [a, b]. Òî-

ãäà èíòåãðàë Ðèìàíà �Ñòèëòüåñà

iv(f) ≡
∫
[a,b]

f dv (v = g1 − g2, gi ↑)

çàäà¼ò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë iv íà ëèíåéíîì ïðî-

ñòðàíñòâå Cb[a, b] âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà [a, b].

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî

I
(
Cb[a, b], BV [a, b]

)
≡
{
iv|Cb[a, b] | v ∈ BV [a, b]

}
èíòåãðàëîâ Ðèìàíà �Ñòèëòüåñà íà ïðîñòðàíñòâå

Cb[a, b]. Îíî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì

ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Cb[a, b]
× âñåõ ëèíåéíûõ

ôóíêöèîíàëîâ íà Cb[a, b]:

I
(
Cb[a, b], BV [a, b]

)
$ Cb[a, b]

×.
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ÈÑÒÎÊÈ ÏÐÎÁËÅÌÛ

Â 1903-04 Æ. Àäàìàð è Ì. Ôðåøå ïîñòàâèëè

âîïðîñ:

Êàê îõàðàêòåðèçîâàòü èíòåãðàëû Ðèìàíà �

Ñòèëòüåñà ñðåäè âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà

Cb[a, b] ?

Õîðîøî èçâåñòíûé òåïåðü îòâåò áûë äàí Ô. Ðèññîì

(1909-14):

I
(
Cb[a, b], BV [a, b]

)
= Cb[a, b]

∼,

ò. å. ïðîñòðàíñòâî âñåõ èíòåãðàëîâ Ðèìàíà �

Ñòèëòüåñà íà Cb[a, b] ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì

âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà

Cb[a, b].
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ÈÑÒÎÊÈ ÏÐÎÁËÅÌÛ

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåìû ñâÿçàíî ñ ïîÿâëåíè-

åì ìåðû è èíòåãðàëà Ëåáåãà( � Ðàäîíà �Ôðåøå).

Ìåðà µ : B → [x, y] ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè-

÷åííîé ðàäîíîâñêîé ìåðîé íà òîïîëîãè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâå T , åñëè

∀B ∈ B (áîðåëåâñêèå) ∀ε > 0 ∃G ∈ G (îòêðûòûå)

∃F ∈ F (çàìêíóòûå) (F ⊂ B ⊂ G & |µ|(G \ F ) < ε).

Ïóñòü RMb(T ) � ñåìåéñòâî âñåõ òàêèõ ìåð.

Òîãäà èíòåãðàë Ëåáåãà( � Ðàäîíà �Ôðåøå)

iµ(f) ≡
∫
T
f dµ (µ = µ1 − µ2, µi > 0)

òàêæå çàäà¼ò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë iµ. Òåïåðü

ìû èìååì ñåìåéñòâî

I
(
A(T ), RMb(T )

)
≡
{
iµ|A(T ) | µ ∈ RMb(T )

}
ðàäîíîâñêèõ èíòåãðàëîâ íà ëþáîì ëèíåéíîì ïðî-

ñòðàíñòâå A(T ) óíèâåðñàëüíî èíòåãðèðóåìûõ ôóíê-

öèé. Îíî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì

ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà A(T )× âñåõ ëèíåéíûõ ôóíê-
öèîíàëîâ íà A(T ).
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ÈÑÒÎÊÈ ÏÐÎÁËÅÌÛ

Â 1913 ã. È. Ðàäîí ïîëüçóÿñü óêàçàííûì ñâîé-

ñòâîì ìåð â Rn äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Ïóñòü T � êîìïàêò â Rn. Òîãäà

I
(
Cb(T ), RMb(T )

)
= Cb(T )

∼,

ò. å. ïðîñòðàíñòâî âñåõ ðàäîíîâñêèõ èíòåãðàëîâ

íà Cb(T ) ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì âñåõ îãðà-

íè÷åííûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà Cb(T ).

Ïîñëå ýòîãî ðåçóëüòàòà Ðàäîíà è ðàáîòû Ôðåøå

ïî àáñòðàêòíûì ìåðàì (1915) ïðîáëåìà õàðàêòå-

ðèçàöèè èíòåãðàëîâ êàê ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ

íà÷àëà ïîíèìàòüñÿ êàê ïðîáëåìà ðàñïðîñòðàíå-

íèÿ òåîðåìû Ðàäîíà ñ Rn íà áîëåå îáùèå òîïî-

ëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ñ ðåãóëÿðíûìè ìåðàìè.

Ýòó ïðîáëåìó åñòåñòâåííî íàçûâàòü ïðîáëå-

ìîé Ðèññà � Ðàäîíà �Ôðåøå õàðàêòåðèçàöèè

èíòåãðàëîâ.
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ÐÅØÅÍÈÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ ÄËß
ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ÐÀÄÎÍÎÂÑÊÈÕ

ÌÅÐ ÍÀ ÊÎÌÏÀÊÒÍÎÌ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Ñ. Ñàêñ (1938) îáîáùèë ðàäîíîâñêóþ õàðàêòå-

ðèçàöèþ íà êîìïàêòíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàí-

ñòâà.

Ñ. Êàêóòàíè (1941) ðàñïðîñòðàíèë å¼ íà ïðîèç-

âîëüíûå êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà.

Òåîðåìà Ðàäîíà �Ñàêñà �Êàêóòàíè.

Ïóñòü T � êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî. Òîãäà

I
(
Cb(T ), RMb(T )

)
= Cb(T )

∼,

ò. å. ïðîñòðàíñòâî âñåõ ðàäîíîâñêèõ èíòåãðàëîâ

íà Cb(T ) ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì âñåõ îãðà-

íè÷åííûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà Cb(T ).

Áîëåå òîãî, áèåêöèÿ µ 7→ iµ|Cb(T ) ÿâëÿåòñÿ èçî-
ìîðôèçìîì ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåø¼òî÷íûõ ëèíåé-

íûõ ïðîñòðàíñòâ.
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À ×ÒÎ ÆÅ
Ñ ÌÅÐÎÉ ËÅÁÅÃÀ λ ÍÀ R ?

Òåîðåìà Êàêóòàíè íå çàòðàãèâàåò íàèáîëåå èç-

âåñòíûé èíòåãðàëüíûé ôóíêöèîíàë iλ(f) ≡
∫
R
f dλ,

ñîîòâåòñòâóþùèé ìåðå Ëåáåãà λ : B → [0,∞] íà

äåéñòâèòåëüíî ïðÿìîé R. Ïðîñòðàíñòâî R íåêîì-

ïàêòíî, à ìåðà λ íåîãðàíè÷åíà, λ(R) =∞.

Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ ðàñïðîñòðàíèòü ïðåäû-

äóùóþ òåîðåìó íà íåîãðàíè÷åííûå ìåðû. Äëÿ

ýòîé öåëè íåîáõîäèìî ââåñòè îáùåå ïîíÿòèå ðà-

äîíîâñêîé ìåðû, âêëþ÷àþùåå êàê îãðàíè÷åííûå

ðàäîíîâñêèå ìåðû íà êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ,

òàê è íåîãðàíè÷åííóþ ìåðó Ëåáåãà íà íåêîìïàêò-

íîì ïðîñòðàíñòâå Rn.

t
λ
(íà R)

'

&

$

%

îãð.
ðàäîí.
ìåðû
íà
êîìï.
ïð-âàõ
(íà [a, b])

'

&

$

%

Öåëü:
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ØÀÃ I:
ÍÅÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÅ
ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÅ

ÐÀÄÎÍÎÂÑÊÈÅ ÌÅÐÛ ÍÀ
ËÎÊÀËÜÍÎ ÊÎÌÏÀÊÒÍÎÌ

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Ïåðâûé øàã ê öåëè � ââåäåíèå ïðîìåæóòî÷íî-

ãî ïîíÿòèÿ íåîãðàíè÷åííîé ïîëîæèòåëüíîé ðà-

äîíîâñêîé ìåðû.

t
λ

'

&

$

%

îãð.
ðàäîí.
ìåðû
íà
êîìï.
ïð-âàõ

� +

'

&

$

%

ïîëîæ.
ðàäîí.
ìåðû

Øàã I

Ñâîéñòâà ìåðû Ëåáåãà λ ïîñëóæèëè îòïðàâíîé

òî÷êîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ òàêîé ìåðû íà òîïîëî-

ãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå T .

Ìåðà µ : B → [0,∞] íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëü-

íîé ðàäîíîâñêîé ìåðîé, åñëè

� µ êîíå÷íà íà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâàõ (íà C);

� µ(B) = sup{µ(C) | C ⊂ B & C ∈ C} (êîìïàêòíàÿ
ðåãóëÿðíîñòü).

Ïóñòü RM(T )0 � ñåìåéñòâî âñåõ òàêèõ ìåð.

7



ØÀÃ I:
ÍÅÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÅ
ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÅ

ÐÀÄÎÍÎÂÑÊÈÅ ÌÅÐÛ ÍÀ
ËÎÊÀËÜÍÎ ÊÎÌÏÀÊÒÍÎÌ

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Õàëìîø, Õüþèòò, Ýäâàðäñ (1950-53):

Ïóñòü T � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàí-

ñòâî. Òîãäà

I
(
Cc(T ), RM(T )0

)
= (Cc(T )

∼)+,

ò. å. êîíóñ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ðàäîíîâñêèõ èí-

òåãðàëîâ íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Cc(T ) âñåõ

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì

ñîâïàäàåò ñ êîíóñîì âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ îãðà-

íè÷åííûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà Cc(T ).

t
λ

'

&

$

%

îãð.
ðàäîí.
ìåðû
íà
êîìï.
ïð-âàõ

'

&

$

%
Êàêóòàíè (1941)

Öåëü Ðåçóëüòàò

6

B
B
B
B
BBM

t
λ

'

&

$

%

îãð.
ðàäîí.
ìåðû
íà
êîìï.
ïð-âàõ

� +

'

&

$

%

ïîëîæ.
ðàäîí.
ìåðû

Õàëìîø�Õüþèòò �Ýäâàðäñ (1950-53)

Óëó÷øåíèå

6
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ØÀÃ II:
ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÅ

ÐÀÄÎÍÎÂÑÊÈÅ ÌÅÐÛ
ÍÀ ÒÈÕÎÍÎÂÑÊÎÌ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Ê ñîæàëåíèþ, âñå ïðåäûäóùèå îïèñàíèÿ èíòå-

ãðàëüíûõ ñåìåéñòâ, îïèðàþùèåñÿ òîëüêî íà ñâîé-

ñòâî îãðàíè÷åííîñòè ëèíåéíîãî ôóíêöèîíà-

ëà, íå ãîäÿòñÿ äëÿ áîëåå îáùèõ ïðîñòðàíñòâ.

À èìåííî, äëÿ íå ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî òèõî-

íîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà, âîîáùå ãîâîðÿ, êëàññè-

÷åñêîå ðàâåíñòâî Ðèññà �Ðàäîíà ðàçðóøàåòñÿ, ò. å.

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

I
(
Cb(T ), RMb(T )

)
$ Cb(T )

∼.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàëüíåéøåãî ïðîäâèæåíèÿ

â ðåøåíèè ïðîáëåìû ñòàëî íåîáõîäèìûì íàéòè

íîâîå áîëåå òîíêîå ñâîéñòâî ðàäîíîâñêèõ èíòå-

ãðàëîâ.

Í. Áóðáàêè, îïèðàÿñü íà èäåè Þ.Â. Ïðîõîðîâà,

ââåëè ñâîéñòâî óçêîñòè ôóíêöèîíàëà.
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ØÀÃ II:

ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÅ
ÐÀÄÎÍÎÂÑÊÈÅ ÌÅÐÛ
ÍÀ ÒÈÕÎÍÎÂÑÊÎÌ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ϕ : A(T )→ R íàçûâàåòñÿ

óçêèì, åñëè

∀ ε > 0 ∃C ∈ C ∀ f ∈ A(T ) (|f | 6 χ(T \C)⇒ |ϕf | < ε).

Òåîðåìà Áóðáàêè �Ïðîõîðîâà (1969).

Åñëè T � òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî

I
(
Cb(T ), RMb(T )

)
= Cb(T )

π,

ò. å. ïðîñòðàíñòâî èíòåãðàëîâ íà Cb(T ) ïî âñåì

îãðàíè÷åííûì ðàäîíîâñêèì ìåðàì ñîâïàäàåò ñ

ïðîñòðàíñòâîì âñåõ óçêèõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåé-

íûõ ôóíêöèîíàëîâ. Ïðè ýòîì áèåêöèÿ µ 7→ iµ|Cb(T )
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Øàã I

t
λ

'

&

$

%

îãð.
ðàäîí.
ìåðû
íà
êîìï.
ïð-âàõ

� +

'

&

$

%

ïîëîæ.
ðàäîí.
ìåðû

Õàëìîø�Õüþèòò �Ýäâàðäñ
(1950-53)

Øàã II

t
λ

'

&

$

%

îãð.
ðàäîí.
ìåðû
íà
êîìï.
ïð-âàõ

'

&

$

%
íà òèõ.
ïð-âàõ

Áóðáàêè �Ïðîõîðîâ
(1956-69)
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ÎÁÚÅÊÒÈÂÍÛÅ
ÏÐÅÏßÒÑÒÂÈß

Îäíàêî, äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ ïîëîæèòåëüíûõ ðà-

äîíîâñêèõ ìåð äàæå íà òèõîíîâñêîì ïðîñòðàí-

ñòâå ïðîáëåìà îñòàâàëàñü íåðåø¼ííîé ïî ñëåäó-

þùåé ïðè÷èíå:

áûëî íåÿñíî, íà êàêîì ëèíåéíîì ôóíêöèîíàëü-

íîì ïðîñòðàíñòâå A(T ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âñå
ïîëîæèòåëüíûå ðàäîíîâñêèå èíòåãðàëû iµ.

I
(
A(T ), RM(T )0

)
?

Ïðîñòðàíñòâî A(T ) = Cb(T ) íå ãîäèòñÿ, ïîñêîëü-
êó 1 íåèíòåãðèðóåìà îòíîñèòåëüíî íåîãðàíè÷åí-

íûõ ìåð µ : B→ [0,∞].

Íà íåòèõîíîâñêîì ïðîñòðàíñòâå âîçìîæíî, ÷òî

C(T ) = {r1 | r ∈ R}.

Ïðîñòðàíñòâî A(T ) = Cc(T ) íå ãîäèòñÿ, ïîñêîëü-
êó âîçìîæåí ñëó÷àé Cc(T ) = {0}.

Òàêèì îáðàçîì, íå áûëî ïîäõîäÿùåãî ïîä-

ïðîñòðàíñòâà A(T ) ⊂ C(T ).
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ÎÁÚÅÊÒÈÂÍÛÅ
ÏÐÅÏßÒÑÒÂÈß

Èòàê, ñ 1969 íàñòóïèë ýòàï �îõîòû� çà

1) ïîäõîäÿùèì îïðåäåëåíèåì îáùåé ðàäîíîâñêîé

ìåðû µ : B→ [−∞,∞],

2) ïîäõîäÿùèì ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëüíûì ïðî-

ñòðàíñòâîì A(T ),

3) ïîäõîäÿùèìè ëèíåéíûìè ôóíêöèîíàëàìè íà

A(T ).

I
(
A(T ) , RM(T )

)
≡
{
iµ|A(T ) | µ ∈ RM(T )

}
=

?2 ?1
= A(T )?3.
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ÎÁÚÅÊÒÈÂÍÛÅ
ÏÐÅÏßÒÑÒÂÈß

Èòàê, ñ 1969 íàñòóïèë ýòàï �îõîòû� çà

1) ïîäõîäÿùèì îïðåäåëåíèåì îáùåé ðàäîíîâñêîé

ìåðû µ : B→ [−∞,∞],

2) ïîäõîäÿùèì ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëüíûì ïðî-

ñòðàíñòâîì A(T ),

3) ïîäõîäÿùèìè ëèíåéíûìè ôóíêöèîíàëàìè íà

A(T ).

I
(
A(T ) , RM(T )

)
≡
{
iµ|A(T ) | µ ∈ RM(T )

}
=

?2 ?1
= A(T )?3.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó ýòàïó, îòìå-

òèì ñóùåñòâåííûå èäåéíûå è òåõíè÷åñêèå ñðåä-

ñòâà, ðàçðàáîòàííûå Ï. Äàíèýëåì (1918-21), À. Ä.

Àëåêñàíäðîâûì (1940-43), Ì. Ñòîóíîì (1948-49),

Ô. Òîïñî (1970), Ä. Ôðåìëèíîì (1974).
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�ÎÕÎÒÀ� ÇÀ
ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÌ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎÌ

Íåîáõîäèìîå ïðîñòðàíñòâî áûëî ââåäåíî Â. Ê. Çà-

õàðîâûì â 1980-92 ãã. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî âñåõ

ñèììåòðèçóåìûõ ìíîæåñòâ

K ≡ {G ∩ F | G îòêðûòî è F çàìêíóòî}.

Ôóíêöèÿ f : T → R íàçûâàåòñÿ ñèììåòðèçóå-

ìîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå êî-

íå÷íîå ïîêðûòèå

(Ki ∈ K | i ∈ I),
⋃
Ki = T,

÷òî äëÿ âñåõ i ∈ I êîëåáàíèÿ

ω(f,Ki) ≡ sup
{
|f(s)− f(t)|

∣∣∣ s, t ∈ Ki} < ε.

Ýòè ôóíêöèè îáðàçóþò ðåø¼òî÷íîå ëèíåéíîå

ïðîñòðàíñòâî S(T ), çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ðàâ-
íîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Âñå îãðàíè÷åííûå íåïðå-

ðûâíûå è ïîëóíåïðåðûâíûå ôóíêöèè ïðèíàäëå-

æàò S(T ) (â òîì ÷èñëå χ(G), χ(F ), χ(C)).

Òàê êàê Sc(T ) ñîñòîèò èç óíèâåðñàëüíî èíòåãðè-
ðóåìûõ ôóíêöèé è íåòðèâèàëüíî (Sc(T ) 6= {0}),
ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü êàê Sc(T ), òàê è äðóãèå

ïîäïðîñòðàíñòâà A(T ) ⊂ S(T ).
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�ÎÕÎÒÀ� ÇÀ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÀÌÈ

Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ϕ : A(T )→ R íàçûâàåòñÿ

ëîêàëüíî óçêèì (ñ ëîêàëüíûì ñâîéñòâîì Ïðî-

õîðîâà), åñëè

∀ ε > 0 ∀G ∈ G ∀u ∈ A(T )+
∃C ∈ C

(
C ⊂ G & ∀ f ∈ A(T )

(|f | 6 χ(G \ C) ∧ u⇒ |ϕf | < ε)
)
.

Ôóíêöèîíàë ϕ íàçûâàåòñÿ ïîòî÷å÷íî σ-íåïðå-

ðûâíûì íà A(T ) (ñî ñâîéñòâîì Ëåáåãà), åñëè èç

òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn ∈ A(T ) | n ∈ N)
ïîòî÷å÷íî ìîíîòîííî ñõîäèòñÿ ê f ∈ A(T ), âûòå-
êàåò, ÷òî ϕfn → ϕf .

Ëîêàëüíî óçêèé ïîòî÷å÷íî σ-íåïðåðûâíûé ôóíê-

öèîíàë íàçûâàåòñÿ σ-òî÷íûì. Ñåìåéñòâî âñåõ σ-

òî÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç A(T )M.
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ÐÅØÅÍÈÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ
ÄËß ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÕ
ÐÀÄÎÍÎÂÑÊÈÕ ÌÅÐ
ÍÀ ÏÐÎÈÇÂÎËÜÍÎÌ
ÕÀÓÑÄÎÐÔÎÂÎÌ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Òåîðåìà Çàõàðîâà � Ìèõàë¼âà (1997).

Åñëè T � õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî, òî

I
(
Sc(T ), RM(T )0

)
=
(
Sc(T )

M
)
+
,

ò. å. êîíóñ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ðàäîíîâñêèõ èí-

òåãðàëîâ íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Sc(T ) âñåõ

ñèììåòðèçóåìûõ ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòå-

ëåì ñîâïàäàåò ñ êîíóñîì âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ σ-

òî÷íûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà Sc(T ).

Êðîìå òîãî, I
(
S(T ), RMb(T )

)
= S(T )M.

Â 2001-02 ãã. Â. Ê. Çàõàðîâ è À. Â. Ìèõàë¼â äî-

êàçàëè, ÷òî âûøåïðèâåä¼ííûå òåîðåìû Ðàäîíà �

Ñàêñà �Êàêóòàíè, Õàëìîøà �Õüþèòòà �Ýäâàðäñà

è Áóðáàêè �Ïðîõîðîâà, èñïîëüçîâàâøèå íå âñ¼

ïðîñòðàíñòâî S(T ), à òîëüêî åãî ïîäïðîñòðàí-

ñòâà Cc(T ) è Cb(T ), äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ñëåä-
ñòâèÿìè ïîñëåäíåé òåîðåìû.
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ÅÄÈÍÛÉ ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÉ
ÏÎÄÕÎÄ ÊÎ ÂÑÅÌ ÒÅÎÐÅÌÀÌ

Î ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÇÀÖÈÈ ÄËß
ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ È
ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÕ

ÍÅÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ÌÅÐ

Ïîñêîëüêó C(T ) è S(T ) âåñüìà ðàçëè÷íû, áûëî

âàæíî ñôîðìóëèðîâàòü íåêîòîðûå àáñòðàêòíûå

ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ A(T ) ⊂
S(T ), ñóùåñòâåííûå äëÿ õàðàêòåðèçàöèè èíòåãðàëü-

íûõ ñåìåéñòâ I(A(T ), RMb(T )) è I(A(T ), RM(T )0).

Ýòè ñâîéñòâà áûëè ñíà÷àëà âûäåëåíû Â.Ê. Çà-

õàðîâûì (2005), à çàòåì èõ îïðåäåëåíèå áûëî

ìîäèôèöèðîâàíî Â. Ê. Çàõàðîâûì, À. Â. Ìèõàë¼-

âûì è Ò. Â. Ðîäèîíîâûì (2009). Ïðîñòðàíñòâà

A(T ) ñ òàêèì ñâîéñòâàìè íàçîâ¼ì çäåñü ñóùå-

ñòâåííûìè.
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�ÎÕÎÒÀ� ÇÀ ÎÁÙÅÉ
ÐÀÄÎÍÎÂÑÊÎÉ ÌÅÐÎÉ

Â.Ê. Çàõàðîâ (2002)

Ìåðà µ : B → [−∞,∞[
(
èëè B →] −∞,∞]

)
íàçû-

âàåòñÿ ðàäîíîâñêîé ìåðîé, åñëè

� µ êîíå÷íà íà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâàõ;

� äëÿ êàæäîãî B ∈ B ñ µB ∈ R è ëþáîãî ε > 0

íàéä¼òñÿ òàêîå C ∈ C, ÷òî C ⊂ B è |µB − µC| < ε;

� äëÿ êàæäîãî B ∈ B ñ µB = ∞ (ñîîòâ., µB =

−∞) è ëþáîãî a ∈ R íàéä¼òñÿ òàêîå C ∈ C,

÷òî C ⊂ B è µC > a (ñîîòâ., µC < a).

Ýòî îáùåå ïîíÿòèå ïîãëîùàåò âñå ïðèâåä¼ííûå

âûøå ïîíÿòèÿ ðàäîíîâñêîé ìåðû.

Ñåìåéñòâî âñåõ ðàäîíîâñêèõ ìåð îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç RM(T ) è ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî âñåõ ðàäî-

íîâñêèõ èíòåãðàëîâ I(A(T ), RM(T )) $ A(T )M.
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ÏÐÎÄÎËÆÅÍÈÅ �ÎÕÎÒÛ�
ÇÀ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÀÌÈ

Ê ñîæàëåíèþ íà ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé

R ≡ [−∞,∞] îïåðàöèÿ

∞−∞

íå îïðåäåëåíà. Ïîýòîìó ñåìåéñòâî âñåõ ðàäîíîâ-

ñêèõ ìåð RM(T ) è ñîîòâåòñòâóþùåå ñåìåéñòâî

ðàäîíîâñêèõ èíòåãðàëîâ I(A(T ), RM(T )) íå ÿâëÿ-
þòñÿ ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì, äëÿ îïèñàíèÿ èíòåãðàëüíîãî

ñåìåéñòâà I(A(T ), RM(T )) íåîáõîäèìî âûäåëèòü

ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäñåìåéñòâî â ëèíåéíîì ïðî-

ñòðàíñòâå A(T )M âñåõ σ-òî÷íûõ ëèíåéíûõ ôóíê-

öèîíàëîâ.

Ïîëîæèì

b(ϕ) ≡ sup{ϕf | f ∈ A(T )+ & f 6 1},
b(ϕ) ≡ inf{ϕf | f ∈ A(T )+ & f 6 1}

è ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ σ-

òî÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ(
A(T )M

)
nat
≡
{
ϕ ∈ A(T )M | b(ϕ) <∞ èëè b(ϕ) > −∞

}
.
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ÏÎËÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ

Ïîñëå çàâåðøåíèÿ âûøåóïîìÿíóòîé �îõîòû� ïðî-

áëåìà Ðèññà �Ðàäîíà �Ôðåøå ïîëó÷èëà ñâî¼ ïîë-

íîå ðåøåíèå.

Îáùàÿ òåîðåìà

(Çàõàðîâ, Ìèõàë¼â, Ðîäèîíîâ, 2009).

Ïóñòü T � õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî è A(T ) ⊂
S(T ) � ñóùåñòâåííîå ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàí-

ñòâî. Òîãäà

I
(
A(T ), RM(T )

)
= (A(T )M)nat.

Ïðè ýòîì áèåêöèÿ L : µ 7→ iµ|A(T ) ñîõðàíÿåò âñå

ðåø¼òî÷íûå è ëèíåéíûå ñòðóêòóðû.

Ïåðâûé ðåçóëüòàò

t
λ

'

&

$

%

îãð.
ðàäîí.
ìåðû
íà
êîìï.
ïð-âàõ

Ðàäîí �Ñàêñ �

Êàêóòàíè (1941)

Êîíå÷íûé ðåçóëüòàò

t
λ

'

&

$

%

îãð.
ðàäîí.
ìåðû
íà
òèõ.
ïð-âàõ

'

&

$

%

îáù.
ðàäîí.
ìåðû
íà õàóñ.
ïð-âàõ

Çàõàðîâ �Ìèõàë¼â �Ðîäèîíîâ (2009)

Òàêèì îáðàçîì, ýòà îáùàÿ òåîðåìà çàâåðøàåò

êëàññè÷åñêóþ ëèíèþ Ðèññà, Ðàäîíà, Ñàêñà è

Êàêóòàíè.
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Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñåìåéñòâàìè
ôóíêöèîíàëîâ

Äëÿ õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà T :(
A(T )M

)
nat

⊂
(
A(T )π

)
nat

⊂
(
A(T )∼

)
nat⋂ ⋂ ⋂

A(T )M ⊂ A(T )π ⊂ A(T )∼

Äëÿ òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà T :(
Cb(T )

M
)
nat

=
(
Cb(T )

π
)
nat

⊂
(
Cb(T )

∼
)
nat

‖ ‖ ‖
Cb(T )

M = Cb(T )
π ⊂ Cb(T )

∼

Äëÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà T :(
Cc(T )M

)
nat

=
(
Cc(T )π

)
nat

=
(
Cc(T )∼

)
nat⋂ ⋂ ⋂

Cc(T )M = Cc(T )π = Cc(T )∼

Äëÿ êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà T :(
C(T )M

)
nat

=
(
C(T )π

)
nat

=
(
C(T )∼

)
nat

‖ ‖ ‖
C(T )M = C(T )π = C(T )∼
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ÑËÅÄÑÒÂÈß

1. Ïóñòü T � õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

I(Sc(T ), RM(T )) = (Sc(T )
M)nat.

2 (òåîðåìà Çàõàðîâà �Ìèõàë¼âà). Ïóñòü T �

õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

I(S(T ), RMb(T )) = S(T )M

è îòîáðàæåíèå µ 7→ iµ|S(T ) åñòü èçîìîðôèçì ðå-

ø¼òî÷íûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ.

3 (òåîðåìà Áóðáàêè �Ïðîõîðîâà). Ïóñòü T �

òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

I(Cb(T ), RMb(T )) = Cb(T )
π

è îòîáðàæåíèå µ 7→ iµ|Cb(T ) � èçîìîðôèçì.

4. Ïóñòü T � ëîêàëüíî êîìïàêòíî. Òîãäà

(à) I(Cc(T ), RM(T )) = (Cc(T )∼)nat,

(á) I(Cc(T ), RM(T )0) = (Cc(T )∼)+ (òåîðåìà Õàë-

ìîøà �Õüþèòòà �Ýäâàðäñà).

5 (ò-ìà Ðàäîíà �Ñàêñà �Êàêóòàíè). Ïóñòü T

� êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

I(C(T ), RM(T )) = C(T )∼

è îòîáðàæåíèå µ 7→ iµ|C(T ) � èçîìîðôèçì.

Òåîðåìû 1 è 4(à) ÿâëÿþòñÿ íîâûìè äàæå

äëÿ T ⊂ Rn.
22
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Î ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÅ
ÎÁÙÅÉ ÒÅÎÐÅÌÛ

Ïîñêîëüêó, êàê RM(T ) òàê è (A(T )M)nat íå ÿâ-

ëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè, íåâîçìîæíî

ïðÿìî äîêàçàòü ñîõðàíåíèå ðåø¼òî÷íûõ è ëèíåé-

íûõ ñòðóêòóð ïðè áèåêöèè L èç îáùåé òåîðåìû.

Ïîýòîìó àâòîðû èñïîëüçîâàëè ïðîäîëæåíèå áè-

åêöèè L : µ 7→ iµ|A(T ) ìåæäó RM(T ) è (A(T )M)nat
äî èçîìîðôèçìà M íåêîòîðûõ ðåø¼òî÷íûõ ëè-

íåéíûõ îáîëî÷åê ìíîæåñòâ RM(T ) è (A(T )M)nat.

RM(T )
L
��

(
A(T )M

)
nat⋂ ⋂

?
M
�� A(T )M

↑ ↑
íåèçâåñòíàÿ

îáîëî÷êà

ñóùåñòâóþùàÿ

îáîëî÷êà
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Î ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÅ
ÎÁÙÅÉ ÒÅÎÐÅÌÛ

Òàêàÿ îáîëî÷êà RB(T ) ìíîæåñòâà RM(T ), ñî-

ñòîÿùàÿ èç âñåõ áèìåð m ≡ θ(µ1, µ2) áûëà ïî-

ñòðîåíà àíàëîãè÷íî èçâåñòíûì àëãåáðàè÷åñêèì

îáîëî÷êàì

N ⊂ Z
(
z ≡ θ(n1, n2)

)
,

Z ⊂ Q
(
q ≡ θ(z1, z2)

)
.

Ðàäîíîâñêèå áèìåðû m ≡ θ(µ1, µ2) áûëè îïðå-
äåëåíû Â.Ê. Çàõàðîâûì è À. Â. Ìèõàë¼âûì (1997)

êàê êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïàð (µ1, µ2) ïîëîæè-

òåëüíûõ ðàäîíîâñêèõ ìåð µ1 è µ2.

RM(T )
L
��

(
A(T )M

)
nat⋂ ⋂

RB(T )
M
�� A(T )M
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Î ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÅ
ÎÁÙÅÉ ÒÅÎÐÅÌÛ

Îáùàÿ òåîðåìà (äëÿ ðàäîíîâñêèõ áèìåð).

Ïóñòü T � õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî, A(T ) ⊂
S(T ) ñóùåñòâåííîå ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî.

Òîãäà

I
(
A(T ), RB(T )

)
= A(T )M.

Ïðè ýòîì áèåêöèÿ M : m 7→ im|A(T ) ÿâëÿåò-

ñÿ èçîìîðôèçìîì ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåø¼òî÷íûõ

ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Èìåÿ èçîìîðôèçìM è ðàâåíñòâî L =M |RM(T ),

ïîëó÷àåì, ÷òî L ñîõðàíÿåò âñå ðåø¼òî÷íûå è ëè-

íåéíûå ñòðóêòóðû, óíàñëåäîâàííûå ìíîæåñòâîì

RM(T ) ðàäîíîâñêèõ ìåð è ìíîæåñòâîì (A(T )M)nat
íàòóðàëüíûõ σ-òî÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ îò èõ ðå-

ø¼òî÷íûõ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê.
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Cb(T)-ÑËÀÁÀß ÊÎÌÏÀÊÒÍÎÑÒÜ

Íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå RMb(T ) äëÿ òèõî-

íîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà T ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

Cb(T ) ïîðîæäàåò Cb(T )-ñëàáóþ (≡óçêóþ) òîïîëî-
ãèþ. Áàçà îêðåñòíîñòåé ìåðû µ â ýòîé òîïîëîãèè

ñîñòîèò èç ìíîæåñòâ âèäà

Gw
(
µ, (fk ∈ Cb(T ) | k = 1, . . . , n), ε

)
≡

≡
{
ν ∈ RMb(T ) | ∀ k = 1, . . . , n

(∣∣∣∫ fk dν − ∫ fk dµ∣∣∣ < ε

)}
.

Òåîðåìà Ïðîõîðîâà (1956).

Ïóñòü T � ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî. Ìíîæåñòâî M⊂RMb(T )+ÿâëÿåòñÿ

îòíîñèòåëüíî Cb(T )-ñëàáî êîìïàêòíûì, åñëè è òîëü-

êî åñëè M îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1π) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå ìíî-

æåñòâî C òàêîå, ÷òî µ(T \ C) < ε äëÿ ëþáîãî

µ ∈M (ñâîéñòâî óçêîñòè ïî Ïðîõîðîâó);

(2) sup{µT | µ ∈M} <∞.
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Cb(T)-ÑËÀÁÀß ÊÎÌÏÀÊÒÍÎÑÒÜ

Òåîðåìà Áóðáàêè �Ïðîõîðîâà (1969).

Ïóñòü T � òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè ìíî-

æåñòâî M ⊂ RMb(T )+ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (1π)

è (2), òî M ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî Cb(T )-ñëàáî

êîìïàêòíûì.

Ê ñîæàëåíèþ, äëÿ òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà

ñâîéñòâî Ïðîõîðîâà (1π) íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-

ìûì.

Áîëåå òîãî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî õàóñäîðôîâà ïðî-

ñòðàíñòâà T ñëàáóþ êîìïàêòíîñòü¼ îòíîñèòåëü-

íî Cb(T ) ðàññìàòðèâàòü âîîáùå íå èìååò ñìûñ-

ëà, ïîñêîëüêó Cb(T ) ìîæåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç

ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé.
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S(T)-ÑËÀÁÀß ÊÎÌÏÀÊÒÍÎÑÒÜ

Èñïîëüçîâàííîå âûøå ïðîñòðàíñòâî ñèììåòðè-

çóåìûõ ôóíêöèé S(T ) ⊃ Cb(T ) ïîçâîëÿåò îïðå-

äåëèòü áîëåå òîíêóþ S(T )-ñëàáóþ òîïîëîãèþ íà

RMb(T ).

C ïîìîùüþ ïðèâåä¼ííîé âûøå õàðàêòåðèçàöèè

ñåìåéñòâà îãðàíè÷åííûõ ðàäîíîâñêèõ èíòåãðàëîâ

I(S(T ), RMb(T )) = S(T )M (Çàõàðîâ, Ìèõàë¼â, 1997)

äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1 (Çàõàðîâ, 2005).

Ïóñòü T � õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî. Ìíîæå-

ñòâî M ⊂ RMb(T )+ ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî S(T )-

ñëàáî êîìïàêòíûì, åñëè è òîëüêî åñëè M îáëà-

äàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) äëÿ ëþáîãî ñèììåòðèçîâàííîãî ìíîæåñòâà K ∈
K è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå ìíî-

æåñòâî C ⊂ K òàêîå, ÷òî µ(K \ C) < ε äëÿ

ëþáîãî µ ∈M (ñâîéñòâî ëîêàëüíîé óçêîñòè);

(2) sup{µT | µ ∈M} <∞.
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S(T)-ÑËÀÁÀß ÊÎÌÏÀÊÒÍÎÑÒÜ

Äëÿ òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñâîéñòâî (1) ìîæ-

íî îñëàáèòü äî ñâîéñòâà óçêîñòè ïî Ïðîõîðîâó

(1π); à èìåííî, ñ ïîìîùüþ Òåîðåìû 1 äîêàçûâà-

åòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2 (Çàõàðîâ, 2005).

Ïóñòü T � òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ìíîæå-

ñòâî M ⊂ RMb(T )+ ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî S(T )-

ñëàáî êîìïàêòíûì, åñëè è òîëüêî åñëè M îáëà-

äàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1π) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå ìíî-

æåñòâî C òàêîå, ÷òî µ(T \ C) < ε äëÿ ëþáîãî

µ ∈M ;

(2) sup{µT | µ ∈M} <∞.
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