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Этот проект посв󰑱щен 󰑬амощени󰑱м на плоскости. Обычно, когда плитками нескол󰑭ких типов удаетс󰑱
󰑬амостит󰑭 плоскост󰑭, реч󰑭 идет о 󰑬амощении, структура которого периодически повтор󰑱етс󰑱. Более строго:
󰑬амощение на󰑬ываетс󰑱 периодическим если оно переходит в себ󰑱 при сдвиге на ненулевой вектор. Китайский
математик Хао Ванг в 1961 году поставил следу󰑧щу󰑧 󰑬адачу:

Рассмотрим единичные квадраты, стороны которых раскрашены в конечное мно󰑨ество цветов, ка󰑨-
да󰑱 в один цвет. Пуст󰑭 выбрано нескол󰑭ко типов таких квадратов. Ра󰑬решаетс󰑱 прикладыват󰑭 квадраты
друг к другу сторонами, покрашенными в один цвет. Допустим, мо󰑨но испол󰑭󰑬оват󰑭 неограниченное ко-
личество квадратов выбранных типов. Верно ли, что если мо󰑨но 󰑬амостит󰑭 плоскост󰑭, то это мо󰑨но
сделат󰑭 периодическим способом?

И󰑬начал󰑭но Ванг предполагал, что ответ поло󰑨ител󰑭ный, то ест󰑭, если какое-нибуд󰑭 󰑬амощение суще-
ствует, то ест󰑭 и периодическое. Но в 1966 году Роберт Бергер (ученик Ванга) построил набор, состо󰑱щий
и󰑬 20426 квадратов, которым мо󰑨но 󰑬амостит󰑭 плоскост󰑭 тол󰑭ко непериодически. По󰑬днее Бергер сократил
число плиток до 104, а в 1971 году Рафаэл󰑭 Робинсон 󰑬начител󰑭но упростил конструкци󰑧, представив набор
и󰑬 6 многоугол󰑭ников, которыми мо󰑨но 󰑬амостит󰑭 плоскост󰑭 тол󰑭ко непериодически.

Рис. 1. Набор плиток Робинсона.

Эта 󰑬адача имеет философску󰑧 подоплеку. Реч󰑭 идет о том, мо󰑨но ли добит󰑭с󰑱 некоторого глобал󰑭ного
свойства (непериодичности) облада󰑱 локал󰑭ными средствами (цветовыми правилами примыкани󰑱). Вообще
подобные постановки во󰑬ника󰑧т часто: например, как органи󰑬оват󰑭 работу вычислител󰑭ной сети, чтобы
локал󰑭ный сбой не нарушал глобал󰑭ной работы. Или как локал󰑭ное в󰑬аимодействие молекул приводит к
формировани󰑧 кристаллов.

В рамках этого проекта мы будем постепенно осваиват󰑭 методы, чтобы решат󰑭 такие 󰑬адачи, в ра󰑬ных
постановках. Основной 󰑬адачей первой части проекта будет построение набора многоугол󰑭ников, которыми
мо󰑨но 󰑬амостит󰑭 плоскост󰑭 тол󰑭ко непериодическим способом (B10). По сути, эта 󰑬адача сводитс󰑱 к по-
строени󰑧 системы локал󰑭ных правил (граничных условий, определ󰑱󰑧щих, когда мо󰑨но ставит󰑭 квадратные
плитки р󰑱дом, а когда нел󰑭󰑬󰑱). Построение такого набора испол󰑭󰑬ует нескол󰑭ко приемов, которым посв󰑱щены
предварител󰑭ные 󰑬адачи.

A. Одномерный случай

Рассмотрим бесконечну󰑧 в обе стороны ленту, состо󰑱щу󰑧 и󰑬 клеток – одинаковых квадратов. Будем рас-
ставл󰑱т󰑭 буквы и󰑬 конечного алфавита, по одной в ка󰑨ду󰑧 клетку. Клетку с буквой внутри будем на󰑬ыват󰑭
плиткой.

󰑪амощением будем на󰑬ыват󰑭 расстановку букв алфавита во всех клетки ленты. Периодическими будем
на󰑬ыват󰑭 такие 󰑬амощени󰑱, которые переход󰑱т в себ󰑱 при сдвиге на целое ненулевое рассто󰑱ние p. При
этом, как легко видет󰑭, его мо󰑨но описат󰑭 как периодическое повторение какой-то комбинации и󰑬 p плиток.
Комбинаци󰑱 и󰑬 p плиток – это период 󰑬амощени󰑱, а число p – это длина периода.

󰑪апретом или 󰑬апрещенным словом или локал󰑭ным правилом будем на󰑬ыват󰑭 комбинаци󰑧 и󰑬 нескол󰑭ких
соседних плиток. Мы будем интересоват󰑭с󰑱 󰑬амощени󰑱ми, внутри которых не встречаетс󰑱 ни один и󰑬 󰑬апре-
тов. В 󰑬аписи удобно плитки 󰑬аписыват󰑭 буквами конечного алфавита, а 󰑬апреты – словами. 󰑪амощени󰑱, в
которых не встречаетс󰑱 ни один и󰑬 󰑬апретов, на󰑬ыва󰑧тс󰑱 ра󰑬решенными. В дал󰑭нейшем мы всегда будем
предполагат󰑭, что локал󰑭ных правил конечное число.

󰑪амощени󰑱, переход󰑱щие друг в друга при сдвиге, будем считат󰑭 эквивалентными или одинаковыми. В
дал󰑭нейшем мы не будем ра󰑬личат󰑭 такие 󰑬амощени󰑱.
A1 Рассмотрим алфавит {0, 1}, причем слово 01 󰑬апрещено. скол󰑭ко существует неэквивалентных ра󰑬решён-

ных 󰑬амощений?
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A2 Пока󰑨ите, что да󰑨е дл󰑱 двух букв существует 󰑬амощение, не 󰑱вл󰑱󰑧щеес󰑱 периодическим.
A3 Придумайте конечну󰑧 систему 󰑬апретов в алфавите {a, b, c}, чтобы ра󰑬решенным было тол󰑭ко периоди-

ческое 󰑬амощение c периодом abc.
A4 Существует ли система 󰑬апретов в алфавите {0, 1} така󰑱, что ра󰑬решенных неэквивалентных 󰑬амощений

ровно сто?
A5 Пуст󰑭 A некоторое конечное слово. Дока󰑨ите, что существует конечна󰑱 система 󰑬апретов, така󰑱 что

единственным ра󰑬решенным 󰑬амощением будет периодическое с периодом A.
A6 Пуст󰑭 A некоторое непериодическое 󰑬амощение. Дока󰑨ите, что не существует конечной системы 󰑬апре-

тов, дл󰑱 которой единственными ра󰑬решенными 󰑬амощени󰑱ми будут A и эквивалентные ему.
A7 Пуст󰑭 имеетс󰑱 n букв. Пуст󰑭 ка󰑨дый 󰑬апрещенное слово имеет длину 2, и всего их k, причем ра󰑬решен-

ных 󰑬амощений не существует. Дл󰑱 какого минимал󰑭ного k это во󰑬мо󰑨но?

B. Плоский случай: локал󰑭ные правила и подстановки

Выводы и󰑬 одномерного случа󰑱. 󰑪апрет в одномерном случае играет рол󰑭 локал󰑭ного услови󰑱. Ком-
биниру󰑱 локал󰑭ные услови󰑱 мы хотим добит󰑭с󰑱 глобал󰑭ного свойства. Но в одномерном случае конечное
число 󰑬апретов не дает во󰑬мо󰑨ности получит󰑭 тол󰑭ко непериодические 󰑬амощени󰑱.

Перейдем к двумерному случа󰑧. Сначала еще ра󰑬 󰑬афиксируем основные пон󰑱ти󰑱 и определени󰑱.

Рассмотрим клеточну󰑧 плоскост󰑭 и будем 󰑬аписыват󰑭 в ка󰑨ду󰑧 клетку одну и󰑬 букв конечного алфавита
L, будем на󰑬ыват󰑭 его алфавитом плиток. Пуст󰑭 в ка󰑨дой клетке 󰑬аписана одна и󰑬 букв алфавита. Тогда
󰑬адана расстановка букв в клетках. Таку󰑧 расстановку будем на󰑬ыват󰑭 󰑬амощением.

По аналогии с одномерным случаем, 󰑬амощение на󰑬ываетс󰑱 периодическим, если оно переходит в себ󰑱 при
сдвиге на ненулевой целочисленный вектор (a, b).

Эквивалентност󰑭 󰑬амощений. Определение. Рассмотрим два 󰑬амощени󰑱 бесконечной плоскости S1

и S2. Допустим, одно и󰑬 них мо󰑨но сдвинут󰑭 на целочисленный вектор и получит󰑭 другое. В этом случае
будем считат󰑭, что S1 и S2 эквивалентны. 󰑪амечание. Все 󰑬амощени󰑱 конечной фигуры счита󰑧тс󰑱 неэкви-
валентными.

Локал󰑭ные правила. Определение. Пуст󰑭 n – натурал󰑭ное число, не мен󰑭шее 2. Рассмотрим мно󰑨е-
ство всех квадратов n×n, состо󰑱щих и󰑬 наших букв-плиток. Иначе говор󰑱, это мно󰑨ество – Ln2

(мно󰑨ество
конечных наборов и󰑬 n2 букв в алфавите L). Рассмотрим в этом мно󰑨естве некоторое конечное подмно󰑨е-
ство M . То ест󰑭, M – это нескол󰑭ко квадратов n×n, составленных и󰑬 букв алфавита L. Эти квадраты будем
на󰑬ыват󰑭 󰑬апрещенными или локал󰑭ными правилами, число n – ра󰑬мер локал󰑭ного правила. 󰑪амощение
на󰑬ываетс󰑱 ра󰑬решенным, если в нем не встречаетс󰑱 󰑬апрещенных квадратов.

󰑪адава󰑱 ра󰑬личные локал󰑭ные правила, мы мо󰑨ем в какой-то степени управл󰑱т󰑭 ра󰑬решёнными 󰑬амоще-
ни󰑱ми. Рассмотрим нескол󰑭ко примеров.

B1 Пуст󰑭 алфавит плиток состоит и󰑬 двух букв. Постройте локал󰑭ные правила, чтобы ра󰑬решенным 󰑬амо-
щением была тол󰑭ко шахматна󰑱 раскраска.

B2 Пуст󰑭 в алфавите две буквы 0 и 1, восем󰑭 квадратов 2 × 2 󰑬апрещены (см. рисунок ни󰑨е). Скол󰑭ко
существует ра󰑬решенных 󰑬амощений пр󰑱моугол󰑭ника m× n?
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B3 Пуст󰑭 в алфавите {0, 1} 󰑬апрещены те 󰑨е квадраты 2 × 2, что и в предыдущей 󰑬адаче, а кроме того
󰑬апрещён один квадрат с единицами на главной диагонали. Опишите все неэквивалентные ра󰑬решенные
󰑬амощени󰑱 плоскости.
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B4 Пуст󰑭 в алфавите четыре буквы, и ра󰑬решенными квадратами 2×2 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 квадраты с четыр󰑭м󰑱 ра󰑬-
ными буквами. Остал󰑭ные квадраты 󰑬апрещенные. Скол󰑭ко существует ра󰑬решенных 󰑬амощений пр󰑱-
моугол󰑭ника m× n?

B5 Пуст󰑭 алфавит плиток состоит и󰑬 двух букв. Пуст󰑭 󰑬адано k 󰑬апрещенных блоков 2× 2 так, что нет ни
одного ра󰑬решенного 󰑬амощени󰑱. Какое минимал󰑭ное k мо󰑨ет быт󰑭?

B6 Пуст󰑭 в плиточном алфавите {0, 1} 󰑬адано некоторое мно󰑨ество локал󰑭ных правил, причем картинка
на рисунке 󰑱вл󰑱етс󰑱 ра󰑬решенной (остал󰑭ные клетки, кроме дев󰑱ти, 󰑬аполнены нул󰑱ми.) Дока󰑨ите, что
существует еще бесконечное мно󰑨ество неэквивалентных ме󰑨ду собой ра󰑬решенных 󰑬амощений.
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Эта 󰑬адача пока󰑬ывает, что не всегда 1 получаетс󰑱 с помощ󰑭󰑧 локал󰑭ных правил 󰑬адат󰑭 одно конкрет-
ное 󰑬амощение. Но если нел󰑭󰑬󰑱 󰑬адат󰑭 одно, мо󰑨ет быт󰑭 мо󰑨но 󰑬адат󰑭 некоторое мно󰑨ество в чем то
похо󰑨их друг на друга 󰑬амощений? Будем говорит󰑭, что мно󰑨ество 󰑬амощений 󰑬адаетс󰑱 некоторыми
локал󰑭ными правилами, если ра󰑬решенными 󰑬амощени󰑱ми при таких правилах будут тол󰑭ко 󰑬амощени󰑱
и󰑬 этого мно󰑨ества.

B7 Рамкой на󰑬овём фигуру, состо󰑱щу󰑧 дл󰑱 некоторых m,n > 1 и󰑬 2(m + n) − 4 граничных клеток пр󰑱мо-
угол󰑭ника m×n. На󰑬овём раскраску красивой, если единицы сто󰑱т на об󰑫единении какого-то (конечного
или бесконечного) мно󰑨ества рамок, а в остал󰑭ных клетках сто󰑱т нули. Пуст󰑭 󰑬адано конечное мно󰑨ество
локал󰑭ных правил, и все красивые раскраски клетчатой плоскости 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 ра󰑬решёнными. Дока󰑨ите,
что ест󰑭 бесконечно много неэквивалентных ра󰑬решённых раскрасок, не 󰑱вл󰑱󰑧щихс󰑱 красивыми.

B8 Пуст󰑭 󰑬аданы некоторые локал󰑭ные правила и, в соответствии с этими правилами, дл󰑱 л󰑧бого поло-
󰑨ител󰑭ного r плитками мо󰑨но 󰑬амостит󰑭 област󰑭, вкл󰑧ча󰑧щу󰑧 круг радиуса r. Дока󰑨ите, что тогда
мо󰑨но 󰑬амостит󰑭 и вс󰑧 плоскост󰑭.

С помощ󰑭󰑧 локал󰑭ных правил мо󰑨но получат󰑭 довол󰑭но сло󰑨ные 󰑬амощени󰑱. Например, с помощ󰑭󰑧
них мо󰑨но добит󰑭с󰑱 того, чтобы все ра󰑬решенные 󰑬амощени󰑱 были непериодичны. Сра󰑬у это 󰑬адачу будет
решит󰑭 сло󰑨но, мы рекомендуем вернут󰑭с󰑱 к ней в цикле C, после освоени󰑱 дополнител󰑭ных методов.
B9* Придумайте локал󰑭ные правила такие, чтобы все ра󰑬решенные 󰑬амощени󰑱 были непериодичны.

B10* Постройте конечный набор многоугол󰑭ников, которыми мо󰑨но 󰑬амостит󰑭 плоскост󰑭 тол󰑭ко непериоди-
чески. Многоугол󰑭ники друг к другу мо󰑨но прикладыват󰑭 как угодно, мо󰑨но поворачиват󰑭 и перево-
рачиват󰑭, но они не дол󰑨ны перекрыват󰑭с󰑱.

Определение. Пуст󰑭 ка󰑨дому символу алфавита сопоставлен квадрат k × k и󰑬 символов того 󰑨е алфа-
вита. Такое соответствие будем на󰑬ыват󰑭 подстановкой.

Если ест󰑭 подстановка σ и 󰑬амощение A какой-то области (конечной или бесконечной), то мо󰑨но получит󰑭
новое 󰑬амощение σ(A). Дл󰑱 этого ка󰑨ду󰑧 плитку мы 󰑬амен󰑱ем на соответству󰑧щий квадрат k × k. Если
начат󰑭 с одной плитки и примен󰑱т󰑭 подстановку нескол󰑭ко ра󰑬, мы получим бол󰑭шой квадрат.

Определение. Пуст󰑭 󰑬адана некотора󰑱 k × k подстановка σ. Пуст󰑭 так󰑨е 󰑬амощение плоскости мо󰑨но
ра󰑬бит󰑭 вертикал󰑭ными и гори󰑬онтал󰑭ными пр󰑱мыми на квадраты k × k так, что ка󰑨дый квадрат k × k
ле󰑨ит в обра󰑬е σ (то ест󰑭 ка󰑨дый квадрат 󰑱вл󰑱етс󰑱 σ(A) дл󰑱 некоторой буквы A). 󰑪апишем вместо ка󰑨-
дого квадрата σ(A) букву A. Полученное 󰑬амощение будем обо󰑬начат󰑭 как σ−1(S). Если σ−1(S) определено
одно󰑬начно, будем говорит󰑭, что в 󰑬амощении S во󰑬мо󰑨ен переход к прообра󰑬у σ−1(S). 󰑪амощение будем
на󰑬ыват󰑭 бесконечно декодируемым относител󰑭но подстановки σ, если переход к прообра󰑬у мо󰑨но провести
л󰑧бое число ра󰑬.
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B11 Рассмотрим подстановку как на рисунке. Бесконечно декодируемое 󰑬амощение дл󰑱 неё на󰑬ываетс󰑱 ковром
Серпинского.

a) Дока󰑨ите, что ест󰑭 бесконечно много попарно неэквивалентных ковров Серпинского.
b) Дока󰑨ите, что все ковры Серпинского кроме одного 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 непериодичными 󰑬амощени󰑱ми.
c) 󰑪адаётс󰑱 ли мно󰑨ество ковров Серпинского локал󰑭ными правилами?

Если мы хотим 󰑬адат󰑭 с помощ󰑭󰑧 локал󰑭ных правил бесконечно декодируемые 󰑬амощени󰑱, логично по-
требоват󰑭, чтобы подстановка переводила ра󰑬решённые 󰑬амощени󰑱 в ра󰑬решённые.

Определение. Будем говорит󰑭, что подстановка согласована с локал󰑭ными правилами ра󰑬мера k, если
1) дл󰑱 л󰑧бой буквы A, квадрат σ(A) 󰑱вл󰑱етс󰑱 ра󰑬решенным;
2) если X – ра󰑬решенный квадрат 2× 2, то квадрат σ(X) содер󰑨ит тол󰑭ко ра󰑬решенные квадраты k × k.

B12 Пуст󰑭 󰑬аданы локал󰑭ные правила R, причем k = 2, то ест󰑭 все 󰑬апрещенные квадраты ра󰑬мера 2 × 2.
Пуст󰑭 некоторый квадрат A ра󰑬мера N ×N 󰑱вл󰑱етс󰑱 ра󰑬решенным, то ест󰑭 не содер󰑨ит 󰑬апрещенных
квадратов 2×2. Пуст󰑭 подстановка σ согласована с R. Дока󰑨ите, что квадрат σ(A) так󰑨е ра󰑬решенный.

1на самом деле, дл󰑱 непериодических 󰑬амощений – никогда, и по󰑬󰑨е мы это дока󰑨ем



B13 Пуст󰑭 подстановка σ согласована с локал󰑭ными правилами ра󰑬мера 2. Дока󰑨ите, что существует ра󰑬ре-
шенное 󰑬амощение.

B14 Рассмотрим подстановку σ. Верно ли, что существует 󰑬амощение S, дл󰑱 которого верно σ(S) эквивалент-
но S? Придумайте достаточные услови󰑱 на σ, чтобы такое 󰑬амощение существовало.

C. Примеры непериодичности

Итоги после циклов A и B. Мы хотим найти такое мно󰑨ество 󰑬амощений, которое с одной стороны
󰑬адаётс󰑱 локал󰑭ными правилами, а с другой стороны – содер󰑨ит тол󰑭ко непериодичные 󰑬амощени󰑱. В одно-
мерном случае такого мно󰑨ества не бывает (почему?). Самые простые и󰑬вестные нам двумерные примеры –
это бесконечно декодируемые относител󰑭но подстановки 󰑬амощени󰑱.

Подходит не л󰑧ба󰑱 подстановка.
C1 a) Приведите пример такой подстановки, что все бесконечно декодируемые 󰑬амощени󰑱 непериодичны,

но мно󰑨ество бесконечно декодируемых 󰑬амощений не 󰑬адаётс󰑱 локал󰑭ными правилами.
b) Приведите пример такой подстановки, что все бесконечно декодируемые 󰑬амощени󰑱 периодичны.

Искат󰑭 подход󰑱щие подстановки проще не 󰯺с нул󰑱󰯻, а в некотором смысле улучша󰑱 не подход󰑱щие.

Переход к другому алфавиту. Декорации. Пуст󰑭 󰑬адан алфавит плиток a, b, c . . . . Мы мо󰑨ем вве-
сти конечное число дубликатов (оттенков) дл󰑱 ка󰑨дой буквы и рассмотрет󰑭 расширенный алфавит плиток
a1, . . . ak, b1, . . . bk, c1, . . . ck, . . . . Будем тепер󰑭 вводит󰑭 локал󰑭ные правила дл󰑱 расширенного алфавита. После
этого мо󰑨но рассмотрет󰑭 ра󰑬решенные 󰑬амощени󰑱 и игнорироват󰑭 введенные оттенки. Такой прием на󰑬ыва-
етс󰑱 введение декораций.

Определение. Пуст󰑭 󰑬адана подстановка σ1 в алфавите A2 и σ2 в алфавите A2. Подстановку σ2 будем
считат󰑭 декорацией дл󰑱 σ1, если выполнены следу󰑧щие услови󰑱:

1) существует функци󰑱 f , определенна󰑱 на A2, со 󰑬начени󰑱ми в A1;
2) если σ2(a) = M – квадрат, составленный и󰑬 букв алфавита A2, то σ1(f(a)) = f(M).
Функци󰑧 f мо󰑨но понимат󰑭 как 󰑬абывание оттенка у цвета, а f(M) – это квадрат того 󰑨е ра󰑬мера, что

и M , но и󰑬 основных цветов бе󰑬 оттенков.

Основной нашей 󰑬адачей будет дока󰑬ател󰑭ство того, что 󰑬аданну󰑧 подстановку мо󰑨но декорироват󰑭 так,
чтобы мно󰑨ество бесконечно декодируемых 󰑬амощений 󰑬адавалос󰑭 локал󰑭ными правилами.

Дл󰑱 начала мы ра󰑬берем некоторые поле󰑬ные частные случаи. Пуст󰑭 󰑬адана подстановка σ. Если A –
буква алфавита, то σ(A) - квадрат 2× 2 и󰑬 четырех букв алфавита (куда отобра󰑨аетс󰑱 A). Будем считат󰑭,
что ра󰑬ные символы отобра󰑨а󰑧тс󰑱 в ра󰑬ные квадраты 2× 2.

Ра󰑬деление обра󰑬ов. Определение. Определим отобра󰑨ение σUL, сопоставл󰑱󰑧щее символу A левый
верхний угол квадрата σ(A). Аналогично определим отобра󰑨ени󰑱 σDL, σUR, σDR. Будем считат󰑭, что подста-
новка обладает свойством ра󰑬делени󰑱 обра󰑬ов, если ка󰑨дый символ алфавита присутствует в обра󰑬е ровно
одного и󰑬 этих четырех отобра󰑨ений.
C2 Приведите пример подстановки с ра󰑬делением обра󰑬ов.

Свойство ра󰑬делени󰑱 обра󰑬ов помогает нам при конструировании локал󰑭ных правил. Сначала постараем-
с󰑱 добит󰑭с󰑱 цели дл󰑱 частного случа󰑱 – какой нибуд󰑭 подстановки. После этого, попробуем ра󰑬обрат󰑭с󰑱 с
подстановками с ра󰑬делением обра󰑬ов. И у󰑨е потом перейдем к общему случа󰑧.

Иде󰑱 построени󰑱. Дл󰑱 начала попробуйте раскрашиват󰑭 ребра квадратов в ра󰑬личные цвета и форму-
лироват󰑭 локал󰑭ные правила в терминах сочетаний этих цветов. Основна󰑱 цел󰑭 – добит󰑭с󰑱 того, чтобы л󰑧бое
ра󰑬решенное 󰑬амощение по󰑬вол󰑱ло себ󰑱 декодироват󰑭, то ест󰑭 переходит󰑭 к предыдущему уровн󰑧 иерархии.
Такой переход к предыдущему уровн󰑧 и осуществл󰑱ет подстановка.
C3 Придумайте каку󰑧 нибуд󰑭 подстановку σ и локал󰑭ные правила, такие, что л󰑧бое ра󰑬решенное 󰑬амощение

S допускает переход к прообра󰑬у σ−1(S) и 󰑬амощение σ−1(S) так󰑨е 󰑱вл󰑱етс󰑱 ра󰑬решенным. Дока󰑨ите,
что вс󰑱кое ра󰑬решенное 󰑬амощение 󰑱вл󰑱етс󰑱 непериодичным.

C4 Пуст󰑭 󰑬адана 2 × 2 подстановка σ с ра󰑬делением обра󰑬ов. Пуст󰑭 так󰑨е 󰑬аданы локал󰑭ные правила,
что л󰑧бое ра󰑬решенное 󰑬амощение S допускает переход к прообра󰑬у σ−1(S) и 󰑬амощение σ−1(S) так󰑨е
󰑱вл󰑱етс󰑱 ра󰑬решенным. Дока󰑨ите, что вс󰑱кое ра󰑬решенное данными локал󰑭ными правилами 󰑬амощение
󰑱вл󰑱етс󰑱 непериодичным.

C5 Пуст󰑭 󰑬адана 2× 2 подстановка σ с ра󰑬делением обра󰑬ов. Дока󰑨ите, что дл󰑱 некоторой декорации под-
становки мно󰑨ество бесконечно декодируемых 󰑬амощений определ󰑱етс󰑱 локал󰑭ными правилами.

C6 Пуст󰑭 󰑬адана 3× 3 подстановка σ с ра󰑬делением обра󰑬ов. Дока󰑨ите, что дл󰑱 некоторой декорации под-
становки мно󰑨ество бесконечно декодируемых 󰑬амощений определ󰑱етс󰑱 локал󰑭ными правилами.



C7 Пуст󰑭 󰑬адана 2 × 2 подстановка σ, не об󰑱󰑬ател󰑭но с ра󰑬делением обра󰑬ов. Дока󰑨ите, что дл󰑱 некото-
рой декорации подстановки мно󰑨ество бесконечно декодируемых 󰑬амощений определ󰑱етс󰑱 локал󰑭ными
правилами.

D. Ра󰑬личные формали󰑬мы и перевод непериодичности на другие 󰑱󰑬ыки.

󰑪адачи о 󰑬амощени󰑱 мо󰑨но формулироват󰑭 на ра󰑬ных 󰑱󰑬ыках (формали󰑬мах). Иногда бывает поле󰑬но,
получив продви󰑨ение в какой-то одной постановке, перевести ее на другу󰑧.

Формали󰑬м Ванга. Ка󰑨да󰑱 плитка – единичный квадрат. Ка󰑨да󰑱 сторона квадрата раскрашена в один
и󰑬 конечного мно󰑨ества цветов. Квадраты мо󰑨но прикладыват󰑭 друг к другу, совмеща󰑱 стороны одного
цвета.
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Формали󰑬м дополн󰑱󰑧щих цветов. Ка󰑨да󰑱 плитка – единичный квадрат. На сторонах ка󰑨дого квад-
рата написаны ненулевые целые числа и󰑬 конечного набора, которые мо󰑨но на󰑬ват󰑭 цветами. Квадраты
мо󰑨но прикладыват󰑭 друг к другу, совмеща󰑱 стороны, на которых написаны противополо󰑨ные числа.
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Иногда счита󰑧т, что вместе с плиткой в наборе ест󰑭 и повернута󰑱 на 90 градусов плитка. В этом случае
говор󰑱т, что плитки мо󰑨но поворачиват󰑭.

Рассмотрим плитку A с цветами (a1, a2, a3, a4) по часовой стрелке. Перевернутой плиткой будем на󰑬ыват󰑭
плитку с цветами (−a3,−a2,−a1,−a4) против часовой стрелки. Если дл󰑱 ка󰑨дой плитки в наборе ест󰑭 и ее
перевернута󰑱 плитка то говор󰑱т, что плитки мо󰑨но переворачиват󰑭.

Определение. Будем на󰑬ыват󰑭 набор апериодическим (в каком-либо формали󰑬ме), если с его помощ󰑭󰑧
мо󰑨но 󰑬амостит󰑭 плоскост󰑭 тол󰑭ко непериодически.
D1 Дока󰑨ите, что формали󰑬мы Ванга и дополн󰑱󰑧щих цветов эквивалентны, то ест󰑭 если ест󰑭 непериоди-

ческий набор в одном формали󰑬ме, то ест󰑭 соответству󰑧щий ему непериодический набор в другом.
D2 На󰑬овем многоугол󰑭ник квадратно-составленным, если он представл󰑱ет собой фигуру полимино, со-

ставленну󰑧 и󰑬 единичных квадратов (св󰑱󰑬ну󰑧 и бе󰑬 дыр внутри). Постройте апериодический набор и󰑬
квадратно-составленных многоугол󰑭ников, которые мо󰑨но поворачиват󰑭 и переворачиват󰑭.

D3 Рассмотрим формали󰑬м дополн󰑱󰑧щих цветов, причем плитки мо󰑨но поворачиват󰑭 и переворачиват󰑭.
a) Мо󰑨ет ли набор быт󰑭 апериодичным?
b) Пуст󰑭 тепер󰑭 по-пре󰑨нему плитки ра󰑬решаетс󰑱 прикладыват󰑭 по правилам дополн󰑱󰑧щих цветов,

но перевернутые плитки не могут имет󰑭 общу󰑧 сторону. Дока󰑨ите, что существует апериодический
набор.


