
âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2 3ÌàòåìàòèêàÓÄÊ 517.928.2ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÑÏÎÑÎÁÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÇÀÄÀ×È ÊÎØÈÄËß ÑÈÍ�ÓËß�ÍÎ ÂÎÇÌÓÙÅÍÍÎ�Î ËÈÍÅÉÍÎ�ÎÎÄÍÎ�ÎÄÍÎ�Î ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈßÏ�ÎÈÇÂÎËÜÍÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀÅ. Å. Áóêæàë�åâ1Ïîñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèíãóëÿð-íî âîçìóùåííîãî ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðîèçâîëüíîãîïîðÿäêà. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîé â òîì ñìûñëå, ÷òî îò-êëîíåíèå (ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ �óíêöèé) åå n-ãî ýëåìåíòà îò ðåøåíèÿçàäà÷è ïðîïîðöèîíàëüíî (n+ 1)-é ñòåïåíè ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèíãóëÿðíûå âîçìóùåíèÿ, òåîðåìà Áàíàõà î íåïîäâèæíîé òî÷êå,ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêèõ èòåðàöèé, ìåòîä ïîãðàíè÷íûõ �óíêöèé.We onstrut a sequene onverging to the solution to the Cauhy problem for a singularlyperturbed, linear, homogeneous di�erential equation of any order. This sequene is asymptoti inthe following sense: the distane (with respet to the norm of the spae of ontinuous funtions)between its nth element and the solution to the problem is proportional to the (n+1)th powerof the perturbation parameter.Key words: singular perturbations, Banah �xed-point theorem, asymptoti iteration method,boundary funtion method.1. Ââåäåíèå. �àññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãîäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ m-ãî ïîðÿäêà:
εm y(m) = εm−1 am−1(x) y

(m−1) + . . .+ a0(x) y, x ∈ (0,X]; (1)

y(0; ε) = y0, . . . , y(m−1)(0; ε) = ym−1/εm−1, (2)ãäå ε > 0 � ïàðàìåòð âîçìóùåíèÿ, X > 0, y0, . . . , ym−1 ∈ R, a0(x), . . . , am−1(x) ∈ C1[0,X]. Êðîìåòîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîý��èöèåíòû ai(x) ïðè âñåõ x ∈ [0,X] óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ �óðâèöà(ñì., íàïðèìåð, [1, . 97℄):
−a00(x) > 0,

∣∣∣∣
a00(x) a01(x)
a10(x) a11(x)

∣∣∣∣ > 0, . . . , (−1)m

∣∣∣∣∣∣∣

a00(x) . . . a0(m−1)(x)... . . . ...
a(m−1)0(x) . . . a(m−1)(m−1)(x)

∣∣∣∣∣∣∣
> 0, (3)ãäå

aij(x) :=





a2i−j(x), åñëè 0 6 2 i− j < m;

−1, åñëè 2 i− j = m;

0, åñëè 2 i− j < 0 èëè 2 i− j > m.Íàïîìíèì (ñì. [1, . 91℄), ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (3) íåîáõîäèìî (à ïðè m ∈ {1, 2} èäîñòàòî÷íî), ÷òîáû âñå ai(x) èìåëè îòðèöàòåëüíûé çíàê.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîð-�óíêöèé
ψn(x; ε) = (y1n(x; ε), . . . , y

m
n (x; ε))(çäåñü m � ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ (1), n � íîìåð ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè), ñõîäÿùåéñÿ ïðè êàæ-äîì ε ∈ (0, ε0] ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà Cm[0,X] (íåïðåðûâíûõ m-ìåðíûõ âåêòîð-�óíêöèé àðãóìåíòà

x ∈ [0,X]) ê �óíêöèè
ψ(x; ε) = (y(x; ε),

d

dx
y(x; ε), . . . ,

dm−1
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4 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2ãäå y(x; ε) � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) (äëÿ âåëè÷èíû ε0 â ÿâíîì âèäå óñòàíîâëåíà íèæ-íÿÿ îöåíêà). Ïîñòðîåíèå è äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ψn(x; ε) îïèðàþòñÿ íàòåîðåìó Áàíàõà î íåïîäâèæíîé òî÷êå ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-ñòâà (ñì. [2, ñ. 64℄). Ïðè ýòîì êîý��èöèåíò ñæàòèÿ k îòîáðàæåíèÿ îêàçûâàåòñÿ âåëè÷èíîé ïîðÿäêà
ε (k < ε/ε0), òàê ÷òî îòêëîíåíèå yin(x; ε) îò di−1

dxi−1 y(x; ε) (çäåñü ïîä îòêëîíåíèåì ïîäðàçóìåâàåòñÿîòêëîíåíèå ïî íîðìå C[0,X]) ñîñòàâëÿåò O(εn+1) ïðè 0 < ε 6 ε0. Òåì ñàìûì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàòíîñèò è àñèìïòîòè÷åñêèé õàðàêòåð.Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé ñëåäóþùèé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ψn(x; ε) åñòü ðåçóëüòàò äåéñòâèÿíåêîòîðîãî îïåðàòîðà íà ïðåäûäóùèé ýëåìåíò. Ýëåìåíòû òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÷àñòî íàçûâà-þò èòåðàöèÿìè, à ñàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � èòåðàöèîííûìè. Â íàøåì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ψn(x; ε) ñõîäèòñÿ ê ψ(x; ε) (ïî íîðìå Cm[0,X]), ïðè÷åì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àñèìïòîòè÷åñêè âåëè-êà (îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ε). Ïîýòîìó ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ψn(x; ε) îòíîñèòñÿ ê ìåòîäó àñèìïòîòè÷åñêèõ èòåðàöèé (î ìåòîäå àñèìïòîòè÷åñêèõ èòåðàöèé ñì., íà-ïðèìåð, [3℄). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yin(x; ε) òàêæå áóäåì íàçûâàòü àñèìïòîòè÷åñêèìè èòåðàöèîííûìè,èëè ïðîñòî èòåðàöèîííûìè, èëè àñèìïòîòè÷åñêèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè (i−1)-é ïðîèçâîäíîé ðå-øåíèÿ y(x; ε) ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.Âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà àñèìïòîòè÷åñêèõ èòåðàöèé ñâÿçàíà ñ âûïîëíåíèåì óñëîâèé(3), íàëîæåííûõ íà êîý��èöèåíòû èç ïðàâîé ÷àñòè èññëåäóåìîãî óðàâíåíèÿ. Îäíàêî âûïîëíåíèåýòèõ óñëîâèé îòêðûâàåò ïóòü è äëÿ ìåòîäà ïîãðàíè÷íûõ �óíêöèé (î ìåòîäå ïîãðàíè÷íûõ �óíêöèéñì., íàïðèìåð, [4, 5℄). Íåïîñðåäñòâåííûì ñðàâíåíèåì ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îòêëîíåíèå y1n(x; ε)îò n-é ÷àñòè÷íîé ñóììû Yn(x; ε) (íàçûâàåìîé àñèìïòîòèêîé èëè àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì n-ãîïîðÿäêà) ðÿäà Y (x; ε), ïîëó÷àåìîãî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîãðàíè÷íûõ �óíêöèé, ñîñòàâëÿåò O(εn+1).Òàêèì îáðàçîì, ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y1n(x; ε) äåëàåò âîçìîæíûì èñïîëüçîâàíèå ìåòîäààñèìïòîòè÷åñêèõ èòåðàöèé äëÿ îáîñíîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî ñ ïîìîùüþìåòîäà ïîãðàíè÷íûõ �óíêöèé (ò.å. äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó Yn(x; ε) è ðåøåíèåì
y(x; ε) ñîñòàâëÿåò O(εn+1) ðàâíîìåðíî ïî âñåì x ∈ [0,X]).Îòìåòèì, ÷òî ñõîäèìîñòü (ðàâíîìåðíàÿ ïî ε) ïðè ε ∈ (0, ε0] àñèìïòîòè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòåé yin(x; ε) ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì ïðåèìóùåñòâîì ìåòîäà àñèìïòîòè÷åñêèõ èòåðàöèé ïåðåäìåòîäîì ïîãðàíè÷íûõ �óíêöèé, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü õîòü è àñèìïòîòè÷åñêèé, íî, âîîáùåãîâîðÿ, ðàñõîäÿùèéñÿ (â òîì ÷èñëå ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ ε) ðÿä. Äåëî â òîì, ÷òî îöåíêà îòêëî-íåíèÿ y1n(x; ε) îò Yn(x; ε), ñîñòàâëÿþùàÿ O(εn+1), íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé ïî n è ñ ðîñòîì n ýòîîòêëîíåíèå ìîæåò íå òîëüêî íå ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, íî è íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü.Åùå îäíî ïðåèìóùåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ψn(x; ε) � âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ âñåõ åå ÷ëåíîâáåç ïîâûøåíèÿ òðåáîâàíèé ãëàäêîñòè íà �óíêöèè ai(x) (äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåõ ψn(x; ε) äîñòàòî÷íî,÷òîáû ai(x) ∈ C1[0,X], â òî âðåìÿ êàê äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåõ ÷ëåíîâ ðÿäà Y (x; ε) íåîáõîäèìà áåñêî-íå÷íàÿ äè��åðåíöèðóåìîñòü ai(x)).2. Óñòàíîâëåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ îöåíîê. Ïóñòü p � îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîìó x ∈
[0,X] ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ìíîãî÷ëåí

p(x) := λm − am−1(x)λ
m−1 − . . . − a1(x)λ− a0(x), (4)ãäå ai(x) � êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ (1). Èçâåñòíî (ñì. [6, ñ. 28℄), ÷òî èç íåïðåðûâíîñòè êîý��è-öèåíòîâ ai âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé λ1, . . . , λm: [0,X] → C, ÷òî

∀x ∈ [0,X] p(x) = (λ− λ1(x)) . . . (λ− λm(x))(äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ñóùåñòâåííà ñêàëÿðíîñòü ïåðåìåííîé x). Ïðè ýòîì λ1(x),. . . , λm(x) íàçûâàþò êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà p(x).Ñîãëàñíî êðèòåðèþ �óðâèöà (ñì. [1, ñ. 97℄), äëÿ îòðèöàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷àñòåé êîðíåéïîëèíîìà p(x) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åãî êîý��èöèåíòû ai(x) óäîâëåòâîðÿëè íåðàâåí-ñòâàì (3). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ (i, x) ∈ {1, . . . ,m} × [0,X] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
Reλi(x) < 0. (5)Çàìåòèì, ÷òî èç íåïðåðûâíîñòè λi ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé ýòèõ �óíê-öèé. Íî òîãäà â ñèëó (5) è âòîðîé òåîðåìû Âåéåðøòðàññà (îá ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèÿõ íåïðåðûâíûõ�óíêöèé)

κ := −max
[0,X]

max{Reλ1(x), . . . ,Reλm(x)} > 0. (6)
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dmỹ

dξm
= am−1(0)

dm−1ỹ

dξm−1 + . . .+ a0(0) ỹ, ξ ∈ (0,X/ε]; (7)

ỹ(0) = y0, . . . ,
dm−1ỹ

dξm−1 (0) = ym−1. (8)Óðàâíåíèå (7) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîðîäíîå ëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòî-ÿííûìè êîý��èöèåíòàìè. �åøåíèå çàäà÷è (7), (8) èìååò âèä
ỹ(ξ) = α11 e

λ1(0) ξ + . . .+ α1m1 ξ
m1−1 eλm1 (0) ξ + . . .

. . . + αq1 e
λm1+...+mq−1+1(0) ξ + . . .+ αqmq ξ

mq−1 eλm1+...+mq−1+mq (0) ξ, (9)ãäå λ1(0) = . . . = λm1(0), . . . , λm1+...+mq−1+1(0) = . . . = λm1+...+mq (0) � êîðíè ìíîãî÷ëåíà p(0)(ñì. (4)); α11, . . . , αqmq � ïîñòîÿííûå, îäíîçíà÷íî âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç y0, . . . , ym−1 è λ1(0), . . . ,
λm(0) (m1 + . . . +mq = m).Èç (9) è (6) âèäíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì C̃ äëÿ ỹ(i)(ξ) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|ỹ(i)(ξ)| 6 C̃ (1 + ξm−1) e−κ ξ, (i, ξ) ∈ {0, . . . ,m− 1} × [0,+∞). (10)Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ çàäà÷è (1), (2):
x = ε ξ, y(x; ε) = ỹ(ξ) + ε z(ξ; ε). (11)Äëÿ íîâîé �óíêöèè z(ξ; ε) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à:

dmz

dξm
= am−1(ε ξ)

dm−1z

dξm−1 + . . .+ a0(ε ξ) z + f(ξ; ε), ξ ∈ (0,X/ε]; (12)

z(0; ε) = . . . =
dm−1z

dξm−1 (0; ε) = 0, (13)ãäå
f(ξ; ε) := ε−1

{
[am−1(ε ξ)− am−1(0)] ỹ

(m−1)(ξ) + . . . + [a0(ε ξ) − a0(0)] ỹ(ξ)
}
. (14)Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (12), äîáàâèâ ïåðåìåííóþ x â êà÷åñòâå íîâîãî ïàðàìåòðà:

dmz

dξm
= am−1(x)

dm−1z

dξm−1 + . . . + a0(x) z + [am−1(ε ξ) − am−1(x)]
dm−1z

dξm−1 + . . .

. . .+ [a0(ε ξ)− a0(x)] z + f(ξ; ε), (ξ, x) ∈ (0,X/ε] × [0,X]. (15)Çàäà÷à (15), (13) ðàâíîñèëüíà èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ
z(ξ; ε) =

ξ∫
0

Φ(ξ − ζ; x)
{
[am−1(ε ζ)− am−1(x)]

dm−1z

dζm−1 (ζ; ε) + . . .

. . .+ [a0(ε ζ)− a0(x)] z(ζ; ε) + f(ζ; ε)
}
dζ, (ξ, x) ∈ [0,X/ε] × [0,X], (16)ãäå Φ(ξ − ζ; x) = K(ξ, ζ;x) � �óíêöèÿ Êîøè óðàâíåíèÿ

dmz

dξm
= am−1(x)

dm−1z

dξm−1 + . . .+ a0(x) z.Íàïîìíèì, ÷òî Φ(ξ;x) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé íà÷àëüíîé çàäà÷å:
dmΦ

dξm
= am−1(x)

dm−1Φ

dξm−1 + . . .+ a0(x)Φ, (ξ, x) ∈ R× [0,X]; (17)3 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 2
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Φ(0;x) = . . . =

dm−2Φ

dξm−2 (0;x) = 0,
dm−1Φ

dξm−1 (0;x) = 1, x ∈ [0,X]. (18)Çàìå÷àíèå. Èç òåîðåì î íåïðåðûâíîñòè è äè��åðåíöèðóåìîñòè ïî ïàðàìåòðó ðåøåíèÿ íà-÷àëüíîé çàäà÷è (ñì., íàïðèìåð, [2, ñ. 53, 57℄) âûòåêàåò, ÷òî Φ(ξ;x) ∈ C∞,1(R× [0,X]).Çàïèøåì òàêæå âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî ξ (ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà i 6 m− 1) �óíêöèè
z(ξ; ε):

diz

dξi
(ξ; ε) =

ξ∫
0

Φξi(ξ − ζ; x)
{
[am−1(ε ζ)− am−1(x)]

dm−1z

dζm−1 (ζ; ε) + . . .

. . .+ [a0(ε ζ)− a0(x)] z(ζ; ε) + f(ζ; ε)
}
dζ, (i, ξ, x) ∈ {1, . . . ,m− 1} × [0,X/ε] × [0,X]. (19)Ïîñêîëüêó ðåøåíèå z óðàâíåíèÿ (16) çàâåäîìî íå çàâèñèò îò x, íà ìåñòî ïîñëåäíåãî â (16) è(19) ìîæíî ïîäñòàâèòü ëþáóþ �óíêöèþ îò ξ è ε ñî çíà÷åíèÿìè èç [0,X]. Òîãäà, ïîëàãàÿ x = ε ξ,ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå äëÿ z(ξ; ε), d
dξ z(ξ; ε), . . . , dm−1

dξm−1 z(ξ; ε):
z(ξ; ε) =

ξ∫
0

Φ(ξ − ζ; ε ξ)
{
[am−1(ε ζ)− am−1(ε ξ)]

dm−1z

dζm−1 (ζ; ε) + . . .

. . .+ [a0(ε ζ)− a0(ε ξ)] z(ζ; ε) + f(ζ; ε)
}
dζ =: Â1(ε)

(
z, . . . ,

dm−1z

dξm−1

)
(ξ; ε), ξ ∈ [0,X/ε];

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (20)

dm−1z

dξm−1 (ξ; ε) =
ξ∫
0

Φξm−1(ξ − ζ; ε ξ)
{
[am−1(ε ζ)− am−1(ε ξ)]

dm−1z

dζm−1 (ζ; ε) + . . .

. . .+ [a0(ε ζ)− a0(ε ξ)] z(ζ; ε) + f(ζ; ε)
}
dζ =: Âm(ε)

(
z, . . . ,

dm−1z

dξm−1

)
(ξ; ε), ξ ∈ [0,X/ε],èëè

(
z(ξ; ε), . . . ,

dm−1z

dξm−1 (ξ; ε)
)
=
(
Â1(ε)

(
z, . . . ,

dm−1z

dξm−1

)
(ξ; ε), . . . , Âm(ε)

(
z, . . . ,

dm−1z

dξm−1

)
(ξ; ε)

)
=

=: Â(ε)
(
z, . . . ,

dm−1z

dξm−1

)
(ξ; ε), ξ ∈ [0,X/ε], (21)ãäå ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì ε ∈ (0,+∞) ïîä îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Â(ε) ïîäðàçóìå-âàåòñÿ Cm[0,X/ε] � ïðîñòðàíñòâî m-ìåðíûõ âåêòîð-�óíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [0,X/ε]:

Â(ε) : Cm[0,X/ε] → Cm[0,X/ε].Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ îäíî âñïîìîãàòåëüíîå ñâîéñòâî ðåøåíèÿ w çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíîãîäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè, ðàññìàòðèâàåìûìè êàê ïàðàìåòðûäëÿ w:
dmw

dξm
= am−1

dm−1w

dξm−1 + . . .+ a0 w, ξ ∈ (0,+∞); (22)

w(0;Mm, Nm) = w0, . . . ,
dm−1w

dξm−1 (0;Mm, Nm) = wm−1, (23)ãäå Mm = (a0, . . . , am−1) ∈ C
m, Nm = (w0, . . . , wm−1) ∈ C

m.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
Λm(Mm) := max{Reλ1(Mm), . . . ,Reλm(Mm)}, (24)ãäå λ1(Mm), . . . , λm(Mm) � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà óðàâíåíèÿ (22);

Πm(C) := {(x1, . . . , xm) ∈ C
m : |x1| 6 C, . . . , |xm| 6 C}.
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∣∣∣∣
diw

dξi
(ξ;Mm, Nm)

∣∣∣∣ 6 C̃m (1 + ξm−1) eΛm(Mm) ξ (25)ïðè âñåõ (i, ξ,Mm, Nm) ∈ {0, . . . ,m− 1} × [0,+∞)×Πm(Ca)×Πm(Cw), ãäå w(ξ;Mm, Nm) � ðåøåíèåçàäà÷è (22), (23).Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sm âû-ñêàçûâàíèå ëåììû. Òàê êàê ñïðàâåäëèâîñòü S1 î÷åâèäíà, òî îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãîíàòóðàëüíîãî m èç Sm ñëåäóåò Sm+1.�àññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (m+ 1)-ãî ïîðÿäêà
dm+1w

dξm+1 = am
dmw

dξm
+ . . .+ a0 w, ξ ∈ (0,+∞); (26)

w(0;Mm+1, Nm+1) = w0, . . . ,
dmw

dξm
(0;Mm+1, Nm+1) = wm (27)è çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå íåîòðèöàòåëüíûå Ca è Cw. Óòâåðæäåíèå Sm+1 ñîñòîèò â òîì, ÷òîíàéäåòñÿ íàñòîëüêî áîëüøàÿ ïîñòîÿííàÿ C̃m+1, ÷òî

∣∣∣∣
diw

dξi
(ξ;Mm+1, Nm+1)

∣∣∣∣ 6 C̃m+1 (1 + ξm) eΛm+1(Mm+1) ξïðè âñåõ (i, ξ,Mm+1, Nm+1) ∈ 0,m×[0,+∞)×Πm+1(Ca)×Πm+1(Cw), ãäå w(ξ;Mm+1, Nm+1)� ðåøåíèåçàäà÷è (26), (27).×òîáû óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü Sm+1 (â ïðåäïîëîæåíèè èñòèííîñòè óòâåðæäåíèÿ Sm), ñäå-ëàåì çàìåíó çàâèñèìîé ïåðåìåííîé çàäà÷è (26), (27):
w(ξ;Mm+1, Nm+1) = eλ

∗(Mm+1) ξ u(ξ;Mm+1, Nm+1), (28)ãäå λ∗(Mm+1) � �óíêöèÿ, ñòàâÿùàÿ êàæäîìó Mm+1 = (a0, . . . , am) ∈ C
m+1 â ñîîòâåòñòâèå îäèí èçêîðíåé (ëþáîé) λi(Mm+1) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà óðàâíåíèÿ (26), äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü

Reλi(Mm+1) êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ Λm+1(Mm+1):
Reλ∗(Mm+1) = Λm+1(Mm+1). (29)Äëÿ íîâîé �óíêöèè u(ξ;Mm+1, Nm+1) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à:

dm+1u

dξm+1 = bm(Mm+1)
dmu

dξm
+ . . .+ b1(Mm+1)

du

dξ
, ξ ∈ (0,+∞); (30)

u(0;Mm+1, Nm+1) = u0(Mm+1, Nm+1), . . . ,
dmu

dξm
(0;Mm+1, Nm+1) = um(Mm+1, Nm+1). (31)Çäåñü bi(Mm+1) = b̃i(λ

∗(Mm+1),Mm+1), ui(Mm+1, Nm+1) = ũi(λ∗(Mm+1), Nm+1), ãäå â ñâîþ î÷åðåäü
b̃i è ũi � èçâåñòíûå �óíêöèè îò λ∗, Mm+1 = (a0, . . . , am) è Nm+1 = (w0, . . . , wm) � ïîëèíîìèàëüíûåïî λ∗ è ëèíåéíûå ïî a0, . . . , am è w0, . . . , wm. Çàïèñûâàÿ óðàâíåíèå (30), ìû ñðàçó æå ó÷ëè, ÷òî åãîõàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïðè ëþáîì Mm+1 ∈ C

m+1 èìååò íóëåâîé êîðåíü (ñì. (32)), â ñâÿçè ñ÷åì êîý��èöèåíò b0(Mm+1) ïðè �óíêöèè u åñòü òîæäåñòâåííûé íóëü.Ââèäó (28) ïðè êàæäîì Mm+1 ∈ C
m+1 êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà óðàâíåíèÿ(30) ÿâëÿþòñÿ

µi(Mm+1) := λi(Mm+1)− λ∗(Mm+1), i ∈ {1, . . . ,m+ 1}. (32)Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ λ∗(Mm+1) âûòåêàåò, ÷òî
Reµi(Mm+1) 6 0 (33)ïðè âñåõ (i,Mm+1) ∈ {1, . . . ,m+ 1} × C

m+1.4 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 2



8 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2Ïîñêîëüêó ìû ñ÷èòàåì, ÷òî òî÷êè Mm+1 = (a0, . . . , am) ïðèíàäëåæàò êîíå÷íîìó ïàðàëëåëå-ïèïåäó Pm+1(Ca), òî äëÿ âñåõ êîðíåé λi(Mm+1) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà óðàâíåíèÿ (26)ñïðàâåäëèâà (ñì., íàïðèìåð, [7, ñ. 533℄) îöåíêà
|λi(Mm+1)| 6 1 +Ca. (34)Íî òîãäà çàâåäîìî íàéäóòñÿ òàêèå íåîòðèöàòåëüíûå ïîñòîÿííûå Cb è Cu, ÷òî

|bi(Mm+1)| 6 Cb, |ui(Mm+1, Nm+1)| 6 Cu (35)ïðè âñåõ (i,Mm+1, Nm+1) ∈ 0,m×Πm+1(Ca)×Πm+1(Cw).Ïîíèçèì ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ (30), ñäåëàâ åùå îäíó çàìåíó çàâèñèìîé ïåðåìåííîé:
du

dξ
(ξ;Mm+1, Nm+1) = v(ξ;Mm+1, Nm+1). (36)Ôóíêöèÿ v(ξ;Mm+1, Nm+1) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé íà÷àëüíîé çàäà÷å:

dmv

dξm
= bm(Mm+1)

dm−1v

dξm−1 + . . .+ b1(Mm+1) v, ξ ∈ (0,+∞); (37)

v(0;Mm+1, Nm+1) = u1(Mm+1, Nm+1), . . . ,
dm−1v

dξm−1 (0;Mm+1, Nm+1) = um(Mm+1, Nm+1).Ïóñòü ν1(Mm+1), . . . , νm(Mm+1) � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà óðàâíåíèÿ (37). Ïî-ñêîëüêó êàæäûé èç νi(Mm+1) îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà óðàâ-íåíèÿ (30), òî äëÿ íèõ, êàê è äëÿ µi(Mm+1) (ñì. (33)), ïðè âñåõ Mm+1 ∈ C
m+1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-ñòâî

Re νi(Mm+1) 6 0. (38)Çàìåòèì åùå, ÷òî (ñì. (35))
Mm = (b1(Mm+1), . . . , bm(Mm+1)) ∈ Πm(Cb),

Nm = (u1(Mm+1, Nm+1), . . . , u
m(Mm+1, Nm+1)) ∈ Πm(Cu)ïðè âñåõ Mm+1 ∈ Πm+1(Ca) è Nm+1 ∈ Πm+1(Cw). Ïîñëåäíèå îöåíêè îòêðûâàþò âîçìîæíîñòü äëÿïðèìåíåíèÿ ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ê �óíêöèè v, ñîãëàñíî êîòîðîìó íàéäåòñÿ òàêîå C̃m > 0, ÷òî(ñì. (25), (24) è (38)) ∣∣∣∣

div

dξi
(ξ;Mm+1, Nm+1)

∣∣∣∣ 6 C̃m (1 + ξm−1) (39)ïðè âñåõ (i, ξ,Mm+1, Nm+1) ∈ {0, . . . ,m− 1} × [0,+∞)×Πm+1(Ca)×Πm+1(Cw).Èç (36) è (39) äëÿ ïåðâûõ m ïðîèçâîäíûõ �óíêöèè u ñðàçó æå èìååì (çäåñü è äî êîíöà äîêà-çàòåëüñòâà ëåììû ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî (ξ,Mm+1, Nm+1) ∈ [0,+∞)×Πm+1(Ca)×Πm+1(Cw)):
∣∣∣∣
diu

dξi
(ξ;Mm+1, Nm+1)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
di−1v

dξi−1
(ξ;Mm+1, Nm+1)

∣∣∣∣ 6 C̃m (1 + ξm−1). (40)×òîáû îöåíèòü ñàìó �óíêöèþ u, ïðîèíòåãðèðóåì (36), ïîñëå ÷åãî âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè(31), (35) è (39), à òàêæå ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè è îöåíêîé ìîäóëÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà
∣∣∣u(ξ;Mm+1, Nm+1)

∣∣∣ =
∣∣∣u(0;Mm+1, Nm+1) +

ξ∫
0

v(ζ;Mm+1, Nm+1) dζ
∣∣∣ 6

∣∣∣u0(Mm+1, Nm+1)
∣∣∣+

+
ξ∫
0

∣∣∣v(ζ;Mm+1, Nm+1)
∣∣∣ dζ 6 Cu +

ξ∫
0

C̃m (1 + ξm−1) dζ 6 C̃u (1 + ξm) (41)ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì C̃u.



âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2 9Âåðíåìñÿ ê w. Èç ñîîòíîøåíèé (28), (41), (40), (34), (29) è �îðìóëû Ëåéáíèöà (äëÿ ïðîèçâîäíîé
i-ãî ïîðÿäêà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ �óíêöèé) ïðè êàæäîì i ∈ 0,m è äîñòàòî÷íî áîëüøîì C̃m+1 èìååì

∣∣∣∣
diw

dξi
(ξ;Mm+1, Nm+1)

∣∣∣∣ 6
i∑

j=0

i!

j!(i − j)!

∣∣u(j)(ξ;Mm+1, Nm+1)
∣∣ ∣∣λ∗(Mm+1)

∣∣i−j ∣∣eλ∗(Mm+1) ξ
∣∣ 6

6

[
C̃u (1 + ξm) (1 + Ca)

i +

i∑

j=1

i!

j!(i − j)!
C̃m (1 + ξm−1) (1 + Ca)

i−j
]
eReλ∗(Mm+1) ξ 6

6 C̃m+1 (1 + ξm) eΛm+1(Mm+1) ξ.Ëåììà äîêàçàíà.Ñëåäñòâèå. Ñóùåñòâóþò òàêèå κ > 0 è CΦ > 0, ÷òî
∣∣Φξi(ξ;x)

∣∣ 6 CΦ (1 + ξm−1) e−κ ξ (42)ïðè âñåõ (i, ξ, x) ∈ {0, . . . ,m− 1} × [0,+∞)× [0,X], ãäå Φ(ξ;x) � ðåøåíèå çàäà÷è (17), (18).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñïðàâåäëèâîñòè îöåíêè (42) äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü
κ := −max

[0,X]
max{Reλ1(x), . . . ,Reλm(x)}(ñì. (6)) è âîñïîëüçîâàòüñÿ ïåðâîé òåîðåìîé Âåéåðøòðàññà (îá îãðàíè÷åííîñòè íåïðåðûâíûõ �óíê-öèé) äëÿ ai(x) è òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé ëåììîé.3. Ïîñòðîåíèå è äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Ïóñòü

O(0, C; ε) :=
{
(z1, . . . , zm) ∈ Cm[0,X/ε] | ∀ξ ∈ [0,X/ε] (z1(ξ), . . . , zm(ξ)) ∈ [−C,+C]m

} � çàìêíóòàÿ
C-îêðåñòíîñòü âåêòîð-�óíêöèè (z1, . . . , zm) ≡ (0, . . . , 0) â ïðîñòðàíñòâå Cm[0,X/ε].Óòâåðæäåíèå 1. Ñóùåñòâóþò òàêèå ε0 > 0 è C0 > 0, ÷òî ïðè êàæäîì ε ∈ (0, ε0]

Â(C0; ε) : O(0, C0; ε) → O(0, C0; ε),ãäå Â(C; ε) =
(
Â1(C; ε), . . . , Âm(C; ε)

) � ñóæåíèå îïåðàòîðà Â(ε) íà O(0, C; ε).Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå ε > 0 è C > 0, ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðàìè Âi(C; ε)íà ïðîèçâîëüíóþ âåêòîð-�óíêöèþ (z1(ξ), . . . , zm(ξ)) ∈ O(0, C; ε) è, ó÷èòûâàÿ (20) è (42), îöåíèìïîëó÷èâøèéñÿ ðåçóëüòàò:
∣∣∣Âi(C; ε)(z1, . . . , zm)(ξ)

∣∣∣ 6 CΦ e
−κ ξ

{
C

ξ∫
0

eκ ζ
[
1 + (ξ − ζ)m−1] [|am−1(ε ζ)− am−1(ε ξ)| + . . .

. . .+ |a0(ε ζ)− a0(ε ξ)|
]
dζ +

ξ∫
0

eκ ζ
[
1 + (ξ − ζ)m−1] ∣∣f(ζ; ε)

∣∣ dζ
}
, i = 1,m. (43)Äëÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà èç (43) èìååì

ξ∫
0

eκ ζ
[
1 + (ξ − ζ)m−1] [|am−1(ε ζ)− am−1(ε ξ)| + . . .+ |a0(ε ζ)− a0(ε ξ)|

]
dζ =

= ε
ξ∫
0

eκ ζ
[
(ξ − ζ) + (ξ − ζ)m

] {∣∣a′m−1(ε [(1 − θm−1) ζ + θm−1 ξ])
∣∣+ . . .

. . .+
∣∣a′0(ε [(1 − θ0) ζ + θ0 ξ])

∣∣
}
dζ 6 ε

{
‖a′m−1(x)‖+ . . . + ‖a′0(x)‖

} ξ∫
0

eκ ζ
[
(ξ − ζ) +

+ (ξ − ζ)m
]
dζ = εα

{
1
κ2

[
eκ ξ − 1− κ ξ

]
+ m!

κm+1

[
eκ ξ − 1− κ ξ − . . .− 1

m! (κ ξ)
m]}

6 ε β eκ ξ, (44)ãäå θi = θi(ε ζ, ε ξ) ∈ (0, 1) ïðè âñåõ i ∈ {0, . . . ,m − 1}, ζ ∈ [0, ξ], ξ ∈ [0,X/ε], ε ∈ (0,+∞); ‖ · ‖ �íîðìà ïðîñòðàíñòâà C[0,X]; α := ‖a′m−1(x)‖+ . . .+ ‖a′0(x)‖; β := α (κm−1 +m!)/κm+1.5 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 2
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ξ∫
0

eκ ζ
[
1 + (ξ − ζ)m−1] ∣∣f(ζ; ε)

∣∣ dζ 6 C̃
ξ∫
0

eκ ζ
[
1 + (ξ − ζ)m−1] [|a′m−1(ε θm−1 ζ)|+ . . .

. . .+ |a′0(ε θ0 ζ)|
]
(ζ + ζm) e−κ ζ dζ 6 C̃ αmax

ζ>0

[
(ζ + ζm) e−κ ζ

] ξ∫
0

eκ ζ
[
1 + (ξ − ζ)m−1] dζ = C̃ α×

×max
ζ>0

[
(ζ + ζm) e−κ ζ

] {
1
κ

[
eκ ξ − 1

]
+ (m−1)!

κm

[
eκ ξ − 1− κ ξ − . . .− 1

(m−1)! (κ ξ)
m−1]}

6 γ eκ ξ, (45)ãäå θi = θi(ε ζ) ∈ (0, 1) ïðè âñåõ i ∈ {0, . . . ,m− 1}, ζ ∈ [0, ξ], ε ∈ (0,+∞);
γ := C̃ αmax

ζ>0

[
(ζ + ζm) e−κ ζ

]
κm−1+(m−1)!

κm .Èç �îðìóë (43)�(45) âèäíî, ÷òî åñëè C è ε óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì
0 6 C εCΦ β +CΦ γ 6 C, (46)òî Â(C; ε)(z1, . . . , zm)(ξ) ∈ O(0, C; ε).Ïîëîæèì

ε0 := γ0 (CΦ β)
−1, (47)ãäå γ0 � ëþáîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0, 1), à åñëè β = 0, ò.å. åñëè ai(x) = const íà [0,X], òî ε0 := +∞;

C = C0 := CΦ γ/(1 − γ0). Òîãäà íåðàâåíñòâà (46) âûïîëíÿþòñÿ ïðè âñÿêîì ε ∈ (0, ε0]. Óòâåðæäåíèåäîêàçàíî.Ïóñòü äëÿ êàæäîãî �èêñèðîâàííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε è ëþáûõ ϕ1(ξ) = (z11(ξ), . . . , z
m
1 (ξ)) è

ϕ2(ξ) = (z12(ξ), . . . , z
m
2 (ξ)) èç Cm[0,X/ε] îïðåäåëåíî ðàññòîÿíèå ρε ìåæäó ϕ1 è ϕ2:
ρε(ϕ1, ϕ2) := ‖ϕ2 − ϕ1‖Cm[0,X/ε] := max

ξ∈X(ε)
max
16i6m

|zi2(ξ)− zi1(ξ)|, (48)ãäå X(ε) := [0,X/ε]. Çàìåòèì, ÷òî Cm[0,X/ε] è O(0, C; ε) ñ òàê îïðåäåëåííûì ðàññòîÿíèåì ρε ïðåä-ñòàâëÿþò ñîáîé ïîëíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.Óòâåðæäåíèå 2. Îïåðàòîð Â(ε) ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì ïðè êàæäîì ε ∈ (0, ε0].Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ρε � ìåòðèêà (48) ïðîñòðàíñòâà Cm[0,X/ε]. Âûáåðåì äâå ïðîèçâîëü-íûå �óíêöèè ϕ1(ξ) = (z11(ξ), . . . , z
m
1 (ξ)) è ϕ2(ξ) = (z12(ξ), . . . , z

m
2 (ξ)) èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà è, ó÷èòû-âàÿ (20) è (42), îöåíèì ðàññòîÿíèå ìåæäó Â(ε)[ϕ1] è Â(ε)[ϕ2]:

ρε(Â(ε)[ϕ1], Â(ε)[ϕ2]) = max
ξ∈X(ε)

max
16i6m

∣∣Âi(ε)[ϕ2](ξ) − Âi(ε)[ϕ1](ξ)
∣∣ =

= max
ξ∈X(ε)

max
16i6m

∣∣∣
ξ∫
0

Φξi−1(ξ − ζ; ε ξ)
{
[am−1(ε ζ)− am−1(ε ξ)] [z

m
2 (ζ)− zm1 (ζ)] + . . .

. . .+ [a0(ε ζ)− a0(ε ξ)] [z
1
2 (ζ)− z11(ζ)]

}
dζ
∣∣∣ 6 ρε(ϕ1, ϕ2)CΦ ×

× max
ξ∈X(ε)

ξ∫
0

eκ (ζ−ξ)
[
1 + (ξ − ζ)m−1] [|am−1(ε ζ)− am−1(ε ξ)|+ . . .+ |a0(ε ζ)− a0(ε ξ)|

]
dζ. (49)Èç (49), (44) è (47) âûòåêàåò, ÷òî ïðè ëþáîì ε ∈ (0, ε0] äëÿ êîý��èöèåíòà ñæàòèÿ k(ε) îïåðàòîðà

Â(ε) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
k(ε) 6 εCΦ β = γ0 ε/ε0 6 γ0 < 1. (50)Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó êîý��èöèåíò ñæàòèÿ k(C0; ε) îïåðàòîðà Â(C0; ε) çàâåäîìî íå ïðåâîñ-õîäèò k(ε), òî îöåíêà (50) ñïðàâåäëèâà è äëÿ íåãî:
k(C0; ε) 6 γ0 ε/ε0 6 γ0 < 1. (51)



âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2 11Òàêèì îáðàçîì, ê îïåðàòîðó Â(C0; ε) ïðèìåíèìà òåîðåìà Áàíàõà î íåïîäâèæíîé òî÷êå, â ñèëóêîòîðîé ïðè êàæäîì ε ∈ (0, ε0] ðåøåíèå (z(ξ; ε), . . . , dm−1

dξm−1 z(ξ; ε)) =: ϕ(ξ; ε) óðàâíåíèÿ (21) (íàïîì-íèì, ÷òî z(ξ; ε) åñòü òàêæå ðåøåíèå çàäà÷è (12), (13)) ïðèíàäëåæèò O(0, C0; ε). Ïîä÷åðêíåì, ÷òîñóùåñòâîâàíèå è ãëîáàëüíàÿ (ò.å. íà ìíîæåñòâå [0,X/ε] × R
m) åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ϕ(ξ; ε) (ïðèâñåõ ε ∈ R) âûòåêàþò íåïîñðåäñòâåííî èç ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ (21) (ðàâíî êàê è èç ëèíåéíîñòèçàäà÷è (12), (13)).Ñâîéñòâî ñæèìàåìîñòè îïåðàòîðà Â(C0; ε) òàêæå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü èòåðàöèîííóþ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü ϕn(ξ; ε) = (z1n(ξ; ε), . . . , z

m
n (ξ; ε)), ñõîäÿùóþñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà Cm[0,X/ε] ê òî÷íîìóðåøåíèþ ϕ(ξ; ε) óðàâíåíèÿ (21) ðàâíîìåðíî ïî âñåì ε ∈ (0, ε0]:

‖ϕ− ϕn‖Cm[0,X/ε] := max
ξ∈X(ε)

max
16i6m

∣∣ di−1

dξi−1 z(ξ; ε) − zin(ξ; ε)
∣∣⇉ 0, n→ ∞.Ïîëîæèì ϕ0(ξ; ε) ≡ (0, . . . , 0). Ïîñêîëüêó ϕ(ξ; ε) ∈ O(0, C0; ε), òî

‖ϕ(ξ; ε) − ϕ0(ξ; ε)‖Cm[0,X/ε] = ‖ϕ(ξ; ε)‖Cm[0,X/ε] 6 C0 (52)ïðè êàæäîì ε ∈ (0, ε0].Äàëåå, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ïîëîæèì
ϕn(ξ; ε) := Â(C0; ε)[ϕn−1](ξ; ε). (53)Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (51) è (52), äëÿ êàæäîãî n ∈ {0} ∪N =: N0 è êàæäîãî ε ∈ (0, ε0] èìååì

‖ϕ(ξ; ε) − ϕn(ξ; ε)‖Cm[0,X/ε] 6 k(C0; ε)
n ‖ϕ(ξ; ε) − ϕ0(ξ; ε)‖Cm[0,X/ε] 6 C0 (γ0 ε/ε0)

n. (54)Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å (1), (2). Ó÷èòûâàÿ (11), ïðèõîäèì ê èòåðàöèîííûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì
y1n(x; ε), . . . , ymn (x; ε) ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ðåøåíèÿ y(x; ε) èñõîäíîé çàäà÷è è åãî ïðîèçâîäíûõ d

dx y(x; ε),. . . , dm−1

dxm−1 y(x; ε):
yin(x; ε) := ε1−i ỹ(i−1)(x/ε) + ε2−i zin(x/ε; ε), (i, n) ∈ 1,m×N0. (55)Ïðè n > 1 âåëè÷èíû yin(x; ε) ìîãóò áûòü âûðàæåíû íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç yin−1(x; ε):

yin(x; ε) = ε1−i ỹ(i−1)(x/ε) + ε2−i Âi(C0; ε)(z
1
n−1, . . . , z

m
n−1)(x/ε; ε) =: B̂i(ε)(y

1
n−1, . . . , y

m
n−1)(x; ε),ãäå

zin−1(ξ; ε) = εi−2 yin−1(ε ξ; ε)− ε−1 ỹ(i−1)(ξ)(ñì. (55) è (53)), èëè
ψn(x; ε) := B̂(ε)[ψn−1](x; ε),ãäå ψn(x; ε) := (y1n(x; ε), . . . , y

m
n (x; ε)), B̂(ε) := (B̂1(ε), . . . B̂m(ε)). Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð B̂(ε) áóäåòñæèìàþùèì ïðè ε ∈ (0, ε0] (ò.å. ïðè òåõ æå ε, ÷òî è Â(C0; ε)) è ïðè ε ∈ (0, ε0] îïåðàòîð B̂(ε)óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

B̂(ε) : O(ψ̃, C0; ε) → O(ψ̃, C0; ε),ãäå
O(ψ̃, C0; ε) :=

{
(y1, . . . , ym) ∈ Cm[0,X] | ∀x ∈ [0,X] y1(x) ∈ [ỹ(x/ε)− εC0, ỹ(x/ε) + εC0],

y2(x) ∈ [ε−1 ỹ′(x/ε) − C0, ε
−1 ỹ′(x/ε) +C0], . . .

. . . , ym(x) ∈
[
ε1−m ỹ(m−1)(x/ε) − ε2−m C0, ε

1−m ỹ(m−1)(x/ε) + ε2−m C0

]}� çàìêíóòàÿ (εC0, C0, . . . , ε
2−m C0)-îêðåñòíîñòü âåêòîð-�óíêöèè

ψ̃(x/ε; ε) :=
(
ỹ(x/ε), ε−1 ỹ′(x/ε), . . . , ε1−m ỹ(m−1)(x/ε)

)â ïðîñòðàíñòâå Cm[0,X].6 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 2
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dxi−1 y(x; ε). Äëÿ êàæäîãî n ∈ N0, i ∈ 1,m, è
ε ∈ (0, ε0] èìååì (ñì. (55), (11) è (54))

‖ di−1

dxi−1 y(x; ε) − yin(x; ε)‖ = ‖ di−1

dxi−1 y(x; ε)− ε1−i ỹ(i−1)(x/ε) − ε2−i zin(x/ε; ε)‖ = ε2−i ×

× ‖ di−1

dxi−1 z(x/ε; ε)− zin(x/ε; ε)‖ 6 ε2−i ‖ϕ(x/ε; ε) − ϕn(x/ε; ε)‖Cm[0,X] 6 C0 ε
2−i (γ0 ε/ε0)
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Lp, 1 6 p 6 ∞, � ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ �óíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ f(x1, x2), 2π-ïåðèîäè÷åñêèõïî êàæäîìó ïåðåìåííîìó, òàêèõ, ÷òî ‖f‖p < ∞, ãäå ‖f‖p =

(
2π∫
0

2π∫
0

|f(x1, x2)|pdx1dx2
) 1

p , åñëè
1 6 p <∞; ‖f‖p = sup vrai

06x162π
06x262π

|f(x1, x2)|, åñëè p = ∞;

L0
p � ìíîæåñòâî �óíêöèé f ∈ Lp, òàêèõ, ÷òî 2π∫

0

f(x1, x2)dx1 = 0 äëÿ ï.â. x2 è 2π∫
0

f(x1, x2)dx2 = 0äëÿ ï.â. x1;
∆α1

h1
(f) � ðàçíîñòü ñ øàãîì h1 ïîëîæèòåëüíîãî ïîðÿäêà α1 ïî ïåðåìåííîé x1 �óíêöèè f ∈ Lp,ò.å. ∆α1

h1
(f) =

∞∑
ν1=0

(−1)ν1
(α1

ν1

)
f(x1 + (α1 − ν1)h1, x2), ãäå (αν) = 1 äëÿ ν = 0, (αν) = α äëÿ ν = 1,

(α
ν

)
= α(α−1)...(α−ν+1)

ν! äëÿ ν > 2;
∆α2

h2
(f) � ðàçíîñòü ñ øàãîì h2 ïîëîæèòåëüíîãî ïîðÿäêà α2 ïî ïåðåìåííîé x2 �óíêöèè f ∈ Lp,ò.å. ∆α2

h2
(f) =

∞∑
ν2=0

(−1)ν2
(α2

ν2

)
f(x1, x2 + (α2 − ν2)h2);

ωα1,α2(f, δ1, δ2)p � ñìåøàííûé ìîäóëü ãëàäêîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ïîðÿäêîâ α1 è α2 ñîîòâåòñòâåí-íî ïî ïåðåìåííûì x1 è x2 �óíêöèè f ∈ Lp, ò.å.
ωα1,α2(f, δ1, δ2)p = sup

|hi|6δi,i=1,2
‖∆α1

h1

(
∆α2

h2
(f)
)
‖p;

[a] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a.Äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ �óíêöèîíàëîâ F (f, δ1, δ2) è G(f, δ1, δ2) áóäåì ïèñàòü F (f, δ1, δ2) ≪ G(f, δ1, δ2),åñëè ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C, íå çàâèñÿùàÿ îò f, δ1 è δ2, òàêàÿ, ÷òî F (f, δ1, δ2) 6
CG(f, δ1, δ2). Åñëè îäíîâðåìåííî F (f, δ1, δ2) ≪ G(f, δ1, δ2) è G(f, δ1, δ2) ≪ F (f, δ1, δ2), òî áóäåì ïè-ñàòü F (f, δ1, δ2) ≍ G(f, δ1, δ2).Â ðàáîòå [3℄ äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû 1�3.Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ L0

p, 1 = p < q = ∞, αi > 0, δi ∈ (0, 1), i = 1, 2. Òîãäà
ωα1,α2

(
f, δ1, δ2

)
∞ ≪

δ1∫

0

δ2∫

0

(t1t2)
−1ωα1+1,α2+1(f, t1, t2)1

dt1
t1

dt2
t2
. (1)Òåîðåìà 1 òî÷íà â òîì ñìûñëå, ÷òî ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f0 ∈ L0

1, òàêàÿ, ÷òî äëÿ íåå â ñîîòíî-øåíèè (1) âìåñòî çíàêà ≪ ìîæíî ïîñòàâèòü çíàê ≍ .Òåîðåìà 2. Ïóñòü f ∈ L0
p, 1 = p < q <∞, αi > γi > 0, δi ∈ (0, 1), i = 1, 2. Òîãäà

ωα1,α2

(
f, δ1, δ2

)
q
≪
( δ1∫

0

δ2∫

0

[
(t1t2)

−1+ 1
qωγ1+1− 1

q
,γ2+1− 1

q
(f, t1, t2)1

]q dt1
t1

dt2
t2

) 1
q
. (2)Òåîðåìà 2 òî÷íà â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè çàìåíèòü â ñîîòíîøåíèè (2) õîòÿ áû îäíî γi íà αi, òîïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå áóäåò íåâåðíûì.Òåîðåìà 3. Ïóñòü f ∈ L0

p, 1 = p < q <∞, αi > 0, δi ∈ (0, 1), i = 1, 2. Òîãäà
ωα1,α2

(
f, δ1, δ2

)
q
≪
( δ1∫

0

δ2∫

0

[
(t1t2)

−1+ 1
qωα1+1− 1

q
,α2+1− 1

q
(f, t1, t2)1

]q
ln

2

t1
ln

2

t2

dt1
t1

dt2
t2

) 1
q
.Òåîðåìà 3 òî÷íà â ñëåäóþùåì ñìûñëå:1) äëÿ ëþáûõ �óíêöèé ξi(ti), ïîëîæèòåëüíûõ, ñëàáî êîëåáëþùèõñÿ íà (0, 1) è òàêèõ, ÷òî ξi(ti) =

¯̄o
(
ln 2

ti

)
(i = 1, 2), ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ F1(x1, x2) ∈ L0

p, òàêàÿ, ÷òî
A1(F1, δ1, δ2) =

ωα1,α2(F1, δ1, δ2)q
( δ1∫
0

δ2∫
0

[
(t1t2)

−1+ 1
qωα1+1− 1

q
,α2+1− 1

q
(F1, t1, t2)1

]q
ξ1(t1)ξ2(t2)

dt1
t1

dt2
t2

) 1
q

→ ∞ïðè δ1 → 0 è δ2 → 0;7 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 2



14 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 22) äëÿ ëþáûõ εi > 0, i = 1, 2, ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ F2(x1, x2) ∈ L0
p, òàêàÿ, ÷òî

A2(F2, δ1, δ2) =
ωα1,α2(F2, δ1, δ2)q

( δ1∫
0

δ2∫
0

[
(t1t2)

−1+ 1
qωα1+1− 1

q
+ε1,α2+

1
p
+ε2

(F2, t1, t2)1
]q

ln 2
t1
ln 2

t2
dt1
t1

dt2
t2

) 1
q

→ ∞ïðè δ1 → 0 è δ2 → 0.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû 4 è 5, äîïîëíÿþùèå òåîðåìû 2 è 3.Òåîðåìà 4. Ïóñòü f ∈ L0
p, 1 = p < q <∞, α1 > 0, α2 > γ2 > 0, δi ∈ (0, 1), i = 1, 2. Òîãäà

ωα1,α2

(
f, δ1, δ2

)
q
≪
( δ1∫

0

δ2∫

0

[
(t1t2)

−1+ 1
qωα1+1− 1

q
,γ2+1− 1

q
(f, t1, t2)1

]q
ln

2

t1

dt1
t1

dt2
t2

) 1
q ≡ G. (3)Òåîðåìà 4 òî÷íà â ñëåäóþùåì ñìûñëå:1) äëÿ ëþáîé �óíêöèè ξ1(t1), ïîëîæèòåëüíîé, ñëàáî êîëåáëþùåéñÿ íà (0, 1) è òàêîé, ÷òî ξ1(t1) =

¯̄o
(
ln 2

t1

), ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ F3(x1, x2) ∈ L0
p, òàêàÿ, ÷òî

A1(F3, δ1, δ2) =
ωα1,α2(F3, δ1, δ2)q

(
δ1∫
0

δ2∫
0

(
(t1t2)

−1+ 1
qωα1+1− 1

q
,γ2+1− 1

q
(F3, t1, t2)1

)q
ξ1(t1)

dt1
t1

dt2
t2

) 1
q

→ ∞äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî δ2 è δ1 → 0;2) äëÿ ëþáîãî ε1 > 0 ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ F4(x1, x2) ∈ L0
p, òàêàÿ, ÷òî

A2(F4, δ1, δ2) =
ωα1,α2(F4, δ1, δ2)q

(
δ1∫
0

δ2∫
0

(
(t1t2)

−1+ 1
qωα1+1− 1

q
+ε1,γ2+1− 1

q
(F4, t1, t2)1

)q
ln 2

t1
dt1
t1

dt2
t2

) 1
q

→ ∞äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî δ2 è δ1 → 0;3) åñëè â ñîîòíîøåíèè (3) çàìåíèòü γ2 íà α2, òî ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå áóäåò íåâåðíûì.Òåîðåìà 5. Ïóñòü f ∈ L0
p, 1 = p < q <∞, α1 > γ1 > 0, α2 > 0, δi ∈ (0, 1), i = 1, 2. Òîãäà

ωα1,α2

(
f, δ1, δ2

)
q
≪
( δ1∫

0

δ2∫

0

(
(t1t2)

−1+ 1
qωγ1+1− 1

q
,α2+1− 1

q
(f, t1, t2)1

)q
ln

2

t2

dt1
t1

dt2
t2

) 1
q

. (4)Òåîðåìà 5 òî÷íà â ñëåäóþùåì ñìûñëå:1) äëÿ ëþáîé �óíêöèè ξ2(t2), ïîëîæèòåëüíîé, ñëàáî êîëåáëþùåéñÿ íà (0, 1) è òàêîé, ÷òî ξ2(t2) =
¯̄o
(
ln 2

t2

), ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ F6(x1, x2) ∈ L0
p, òàêàÿ, ÷òî

A1(F6, δ1, δ2) =
ωα1,α2(F6, δ1, δ2)q

(
δ1∫
0

δ2∫
0

(
(t1t2)

−1+ 1
qωγ1+1− 1

q
,α2+1− 1

q
(F5, t1, t2)1

)q
ξ2(t2)

dt1
t1

dt2
t2

) 1
q

→ ∞äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî δ1 è δ2 → 0;2) äëÿ ëþáîãî ε2 > 0 ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ F7(x1, x2) ∈ L0
p, òàêàÿ, ÷òî

A1(F7, δ1, δ2) =
ωα1,α2(F7, δ1, δ2)q

(
δ1∫
0

δ2∫
0

(
(t1t2)

−1+ 1
qωγ1+1− 1

q
,α2+1− 1

q
+ε2

(F6, t1, t2)1

)q
ln 2

t2
dt1
t1

dt2
t2

) 1
q

→ ∞äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî δ1 è δ2 → 0;3) åñëè â ñîîòíîøåíèè (4) çàìåíèòü γ1 íà α1, òî ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå áóäåò íåâåðíûì.



âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2 152. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
Vn1∞(f), V∞n2(f), Vn1n2(f), ni ∈ N ∪ {0}(i = 1, 2), � ñóììû Âàëëå-Ïóññåíà ðÿäà Ôóðüå �óíêöèè

f ∈ Lp, ò.å.
Vn1∞(f) =

1

π

2π∫

0

f(x1 + t1, x2)V
2n1
n1

(t1)dt1, V∞n2(f) =
1

π

2π∫

0

f(x1, x2 + t2)V
2n2
n2

(t2)dt2,

Vn1n2(f) =
1

π2

2π∫

0

2π∫

0

f(x1 + t1, x2 + t2)V
2n1
n1

(t1)V
2n2
n2

(t2)dt1dt2,ãäå V 0
0 (t) = D0(t), V 2n

n (t) = 1
n

(
Dn(t) + . . .+D2n−1(t)

), n ∈ N , Dk(t) =
sin((k+ 1

2
)t)

2 sin t
2

, k ∈ N ∪ {0};
Ym1,m2(f)p � íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå óãëîì �óíêöèè f ∈ Lp, ò.å.

Ym1,m2(f)p = inf
Tm1,∞,T∞,m2

‖f − T∞,m2 − Tm1,∞‖p,ãäå Tm1,∞(x1, x2)��óíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì ïîðÿäêà íå âûøåm1(m1 ∈
N ∪ {0}) ïî ïåðåìåííîé x1 è òàêàÿ, ÷òî Tm1,∞ ∈ Lp;

T∞,m2(x1, x2)��óíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì ïîðÿäêà íå âûøåm2(m2 ∈
N ∪ {0}) ïî ïåðåìåííîé x2 è òàêàÿ, ÷òî T∞,m2 ∈ Lp;

f(ρ1,ρ2)(x1, x2) � èíòåãðàë â ñìûñëå Âåéëÿ �óíêöèè f(x1, x2) ∈ L0
p ïîðÿäêà ρ1 > 0 ïî ïåðåìåííîé

x1 è ïîðÿäêà ρ2 > 0 ïî ïåðåìåííîé x2 ( ñì. [4, ñ. 238℄);
f (ρ1,ρ2)(x1, x2) � ïðîèçâîäíàÿ â ñìûñëå Âåéëÿ �óíêöèè f(x1, x2) ∈ L0

p ïîðÿäêà ρ1 > 0 ïî ïåðå-ìåííîé x1 è ïîðÿäêà ρ2 > 0 ïî ïåðåìåííîé x2 ( ñì. [4, ñ. 238℄).Ëåììà 1 [5, ñ. 15, òåîðåìà 5.1; 6, òåîðåìà 4.1; 3, ñ. 133, òåîðåìà 6.4.1℄. Ïóñòü f ∈ L0
q , 1 6 q 6

∞, ni ∈ N ∪ {0}, i = 1, 2. Òîãäà
I ≡ ωα1,α2

(
f,

1

2n1
,

1

2n2

)
q
≍
∥∥f − V2n1 ,∞(f)− V∞,2n2 (f) + V2n1 ,2n2 (f)

∥∥
q
+

+
1

2n1α1

∥∥V (α1,0)
2n1 ,∞ (f − V∞,2n2 (f))

∥∥
q
+

1

2n2α2

∥∥V (0,α2)
∞,2n2 (f − V2n1 ,∞(f))

∥∥
q
+

+
1

2(n1α1+n2α2)

∥∥V (α1,α2)
2n1 ,2n2 (f)

∥∥
q
≡ I1 + 2−n1α1I2 + 2−n2α2I3 + 2−n1α1−n2α2I4.Ëåììà 2 [7; 3, ñ. 121, ëåììà 6.1.1, ñ. 122, ëåììà 6.1.2℄. Ïóñòü f ∈ Lp, 1 6 p 6 ∞, mi ∈ N∪ {0},

i = 1, 2. Òîãäà(à) ‖f − Vm1,∞(f)− V∞,m2(f) + Vm1,m2(f)‖p ≪ Ym1,m2(f)p;(á) ‖Vm1,∞(f)‖p ≪ ‖f‖p; (â) ‖V∞,m2(f)‖p ≪ ‖f‖p.Ëåììà 3 [7, 8℄. Ïóñòü f ∈ L0
p, 1 6 p < q 6 ∞, q∗ = q, åñëè q < ∞; q∗ = 1, åñëè q = ∞,

ni ∈ N ∪ {0}, i = 1, 2. Òîãäà
Y2n1−1,2n2−1(f)q ≪

( ∞∑

ν1=n1

∞∑

ν2=n2

2(ν1+ν2)
(

1
p
− 1

q

)
q∗Y q∗

2ν1−1,2ν2−1(f)p

) 1
q∗

.Ëåììà 4 [5; 6, òåîðåìà 6.1; 3, ñ. 136, òåîðåìà 6.6.1℄. Ïóñòü f ∈ L0
p, g ∈ L0

p, 1 6 p 6 ∞, αi > 0,
mi ∈ N ∪ {0}, i = 1, 2. Òîãäà(à) ωα1,α2(f, δ1, 0)p = ωα1,α2(f, 0, δ2)p = ωα1,α2(f, 0, 0)p = 0;(á) ωα1,α2(f + g, δ1, δ2)p ≪ ωα1,α2(f, δ1, δ2)p + ωα1,α2(g, δ1, δ2)p;(â) ωα1,α2(f, δ1, δ2)p ≪ ωα1,α2(f, t1, t2)p, åñëè 0 6 δi 6 ti 6 1, i = 1, 2;(ã) ωα1,α2 (f,δ1,δ2)p

δ
α1
1 δ

α2
2

≪ ωα1,α2 (f,t1,t2)p

t
α1
1 t

α2
2

, åñëè 0 < ti 6 δi 6 1, i = 1, 2;(ä) ωα1,α2(f, λ1δ1, λ2δ2)p ≪ (λ1 + 1)α1(λ2 + 1)α2ωα1,α2(f, δ1, δ2)p, åñëè λi > 0, i = 1, 2;(å) Ym1,m2 ≪ ωα1,α2

(
f, 1

m1+1 ,
1

m2+1

)
p
.8 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 2



16 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 23. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû äëÿ �óíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî. Ââåäåì ñëåäóþùèåîáîçíà÷åíèÿ:
L
(1)
p , 1 6 p 6 ∞, � ìíîæåñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ èçìåðèìûõ �óíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé f(x),äëÿ êîòîðûõ ‖f‖(1)p < ∞, ãäå ‖f‖(1)p =

( 2π∫
0

|f(x)|pdx
) 1

p
< ∞, åñëè 1 6 p < ∞; ‖f‖(1)p = sup vrai

06x62π
|f(x)|,åñëè p = ∞;

V
(1)
n (f), n ∈ N ∪ {0}, � ñóììû Âàëëå-Ïóññåíà ðÿäà Ôóðüå �óíêöèè f ∈ L(1)

p , ò.å.
V (1)
n (f) =

1

π

2π∫

0

f(x+ t)V 2n
n (t)dt;

En(f)
(1)
p � íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå �óíêöèè f ∈ L

(1)
p ïðè ïîìîùè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëè-íîìîâ Tn(x) ïîðÿäêà íå âûøå n(n ∈ N ∪ {0}) â ìåòðèêå L(1)
p , ò.å.

En(f)
(1)
p = inf

Tn

‖f − Tn‖(1)p ;

ωα(f, δ)
(1)
p � ìîäóëü ãëàäêîñòè ïîëîæèòåëüíîãî ïîðÿäêà α �óíêöèè f ∈ L

(1)
p , ò.å. ωα(f, δ)

(1)
p =

sup
|h|6δ

‖∆α
h(f)‖

(1)
p , ãäå ∆α

h(f) =
∞∑
ν=0

(−1)ν
(α
ν

)
f(x+ (α− ν)h);

f(ρ)(x) � èíòåãðàë â ñìûñëå Âåéëÿ ïîðÿäêà ρ > 0 �óíêöèè f(x) ∈ L0
p (ñì. [9, ò. 2, ñ. 201℄);

f (ρ)(x) � ïðîèçâîäíàÿ â ñìûñëå Âåéëÿ ïîðÿäêà ρ > 0 �óíêöèè f(x) ∈ L0
p (ñì. [9, ò. 2, ñ. 201).Ëåììà 5 [9, ñ. 657℄. Ïóñòü Tn(x) = n∑

k=1

ak cos kx (èëè Tn(x) = n∑
k=1

ak sin kx) � òðèãîíîìåòðè-÷åñêèé ïîëèíîì ïîðÿäêà íå âûøå n (n ∈ N), 1 < p <∞, ak+1 6 ak äëÿ ëþáîãî k ∈ N. Òîãäà
‖Tn‖(1)p ≪

(
n∑

k=1

apkk
p−2

)1/p

.Ëåììà 6. Ïóñòü Tn(x) = n∑
m=1

(am cosmx+ bm sinmx), 1 = p < q <∞, n ∈ N. Òîãäà
‖Tn‖(1)q ≪ ln

1
q (n+ 1)‖T (1− 1

q
)

n (f)‖(1)1 .Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî
Tn(x) =

(
T
(1− 1

q
)

n

)
(1− 1

q
)
(x) =

1

2π

2π∫

0

T
(1− 1

q
)

n (t)kn(x− t)dt,ãäå kn(t) = 2 cos π
2 (1− 1

q )
n∑

m=1

cosmt

m
1− 1

q
+ 2 sin π

2 (1− 1
q )

n∑
m=1

sinmt

m
1− 1

q
(ñì. [10, ò. II, ñ. 201℄).Ïðèìåíÿÿ îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî, ïîëó÷èì ‖Tn‖(1)q 6 ‖T (1− 1

q
)

n ‖1 · ‖kn‖(1)q . Òàê êàê
‖kn‖(1)q ≪

∥∥∥
n∑

m=1

cosmt

m
1− 1

q

∥∥∥
(1)

q
+
∥∥∥

n∑

m=1

sinmt

m
1− 1

q

∥∥∥
(1)

q
,òî, ïðèìåíÿÿ ëåììó 5, èìååì

‖kn‖(1)q ≪
( n∑

µ=1

(
µ−(1− 1

q
)
)q
µq−2

) 1
q
=
( n∑

µ=1

µ−1
) 1

q ≪ ln
1
q (n+ 1).Ñëåäîâàòåëüíî, ‖Tn‖(1)q ≪ ln

1
q (n+ 1)‖T (1− 1

q
)

n (f)‖(1)1 .



âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2 17Ëåììà 7 [3, ñ. 30, ëåììà 2.3.1℄. Ïóñòü f ∈ L
(1)
p , 1 6 p 6 ∞, n ∈ N ∪ {0}. Òîãäà(à) ‖V (1)

n (f)‖(1)p ≪ ‖f‖(1)p , (á) ‖f − V
(1)
n (f)‖(1)p ≪ En(f)

(1)
p .Ëåììà 8 [11, ñ. 121, òåîðåìà 4, �îðìóëà (4.2)℄. Ïóñòü f ∈ L

(1)
p , 1 6 p < q < ∞, n ∈ N ∪ {0}.Òîãäà

E2n−1(f)
(1)
q ≪

{ ∞∑

ν=n

2
νq( 1

p
− 1

q
)
Eq

2ν−1(f)
(1)
p

} 1
q
.Ëåììà 9 [12℄. Ïóñòü Tn(x) = n∑

k=1

(ak cos kx+bk sin kx) � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ïîðÿäêàíå âûøå n (n ∈ N), 1 6 p 6 ∞, α > 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà(à) ‖∆α
hTn‖

(1)
p ≪ n−α‖T (α)

n ‖(1)p äëÿ ëþáîãî h : 0 < |h| 6 π
n ;(á) ‖T (α)

n ‖(1)p ≪ nα‖∆α
π
n
Tn‖(1)p ; (â) ‖T (α)

n ‖(1)p ≪ nα‖Tn‖(1)p .Ëåììà 10 [13, ñ. 115, 116; 3, ñ. 31, ëåììà 2.3.2℄. Ïóñòü f ∈ L
(1)
p , 1 6 p 6 ∞, α > 0, n ∈ N∪ {0}.Òîãäà

‖V (1)
2n+1(f)− V

(1)
2n (f)‖(1)p ≪ 2−nα‖(V (1)

2n+1(f))
(α) − (V

(1)
2n (f))(α)‖(1)p .Ëåììà 11 [9, . 653℄. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {cn} òàêîâà, ÷òî cn > 0 äëÿ ëþáîãî

n ∈ N è cn → 0 ïðè n→ ∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {an}, òàêàÿ, ÷òî an > cn,
an − 2an+1 + an+2 > 0 äëÿ n ∈ N è an → 0 ïðè n→ ∞.Ëåììà 12 [3, ï. (à), ñ. 105, ï. (á), ñ. 106, ï. (â), ñ. 106, ï. (ã), ñ. 101, ï. (ä) ñ. 107, 108℄. Ïóñòü
1 < q <∞, δ ∈ (0, 1).(à) Ïóñòü α1 > 0, ξ1(x) � ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ, ñëàáî êîëåáëþùàÿñÿ íà (0, 1) è òàêàÿ,÷òî ξ1(x) = ¯̄o

(
ln 2

x

) ïðè x → 0. Ïóñòü �óíêöèÿ f1(x) òàêîâà, ÷òî f (α1+1− 1
q
)

1 (x) =
∞∑
k=1

ak cos kx, ãäåïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ak} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 11 äëÿ ck =
( ξ1(

1
k
)

ln(k+1)

) 1
2q . Òîãäà

A1(f1, δ) =
ωα1(f1, δ)

(1)
q

( δ∫
0

(
t−1+ 1

qωα1+1− 1
q
(f1, t)

(1)
1

)q
ξ1(t)

dt
t

) 1
q

≫
(

ln 2
δ

ξ1(δ)

) 1
2q

.(á) Ïóñòü f2(x) = sinx. Òîãäàïðè α2 > γ2 > 0

A2(f2, δ) =
ωα1(f2, δ)

(1)
q

( δ∫
0

(
t−1+ 1

qωγ2+1− 1
q
(f2, t)

(1)
1

)q dt
t

) 1
q

≍ δα2−γ2 ;ïðè α1 > 0, α2 > 0, γ1 > 0, γ2 > 0

ωα1(f2, δ)
(1)
q ≍ δα1 ,

( δ∫

0

(
t
−1+ 1

qωα2+1− 1
q
(f2, t)

(1)
1

)q
ln

2

t

dt

t

) 1
q ≍ δα2

(
ln

2

δ

)1
q

,

D2(f2, δ) =
( δ∫

0

(
t−1+ 1

qωγ2+1− 1
q
(f2, t)

(1)
1

)q dt
t

) 1
q ≍ δγ2 ,

D1(f2, δ) =
( δ∫

0

(
t−1+ 1

qωγ1+1− 1
q
(f2, t)

(1)
1

)q dt
t

) 1
q ≍ δγ1 ,

R1(f2, δ) =
( δ∫

0

(
t
−1+ 1

qωα1+1− 1
q
(f2, t)

(1)
1

)q
ln

2

t

dt

t

) 1
q ≍ δα1

(
ln

2

δ

) 1
q .9 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 2



18 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2(â) Ïóñòü ε > 0, α3 > 0, �óíêöèÿ f3(x) òàêîâà, ÷òî f (α3+1− 1
q
+ε)

3 (x) =
∞∑
k=1

ak cos kx, ãäå ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü {ak} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 11 äëÿ ck =
(

1
ln(k+1)

) 1
q
. Òîãäà

A3(f3, δ) =
ωα3(f3, δ)

(1)
q

( δ∫
0

(
t
−1+ 1

qωα3+1− 1
q
+ε(f3, t)

(1)
1

)q
ln 2

t
dt
t

) 1
q

≫ 1

δε(ln 2
δ )

1
q

.(ã) Ïóñòü α > 0, �óíêöèÿ f4(x) òàêîâà, ÷òî f (α1+1− 1
q
)

4 (x) =
∞∑
k=1

ak cos kx, ãäå ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü {ak} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 11 äëÿ ck =
(

1
ln(k+1)

) 1
q
. Òîãäà

ωα(f4, δ)
(1)
q ≫ δα

(
ln ln

3

δ

) 1
q

,
( δ∫

0

(
t
−1+ 1

qωα+1− 1
q
(f4, t)

(1)
1

)q dt
t

) 1
q ≪ δα.(ä) Ïóñòü α1 > γ1 >

α1
2 > 0, �óíêöèÿ f5(x) òàêîâà, ÷òî En(f5)

(1)
1 ≍ (n+ 1)

−α1
2
+1− 1

q . Òîãäà
D1(f5, δ) =

( δ∫

0

(
t
−1+ 1

q

1 ωγ1+1− 1
q
(f5, t)

(1)
1

)q dt
t

) 1
q ≍ δ

α1
2 ,

R1(f5, δ) =
( δ∫

0

(
t−1+ 1

qωα1+1− 1
q
(f5, t)

(1)
1

)q
ln

2

t

dt

t

) 1
q ≍ δ

α1
2
(
ln

2

δ

) 1
q .Ëåììà 13 [14℄. (à) Ïóñòü ak > 0, bk > 0, n∑

k=1

ak = γnan. Òîãäà åñëè 1 6 p <∞, òî
∞∑

k=1

ak

( ∞∑

n=k

bn

)p
≪

∞∑

k=1

ak(bkγk)
p.(á) Ïóñòü ak > 0, bk > 0, ∞∑

k=n

ak = βnan. Òîãäà åñëè 1 6 p <∞, òî
∞∑

k=1

ak

( k∑

n=1

bn

)p
≪

∞∑

k=1

ak(bkβk)
p.4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Äëÿ êàæäîãî δi ∈ (0, 1) ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî

ni, òàêîå, ÷òî 1
2ni

6 δi <
1

2ni−1 , i = 1, 2. Òîãäà íà îñíîâàíèè ñâîéñòâà (â) ëåììû 4 èìååì J =

ωα1,α2(f, δ1, δ2)q ≪ ωα1,α2

(
f, 1

2n1 ,
1

2n2

)
q
.Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1, ïîëó÷àåì J ≪ 2−n1α1−n2α2‖V (α1,α2)

2n1 ,2n2 (f)‖q +2−n1α1‖V (α1,0)
2n1 ,∞ (f − V∞,2n2 (f))‖q +

2−n2α2‖V (0,α2)
∞,2n2 (f − V2n1 ,∞(f))‖q + ‖f − V2n1 ,∞(f)− V∞,2n2 (f) + V2n1 ,2n2 (f)‖q ≡ J1 + J2 + J3 + J4.Ñíà÷àëà îöåíèì J1. Îáîçíà÷èì V

(0,α2)
∞2n2 (f) = ψ, òîãäà V (α1,α2)

2n1 ,2n2 (f) = V
(α1,0)
2n1 ,∞ (ψ).�àññìîòðèì �óíêöèþ ψ(x1, x2) äëÿ ïî÷òè âñåõ x2 êàê �óíêöèþ òîëüêî x1 è îáîçíà÷èì åå ψ1(x1).Ïðèìåíÿÿ ëåììó 6, íàõîäèì

‖V (α1)
2n1 (ψ1(x1))‖(1)q ≪ (n1 + 1)

1
q ‖V (α1+1− 1

q
)

2n1 (ψ1(x1))‖(1)1 .
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A1 = ‖V (α1,α2)

2n1 ,2n2 (f)‖q = ‖V (α1,0)
2n1 ,∞ (ψ)‖q =

( 2π∫

0

(( 2π∫

0

|V (α1,0)
2n1 ,∞ (ψ)|qdx1

) 1
q
)q
dx2

) 1
q

=

=
( 2π∫

0

(
‖V (α1)

2n1 (ψ1(x1))‖(1)q

)q
dx2

) 1
q ≪

( 2π∫

0

(
(n1 + 1)

1
q ‖V (α1+1− 1

q
)

2n1 (ψ1(x1))‖(1)1

)q
dx2

) 1
q
=

=
( 2π∫

0

(
(n1 + 1)

1
q

2π∫

0

|V (α1+1− 1
q
,0)

2n1 ,∞ (V
(0,α2)
∞,2n2 (f))|dx1

)q
dx2

) 1
q
.Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî èìååì

A1 ≪ (n1 + 1)
1
q

2π∫

0

( 2π∫

0

|V (α1+1− 1
q
,0)

2n1 ,∞ (V
(0,α2)
∞,2n2 (f))|qdx2

) 1
q
dx1. (5)Òàê êàê V (α1+1− 1

q
,0)

2n1 ,∞ (V
(0,α2)
∞,2n2 (f)) = V

(0,α2)
∞,2n2 (V

(α1+1− 1
q
,0)

2n1 ,∞ (f)), òî, îáîçíà÷èâ V (α1+1− 1
q
,0)

2n1 ,∞ (f) = η, ðàññìîò-ðèì �óíêöèþ η(x1, x2) äëÿ ïî÷òè âñåõ x1 êàê �óíêöèþ òîëüêî x2 è îáîçíà÷èì åå η2(x2). Îöåíèì
‖V (α2)

2n2 (η2(x2))‖(1)q .Îáîçíà÷èì ϕ(x2) = V
(α2)
2n (η2(x2)). Òàê êàê f ∈ L0

p, òî V
(α2)
0 (η2(x2)) = 0 = V0(ϕ). Ïîýòîìó,ïðèìåíÿÿ ëåììó 7, èìååì I1 = ‖V (α2)

2n2 (η2(x2))‖(1)q = ‖ϕ − V0(ϕ)‖(1)q ≪ E0(ϕ)
(1)
q .Èñïîëüçóÿ ëåììó 8, ïîëó÷àåì Iq1 ≪

∞∑
ν=0

2ν(1−
1
q
)qEq

2ν−1(ϕ)
(1)
1 . Òàê êàê ϕ � òðèãîíîìåòðè÷åñêèéïîëèíîì ïîðÿäêà íå âûøå 2n2+1 − 1, òî E2ν−1(ϕ)

(1)
1 ≡ 0 äëÿ ν > n2 + 1. Òàê êàê V

(α2)
[2ν−1]

(η2) åñòüòðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ïîðÿäêà íå âûøå 2ν − 1, òî äëÿ 0 6 ν 6 n2 èìååì
E2ν−1(ϕ)

(1)
1 ≪ ‖ϕ− V

(α2)
[2ν−1]

(η2)‖(1)1 = ‖V (α2)
2n2 (η2)− V

(α2)
[2ν−1]

(η2)‖(1)1 .Ïîýòîìó Iq1 ≪
n2∑
ν=0

2
ν(1− 1

q
)q
[
‖V (α2)

2n2 (η2)− V
(α2)
[2ν−1]

(η2)‖(1)1

]q
. Òàê êàê

V
(α2)
2n2 (η2)− V

(α2)
[2ν−1]

(η2) =

n2∑

µ=ν

(V
(α2)
2µ (η2)− V

(α2)
[2µ−1]

(η2)),òî, ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâà íîðìû, çàêëþ÷àåì, ÷òî
I2 ≡ ‖V (α2)

2n2 (η2)− V
(α2)
[2ν−1]

(η2)‖(1)1 ≪
n2∑

µ=ν

‖V (α2)
2µ (η2)− V

(α2)
[2µ−1]

(η2)‖(1)1 .Èñïîëüçóÿ ëåììó 9 (â), à çàòåì ëåììó 10, ïîëó÷àåì
I2 ≪

n2∑

µ=ν

2µα2‖V2µ(η2)− V[2µ−1](η2)‖(1)1 ≪
n2∑

µ=ν

2
µ(α2−γ2−1+ 1

q
)‖V (γ2+1− 1

q
)

2µ (η2)− V
(γ2+1− 1

q
)

[2µ−1]
(η2)‖(1)1 ≪

≪
n2+1∑

µ=ν

2
µ(α2−γ2−1+ 1

q
)‖V (γ2+1− 1

q
)

[2µ−1]
(η2)‖(1)1 .Íî òîãäà

I1 ≪
(

n2∑

ν=0

2
νq(1− 1

q
)

(
n2+1∑

µ=ν

2
µ(α2−γ2−1+ 1

q
)‖V (γ2+1− 1

q
)

[2µ−1]
(η2)‖(1)1

)q) 1
q

.10 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 2
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νq(1− 1

q
)
, åñëè ν = 0, 1, . . . , n2, è aν = 0, åñëè ν = n2 + 1, . . . ,

bµ = 2µ(α2−γ2−1+ 1
q
)‖V (γ2+1− 1

q
)

[2µ−1]
(η2)‖(1)1 , åñëè µ = 0, 1, . . . , n2 +1, è bµ = 0, åñëè µ = n2 +2, . . . . ), èìååì

I1 ≪
(

n2+1∑

ν=0

2νq(1−
1
q
)2(α2−γ2−(1− 1

q
))νq
[
‖V (γ2+1− 1

q
)

[2ν−1]
(η2)‖(1)1

]q
) 1

q

=

=

(
n2∑

ν=0

2(α2−γ2)νq
[
‖V[2ν−1]

(
V

(γ2+1− 1
q
)

2n2 (η2)
)
‖(1)1

]q
+ 2(α2−γ2)(n2+1)

[
‖V (γ2+1− 1

q
)

2n2 (η2)‖(1)1

]q
) 1

q

.Ïðèìåíÿÿ ëåììó 7, (à), ïîëó÷àåì
I1 ≪

( n2∑

ν=0

2(α2−γ2)νq
[
‖V (γ2+1− 1

q
)

2n2 (η2)‖(1)1

]q
+ 2(α2−γ2)n2q

[
‖V (γ2+1− 1

q
)

2n2 (η2)‖(1)1

]q) 1
q ≪

≪ 2n2(α2−γ2)‖V (γ2+1− 1
q
)

2n2 (η2(x2))‖(1)1 . (6)Òàêèì îáðàçîì,
J1 = 2−n1α1−n2α2‖V (α1,α2)

2n1 ,2n2 (f)‖q = 2−n1α1−n2α2

( 2π∫

0

(( 2π∫

0

∣∣∣V (α1,α2)
2n1 ,2n2 (f)

∣∣∣
q
dx2

) 1
q
)q
dx1

) 1
q
.Â ñèëó íåðàâåíñòâà (5) èìååì

J1 ≪ 2−n1α1−n2α2(n1 + 1)
1
q

2π∫

0




2π∫

0

|V (α1+1− 1
q
,0)

2n1 ,∞ (V
(0,α2)
∞,2n2 (f))|qdx2




1
q

dx1 =

= (n1 + 1)
1
q 2−n1α1−n2α2

2π∫

0




2π∫

0

|V (0,α2)
∞,2n2 (V

(α1+1− 1
q
,0)

2n1 ,∞ (f))|qdx2




1
q

dx1.Ïðèìåíÿÿ ê âíóòðåííåìó èíòåãðàëó îöåíêó (6), ïîëó÷àåì
J1 ≪ (n1 + 1)

1
q 2−n1α1−n2α2

2π∫

0

2n2(α2−γ2)

2π∫

0

|V (0,γ2+1− 1
q
)

∞,2n2 (V
(α1+1− 1

q
,0)

2n1 ,∞ (f))(x2)|dx2dx1 =

= (n1 + 1)
1
q 2−n1α12−n2γ2

2π∫

0

2π∫

0

|V (α1+1− 1
q
,γ2+1− 1

q
)

2n1 ,2n2 (f))|dx1dx2 =

= (n1 + 1)
1
q 2

n1(1− 1
q
)
2
n2(1− 1

q
)
2
−n1(α1+1− 1

q
)
2
−n2(γ2+1− 1

q
)

2π∫

0

2π∫

0

|V (α1+1− 1
q
,γ2+1− 1

q
)

2n1 ,2n2 (f))|dx1dx2.Âîñïîëüçîâîâøèñü ëåììîé 1, èìååì
J1 ≪ (n1 + 1)

1
q 2

n1(1− 1
q
)
2
n2(1− 1

q
)
ωα1+1− 1

q
,γ2+1− 1

q

(
f,

1

2n
,

1

2n2

)
1
.Ïðèìåíÿÿ ëåììó 4, (ã), ïîëó÷àåì

J1 ≪ (n1 + 1)
1
q 2

n1(1− 1
q
)
2
n2(1− 1

q
)
ωα1+1− 1

q
,γ2+1− 1

q

(
f,

1

2n1+2
,

1

2n2+2

)
1
≪
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≪




1

2n1+1∫

1

2n1+2

1

2n2+1∫

1

2n2+2

[
(t1t2)

−1+ 1
q

(
ln

2

t1

) 1
q
ωα1+1− 1

q
,γ2+1− 1

q
(f, t1, t2)1

]q
dt1
t1

dt2
t2




1
q

≪

≪




1

2n1+1∫

0

1

2n2+1∫

0

[
(t1t2)

−1+ 1
q

(
ln

2

t1

) 1
q
ωα1+1− 1

q
,γ2+1− 1

q
(f, t1, t2)1

]q
dt1
t1

dt2
t2




1
q

≪

≪




δ1∫

0

δ2∫

0

[
(t1t2)

−1+ 1
qωα1+1− 1

q
,γ2+1− 1

q
(f, t1, t2)1

]q
ln

2

t1

dt1
t1

dt2
t2




1
q

≡ G.Òåïåðü îöåíèì J2 = 2−n1α1‖V (α1,0)
2n1 ,∞ (f − V∞,2n2 (f))‖q. Îáîçíà÷èì V

(α1,0)
2n1 ,∞ (f) = ψ. �àññìîòðèì�óíêöèþ ψ(x1, x2) äëÿ ïî÷òè âñåõ x1 êàê �óíêöèþ òîëüêî x2 è îáîçíà÷èì åå ψ2(x2). Òîãäà, ïðèìåíÿÿëåììó 7, (á), íàõîäèì A =

( 2π∫
0

|ψ2(x2)− V2n2 (ψ2(x2))|qdx2
) 1

q ≪ E2n2 (ψ2)
(1)
q .Â ñèëó ëåììû 8 èìååì

A≪
( ∞∑

ν2=n2

2ν2q(1−
1
q
)E2ν2−1(ψ2)

(1)q
1

) 1
q ≪

( ∞∑

ν2=n2

2ν2q(1−
1
q
)‖ψ2 − V2ν2−1(ψ2)‖(1)q1

) 1
q
. (7)Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ê âíóòðåííåìó èíòåãðàëó íåðàâåíñòâî (7), ïîëó÷àåì

A2 = ‖V (α1,0)
2n1 ,∞(f − V∞,2n2 (f))‖q =

( 2π∫

0

(( 2π∫

0

|V (α1,0)
2n1 ,∞(f)− V∞,2n2 (V

(α1,0)
2n1 ,∞ (f))|qdx2

) 1
q
)q
dx1

) 1
q ≪

≪
( 2π∫

0

(( ∞∑

ν2=n2

2ν2q(1−
1
q
)
[
‖ψ2 − V2ν2−1(ψ2)‖(1)1

]q) 1
q
)q
dx1

) 1
q
=

=
( 2π∫

0

∞∑

ν2=n2

2
ν2q(1− 1

q
)
[
‖ψ2−V2ν2−1(ψ2)‖(1)1

]q
dx1

) 1
q
=
( ∞∑

ν2=n2

2
ν2q(1− 1

q
)

2π∫

0

[
‖ψ2−V2ν2−1(ψ2)‖(1)1

]q
dx1

) 1
q
=

=
( ∞∑

ν2=n2

2
ν2q(1− 1

q
)

2π∫

0

( 2π∫

0

∣∣∣V (α1,0)
2n1 ,∞ (f)− V∞,2ν2−1(V

(α1,0)
2n1 ,∞(f))

∣∣∣dx2
)q
dx1

) 1
q
=

=
( ∞∑

ν2=n2

2ν2q(1−
1
q
)
(( 2π∫

0

( 2π∫

0

∣∣∣V (α1,0)
2n1 ,∞ (f)− V∞,2ν2−1(V

(α1,0)
2n1 ,∞(f))

∣∣∣dx2
)q
dx1

) 1
q
)q) 1

q
.Ââèäó íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî èìååì

A2 ≪
( ∞∑

ν2=n2

2ν2q(1−
1
q
)
( 2π∫

0

( 2π∫

0

∣∣∣V (α1,0)
2n1 ,∞(f − V∞,2ν2−1(f))

∣∣∣
q
dx1

) 1
q

dx2

)q) 1
q

. (8)Îáîçíà÷èì f − V∞,2ν2−1(f) = ξ. �àññìîòðèì �óíêöèþ ξ(x1, x2) äëÿ ïî÷òè âñåõ x2 êàê �óíêöèþòîëüêî x1 è îáîçíà÷èì åå ξ1(x1). Èñïîëüçóÿ ëåììó 6, ïîëó÷àåì
‖V (α1)

2n1 (ξ1(x1))‖(1)q ≪ (n1 + 1)
1
q ‖V (α1+1− 1

q
)

2n1 (ξ1)‖(1)1 = (n1 + 1)
1
q

2π∫

0

|V (α1+1− 1
q
)

2n1 (ξ1)|dx1. (9)11 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 2



22 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2Ïðèìåíèì ê âíóòðåííåìó èíòåãðàëó â íåðàâåíñòâå (8) íåðàâåíñòâî (9), òîãäà áóäåì èìåòü
A2 ≪

( ∞∑

ν2=n2

2ν2q(1−
1
q
)
(
(n1 + 1)

1
q

2π∫

0

2π∫

0

∣∣∣V
(α1+1− 1

q
,0)

2n1 ,∞ (f − V∞,2ν2−1(f))
∣∣∣dx1dx2

)q) 1
q
. (10)Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (10), çàêëþ÷àåì, ÷òî

J2 ≪ 2−n1α1

( ∞∑

ν2=n2

2ν2q(1−
1
q
)
(
(n1 + 1)

1
q

2π∫

0

2π∫

0

∣∣∣V
(α1+1− 1

q
,0)

2n1 ,∞ (f − V∞,2ν2−1(f))
∣∣∣dx1dx2

)q) 1
q
=

= 2n1(1− 1
q
)
( ∞∑

ν2=n2

2ν2q(1−
1
q
)(n1 + 1)

(
2−n1(α1+1− 1

q
)

2π∫

0

2π∫

0

∣∣∣V
(α1+1− 1

q
,0)

2n1 ,∞ (f − V∞,2ν2−1(f))
∣∣∣dx1dx2

)q) 1
q
.Â ñèëó ëåììû 1 èìååì

J2 ≪ 2
n1(1− 1

q
)
( ∞∑

ν2=n2

2
ν2q(1− 1

q
)
(n1 + 1)

(
ωα1+1− 1

q
,γ2+1− 1

q
(f, 2−n1 , 2−(ν2−1))1

)q) 1
q
.Ïðèìåíÿÿ ëåììó 4 (ñâîéñòâà (â) è (ã)), ïîëó÷àåì

J2 ≪
( ∞∑

ν2=n2

1

2n1+1∫

1

2n1+2

1

2ν2+1∫

1

2ν2+2

[
(t1t2)

−1+ 1
qωα1+1− 1

q
,γ2+1− 1

q
(f, t1, t2)1

]q
ln

2

t1

dt1
t1

dt2
t2

) 1
q ≪

≪
( δ1∫

0

δ2∫

0

[
(t1t2)

−1+ 1
qωα1+1− 1

q
,γ2+1− 1

q
(f, t1, t2)1

]q
ln

2

t1

dt1
t1

dt2
t2

) 1
q ≡ G.Òåïåðü îöåíèì J3 = 2−n2α2‖V (0,α2)

∞,2n2 (f − V2n1 ,∞(f))‖q. Îáîçíà÷èì V
(0,α2)
∞,2n2 (f) = ψ. �àññìîòðèì�óíêöèþ ψ(x1, x2) äëÿ ïî÷òè âñåõ x2 êàê �óíêöèþ òîëüêî x1 è îáîçíà÷èì åå ψ1(x1). Òîãäà, ïðèìåíÿÿëåììó 7, (á), èìååì B ≡

( 2π∫
0

|ψ1(x1)− V2n1 (ψ1(x1))|qdx1
) 1

q ≪ E2n1 (ψ1)
(1)
q .Â ñèëó ëåììû 8

B ≪
∞∑

ν1=n1

2ν1q(1−
1
q
)E2ν1−1(ψ1)

(1)q
1

) 1
q ≪

( ∞∑

ν1=n1

2ν1q(1−
1
q
)‖ψ1 − V2ν1−1(ψ1)‖(1)q1

) 1
q
. (11)Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ê âíóòðåííåìó èíòåãðàëó íåðàâåíñòâî (11), èìååì

B1 = ‖V (0,α2)
∞,2n2 (f − V2n1 ,∞(f))‖q =

( 2π∫

0

(( 2π∫

0

|V (0,α2)
∞,2n2 (f)− V2n1 ,∞(V

(0,α2)
∞,2n2 )|qdx1

) 1
q
)q
dx2

) 1
q ≪

≪
( 2π∫

0

(( ∞∑

ν1=n1

2
ν1q(1− 1

q
)‖ψ1 − V2ν1−1(ψ1)‖(1)q1

) 1
q
)q
dx2

) 1
q
=

=
( 2π∫

0

∞∑

ν1=n1

2
ν1q(1− 1

q
)‖ψ1 − V2ν1−1(ψ1)‖(1)q1 dx2

) 1
q
=
( ∞∑

ν1=n1

2
ν1q(1− 1

q
)

2π∫

0

‖ψ1 − V2ν1−1(ψ1)‖(1)q1 dx2

) 1
q
=
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=
( ∞∑

ν1=n1

2
ν1q(1− 1

q
)

2π∫

0

( 2π∫

0

∣∣∣V (0,α2)
∞,2n2 (f)− V2ν1−1,∞(V

(0,α2)
∞,2n2 (f))

∣∣∣dx1
)q
dx2

) 1
q
=

=
( ∞∑

ν1=n1

2
ν1q(1− 1

q
)
(( 2π∫

0

( 2π∫

0

∣∣∣V (0,α2)
∞,2n2 (f)− V2ν1−1,∞(V

(0,α2)
∞,2n2 (f))

∣∣∣dx1
)q
dx2

) 1
q
)q) 1

q
.Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî, ïîëó÷àåì

B1 6

( ∞∑

ν1=n1

2ν1q(1−
1
q
)
( 2π∫

0

( 2π∫

0

∣∣∣V (0,α2)
∞,2n2 (f)− V2ν1−1,∞(V

(0,α2)
∞,2n2 (f))

∣∣∣
q
dx2

) 1
q
dx1

)q) 1
q
. (12)Îáîçíà÷èì f − V2ν1−1,∞(f) = ζ, ðàññìîòðèì �óíêöèþ ζ(x1, x2) äëÿ ïî÷òè âñåõ x1 êàê �óíêöèþòîëüêî x2 è îáîçíà÷èì åå ζ2(x2). Îöåíèì I3 = ‖V (α2)

2n2 (ζ2(x2))‖(1)q .Îáîçíà÷èì ϕ(x2) = V
(α2)
2n2 (ζ2(x2)). Òàê êàê f ∈ L0

p, òî V
(α2)
0 (ζ2(x2)) = 0 = V0(ϕ). Ïîýòîìó,ïðèìåíÿÿ ëåììó 7, (á), èìååì I3 = ‖V (α2)

2n2 (ζ2(x2))‖(1)q = ‖ϕ− V0(ϕ)‖(1)q ≪ E0(ϕ)
(1)
q .Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 8 ïîëó÷àåì Iq3 ≪

∞∑
ν=0

2ν(1−
1
q
)qEq

2ν−1(ϕ)
(1)
1 .Òàê êàê ϕ � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ïîðÿäêà íå âûøå 2n2+1 − 1, òî E2ν−1(ϕ)

(1)
1 ≡ 0 äëÿ

ν > n2 + 1. Ââèäó òîãî ÷òî V (α2)
[2ν−1]

(ζ2) åñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ïîðÿäêà íå âûøå 2ν − 1,äëÿ 0 6 ν 6 n2 èìååì
E2ν−1(ϕ)

(1)
1 ≪ ‖ϕ− V

(α2)
[2ν−1]

(ζ2)‖(1)1 = ‖V (α2)
2n2 (ζ2)− V

(α2)
[2ν−1]

(ζ2)‖(1)1 .Ïîýòîìó Iq3 ≪
n2∑
ν=0

2
ν(1− 1

q
)q
[
‖V (α2)

2n2 (ζ2)− V
(α2)
[2ν−1]

(ζ2)‖(1)1

]q
.Òàê êàê V (α2)

2n2 (ζ2) − V
(α2)
[2ν−1]

(ζ2) =
n2∑
µ=ν

(V
(α2)
2µ (ζ2) − V

(α2)
[2µ−1]

(ζ2)), òî, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà íîðìû, çà-êëþ÷àåì, ÷òî I4 ≡ ‖V (α2)
2n2 (ζ2)− V

(α2)
[2ν−1]

(ζ2)‖(1)1 ≪
n2∑
µ=ν

‖V (α2)
2µ (ζ2)− V

(α2)
[2µ−1]

(ζ2)‖(1)1 .Ïðèìåíÿÿ ëåììó 9, (â), à çàòåì ëåììó 10, ïîëó÷àåì
I4 ≪

n2∑

µ=ν

2µα2‖V2µ(ζ2)− V[2µ−1](ζ2)‖(1)1 ≪
n2∑

µ=ν

2µ(α2−γ2−1+ 1
q
)‖V (γ2+1− 1

q
)

2µ (ζ2)− V
(γ2+1− 1

q
)

[2µ−1]
(ζ2)‖(1)1 ≪

≪
n2+1∑

µ=ν

2
µ(α2−γ2−1+ 1

q
)‖V (γ2+1− 1

q
)

[2µ−1]
(ζ2)‖(1)1 .Íî òîãäà I3 ≪ (

n2∑
ν=0

2νq(1−
1
q
)

(
n2+1∑
µ=ν

2µ(α2−γ2−1+ 1
q
)‖V (γ2+1− 1

q
)

[2µ−1]
(ζ2)‖(1)1

)q) 1
q

.Ïðèìåíÿÿ ëåììó 13 (ïîëàãàÿ aν = 2νq(1−
1
q
), åñëè ν = 0, 1, . . . , n2, è aν = 0, åñëè ν = n2 + 1, . . . ,

bµ = 2
µ(α2−γ2−1+ 1

q
)‖V (γ2+1− 1

q
)

[2µ−1]
(ζ2)‖(1)1 , åñëè µ = 0, 1, . . . , n2 + 1, è bµ = 0, åñëè µ = n2 + 2, . . . ), èìååì

I3 ≪
( n2+1∑

ν=0

2νq(1−
1
q
)2(α2−γ2−(1− 1

q
))νq
[
‖V (γ2+1− 1

q
)

[2ν−1]
(ζ2)‖(1)1

]q) 1
q
=

=
( n2∑

ν=0

2(α2−γ2)νq
[
‖V[2ν−1]

(
V

(γ2+1− 1
q
)

2n2 (ζ2)
)
‖(1)1

]q
+ 2(α2−γ2)(n2+1)

[
‖V (γ2+1− 1

q
)

2n2 (ζ2)‖(1)1

]q) 1
q
.12 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 2



24 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2Â ñèëó ëåììû 7, (à) èìååì
I3 ≪

( n2∑

ν=0

2(α2−γ2)νq
[
‖V (γ2+1− 1

q
)

2n2 (ζ2)‖(1)1

]q
+ 2(α2−γ2)n2q

[
‖V (γ2+1− 1

q
)

2n2 (ζ2)‖(1)1

]q) 1
q ≪

≪ 2n2(α2−γ2)‖V (γ2+1− 1
q
)

2n2 (ζ2(x2))‖(1)1 . (13)Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ê âíóòðåííåìó èíòåãðàëó â íåðàâåíñòâå (12) íåðàâåíñòâî (13), íàõîäèì
B1 ≪

( ∞∑

ν1=n1

2
ν1q(1− 1

q
)
( 2π∫

0

2n2(α2−γ2)

2π∫

0

|V (γ2+1− 1
q
)

2n2 (ζ2)(x2)|dx2dx1
)q) 1

q
=

=
( ∞∑

ν1=n1

2
ν1q(1− 1

q
)
( 2π∫

0

2n2(α2−γ2)

2π∫

0

|V (0,γ2+1− 1
q
)

∞,2n2 (f − V2ν1−1,∞(f))|dx2dx1
)q) 1

q
. (14)Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (14), çàêëþ÷àåì, ÷òî

J3 ≪ 2−n2α2

( ∞∑

ν1=n1

2ν1q(1−
1
q
)
( 2π∫

0

2n2(α2−γ2)

2π∫

0

|V (0,γ2+1− 1
q
)

∞,2n2 (f − V2ν1−1,∞(f))|dx2dx1
)q) 1

q
=

=
( ∞∑

ν1=n1

2ν1q(1−
1
q
)2n2q(1− 1

q
)
(
2−n2(γ2+1− 1

q
)

2π∫

0

2π∫

0

|V (0,γ2+1− 1
q
)

∞,2n2 (f − V2ν1−1,∞(f))|dx2dx1
)q) 1

q
.Ñîãëàñíî ëåììå 1 áóäåì èìåòü

J3 ≪
( ∞∑

ν1=n1

2ν1q(1−
1
q
)2n2q(1− 1

q
)
(
ωα1+1− 1

q
,γ2+1− 1

q
(f, 2−(ν1−1), 2−n2)1

)q) 1
q
.Èñïîëüçóÿ ëåììó 4 (ñâîéñòâà (â) è (ã)), ïîëó÷àåì

J3 ≪
( ∞∑

ν1=n1

1

2ν1+1∫

1

2ν1+2

1

2n2+1∫

1

2n2+2

[
(t1t2)

−1+ 1
qωα1+1− 1

q
,γ2+1− 1

q
(f, t1, t2)1

]q dt1
t1

dt2
t2

) 1
q ≪

≪
( δ1∫

0

δ2∫

0

[
(t1t2)

−1+ 1
qωα1+1− 1

q
,γ2+1− 1

q
(f, t1, t2)1

]q
ln

2

t1

dt1
t1

dt2
t2

) 1
q ≡ G.Íàêîíåö, îöåíèì J4. Â ñèëó ëåìì 2, (à) è 3 èìååì

J4 ≪ Y2n1 ,2n2 (f)q ≪
( ∞∑

ν1=n1

∞∑

ν2=n2

2(ν1+ν2)(1− 1
q
)qY q

2ν1−1,2ν2−1(f)1

) 1
q

.Ïðèìåíÿÿ ëåììó 4 (ñâîéñòâà (å), (â) è (ã)), ïîëó÷àåì
J4 ≪

( ∞∑

ν1=n1

∞∑

ν2=n2

2
(ν1+ν2)(1− 1

q
)q
ωq

α1+1− 1
q
,γ2+1− 1

q

(
f,

1

2ν1
,
1

2ν2

)

1

)1
q

≪

≪




δ1∫

0

δ2∫

0

[
(t1t2)

−1+ 1
qωα1+1− 1

q
,γ2+1− 1

q
(f, t1, t2)1

]q dt1
t1

dt2
t2




1
q

≪ G.



âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2 25Èòàê, èç îöåíîê äëÿ J1, J2, J3 è J4 ñëåäóåò, ÷òî J ≪ G, è òåì ñàìûì íåðàâåíñòâî (3) äîêàçàíî.Òåïåðü äîêàæåì òî÷íîñòü òåîðåìû 4. Ïóñòü f1(x), f2(x), f3x), f4(x) è f5(x) åñòü �óíêöèè, îïðå-äåëåííûå â ëåììå 12.1. �àññìîòðèì �óíêöèþ F3(x1, x2) = f1(x1)f2(x2). Òàê êàê A1(F3, δ1, δ2) = A1(f1, δ1) ·A2(f2, δ2),òî, ïðèìåíÿÿ ëåììó 12, (à) è (á), ïîëó÷àåì
A1(F3, δ1, δ2) ≫

( ln 2
δ1

ξ1(δ1)

) 1
2q
δα2−γ2
2 ,îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî A1(F3, δ1, δ2) → ∞ ïðè δ1 → 0 ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì δ2.2. �àññìîòðèì �óíêöèþ F4(x1, x2) = f3(x1) ·f2(x2). Òàê êàê A2(F4, δ1, δ2) = A3(f3, δ1) ·A2(f2, δ2),òî, ïðèìåíÿÿ ëåììó 12, (â) è (á), ïîëó÷àåì

A2(F4, δ1, δ2) ≫
1

δε11
(
ln 2

δ1

) 1
q

δα2−γ2
2 ,îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî A2(F4, δ1, δ2) → ∞ ïðè δ1 → 0 ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì δ2.3. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè â ñîîòíîøåíèè (3) çàìåíèòü γ2 íà α2, òî ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå íåáóäåò âåðíûì. Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ L0

1, ãäå 1 = p < q <∞, íå ñóùåñòâóåòòàêîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé C, íå çàâèñÿùåé îò f, δ1 è δ2, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
ωα1,α2

(
f, δ1, δ2

)
q
6 C

( δ1∫

0

δ2∫

0

[
(t1t2)

−1+ 1
qωα1+1− 1

q
,α2+

1
p
(f, t1, t2)1

]q
ln

2

t1

dt1
t1

dt2
t2

) 1
q
.�àññìîòðèì �óíêöèþ F5(x1, x2) = f2(x1) · f4(x2).Òàê êàê j1 = ωα1,α2(F5, δ1, δ2)q = ωα1(f2, δ1)

(1)
q · ωα2(f4, δ2)

(1)
q , òî, ïðèìåíÿÿ ëåììó 12, (á) è (ã),ïîëó÷àåì, ÷òî j1 ≫ δα1

1 δα2
2

(
ln ln 3

δ2

) 1
q
.Òàê êàê ωα1+1− 1

q
,α2+1− 1

q
(F5, δ1, δ2)1 = ωα1+1− 1

q
(f2, δ1)

(1)
1 · ωα2+1− 1

q
(f4, δ2)

(1)
1 , òî, ïðèìåíÿÿ ëåììó12, (á) è (ã), ïîëó÷àåì, ÷òî

j2 =
( δ1∫

0

δ2∫

0

[
(t1t2)

−1+ 1
qωα1+1− 1

q
,α2+1− 1

q
(F5, t1, t2)1

]q
ln

2

t1

dt1
t1

dt2
t2

) 1
q ≪ δα1

1

(
ln

2

δ1

) 1
q

δα2
2 .Åñëè áû ñóùåñòâîâàëà ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C, íå çàâèñÿùàÿ îò δ1 è δ2, òàêàÿ, ÷òî j1 6

C · j2, òî äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî δ1 ∈ (0, 1) áûëî áû ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (ln ln 3
δ2

) 1
q ≪

(
ln 2

δ1

) 1
q
. Îäíàêî ýòî íåðàâåíñòâî íåâåðíî ïðè δ2 → 0. Òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî â íåðàâåíñòâå (3)íåëüçÿ çàìåíèòü γ2 íà α2.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.5. Äîïîëíåíèÿ. 1. Äîêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâà

ωα1,α2

(
f, δ1, δ2

)
q
≪
( δ1∫

0

δ2∫

0

[
(t1t2)

−1+ 1
qωγ1+1− 1

q
,γ2+1− 1

q
(f, t1, t2)1

]q dt1
t1

dt2
t2

) 1
q ≡ B1(f, δ1, δ2), (15)

ωα1,α2

(
f, δ1, δ2

)
q
≪
( δ1∫

0

δ2∫

0

[
(t1t2)

−1+ 1
qωα1+1− 1

q
,γ2+1− 1

q
(f, t1, t2)1

]q
ln

2

t1

dt1
t1

dt2
t2

) 1
q ≡ B2(f, δ1, δ2) (16)íåñðàâíèìû ïðè α1 > γ1 >

α1
2 .�àññìîòðèì �óíêöèþ F8(x1, x2) = f2(x1)f2(x2). Òàê êàê B1(F8, δ1, δ2) = D1(f2, δ1)D2(f2, δ2),

B2(F8, δ1, δ2) = R1(f2, δ1)D2(f2, δ2), òî, ïðèìåíÿÿ ëåììó 12, (á) ïðè γ1 < α1, áóäåì èìåòü
B1(F8, δ1, δ2)

B2(F8, δ1, δ2)
≍ 1

δα1−γ1
1 (ln 2

δ1
)
1
q

→ ∞ ïðè ∀ δ2 è δ1 → 0. (17)13 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 2
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B2(F9, δ1, δ2) = R1(f5, δ1)D2(f2, δ2), òî ïðè α1 > γ1 >

α1
2 èìååì

B2(F9, δ1, δ2)

B1(F9, δ1, δ2)
≍
(
ln

2

δ1

) 1
q → ∞ ïðè ∀ δ2 è δ1 → 0. (18)Èç ñîîòíîøåíèé (17) è (18) ñëåäóåò, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè íåðàâåíñòâ (15) è (16) íåñðàâíèìû.Â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå áîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2 èëèòåîðåìó 4.2. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâà

ωα1,α2

(
f, δ1, δ2

)
q
≪
( δ1∫

0

δ2∫

0

[
(t1t2)

−1+ 1
qωγ1+1− 1

q
,γ2+1− 1

q
(f, t1, t2)1

]q dt1
t1

dt2
t2

) 1
q
,

ωα1,α2

(
f, δ1, δ2

)
q
≪
( δ1∫

0

δ2∫

0

[
(t1t2)

−1+ 1
qωγ1+1− 1

q
,α2+1− 1

q
(f, t1, t2)1

]q
ln

2

t2

dt1
t1

dt2
t2

) 1
qíåñðàâíèìû ïðè α2 > γ2 >

α2
2 .Â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå áîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2èëè òåîðåìó 5.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò � 16�01�00350).ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Íèêîëüñêèé Ñ.Ì. Ôóíêöèè ñ äîìèíèðóþùåé ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé, óäîâëåòâîðÿþùåé êðàòíîìó óñëî-âèþ �åëüäåðà // Ñèá. ìàòåì. æóðí. 1963. 4, � 6. 1342�1364.2. Áàõâàëîâ Í.Ñ. Òåîðåìû âëîæåíèÿ äëÿ êëàññîâ �óíêöèé ñ íåñêîëüêèìè îãðàíè÷åííûìè ïðîèçâîäíûìè //Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ìàòåì. Ìåõàí. 1963. � 3. 7�16.3. Ïîòàïîâ Ì.Ê., Ñèìîíîâ Á.Â., Òèõîíîâ Ñ.Þ. Äðîáíûå ìîäóëè ãëàäêîñòè. Ì.: Ìàêñ Ïðåññ, 2016.4. Áåñîâ Î.Â., Èëüèí Â.Ï., Íèêîëüñêèé Ñ.Ì. Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèé è òåîðåìû âëîæåíèÿ.Ì.: Íàóêà, 1975.5. Potapov M., Simonov B., Tikhonov S. Mixed moduli of smoothness in Lp, 1 < p < ∞. A survey // Surv.Approxim. Theory. 2013. 8. 1�57.6. Potapov M.K., Simonov B.V., Tikhonov S.Yu. Construtive harateristis of mixed moduli of smoothnessof positive orders // Pro. 8th Congress of the International Soiety for Analysis, its Appliations, andComputation (August 22�27, 2011). Vol. 2. Mosow: People's Friendship University of Russia, 2012. 314�325.7. Ïîòàïîâ Ì.Ê. Î ïðèáëèæåíèè óãëîì // Pro. Conf. Construtive Theory of Funtions. Èçä-âî ÀÍ Âåíãðèè,1971. 371�399.8. Ïîòàïîâ Ì.Ê. Âëîæåíèå êëàññîâ �óíêöèé ñ äîìèíèðóþùèì ñìåøàííûì ìîäóëåì ãëàäêîñòè // Òð. Ìà-òåì. èí-òà ÀÍ ÑÑÑ�. 1974. 131. 199�210.9. Áàðè Í.Ê. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû. Ì.: Èçä-âî �èç.-ìàò. ëèò., 1961.10. Çèãìóíä À. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû. Ò. 2. Ì.: Ìèð, 1965.11. Óëüÿíîâ Ï.Ë. Òåîðåìû âëîæåíèÿ è ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íàèëó÷øèìè ïðèáëèæåíèÿìè (ìîäóëÿìè íåïðå-ðûâíîñòè) â ðàçíûõ ìåòðèêàõ // Ìàòåì. ñá. 1970. 81(123), � 1. 104�131.12. Taberski R. Di�erenes, moduli and derivatives of frational orders // Comment. Math. Prae Mat. 1976/77.19, N 2. 389�400.13. Ñèìîíîâ Á.Â., Òèõîíîâ Ñ.Þ. Òåîðåìû âëîæåíèÿ â êîíñòðóêòèâíîé òåîðèè ïðèáëèæåíèé // Ìàòåì. ñá.2008. 199, � 9. 107�148.14. Ïîòàïîâ Ì.Ê. Îá îäíîé òåîðåìå âëîæåíèÿ // Mathematia. 1972. 14(37), N 1. 123�146.Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ22.06.2017



âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2 27ÓÄÊ 517.938.5�ÅÎÄÅÇÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÒÎÊ ÄÂÓÌÅ�ÍÎ�Î ÝËËÈÏÑÎÈÄÀÂ ÏÎËÅ ÓÏ�Ó�ÎÉ ÑÈËÛ:ÒÎÏÎËÎ�È×ÅÑÊÀß ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß �ÅØÅÍÈÉÈ.Ô. Êîáöåâ1Èññëåäóåòñÿ ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ ñèñòåìû, îïèñûâàþùåé äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷-êè ïî äâóìåðíîìó ýëëèïñîèäó â ïîëå óïðóãîé ñèëû. Îñíîâíàÿ öåëü � íàõîæäåíèå èíâà-ðèàíòîâ Ôîìåíêî�Öèøàíãà (èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìîëåêóë) ýòîé ñèñòåìû, äëÿ ÷åãî èñïîëü-çóåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèé ìåòîä Ì.Ï. Õàðëàìîâà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåãðèðóåìàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà, ýëëèïñîèä, ãåîäåçè÷åñêèé ïî-òîê, ïîòåíöèàë, ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ, ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ.The Liouville foliation of system desribing the motion of a material point on a 2-dimensio-nal ellipsoid in the �eld of elasti forse is onsidered. The main goal is to �nd Fomenko�Zieshanginvariants (isoenergeti moleules) of the system. The algebrai method of M. P. Kharlamov isused to obtain the results.Key words: integrable Hamiltonian system, ellipsoid, geodesi �ow, potential, Liouvillefoliation, separation of variables.1. Ââåäåíèå. Ê. ßêîáè [1℄ ïîêàçàë èíòåãðèðóåìîñòü çàäà÷è î äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷-êè ïî n-ìåðíîìó ýëëèïñîèäó. Òðàåêòîðèÿìè òî÷êè â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèå. Áîëååòîãî, ßêîáè ïðîèíòåãðèðîâàë áîëåå îáùóþ çàäà÷ó, êîãäà òî÷êà äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì óïðóãîéñèëû, ìîäóëü êîòîðîé ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëåí ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè äî öåíòðà ýëëèïñîèäà, è ïîëó-÷èë èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé [1℄. Â 1995 ã. Â.Â. Êîçëîâ îáîáùèë ðåçóëüòàò ßêîáè íàïîòåíöèàë ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñëàãàåìûìè, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíûìè êâàäðàòàì ðàññòîÿíèé äîãèïåðïëîñêîñòè ñèììåòðèè ýëëèïñîèäà [2℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðîâåäåì òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç çàäà÷è î äâèæåíèè ÷àñòèöû ïî äâó-ìåðíîìó ýëëèïñîèäó ïîä äåéñòâèåì óïðóãîé ñèëû. Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿêëàññè�èêàöèÿ äâèæåíèé ñ çàäàííûì óðîâíåì ýíåðãèè ñ òî÷íîñòüþ äî ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíî-ñòè, ò.å. ïîñëîéíîãî äè��åîìîð�èçìà ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ. �åçóëüòàòû áóäóò ïðåäñòàâëåíû â �îðìåñïèñêà èíâàðèàíòîâ ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè � èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìå÷åíûõ ìîëåêóë Ôîìåíêî�Öèøàíãà. Íåîáõîäèìàÿ äëÿ ýòîãî òåîðèÿ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìèñâîáîäû ïîñòðîåíà â [3�6℄. Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷èâîçìóùåííûì ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêîì íà ýëëèïñîèäå, ïîäðàçóìåâàÿ ïîä âîçìóùåíèåì ïîòåíöèàëü-íóþ ñèëó.Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòà Ôîìåíêî�Öèøàíãà áûëî óñòàíîâëåíî íåñêîëüêîèíòåðåñíûõ �àêòîâ. Òàê, À.Â. Áîëñèíîâûì è À.Ò. Ôîìåíêî äîêàçàíà ëèóâèëëåâà ýêâèâàëåíòíîñòüçàäà÷è î ãåîäåçè÷åñêîì ïîòîêå íà ýëëèïñîèäå è ñëó÷àÿ Ýéëåðà äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà [3℄, îáíàðó-æåíû íîâûå ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó äðóãèìè èíòåãðèðóåìûìè çàäà÷àìè êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.Ñ äàëüíåéøèìè ïðèëîæåíèÿìè òåîðèè Ôîìåíêî�Öèøàíãà ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ, íàïðèìåð, â [7℄.Ïóñòü x2

a + y2

b + z2

c = 1 � ýëëèïñîèä â R
3, a > b > c > 0.Òåîðåìà. Èçîýíåðãåòè÷åñêèå ìîëåêóëû âîçìóùåííîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà ýëëèïñîèäåèìåþò âèä, óêàçàííûé â òàáë. 1. Çäåñü E = 1
2(ẋ

2+ ẏ2+ ż2)+ k
2 (x

2+y2+z2) � ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿýíåðãèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, k > 0.Êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì èññëåäîâàíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ïîäðàçóìåâàåò íàõîæäåíèå îñîáûõ òî÷åêîòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà. Äëÿ ýòîé çàäà÷è ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ òðóäîåìêè è ìàëîý��åêòèâíû, ïîýòîìóìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ìåòîäîì àíàëèçà, ïðåäëîæåííûì Ì.Ï. Õàðëàìîâûì â [8℄ èîñíîâàííûì íà ðàçäåëåíèè �àçîâûõ ïåðåìåííûõ. Ïðèìåíåíèå òàêîãî ïîäõîäà çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòíàõîæäåíèå áè�óðêàöèîííîé äèàãðàììû è èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé, ÷òî áûëî íåîäíîêðàòíîïðîäåìîíñòðèðîâàíî â [9, 10℄.Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ìåòîäà Ì. Ï. Õàðëàìîâà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþòïåðåìåííûå, â êîòîðûõ ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä dsi
dτ =

√
Vi(si), ãäå si � ïåðåìåííûå ðàçäåëåíèÿ,1Êîáöåâ Èâàí Ô�åäîðîâè÷ � ñòóä. êà�. äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèé ìåõ.-ìàò. �-òà Ì�Ó, e-mail:int396.kobtsev�mail.ru.14 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 2
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τ � ïðèâåäåííîå âðåìÿ, Vi(si) � ìíîãî÷ëåíû ñ êîý��èöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò çíà÷åíèé ïåðâûõèíòåãðàëîâ. Äîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ðÿäà óñëîâèé ìíîãî÷ëåí ìîæíî çàìåíèòü íà äðîáíî-ðàöèîíàëüíóþ �óíêöèþ. Ò à á ë è ö à 1Íîìåð ìîëåêóëû Çîíà ýíåðãèè Èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ìîëåêóëà1 E ∈

(
kc
2 ,

kb
2

)2 E ∈
(
kb
2 ,

k
2 (a+ c− b)

)

3 E ∈
(
k
2 (a+ c− b), ka

2

)

4 E ∈
(
ka
2 ,

k
2 (a+ b− c)

)

5 E ∈
(
k
2 (a+ b− c), +∞

)Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà ïðèâåäåíà ê âèäó
dsi
dτ

=

√
V (si)

W (si)
, i = 1, 2, si ∈ [Ai, Bi] ,ãäå V , W � ìíîãî÷ëåíû, W (si) > 0, i = 1, 2. Òîãäà áè�óðêàöèÿì èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèéñîîòâåòñòâóþò íóëè äèñêðèìèíàíòà ìíîãî÷ëåíà V .Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê îòìå÷åíî â [4℄, áè�óðêàöèÿì èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé ñîîòâåòñòâó-þò îñîáûå òî÷êè àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé (åñëè ïîäêîðåííàÿ �óíêöèÿ � ìíîãî÷ëåí). Åñëè æå ïîä-êîðåííàÿ �óíêöèÿ ðàöèîíàëüíà, òî ñëåäóåò èñêàòü îñîáûå òî÷êè ðàöèîíàëüíîé êðèâîé v2i = V (si)

W (si)
âïðîñòðàíñòâå R2(s1, v1)×R

2(s2, v2). Çàäàäèì êðèâóþ â âèäå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ �óíêöèè F (si, vi) =
W (si)v

2
i − V (si) = 0, òîãäà â îñîáûõ òî÷êàõ âûïîëíåíî grad F =

(
W ′(si)v2i − V ′(si), 2W (si)vi

)
= 0.Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ W (si) > 0 ïîëó÷àåì vi = 0, ÷òî âëå÷åò V (si) = 0, V ′(si) = 0, ò.å. ðàâåíñòâîíóëþ äèñêðèìèíàíòà ìíîãî÷ëåíà V . Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Çàìå÷àíèå 1. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ìîæíî äîêàçàòü, åñëè ìíîãî÷ëåí W çíàêî÷åðåäóþ-ùèéñÿ è ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü ïðè si ∈ [Ai, Bi]. Ïðè ýòîì íà ðàöèîíàëüíîé êðèâîé äîïîëíè-òåëüíî âîçíèêíóò íîâûå îñîáûå òî÷êè � íóëè W , ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ íåêîìïàêòíûõîáëàñòåé âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ è íåêîìïàêòíûõ áè�óðêàöèé. Òàêîé ñëó÷àé ìû çäåñü íå áóäåìðàññìàòðèâàòü.Ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê àíàëèçó ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïîëîæèì

k > 0 (äëÿ îòðèöàòåëüíîãî k äîêàçàòåëüñòâî ïî÷òè ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåòñÿ).2. Èíòåãðàëû è ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî. Êàê ïîêàçàíî â [2℄, çàäà÷à î âîçìóùåííîì ãåî-äåçè÷åñêîì ïîòîêå íà ýëëèïñîèäå âïîëíå èíòåãðèðóåìà, ïðè÷åì èíòåãðàëû íàéäåíû â ÿâíîì âèäå ñèñïîëüçîâàíèåì èçáûòî÷íûõ êîîðäèíàò:
E =

1

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2) +

k

2
(x2 + y2 + z2) � èíòåãðàë ýíåðãèè,

I =

(
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2

)(
ẋ2

a
+
ẏ2

b
+
ż2

c
− k

) � äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë.



âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2 29Ïåðåéäåì ê ðàçäåëÿþùèìñÿ ïåðåìåííûì, ÷òî ïîçâîëèò èçáàâèòüñÿ îò èçáûòî÷íûõ êîîðäèíàò.Â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõ ðàçäåëåíèÿ âîçüìåì ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû ßêîáè. Íàïîìíèì, ÷òîýëëèïòè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè íà ýëëèïñîèäå x2

a + y2

b + z2

c = 1 íàçûâàåòñÿ ïàðà (λ1, λ2) ðåøåíèéóðàâíåíèÿ x2

a+λ + y2

b+λ + z2

c+λ = 1, ïðè ýòîì λ1 ∈ [−b, −c], λ2 ∈ [−a, −b]. Äåêàðòîâû êîîðäèíàòûâûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
x2 =

a(a+ λ1)(a+ λ2)

(a− b)(a− c)
, y2 =

b(b+ λ1)(b+ λ2)

(b− a)(b− c)
, z2 =

c(c+ λ1)(c + λ2)

(a− b)(a− c)
. (1)Òàê êàê ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû íåðåãóëÿðíû ïðè λ1 = λ2 = −b (â îìáèëè÷åñêèõ òî÷êàõ ýëëèï-ñîèäà), òî â ýòèõ òî÷êàõ âû÷èñëåíèÿ ñëåäóåò ïðîâîäèòü â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ.Â ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ èññëåäóåìîé ñèñòåìû èìååò âèä (ñì., íàïðèìåð,[1℄):

E =
2(a+ λ1)(b+ λ1)(c+ λ1)

λ1(λ1 − λ2)
µ21 +

2(a+ λ2)(b+ λ2)(c+ λ2)

λ1(λ2 − λ1)
µ22 +

k

2
(λ1 + λ2) +

k

2
(a+ b),ãäå µ1, µ2 � ñîïðÿæåííûå èìïóëüñû.Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé âîçüìåì â êà÷åñòâå ïåðâîãî èíòåãðàëà âûðàæåíèå H = E − k

2 (a+ b).Ïðèìåíÿÿ îáùèé ïðèíöèï ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, íàõîäèì äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë â âèäå
F =

2(a+ λ1)(b+ λ1)(c+ λ1)

λ1
µ21 +

k

2
λ21 − hλ1.Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå îòíîñèòåëüíî λ2, µ2, à èìåííî

2(a+ λ2)(b+ λ2)(c+ λ2)

λ2
µ22 +

k

2
λ22 − hλ2,òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì çàäà÷è, ïðè÷åì ðàâíûì F . Ñ ó÷åòîì λ̇1 = ∂H

∂µ1
âûâîäèì óðàâíåíèÿäâèæåíèÿ òî÷êè

λ̇k = ± 4

λ1 − λ2

√
V (λk)

λk
,ãäå

V (z) = −1

2

(
k

2
z2 − hz − f

)
(a+ z)(b+ z)(c + z), H = h, F = f.Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ, äàííîãî â [4℄, è óòâåðæäåíèÿ 1 çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî çàäà÷èñîñòîèò èç çíà÷åíèé (h, f), ïðè êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí V èìååò êðàòíûé êîðåíü. Îíî âêëþ÷àåò â ñåáÿ÷åòûðå êðèâûå, çàäàâàåìûå óðàâíåíèÿìè f = ka2

2 +ah, f = kb2

2 +bh, f = kc2

2 +ch, f = −h2

2k . Îáîçíà÷èìòàêæå ÷åðåç
ξ =

h−
√
h2 + 2fk

k
, η =

h+
√
h2 + 2fk

kêîðíè òðåõ÷ëåíà k
2z

2 − hz − f .3. �åãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå ïîâåðõíîñòè. Äîïóñòèìàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè (h, f) îïðå-äåëÿåòñÿ óñëîâèåì: ñóùåñòâóåò òî÷êà (λ1, λ2), ãäå V (λ1) > 0, V (λ2) > 0. Â çàâèñèìîñòè îò îòíîñè-òåëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà V (çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ h, f ) âûäåëÿþòñÿ ÷åòûðåîáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå â òàáë. 2. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåãóëÿðíûå îáëàñòèäëÿ ñëó÷àÿ a+c > 2b ïîêàçàíû íà ðèñ. 1, à (çàêðàøåííûå îáëàñòè íà ãðà�èêå � îáðàç îòîáðàæåíèÿìîìåíòà), à îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ íà ýëëèïñîèäå � íà ðèñ. 2.15 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 2
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�èñ. 1. Áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà çàäà÷è (a) è ó÷àñòêè ðàçäåëÿþùåãî ìíîæåñòâà (á)Ò à á ë è ö à 2ÊîðíèÊîä îáëàñòè ìèíèìàëüíîãî Îáëàñòü èçìåíåíèÿ (λ1, λ2)ìíîãî÷ëåíà
I+ −a < −b < ξ < η < −c [ξ, η]× [−a, −b]
II+ −a < −b < ξ < −c < η [ξ, −c]× [−a, −b]
III+ −a < ξ < −b < η < −c [−b, η]× [−a, ξ]
IV+ −a < ξ < −b < −c < η [−b, −c]× [−a, ξ]

Óñòàíîâèì ÷èñëî ïðîîá-ðàçîâ âíóòðåííèõ òî÷åê îá-ëàñòåé âîçìîæíîñòè äâèæå-íèÿ. Äëÿ ýòîãî èññëåäóåì êî-ëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèé
H = h, F = f â �èêñèðîâàí-íîé òî÷êå (λ1, λ2) ýëëèïñîè-äà îòíîñèòåëüíî µ1, µ2. Ñî-ãëàñíî (1) èìååì λ1 ∈ [−b, −c], λ2 ∈ [−a, −b]; çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè äîïóñòèìûõ ðàñïîëîæåíèÿõêîðíåé ξ, η âûðàæåíèå k

2λ
2
1−hλ1−f íåïîëîæèòåëüíî, à êîý��èöèåíò ïðè µ21 íåîòðèöàòåëåí. Ñëåäî-âàòåëüíî, ïðè E >

kc
2 óðàâíåíèå F = f èìååò äâà ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî µ1, îòëè÷àþùèåñÿ çíàêîì,

�èñ. 2. Îáëàñòè íà ýëëèïñîèäå, â êîòîðûõ ìîæåòäâèãàòüñÿ òî÷êà

èëè îäíî íóëåâîå, åñëè λ1 = ξ èëè λ1 = η.�àññóæäàÿ àíàëîãè÷íî è èñïîëüçóÿòîò �àêò, ÷òî â óðàâíåíèè H = h êîý�-�èöèåíòû ïðè µ21 è µ22 íåîòðèöàòåëüíû,íàõîäèì êîëè÷åñòâî ðåøåíèé µ2. Îêîí÷à-òåëüíûé îòâåò: åñëè òî÷êà ëåæèò íà ãðà-íèöå îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ (ïðèäàííûõ çíà÷åíèÿõ èíòåãðàëîâ), òî â íååïðîåêòèðóþòñÿ äâå äîïóñòèìûå ñêîðîñ-òè � òî÷êè èíòåãðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,âî âíóòðåííþþ òî÷êó ïðîåêòèðóþòñÿ ÷å-òûðå äîïóñòèìûå ñêîðîñòè. Ñëåäîâàòåëü-íî, â îáëàñòè I+ èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðà-çèå ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ òîðîâ, â îáëàñòÿõ
II+, III+ è IV+ � èç äâóõ òîðîâ.4. Êðèòè÷åñêèå äâèæåíèÿ. Îïè-ñàíèå êðèòè÷åñêèõ äâèæåíèé áóäåò âû-ïîëíåíî, åñëè ðàññìîòðåòü ðàâåíñòâî F =
f íà êàæäîì óêàçàííîì íà ðèñ. 1, á ó÷àñò-êå ðàçäåëÿþùåãî ìíîæåñòâà è íàéòè ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû, çàäàþùèå òðàåêòîðèþ. Òàê, íà-ïðèìåð, äëÿ ó÷àñòêà pq ðàçäåëÿþùåãî ìíîæåñòâà èìååì

2(a+ λ2)(b+ λ2)(c + λ2)

λ2
µ22 +

k

2
λ22 − hλ2 =

ka2

2
+ ah.Îòñþäà íàõîäèì λ2 = −a, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñå÷åíèþ ýëëèïñîèäà y2

b + z2

c = 1. À ïîñêîëüêó ïîëíàÿìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òî÷êè íà ýòîì ó÷àñòêå íå ïðåâîñõîäèò kb
2 , òî äâèæåíèå áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿïî äâóì äóãàì ýòîãî ñå÷åíèÿ.



âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2 31Ïîõîæèì îáðàçîì èññëåäóþòñÿ îñòàëüíûå ó÷àñòêè ðàçäåëÿþùåãî ìíîæåñòâà. Ïðèâåäåì îïèñà-íèå âñåõ êðèòè÷åñêèõ äâèæåíèé:ó÷àñòîê pq: E ∈
[
kc
2 ,

kb
2

], äâèæåíèå ïî äâóì äóãàì ñå÷åíèÿ λ2 = −a;ó÷àñòîê qr: E >
kb
2 , äâèæåíèå ïî ñå÷åíèþ λ2 = −a, òî÷êà ñîâåðøàåò ïîëíûé îáîðîò;ó÷àñòîê pu: äâèæåíèå ïî äâóì äóãàì ñå÷åíèÿ λ1 = −b;ó÷àñòîê vm: äâèæåíèå ïî ñå÷åíèþ λ1 = −c, òî÷êà ñîâåðøàåò ïîëíûé îáîðîò;ó÷àñòîê uv: äâèæåíèå ïî ñå÷åíèÿì λ1 = ξ, òî÷êà ñîâåðøàåò ïîëíûé îáîðîò;ó÷àñòîê us: äâèæåíèÿ â îáëàñòè −b 6 λ1 6 ξ; êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè {−b 6 λ1 6 ξ}⋂ {y = 0};ó÷àñòîê sv: äâèæåíèÿ â îáëàñòè ξ 6 λ1 6 −c; êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè {ξ 6 λ1 6 −c}

⋂
{z = 0};ó÷àñòîê sq: äâèæåíèÿ â îáëàñòè η 6 λ2 6 −b; êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè {η 6 λ2 6 −b}⋂ {z = 0};ó÷àñòîê st: äâèæåíèÿ ïî âñåìó ýëëèïñîèäó; êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè {y = 0}.Ïðîîáðàçîì îêðóæíîñòè íà ýëëèïñîèäå ÿâëÿþòñÿ äâå îêðóæíîñòè â Q3, îòëè÷àþùèåñÿ íàïðàâ-ëåíèåì äâèæåíèÿ; ïðîîáðàçîì äóãè íà ýëëèïñîèäå ÿâëÿåòñÿ îäíà îêðóæíîñòü â Q3, òàê êàê â êîíöàõäóãè èìååòñÿ îäíà äîïóñòèìàÿ ñêîðîñòü (íóëåâàÿ), à âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ äóãè � äâå äîïóñòèìûåñêîðîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîîáðàç òî÷åê ó÷àñòêà uv áè�óðêàöèîííîé äèàãðàììû � ÷åòûðå êðè-òè÷åñêèå îêðóæíîñòè, ïðîîáðàç òî÷åê ó÷àñòêîâ pq, qr, pu, vm � äâå êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè, àïðîîáðàç òî÷åê îñòàëüíûõ ó÷àñòêîâ � 3-àòîìû, êàæäûé ñ äâóìÿ êðèòè÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè.5. �ðóáûå ìîëåêóëû. ×èñëî òîðîâ Ëèóâèëëÿ âíóòðè êàæäîé êàìåðû èçâåñòíî. ×òîáû ïîñòðî-èòü ãðóáóþ ìîëåêóëó, îñòàëîñü îïðåäåëèòü òîïîëîãè÷åñêèé òèï áè�óðêàöèé, îòâå÷àþùèõ ó÷àñòêàìðàçäåëÿþùåãî ìíîæåñòâà. Äëÿ ýòîãî ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ ïîíÿòèåì äîïóñòèìîé ñêîðîñòè.

�èñ. 3. Îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ, îòâå÷àþùàÿ ó÷àñòêó
st ðàçäåëÿþùåãî ìíîæåñòâà (a); ïóíêòèðîì îáîçíà÷åíî îäíîèç ãèïåðáîëè÷åñêèõ êîëåö, ñïëîøíîé ëèíèåé � êðèòè÷åñêàÿòðàåêòîðèÿ, ñòðåëêàìè � äîïóñòèìûå ñêîðîñòè; êðóãîâàÿ ìî-ëåêóëà â ïîëîæåíèÿõ íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ (á); ÷èñëà íàðåáðàõ ìîëåêóëû � r-ìåòêè

Óòâåðæäåíèå 2. Îñîáûé óðî-âåíü èíòåãðàëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèéó÷àñòêó äèàãðàììû st, ãîìåîìîð�åíîñîáîìó ñëîþ 3-àòîìà C2.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèìðàññëîåíèå îáëàñòè íà �ãèïåðáîëè-÷åñêèå êîëüöà�, çàäàâàåìûå óðàâíå-íèÿìè λ2 = ζ. Â êàæäîé òî÷êå òàêî-ãî êîëüöà, çà èñêëþ÷åíèåì ëåæàùèõâ ïëîñêîñòè y = 0, èìåþòñÿ ÷åòû-ðå äîïóñòèìûå ñêîðîñòè, à â óêàçàí-íûõ òî÷êàõ � äâå (ðèñ. 3,à). Î÷åâèä-íî, ÷òî îêðóæíîñòü ñ òàêèì íàáî-ðîì âåêòîðîâ ñêîðîñòè ãîìåîìîð�-íà äâóì ýêçåìïëÿðàì îñîáîãî ñëîÿïëîñêîãî àòîìà C2. Ïðè ýòîì ãèïåð-áîëè÷åñêèìè êîëüöàìè áóäåò ïîêðû-òà âñÿ ïîâåðõíîñòü ýëëèïñîèäà, çàèñêëþ÷åíèåì îòðåçêîâ [f1, f̃1] è [f2 ,
f̃2

]. Â ïðîîáðàçå îìáèëè÷åñêèõ òî÷åê fi, f̃i ëåæèò îêðóæíîñòü äîïóñòèìûõ ñêîðîñòåé, à â ïðîîáðàçåêàæäîé òî÷êè èíòåðâàëîâ (fi, f̃i) � äâå äîïóñòèìûå ñêîðîñòè. Ñîåäèíÿÿ äâå îêðóæíîñòè (ñîîòâåò-ñòâóþùèå îìáèëè÷åñêèì òî÷êàì) äâóìÿ îòðåçêàìè, ñíîâà ïîëó÷àåì îñîáûé ñëîé ïëîñêîãî àòîìà C2.Ñëåäîâàòåëüíî, îñîáûé ñëîé íà ýòîì óðîâíå èíòåãðàëà ãîìåîìîð�åí îñîáîìó ñëîþ 3-àòîìà C2.Óòâåðæäåíèå 3. Îñîáûé óðîâåíü èíòåãðàëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèé ó÷àñòêó äèàãðàììû us, ãî-ìåîìîð�åí îñîáîìó ñëîþ äâóõ 3-àòîìîâ B.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ðàññëîåíèå îáëàñòè íà ñî�îêóñíûå ãèïåðáîëû. Â òî÷êàõ ýòèõãèïåðáîë, ëåæàùèõ íà îòðåçêå [f1, f2], à òàêæå â òî÷êàõ íà ãðàíèöå îáëàñòè èìåþòñÿ äâå äîïóñòèìûåñêîðîñòè; â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ýòîé ãèïåðáîëû � ÷åòûðå, ÷òî äàåò äâà ýêçåìïëÿðà îñîáîãî ñëîÿïëîñêîãî àòîìà B (çäåñü ïðèìåíÿåì òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 2).Ïðîîáðàç êàæäîãî �îêóñà ãîìåîìîð�åí îêðóæíîñòè, à ïðîîáðàç îòðåçêà îò �îêóñà äî ãðàíèöûîáëàñòè åñòü îòðåçîê, ñêëååííûé ñ îêðóæíîñòüþ â äâóõ òî÷êàõ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêîå ìíîæåñòâîãîìåîìîð�íî �âîñüìåðêå�. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíûé ïðîîáðàç êàæäîé èç äâóõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíòêðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ èíòåãðàëîâ åñòü �âîñüìåðêà�, óìíîæåííàÿ íà îêðóæíîñòü, ò.å. îñîáûé ñëîé3-àòîìà B.16 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 2



32 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2Òî÷íî òàê æå âûïîëíÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âñåõ îñòàëüíûõ ïåðåñòðîåê òîðîâ Ëèóâèëëÿ. Â ðåçóëü-òàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ñïèñîê áè�óðêàöèé:ó÷àñòîê st � àòîì C2;ó÷àñòîê sq � àòîì C2;ó÷àñòîê sv � äâà àòîìà B;ó÷àñòîê us � äâà àòîìà B.Çíàÿ òîïîëîãè÷åñêèé òèï èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé è èõ áè�óðêàöèè, ñòðîèì èçîýíåðãåòè-÷åñêóþ ãðóáóþ ìîëåêóëó. Ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ h ìîëåêóëû áóäóò îòëè÷àòüñÿ.Ïåðåñòðîéêè èíòåãðàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé:
h ∈

(
−k

2 (a+ b), −k
2 (a+ c)

): 2S1 − 2T 2 − 2S1;
h ∈

(
−k

2 (a+ c), −kb
): 2S1 − 2T 2 − 3-àòîìC2 − 2T 2 − 2S1;

h ∈
(
−kb, −k

2 (b+ c)
): 4S1 − 2 3-àòîìàB − 2T 2 − 3-àòîìC2 − 2S1;

h ∈
(
−k

2 (b+ c), −kc
): 4S1 − 2 3-àòîìàB − 2T 2 − 3-àòîìC2 − 2S1;

h ∈ (−kc, +∞): 2S1 − 2T 2 − 3-àòîìC2 − 2T 2 − 2S1.Íåïîñðåäñòâåííî èç ýòîãî îïèñàíèÿ íàõîäÿòñÿ ãðóáûå ìîëåêóëû.6. ×èñëîâûå ìåòêè r, ε, n. Îïèñàíèå ïåðåñòðîåê òîðîâ Ëèóâèëëÿ â èçîýíåðãåòè÷åñêîì ìíî-ãîîáðàçèè îïðåäåëÿåò åãî òîïîëîãèþ ñ òî÷íîñòüþ äî ãðóáîé ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè. ÑëîåíèåËèóâèëëÿ áóäåò ïîëíîñòüþ îïèñàíî, åñëè óñòàíîâèòü, êàê ñêëåèâàþòñÿ ãðàíè÷íûå òîðû àòîìîâ.Äëÿ ýòîãî íà äâóõ ñêëåèâàåìûõ ãðàíè÷íûõ òîðàõ âûáèðàþòñÿ äîïóñòèìûå áàçèñû (λ, µ), (λ′, µ′),ìàòðèöà ïåðåõîäà ìåæäó êîòîðûìè çàäàåò ñêëåéêó äâóõ òîðîâ â îäèí ñëîé ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ. Ýòà

�èñ. 4. Ïðèìåðû âûáîðà áàçèñíûõ öèêëîâ: à � íà ãðà-íè÷íûõ òîðàõ àòîìîâ ó÷àñòêà qr, êàìåðà IV+; á � íàãðàíè÷íûõ òîðàõ àòîìà C2 ó÷àñòêà st, êàìåðà IV+; â �íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ àòîìà C2 ó÷àñòêà st, êàìåðà II+;ã � íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ àòîìîâ ó÷àñòêà vm, êàìåðà II+

ìàòðèöà ñêëåéêè öåëî÷èñëåííàÿ è èìååòâèä ( α β
δ γ

).Ïðàâèëà âûáîðà áàçèñíûõ öèêëîâ íàòîðàõ Ëèóâèëëÿ è âû÷èñëåíèÿ ìåòîê ïîìàòðèöàì ñêëåéêè îïèñàíû â [3℄.Â èññëåäóåìîé çàäà÷å ïðîåêöèè òî-ðîâ Ëèóâèëëÿ íà ýëëèïñîèä èìåþò ïðî-ñòîé âèä, ïîýòîìó öèêëû íà ãðàíè÷íûõòîðàõ àòîìîâ òàêæå ìîæíî óêàçûâàòü ÿâ-íî. Äëÿ ñëó÷àÿ h ∈
(
−k

2 (a+ b), −k
2 (a+ c)

)áàçèñíûå öèêëû èçîáðàæåíû íà ðèñ. 4.Òàê æå âû÷èñëÿþòñÿ îñòàëüíûå èçî-ýíåðãåòè÷åñêèå ìîëåêóëû (òàáë. 1). Òåî-ðåìà äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 2. Ïðè k → 0+ óìåíü-øàþòñÿ è èñ÷åçàþò âñå êàìåðû, êðîìå
II+ è IV+, ïðè ýòîì îñòàåòñÿ ëèøü îä-íà ìîëåêóëà 5 (ñì. òàáë. 1). Ïîëó÷åííàÿñèñòåìà, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ìîäå-ëèðóåò ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà ýëëèïñî-èäå (à òàêæå ñëó÷àé Ýéëåðà ñ íóëåâîé êîíñòàíòîé ïëîùàäåé [3℄). Òàêàÿ æå êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ èïðè k → 0−, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü ïðîäåëàííûõ âû÷èñëåíèé.Çàìå÷àíèå 3. Âñå îáíàðóæåííûå â çàäà÷å ãðóáûå ìîëåêóëû è íåêîòîðûå ìå÷åíûå ìîëåêóëûâñòðå÷àëèñü ðàíåå â èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àÿõ äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà. Òàê, ìå÷åíûå ìîëåêóëû 1,2 è 5 (òàáë. 1) ñîîòâåòñòâóþò èçîýíåðãåòè÷åñêèì ìîëåêóëàì ñëó÷àÿ Ýéëåðà ñ íåíóëåâîé êîíñòàí-òîé ïëîùàäåé; ñëó÷àé Êëåáøà ñ òî÷íîñòüþ äî ãðóáîé ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè ìîäåëèðóåòñÿîáíàðóæåííûìè ìîëåêóëàìè, çà èñêëþ÷åíèåì A�A ñ áåñêîíå÷íîé r-ìåòêîé; ìîëåêóëû 3, 4 ãðóáîëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû îäíîìó èç ñëó÷àåâ äèíàìèêè ÷åòûðåõìåðíîãî òâåðäîãî òåëà [3℄.Çàìå÷àíèå 4. �àññìîòðèì ïîëîæåíèÿ íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ (±

√
a
2 , 0, 0) ïðè k > 0. Íåïî-ñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íà áè�óðêàöèîííîé äèàãðàììå èì ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ðàíãà 0, ñëå-äîâàòåëüíî, îïðåäåëåíà êðóãîâàÿ ìîëåêóëà ýòîé íåâûðîæäåííîé îñîáåííîñòè (ðèñ. 3,á ). Ïðîâåäÿòàêèå æå âû÷èñëåíèÿ, êàê è ïðè ïîäñ÷åòå èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìîëåêóë, ïîëó÷àåì êðóãîâóþ ìîëå-êóëó îñîáåííîñòè òèïà ñåäëî�ñåäëî ñ äâóìÿ îñîáûìè òî÷êàìè. Ýòà îñîáåííîñòü áûëà ïðåäñêàçàíàòåîðåòè÷åñêè â [2℄. Òî æå èìååò ìåñòî ïðè k < 0 â ïîëîæåíèÿõ íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ (0, 0, ±

√
c
2 ).
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34 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2Ñèììåòðèè àòîìîâ îòðàæàþò äèñêðåòíûå ñèììåòðèè ñîîòâåòñòâóþùèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,òàê ÷òî äëÿ àíàëèçà âàæíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïèñàíèÿ êëàññîâ àòîìîâ, îáëàäàþùèõ çàäàííîé ãðóï-ïîé ñèììåòðèè. Òàê, â ðàáîòàõ [5, 6℄ ïîëó÷åí ðÿä êëàññè�èêàöèîííûõ ðåçóëüòàòîâ ìàêñèìàëüíîñèììåòðè÷íûõ àòîìîâ, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé íàáîð ñèììåòðèé. Â ðàáîòå [7℄ ïðèâå-äåíà ïîëíàÿ êëàññè�èêàöèÿ âûñîòíûõ àòîìîâ ñ òðàíçèòèâíîé íà âåðøèíàõ ãðóïïîé ñèììåòðèé.Çàäà÷à êëàññè�èêàöèè ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ àòîìîâ ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñëîæíîé è ìîæåòáûòü ðåøåíà òîëüêî äëÿ îòäåëüíûõ ñåìåéñòâ àòîìîâ (àòîìû ìàëîé ñëîæíîñòè, àòîìû ìàëîãî ðîäà)ëèáî àòîìîâ, îáëàäàþùèõ íåêîòîðûì ñïåöèàëüíûì ñâîéñòâîì. Òàê, â ðàáîòå [8℄ ïîëíîñòüþ îïèñàíûìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå âûñîòíûå àòîìû. Ñ äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì òåîðèè ñèììåòðèé àòîìîâìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ðàáîòàõ [9�16℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé âûñîòíûõ àòîìîâ � âûñîòíûåàòîìû ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé, òðàíçèòèâíîé íà êîëüöàõ îäíîãî öâåòà. Äëÿ òàêèõ àòîìîâ óäàëîñü ñäå-ëàòü ÷àñòè÷íîå îïèñàíèå: ïðåäúÿâëåíî 9 áåñêîíå÷íûõ ñåðèé è 19 îñîáûõ ñëó÷àåâ. Îñíîâíûå îïðå-äåëåíèÿ ñëåäóþò [1, 2, 5℄.2. Íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü M2 � ãëàäêîå êîìïàêòíîå äâóìåðíîå ìíî-ãîîáðàçèå, f : M2 → R � �óíêöèÿ Ìîðñà íà M2 è {x ∈ M2 : f(x) = k}, ãäå k ∈ R, � åå îñîáûéóðîâåíü. Òîãäà ñóùåñòâóåò ε > 0, òàêîå, ÷òî f−1([k − ε, k + ε]) íå ñîäåðæèò îñîáûõ òî÷åê, êðîìåëåæàùèõ íà îñîáîì óðîâíå ({f = k}).Îïðåäåëåíèå 1. Àòîìîì íàçûâàåòñÿ ïàðà (f−1([k − ε, k + ε]), f−1(k)) ñ óêàçàíèåì âëîæåíèÿãðà�à f−1(k) â ïîâåðõíîñòü f−1([k − ε, k + ε]). Àòîì íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì, åñëè ýòà ïîâåðõ-íîñòü îðèåíòèðóåìà. �ðà� f−1(k) íàçûâàåòñÿ îñòîâîì àòîìà. Äâà àòîìà íàçûâàþòñÿ èçîìîð�íûìè,åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîð�èçì ïàð, êîòîðûé ïåðåâîäèò ïîâåðõíîñòü â ïîâåðõíîñòü (ñîõðàíÿÿ îðèåí-òàöèþ, åñëè ïîâåðõíîñòü îðèåíòèðîâàíà), îñòîâ â îñòîâ, à �óíêöèþ ïåðåâîäèò â �óíêöèþ (ñì. [1℄).Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àòîì (f−1([k − ε, k + ε]), f−1(k)) ïîðîæäåí �óíêöèåé f . Ñëîæíîñòüþ àòîìàíàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî îñîáûõ òî÷åê �óíêöèè f íà îñîáîì ñëîå.Îïðåäåëåíèå 2. Íàçîâåì àòîì, ïîðîæäåííûé �óíêöèåé f , âûñîòíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîåâëîæåíèå g : M2 → R
3, ÷òî f(p) = z(g(p)) äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈M2, ãäå z � ñòàíäàðòíàÿ êîîðäèíàòàâ ïðîñòðàíñòâå R

3, ò.å. z � �óíêöèÿ âûñîòû íà g(M2).Âñå âûñîòíûå àòîìû ÿâëÿþòñÿ îðèåíòèðóåìûìè (ñì. [2℄). Òàê êàê ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòüòîëüêî âûñîòíûå àòîìû, òî âñþäó íèæå âñå àòîìû îðèåíòèðóåìûå.Ïóñòü äàí àòîì X = (f−1([k−ε, k+ε]), f−1(k)). ßñíî, ÷òî f−1([k−ε, k+ε]) ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûììíîãîîáðàçèåì P 2 ñ êðàåì, ïðè÷åì åãî êðàé � ýòî íàáîð îêðóæíîñòåé. �îäîì àòîìà X íàçûâàåòñÿðîä ìíîãîîáðàçèÿ áåç êðàÿ, ïîëó÷åííîãî èç P 2 ñ ïîìîùüþ çàêëåèâàíèÿ âñåõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíòãðàíèöû äèñêàìè. Àòîìû ðîäà 0 íàçîâåì ïëîñêèìè àòîìàìè.Òàêæå ñòîèò äàòü âòîðîå ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå àòîìà.Îïðåäåëåíèå 3. Àòîìîì íàçîâåì ïàðó (P 2,K), ãäå P 2 � êîìïàêòíàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïî-âåðõíîñòü ñ êðàåì, K � íåïóñòîé êîíå÷íûé ñâÿçíûé ãðà�, âëîæåííûé â P 2 è èìåþùèé âåðøèíûñòåïåíè 0 èëè 4, ïðè÷åì ìíîæåñòâî P 2 \ K ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì êîëåö S1 × (0, 1],
(S1, 1) ⊂ ∂P 2. Ìíîæåñòâî êîëåö è èõ ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé ðàçáèòî íà äâà ïîäìíîæåñòâà (áå-ëûå è ÷åðíûå êîëüöà) òàêèì îáðàçîì, ÷òî ê êàæäîìó ðåáðó ãðà�à K ïðèìûêàþò ðîâíî îäíî áåëîåêîëüöî è ðîâíî îäíî ÷åðíîå êîëüöî. Óêàçàííîå ðàçáèåíèå êîëåö è ñîîòâåòñòâóþùèõ îêðóæíîñòåéíà áåëûå è ÷åðíûå íàçûâàåòñÿ îñíàùåíèåì ïàðû (P 2,K). Äâà àòîìà ñ÷èòàþòñÿ èçîìîð�íûìè, åñëèñóùåñòâóåò ãîìåîìîð�èçì îñíàùåííûõ ïàð, ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ïîâåðõíîñòåé è ðàñêðàñêóêîëåö.Àòîì, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé áåëûõ êîëåö íà ÷åðíûå, à ÷åðíûõ êîëåö íà áåëûå, íàçûâàåòñÿäâîéñòâåííûì àòîìîì ê èñõîäíîìó àòîìó.Àòîì ìîæåò áûòü îïðåäåëåí òàêæå êàê f -ãðà� (ñì. [1℄), ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü äàåò íàì âîçìîæ-íîñòü ðàáîòàòü ñ àòîìàìè êàê ñ êîìáèíàòîðíûìè îáúåêòàìè.Îïðåäåëåíèå 4. Êîíå÷íûé ñâÿçíûé ãðà� G, íåêîòîðûå ðåáðà êîòîðîãî îðèåíòèðîâàíû, íàçû-âàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì f -ãðà�îì, åñëè âñå åãî âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü 3, ïðè÷åì ê êàæäîé åãîâåðøèíå ïðèìûêàþò ðîâíî äâà îðèåíòèðîâàííûõ ïîëóðåáðà, èç êîòîðûõ îäíî âõîäèò â âåðøèíó,à äðóãîå âûõîäèò èç íåå. Îòìåòèì, ÷òî âåðøèíà ìîæåò áûòü íà÷àëîì è êîíöîì îäíîãî è òîãî æåîðèåíòèðîâàííîãî ïîëóðåáðà.Ñîîòâåòñòâóþùèé f -ãðà� ñòðîèòñÿ ïî àòîìó (P 2,K) ñëåäóþùèì îáðàçîì: â êà÷åñòâå íåîðèåíòè-ðîâàííîãî ðåáðà áåðåòñÿ îòðåçîê(ñåïàðàòðèñà), ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíó ãðà�àK è ñîåäèíÿþùèéãðàíèöû ïðîòèâîïîëîæíûõ áåëûõ êîëåö (ñì. ðèñ. 1), à â êà÷åñòâå âåðøèí � ñîîòâåòñòâóþùèå êîíöû
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îòðåçêà. Â ðîëè îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð âûñòóïàþò ïðèìûêà-þùèå ê âåðøèíàì äóãè áåëûõ êîëåö ñ ñîîòâåòñòâóþùåé îðèåí-òàöèåé.Îïðåäåëåíèå 5. Íàçîâåì f -ãðà� îðèåíòèðîâàííî âëîæè-ìûì â ïëîñêîñòü, åñëè åãî ìîæíî âëîæèòü â ïëîñêîñòü òàê,÷òî îêðóæíîñòè, ñîåäèíåííûå îäíèì ðåáðîì, ëåæàò îäíà â äðó-ãîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò ïðîòèâîïîëîæíóþîðèåíòàöèþ. Ñîîòâåòñòâóþùåå âëîæåíèå òàêæå áóäåì íàçûâàòüîðèåíòèðîâàííûì.Îïðåäåëåíèå 6. Ñèììåòðèåé àòîìà X = (P 2,K) íàçûâàåòñÿ ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ èîñíàùåíèå ãîìåîìîð�èçì îñíàùåííîé ïàðû (P 2,K) íà ñåáÿ, ðàññìàòðèâàåìûé ñ òî÷íîñòüþ äî èçî-òîïèè, ò.å. êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè èçîòîïíûõ ãîìåîìîð�èçìîâ îñíàùåííîé ïàðû (P 2,K) íà ñåáÿ.Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè ãðóïïà Sym(X) ñèììåòðèé àòîìà X = (P 2,K) äèñêðåòíà(ñì. [1℄).Îïðåäåëåíèå 7. Íàçîâåì ñèììåòðèåé f-ãðà�à G èçîìîð�èçì ãðà�à G íà ñåáÿ, ïåðåâîäÿùèéîðèåíòèðîâàííûå ðåáðà â îðèåíòèðîâàííûå ñ ñîõðàíåíèåì èõ îðèåíòàöèè. Îáîçíà÷èì ãðóïïó âñåõòàêèõ ñèììåòðèé f -ãðà�à G ÷åðåç Sym(G).Îïðåäåëåíèå 8. Àòîì X = (P 2,K) ñ çàäàííûì îñíàùåíèåì ÿâëÿåòñÿ àòîìîì ñ ãðóïïîéñèììåòðèé, òðàíçèòèâíîé íà êîëüöàõ áåëîãî (÷åðíîãî) öâåòà, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ êîëåö áå-ëîãî(÷åðíîãî) öâåòà u, v óêàçàííîãî îñíàùåíèÿ íàéäåòñÿ ñèììåòðèÿ àòîìà φ ∈ Sym(X), òàêàÿ, ÷òî
φ(u) = v.Îïðåäåëåíèå 9. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àòîì X = (P 2,K) ÿâëÿåòñÿ àòîìîì ñ òðàíçèòèâíîéíà âåðøèíàõ ãðóïïîé ñèììåòðèé, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí u, v ãðà�à K íàéäåòñÿ ñèììåòðèÿàòîìà φ ∈ Sym(X), òàêàÿ, ÷òî φ(u) = v.Îïðåäåëåíèå 10. Àòîì X = (P 2,K) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûì òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ãðóïïà åãî ñèììåòðèé Sym(X) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå ðåáåð àòîìà X.Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò èç êíèãè À.Â. Áîëñèíîâà, À.Ò. Ôîìåíêî [1℄.Òåîðåìà 1. Ïóñòü X = (P 2,K) � íåêîòîðûé àòîì, ðàññìàòðèâàåìûé êàê îñíàùåííàÿ ïàðà,à G � ñîîòâåòñòâóþùèé åìó f -ãðà�. Òîãäà ãðóïïà Sym(G) èçîìîð�íà ãðóïïå Sym(X).Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî àòîì X = (P 2,K) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûì òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ãðóïïà ñèììåòðèé åãî f -ãðà�à Sym(G) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà âåðøèíàõ f -ãðà�à.3. Âûñîòíûå àòîìû ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé, òðàíçèòèâíîé íà êîëüöàõ îäíîãî öâå-òà. Ïåðå�îðìóëèðóåì òåïåðü â òåðìèíàõ f -ãðà�à óñëîâèå, ÷òî ãðóïïà ñèììåòðèé àòîìà äåéñòâó-åò òðàíçèòèâíî íà êîëüöàõ áåëîãî öâåòà. Íàïîìíèì, ÷òî â ïîñòðîåííîì f -ãðà�å èñõîäíîãî àòîìàîðèåíòèðîâàííûå öèêëû ñîîòâåòñòâóþò áåëûì êîëüöàì, òîãäà îðèåíòèðîâàííûå öèêëû f -ãðà�à,äâîéñòâåííîãî ê èñõîäíîìó àòîìó, áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ÷åðíûì êîëüöàì èñõîäíîãî àòîìà.Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü X = (P 2,K) � àòîì ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé Sym(X), à G � ñîîò-âåòñòâóþùèé åìó f -ãðà�. Òîãäà Sym(X) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà êîëüöàõ áåëîãî öâåòà òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà Sym(G) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëàõ.Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç êîíñòðóêöèè f -ãðà�à ïî àòîìó X: îðèåíòèðîâàí-íûå öèêëû ñîîòâåòñòâóþò êàæäîìó áåëîìó êîëüöó àòîìà. Çàìåòèì, ÷òî åñëè êðîìå ýòîãî G1 �
f -ãðà� äâîéñòâåííîãî ê èñõîäíîìó àòîìà è Sym(G1) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà îðèåíòèðîâàííûõöèêëàõ G1, òî ãðóïïà ñèììåòðèé êàê èñõîäíîãî àòîìà, òàê è äâîéñòâåííîãî òðàíçèòèâíî äåéñòâóåòíà êîëüöàõ îáîèõ öâåòîâ. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Äàëåå íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ èç ñòàòüè È.Ì. Íèêîíîâà [7℄.Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü X = (P 2,K) � àòîì ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé Sym(X), à G � ñîîò-âåòñòâóþùèé åìó f -ãðà�. Òîãäà Sym(X) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà âåðøèíàõ àòîìà â òîì èòîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ãðóïïà Sym(G) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà íåîðèåíòèðîâàííûõ ðåáðàõ
f -ãðà�à.Óòâåðæäåíèå 3. Àòîì ÿâëÿåòñÿ âûñîòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f -ãðà� îðèåíòèðî-âàííî âëîæèì â ïëîñêîñòü.Îïðåäåëåíèå 11. Áóäåì íàçûâàòü íåîðèåíòèðîâàííîå ðåáðî ïðîèçâîëüíîãî f -ãðà�à âíóòðåí-íèì, åñëè îáà êîíöà ýòîãî ðåáðà ëåæàò â îäíîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå, è âíåøíèì, åñëè åãî êîíöûëåæàò â ðàçíûõ îðèåíòèðîâàííûõ öèêëàõ.Óòâåðæäåíèå 4. Åñëè ãðóïïà ñèììåòðèé Sym(X) àòîìà X = (P 2,K) òðàíçèòèâíî äåé-ñòâóåò íà êîëüöàõ áåëîãî öâåòà, òî ó ñîîòâåòñòâóþùåãî f -ãðà�à G âñå îðèåíòèðîâàííûå öèêëûñîäåðæàò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî âåðøèí.18 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 2



36 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óòâåðæäåíèþ 1 ãðóïïà ñèììåòðèé Sym(G) f -ãðà�à G òðàíçèòèâíî äåé-ñòâóåò íà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëàõ. Çíà÷èò, âñå îðèåíòèðîâàííûå öèêëû ñîäåðæàò îäèíàêîâîå êî-ëè÷åñòâî âåðøèí âíóòðåííèõ ðåáåð è âåðøèí âíåøíèõ ðåáåð. Òàêèì îáðàçîì, âñå îðèåíòèðîâàííûåöèêëû ñîäåðæàò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî âåðøèí.Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Óòâåðæäåíèå 5. �ðóïïà ñèììåòðèé ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ àòîìîâ òðàíçèòèâíî äåé-ñòâóåò íà êîëüöàõ îáîèõ öâåòîâ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü àòîì X = (P 2,K) (ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé Sym(X)) ÿâëÿåòñÿ ìàêñè-ìàëüíî ñèììåòðè÷íûì. Òàê êàê ê êàæäîìó ðåáðó ãðà�à K ïðèìûêàåò ðîâíî îäíî áåëîå è îäíî÷åðíîå êîëüöî è ãðóïïà ñèììåòðèé Sym(X) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà ðåáðàõ ãðà�à K, òî Sym(X)òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà êîëüöàõ îáîèõ öâåòîâ. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Êëàññè�èêàöèÿ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ âûñîòíûõ àòîìîâ ïîëó÷åíà â ðàáîòå Í.Â. Âîë-÷àíåöêîãî è È.Ì. Íèêîíîâà [8℄. Îíà âêëþ÷àåò â ñåáÿ àòîì A2, äâå áåñêîíå÷íûå ñåðèè àòîìîâ
Dn(n > 1), Cn(n > 1) è ïÿòü àòîìîâ P1, P2, P3, P4, P5, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðàâèëüíûì ìíîãîãðàí-íèêàì. Çàìåòèì, ÷òî C2 = D2. Êàæäûé èç ýòèõ àòîìîâ ïîëíîñòüþ îïèñàí â ðàáîòå [8℄.Òåïåðü ðàññìîòðèì àðõèìåäîâû òåëà, áåñêîíå÷íóþ ñåðèþ ïðèçì è àíòèïðèçì è ïîñòðîèì ïî íèìñîîòâåòñòâóþùèå àòîìû òàê: f -ãðà� êàæäîãî èç êîíñòðóèðóåìûõ àòîìîâ ïîëó÷èì çàìåíîé êàæäîéâåðøèíû îäíîìåðíîãî îñòîâà ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîãîãðàííèêà íà îðèåíòèðîâàííûé öèêë. Çäåñüìû ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ñêåëåò êàæäîãî èç ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîãîãðàííèêîâ âëîæèì â ïëîñêîñòü.Ïðè ýòîì öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê ïðèìûêàþùèõ ê öèêëó ðåáåð äîëæåí ïîâòîðÿòü ïîðÿäîê ðåáåð,ïðèìûêàþùèõ ê âåðøèíå. Ïîä ãðóïïîé ñèììåòðèé êàæäîãî èç ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîãîãðàííèêîâáóäåì ïîíèìàòü ãðóïïó âðàùåíèé (ò.å. ñèììåòðèé, ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ïðîñòðàíñòâà).

�èñ. 2. f -�ðà�û àòîìîâ R1�R6

Óòâåðæäåíèå 6.Àòîìû, ñîîòâåò-ñòâóþùèå àðõèìåäîâûì òåëàì (èñêëþ-÷àÿ óñå÷åííûé êóáîîêòàýäð è ðîìáîóñå-÷åííûé èêîñîäîäåêàýäð) R1, R2, R3, R4,
R5, R6, R7, R8, R9, R10, R11, à òàêæå áåñ-êîíå÷íîé ñåðèè ïðèçì R1

n(n > 1) è àíòè-ïðèçì R2
n(n > 1) (ñì. ðèñ. 2, 3), ÿâëÿþò-ñÿ âûñîòíûìè, è èõ ãðóïïà ñèììåòðèéòðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà êîëüöàõ áå-ëîãî öâåòà.Äîêàçàòåëüñòâî. �ðóïïû ñèììåò-ðèé ó ïîñòðîåííîãî f -ãðà�à è èñõîäíîãîìíîãîãðàííèêà ñîâïàäàþò. Òàê êàê ñèì-ìåòðèè ïîëóïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêàòðàíçèòèâíî äåéñòâóþò íà åãî âåðøèíàõ,òî ãðóïïà ñèììåòðèé f -ãðà�à áóäåòòðàíçèòèâíîé íà îðèåíòèðîâàííûõ öèê-ëàõ f -ãðà�à, à çíà÷èò, ãðóïïà ñèììåò-ðèé ñîîòâåòñòâóþùåãî àòîìà áóäåò òðàí-çèòèâíîé íà êîëüöàõ áåëîãî öâåòà. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ãðóïïà ñèììåòðèé àòîìîâ, îòâå÷àþùèõ àð-õèìåäîâûì òåëàì (èñêëþ÷àÿ óñå÷åííûé êóáîîêòàýäð è ðîìáîóñå÷åííûé èêîñîäîäåêàýäð), íå áóäåòòðàíçèòèâíà íà êîëüöàõ îáîèõ öâåòîâ, ïîñêîëüêó ó ñîîòâåòñòâóþùåãî ïëîñêîãî âëîæåíèÿ f -ãðà�àíå âñå ãðàíè èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî ñòîðîí. Ïîýòîìó íà ãðàíÿõ ãðóïïà ñèììåòðèé ïëîñêîãî âëîæå-íèÿ f -ãðà�à íå ìîæåò îáðàçîâûâàòü îäíó îðáèòó. Àíàëîãè÷íû ðàññóæäåíèÿ â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîéñåðèè ïðèçì è àíòèïðèçì. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò àòîì R1

4 (ñîîòâåòñòâóþùèé 4-óãîëüíîé ïðèçìå),ïëîñêîå âëîæåíèå f -ãðà�à êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ P2, è àòîì R2
3 (ñîîòâåòñòâóþùèé àíòèïðèçìå ñ3-óãîëüíûì îñíîâàíèåì), ïëîñêîå âëîæåíèå f -ãðà�à êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ P3. Òî åñòü ýòè äâà àòî-ìà ÿâëÿþòñÿ âûñîòíûìè, ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûìè, ãðóïïà ñèììåòðèé êîòîðûõ òðàíçèòèâíîäåéñòâóåò íà êîëüöàõ îáîèõ öâåòîâ.Íà ðèñ. 2, 3 ïðåäñòàâëåíû f -ãðà�û àòîìîâ R1, R2, R3, R4, R5, R6, R7, R8, R9, R10, R11, êîòîðûåîòâå÷àþò óñå÷åííîìó òåòðàýäðó, êóáîîêòàýäðó, óñå÷åííîìó êóáó, óñå÷åííîìó îêòàýäðó, ðîìáîêóáîîê-òàýäðó, ïëîñêîíîñîìó êóáó, èêîñîäîäåêàýäðó, óñå÷åííîìó äîäåêàýäðó, óñå÷åííîìó èêîñàýäðó, ðîìáî-èêîñîäîäåêàýäðó è ïëîñêîíîñîìó äîäåêàýäðó ñîîòâåòñòâåííî. Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû f -ãðà�û àòî-ìîâ R1

n(n > 1), ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèçìàì, è R2
n(n > 1), ñîîòâåòñòâóþùèõ àíòèïðèçìàì. Óòâåðæäå-íèå äîêàçàíî.
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�èñ. 3. f -�ðà�û àòîìîâ R7�R11, R1
n è R2

n�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ó àòîìà ðîâíî îäíî áåëîå êîëüöî, ò.å. ó ñîîòâåòñòâóþùåãî f -ãðà�àèìååòñÿ ðîâíî îäèí îðèåíòèðîâàííûé öèêë.Îïðåäåëåíèå 12. Àòîìàìè FLn(n > 1) íàçîâåì àòîìû, f -ãðà�û êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéîäèí öèêë  âåðøèíàìè v1, . . . , v4n+2, çàíóìåðîâàííûìè â ïîðÿäêå îáõîäà îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà,è õîðäàìè (v4i−3, v4i), 1 6 i 6 n, (v4i−1, v4i+2), 1 6 i 6 n, è (v4n−1, v2).Îïðåäåëåíèå 13. Âíóòðåííåå ðåáðî ïðîèçâîëüíîãî f -ãðà�à áóäåì íàçûâàòü çàöåïëåííûì ñäðóãèì âíóòðåííèì ðåáðîì ýòîãî f -ãðà�à, åñëè âåðøèíû ðåáåð ëåæàò íà îäíîì îðèåíòèðîâàííîìöèêëå è ÷åðåäóþòñÿ ïðè îáõîäå ýòîãî öèêëà.Îïðåäåëåíèå 14. �ðà�îì ñöåïëåíèé áóäåì íàçûâàòü ãðà�, ïîñòðîåííûé ïî âíóòðåííèì ðåáðàìñ êîíöàìè èç îäíîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà ïðîèçâîëüíîãî f -ãðà�à àòîìà òàê: çàìåíÿåì êàæäîåâíóòðåííåå ðåáðî âåðøèíîé, è êàæäûå äâå âåðøèíû ñîåäèíÿåì ðåáðîì, åñëè âíóòðåííèå ðåáðà,ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì âåðøèíàì, áûëè çàöåïëåíû.Óòâåðæäåíèå 7. Ëþáîé àòîì, èìåþùèé îäíî áåëîå êîëüöî, ÿâëÿåòñÿ âûñîòíûì òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà åãî f -ãðà� íå ñîäåðæèò â ñåáå f -ãðà�à àòîìà FLn(n > 1).Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü óòâåðæäåíèÿ. Äàí f -ãðà� âûñîòíîãî àòîìà, èìåþ-ùåãî îäíî áåëîå êîëüöî. Çà�èêñèðóåì îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå f -ãðà�à â ïëîñêîñòü.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âíóòðåííåå íåîðèåíòèðîâàííîå ðåáðî ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì òèïà À, åñëè â îðè-



38 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2åíòèðîâàííîì âëîæåíèè f -ãðà�à ðåáðî íàõîäèòñÿ âíóòðè îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà, è òèïà Â, åñëèâíå. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì îðèåíòèðîâàííîì âëîæåíèè êàæäîå ðåáðî, çàöåïëåííîå ñ ðåáðîì òèïàÀ, áóäåò ðåáðîì òèïà Â. Êàæäîå ðåáðî, çàöåïëåííîå ñ ðåáðîì òèïà Â, áóäåò ðåáðîì òèïà À. È ðåá-ðà îäíîãî òèïà íå çàöåïëåíû ìåæäó ñîáîé. Òåïåðü ïî ñîâîêóïíîñòè âíóòðåííèõ ðåáåð èñõîäíîãî
f -ãðà�à âûñîòíîãî àòîìà ïîñòðîèì ãðà� ñöåïëåíèé T . Òîãäà âåðøèíû ïîëó÷èâøåãîñÿ ãðà�à T ,ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðàì òèïà À, áóäåì íàçûâàòü âåðøèíàìè êëàññà À, à âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþ-ùèå ðåáðàì òèïà Â, � âåðøèíàìè êëàññà Â. Çàìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ êàæäîå ðåáðî ãðà�à Tñîåäèíÿåò êàêóþ-òî âåðøèíó èç îäíîãî êëàññà ñ êàêîé-òî âåðøèíîé äðóãîãî êëàññà. Òîãäà ãðà� Täâóäîëüíûé ïî îïðåäåëåíèþ, à çíà÷èò, íå ñîäåðæèò öèêëîâ íå÷åòíîé äëèíû.Íî ãðà� ñöåïëåíèé, ïîñòðîåííûé ïî âíóòðåííèì ðåáðàì f -ãðà�à àòîìà FLn (n > 1), íå áóäåòäâóäîëüíûì, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì öèêëîì íå÷åòíîé äëèíû. Ïîýòîìó åñëè àòîì, èìåþùèéîäíî áåëîå êîëüöî, ÿâëÿåòñÿ âûñîòíûì, òî åãî f -ãðà� íå ñîäåðæèò â ñåáå f -ãðà�à àòîìà FLn (n > 1).Òåïåðü äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü óòâåðæäåíèÿ. �àññìîòðèì f -ãðà� àòîìà, èìåþùåãî îäíî áå-ëîå êîëüöî, íå ñîäåðæàùåãî f -ãðà�à àòîìà FLn (n > 1). Ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ ýòîãî f -ãðà�à åñòüîðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå â ïëîñêîñòü.Ïîñòðîèì ïî âíóòðåííèì ðåáðàì ýòîãî f -ãðà�à ãðà� ñöåïëåíèé. Òàê êàê èñõîäíûé àòîì, èìåþ-ùèé îäíî áåëîå êîëüöî, íå ñîäåðæèò f -ãðà�à àòîìà FLn (n > 1), òî ïîëó÷èâøèéñÿ ãðà� ñöåïëåíèéíå ñîäåðæèò öèêëîâ íå÷åòíîé äëèíû. À çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì è ìû ìîæåì ðàçäåëèòü âñåâåðøèíû ãðà�à ñöåïëåíèé íà äâà êëàññà C è D òàê, ÷òîáû êàæäîå ðåáðî ãðà�à ñöåïëåíèé ñîåäèíÿëîêàêóþ-òî âåðøèíó èç îäíîãî êëàññà ñ êàêîé-òî âåðøèíîé äðóãîãî êëàññà. Òåïåðü äåëàåì îáðàòíûéïåðåõîä îò ãðà�à ñöåïëåíèé ê âíóòðåííèì ðåáðàì èñõîäíîãî f -ãðà�à. Òîãäà ëþáûå äâà âíóòðåííèõðåáðà, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíàì èç îäíîãî êëàññà ãðà�à ñöåïëåíèé, íå áóäóò çàöåïëåíû. È ìûìîæåì îðèåíòèðîâàííî âëîæèòü ýòîò f -ãðà� â ïëîñêîñòü òàê, ÷òî ðåáðà êëàññà C ïîïàäóò âíóòðüîðèåíòèðîâàííîãî öèêëà, à ðåáðà êëàññà D îêàæóòñÿ âíå. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

�èñ. 4. Ïðèìåðû f -ãðà�îâ àòîìîâñ îäíèì îðèåíòèðîâàííûì öèêëîì
Îïðåäåëåíèå 15. Àòîìàìè A1

k(k > 1) íàçûâàåò-ñÿ ñåðèÿ âûñîòíûõ àòîìîâ, èìåþùèõ îäíî áåëîå êîëüöî.Çäåñü k ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó íåîðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð
f -ãðà�à ýòîãî àòîìà. Òîãäà f -ãðà� àòîìîâ ýòîé ñåðèè íåñîäåðæèò f -ãðà�à àòîìà FLn (n > 1). Ïî óòâåðæäåíèþ 7
f -ãðà� àòîìîâ ýòîé ñåðèè íå ñîäåðæèò f -ãðà�à àòîìà
FLn (n > 1). Ýòèõ àòîìîâ ñ÷åòíîå ÷èñëî, íî äëÿ êàæ-äîãî �èêñèðîâàííîãî k èõ ÷èñëî îãðàíè÷åíî, ïðè÷åì, åñ-ëè çà�èêñèðîâàòü êàêîå-ëèáî îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå
f -ãðà�à àòîìà A1

k, ìû ïîëó÷èì åùå îäíó õàðàêòåðèñòè-êó ýòîãî àòîìà � ÷èñëà n1 è m1. Çäåñü n1 îçíà÷àåò ÷èñëîðåáåð òèïà À, m1 � ÷èñëî ðåáåð òèïà Â îòíîñèòåëüíî �èêñèðîâàííîãî âëîæåíèÿ f -ãðà�à â ïëîñ-êîñòü. Ïðèìåðû ñåðèè A1
k(k > 1) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4. Òàê, ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, àòîì En. Òîãäà

En = A1
n, ÷èñëî n1 = n, m1 = 0.Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ó àòîìà åñòü ðîâíî äâà áåëûõ êîëüöà, ò.å. ó ñîîòâåòñòâóþ-ùåãî f -ãðà�à èìåþòñÿ ðîâíî äâà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëà. Îïðåäåëèì ðàñïðåäåëåíèå âíóòðåííèõíåîðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð f -ãðà�à ïî êëàññàì: âíóòðåííåå ðåáðî áóäåò âõîäèòü â êëàññ A1, åñëè åãîâåðøèíû ÷åðåäóþòñÿ ñ âåðøèíàìè âíåøíèõ ðåáåð ïî îáõîäó öèêëà. Âíóòðåííèå ðåáðà, êàæäîå èçêîòîðûõ çàöåïëåíî ñ ðåáðîì êëàññà A1, îòíåñåì â êëàññ B1. Âíóòðåííèå ðåáðà, êîòîðûå íå ïîïàëèíè â îäèí êëàññ è êàæäîå èç êîòîðûõ çàöåïëåíî ñ ðåáðîì êëàññà B1, îòíåñåì â êëàññ A1.Ïðîäîëæàåì òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ïî êëàññàì, ïîêà îñòàþòñÿ âíóòðåííèå ðåáðà, êîòîðûå íå ïî-ïàëè íè â îäèí êëàññ è êàæäîå èç êîòîðûõ çàöåïëåíî ñ ðåáðîì êëàññà A1 èëè B1. �àñïðåäåëåíèåâíóòðåííèõ ðåáåð ïî êëàññàì A1 è B1 çàêîí÷èòñÿ, òàê êàê ðåáåð êîíå÷íîå ÷èñëî. Îñòàëüíûå âíóòðåí-íèå ðåáðà, íå ïîïàâøèå â êëàññ A1 èëè B1, áóäóò ðåáðàìè êëàññà C1. Òåïåðü ðàññìîòðèì âíåøíèå,ñîåäèíÿþùèå äâà öèêëà ðåáðà. Ôèêñèðóåì îäèí îðèåíòèðîâàííûé öèêë è íåêîòîðîå âíåøíåå ðåá-ðî. Äàëåå íóìåðóåì âíåøíèå ðåáðà ÷èñëàìè îò 1 äî n â òîì ïîðÿäêå, â êàêîì êîíöû ýòèõ ðåáåðâñòðå÷àþòñÿ ïðè îáõîäå ïî çàäàííîìó îðèåíòèðîâàííîìó öèêëó íà÷èíàÿ ñ çàäàííîãî âíåøíåãî ðåá-ðà. Òîãäà ïðè îáõîäå äðóãîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà êîíöû óæå çàíóìåðîâàííûõ âíåøíèõ ðåáåðáóäóò âñòðå÷àòüñÿ â íåêîòîðîì öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå (i1, . . . , in). Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæ-äåíèå.Óòâåðæäåíèå 8 (êðèòåðèé âûñîòíîñòè àòîìà, èìåþùåãî ðîâíî äâà áåëûõ êîëüöà). Àòîì,èìåþùèé äâà áåëûõ êîëüöà, ÿâëÿåòñÿ âûñîòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà öèêë (i1, . . . , in)



âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2 39ñîâïàäàåò ñ öèêëîì (n, n − 1, . . . , 1), ðåáðà êëàññà A1 (ñîîòâåòñòâåííî B1) ïîïàðíî íå çàöåïëåíûè äëÿ êàæäîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà f -ãðà�à àòîìà âåðíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ðåáåð êëàññà C1ñ êîíöàìè íà îäíîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå âìåñòå ñ ýòèì öèêëîì íå ñîäåðæèò f -ãðà�à àòîìà
FLn(n > 1).Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü óòâåðæäåíèÿ. Åñëè öèêë (i1, i2, . . . , in) íå ñîâïàäàåòñ öèêëîì (n, n − 1, . . . , 1), òî ìû èìååì ïåðåñå÷åíèÿ âíåøíèõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð, è â ýòîìñëó÷àå àòîì íå áóäåò âûñîòíûì. Åñëè æå f -ãðà� àòîìà äîïóñêàåò îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå S âïëîñêîñòü, òî â ýòîì âëîæåíèè èñõîäÿ èç îáîçíà÷åíèÿ âñåõ âíóòðåííèõ ðåáåð f -ãðà�à ðåáðà êëàññà
A1 áóäóò ëåæàòü âíóòðè (åñëè â S îðèåíòèðîâàííûå öèêëû íå ëåæàò îäèí â äðóãîì) è âíå (åñëèöèêëû ëåæàò îäèí â äðóãîì) ñîîòâåòñòâóþùåãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà, à ðåáðà êëàññà B1 � âíå(åñëè ðåáðà A1 âíóòðè) è âíóòðè (åñëè ðåáðà A1 âíå) ñîîòâåòñòâóþùåãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà.Î÷åâèäíî, ðåáðà êëàññà A1( ñîîòâåòñòâåííî B1) ïîïàðíî íå çàöåïëåíû, ïðè÷åì ðåáðà êëàññîâ A1 è B1íå çàöåïëåíû íè ñ êàêèìè ðåáðàìè êëàññà C1, èíà÷å ýòî ïðîòèâîðå÷èëî áû îïðåäåëåíèþ ðåáåð êëàññà
C1 (åñëè êàêîå-òî ðåáðî c1 êëàññà C1 çàöåïëåíî ñ ðåáðîì êëàññà A1, òî ðåáðî c1 èñõîäÿ èç îáîçíà÷åíèÿâíóòðåííèõ ðåáåð åñòü ðåáðî êëàññà B1). Ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå. Àíàëîãè÷íî îáúÿñíÿåòñÿ, ïî÷åìóðåáðî êëàññà C1 íå ìîæåò áûòü çàöåïëåíî ñ ðåáðîì êëàññà B1. È ïî óòâåðæäåíèþ 7 çàêëþ÷àåì, ÷òîêàæäûé îðèåíòèðîâàííûé öèêë f -ãðà�à ñ ñîâîêóïíîñòüþ ðåáåð êëàññà C1, èìåþùèõ êîíöû íà ýòîìîðèåíòèðîâàííîì öèêëå, íå ñîäåðæèò f -ãðà�à àòîìà FLn(n > 1).Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü óòâåðæäåíèÿ. �àññìîòðèì f -ãðà� G àòîìà, èìåþùåãî äâà áåëûõ êîëü-öà, ñ óñëîâèåì, ÷òî öèêë (i1, . . . , in) ñîâïàäàåò ñ öèêëîì (n, n − 1, . . . , 1), ðåáðà êëàññà A1( ñîîòâåò-ñòâåííî B1) ïîïàðíî íå çàöåïëåíû è äëÿ êàæäîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà f -ãðà�à G ñîâîêóïíîñòüðåáåð êëàññà C1 ñ êîíöàìè íà îäíîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå âìåñòå ñ ýòèì öèêëîì íå ñîäåðæèò
f -ãðà�à àòîìà FLn(n > 1). Ïðîâåðèì, ÷òî f -ãðà� G äîïóñêàåò îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå â ïëîñ-êîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê öèêë (i1, . . . , in) ñîâïàäàåò ñ öèêëîì (n, n − 1, . . . , 1), òî ìû ìîæåìçà�èêñèðîâàòü âëîæåíèå äâóõ îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ è âíåøíèõ ðåáåð f -ãðà�à G òàê, ÷òîáû îáàöèêëà íå ëåæàëè îäèí â äðóãîì è áûëè îðèåíòèðîâàíû îäèíàêîâî. Ôèêñèðóåì ýòî âëîæåíèå. Äàëåå,âëîæèì â ïëîñêîñòü ñîâîêóïíîñòü ðåáåð êëàññà C1(òàê êàê ïî óòâåðæäåíèþ 7 êàæäûé îðèåíòèðî-âàííûé öèêë f -ãðà�à ñ ñîâîêóïíîñòüþ ðåáåð êëàññà C1, èìåþùèõ êîíöû íà ýòîì îðèåíòèðîâàííîìöèêëå, äîïóñêàåò âëîæåíèå â ïëîñêîñòü). Óñëîâèå, ÷òî ðåáðà êëàññà A1 (ñîîòâåòñòâåííî B1) ïîïàðíîíå çàöåïëåíû, ïîçâîëÿåò íàì ïîãðóçèòü ðåáðà A1 (ñîîòâåòñòâåííî B1) âíóòðü (ñîîòâåòñòâåííî âíå)îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâà ðåáðà èç êëàññà A1 (B1) íå ïåðåñåêàëèñü è íèêàêîåðåáðî êëàññà A1 (B1) íå ïåðåñåêàëîñü ñ ðåáðîì êëàññà C1. Èíà÷å ðåáðî êëàññà A1 (B1) áûëî áûçàöåïëåíî ñ ðåáðîì êëàññà C1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îáîçíà÷åíèÿì âíóòðåííèõ ðåáåð f -ãðà�à. Ñäåëàåìâûøåîïèñàííîå ïîãðóæåíèå ðåáåð êëàññà A1 (ñîîòâåòñòâåííî B1) ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè: áåçñàìîïåðåñå÷åíèé, áåç ïåðåñå÷åíèé âíåøíèõ ðåáåð. Ïîëó÷èëè îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå f -ãðà�à âïëîñêîñòü. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.�àññìîòðèì îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå G f -ãðà�à àòîìà X = (P 2,K), èìåþùåãî äâà áåëûõêîëüöà, â ïëîñêîñòü. �ðóïïà ñèììåòðèé Sym(X) àòîìà òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà îðèåíòèðîâàííûõ

�èñ. 5. f -�ðà� àòîìà B1
3,3

öèêëàõ G, êîãäà ðàñïîëîæåíèÿ âíóòðåííèõ ðåáåð íàîäíîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-þò ðàñïîëîæåíèÿ âíóòðåííèõ ðåáåð íà äðóãîì îðè-åíòèðîâàííîì öèêëå. Îòíîñèòåëüíî òîãî, êàê ãðóïïàñèììåòðèé âëîæåíèÿ G äåéñòâóåò íà âåðøèíàõ âíåø-íèõ ðåáåð íà îäíîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå, îïðåäå-ëÿþòñÿ ðàñïîëîæåíèÿ âíóòðåííèõ ðåáåð ýòîãî öèêëà.Òî åñòü îðèåíòèðîâàííûé öèêë äîëæåí ïåðåõîäèòü âñåáÿ ïðè ïîâîðîòàõ, îïðåäåëÿåìûõ Sym(G). Ïðèìåðïîêàçàí íà ðèñ. 5. Åñëè åñòü ñèììåòðèÿ îðèåíòèðîâàííî âëîæåííîãî f -ãðà�à âûñîòíîãî àòîìà (èìå-þùåãî 2 áåëûõ êîëüöà), ïåðåâîäÿùàÿ âûäåëåííóþ âåðøèíó 1 (íà ðèñ. 5) â âåðøèíó 2, òî âíóòðåííååðåáðî, ìåæäó êîíöàìè êîòîðîãî åñòü òîëüêî âåðøèíà 1, ýòîé æå ñèììåòðèåé ïåðåâåäåòñÿ â ðåáðî,ìåæäó êîíöàìè êîòîðîãî åñòü òîëüêî âåðøèíà 2.Îïðåäåëåíèå 16. Ñåðèÿ àòîìîâ B1
k,l (k, l > 1)� ýòî âûñîòíûå àòîìû, êîòîðûå èìåþò äâà áåëûõêîëüöà è ñèììåòðèÿ êîòîðûõ òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà ýòèõ êîëüöàõ. Çäåñü ÷èñëî k ñîîòâåòñòâóåòêîëè÷åñòâó âíóòðåííèõ ðåáåð íà êàæäîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå f -ãðà�à ýòîãî àòîìà, l � ÷èñëîâíåøíèõ ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ äâà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëà.Êàæäûé àòîì èç ýòîé ñåðèè äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü êðèòåðèþ âûñîòíîñòè èç óòâåðæäåíèÿ 8, è



40 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2âíóòðåííèå ðåáðà f -ãðà�à ýòîãî àòîìà îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàññóæäåíèÿìè, ïðèâåäåí-íûìè âûøå. Ïðèìåð ïîêàçàí íà ðèñ. 5.4. Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå, êîòîðîå íàì ïîíàäîáèòñÿ, äîêàçàíî È.Ì. Íè-êîíîâûì [7℄.Ïðåäëîæåíèå 1. Àòîìû, ïîëó÷àåìûå èç ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ âûñîòíûõ àòîìîâ ïó-òåì óäâîåíèÿ ðåáåð, ÿâëÿþòñÿ âûñîòíûìè, è ãðóïïà èõ ñèììåòðèé òðàíçèòèâíà íà âåðøèíàõ.Åñëè P � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé àòîì è G � åãî f -ãðà�, òî ïîñëå óäâîåíèÿ íåîðèåíòèðî-âàííûõ ðåáåð àòîìà P ìû ïîëó÷èì íîâûé àòîì P
′ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì f -ãðà�îì G

′ .Òåîðåìà 2 (Â.À. Òðè�îíîâà). Ëþáîé âûñîòíûé àòîì ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé, òðàíçèòèâ-íîé íà âåðøèíàõ àòîìà è òðàíçèòèâíîé íà êîëüöàõ áåëîãî öâåòà, èçîìîð�åí îäíîìó èç àòî-ìîâ ñëåäóþùåãî ñïèñêà: Dn(n > 3), Cn (n > 1), P1, P2, P3, P4, P5, D′′

n(n > 2), P
′′

1 , P
′′

2 , P
′′

3 , P ′′

4 , P
′′

5 ,
En(n > 1), Fn(n > 1), Q1, Q3.Êîíêðåòíîå îïèñàíèå âñåõ àòîìîâ ýòîãî ñïèñêà äàíî â ñòàòüå È.Ì. Íèêîíîâà [7℄.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X = (P 2,K) � âûñîòíûé àòîì ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé, òðàíçèòèâíîéíà êîëüöàõ áåëîãî öâåòà è âåðøèíàõ àòîìà, è G � åãî f -ãðà�. Òîãäà ïî óòâåðæäåíèþ 4 âñå îðè-åíòèðîâàííûå öèêëû G ñîäåðæàò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî âåðøèí. Îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû ñòàòüè[7℄, âûïèøåì âûñîòíûå àòîìû, èìåþùèå f -ãðà�, âñå îðèåíòèðîâàííûå öèêëû êîòîðîãî ñîäåðæàòîäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî âåðøèí, à ãðóïïà ñèììåòðèé êàæäîãî àòîìà èç ñïèñêà òðàíçèòèâíî äåé-ñòâóåò íà âåðøèíàõ àòîìà: Dn(n > 3), Cn (n > 1), P1, P2, P3, P4, P5, D′′

n(n > 2), P
′′

1 , P
′′

2 , P
′′

3 , P
′′

4 , P
′′

5 ,
En(n > 1), Fn(n > 1), Q1, Q3. Íàïîìíèì, ÷òî C2 = D2, E1 = D1, F1 = A2.Ïî óòâåðæäåíèþ 5 ãðóïïà ñèììåòðèé ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ âûñîòíûõ àòîìîâ òðàíçè-òèâíî äåéñòâóåò íà êîëüöàõ îáîèõ öâåòîâ, à â ñòàòüå [7℄ äîêàçàíî òðàíçèòèâíîå äåéñòâèå ãðóïïûñèììåòðèé íà âåðøèíàõ àòîìà. Íàïîìíèì ñïèñîê ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ âûñîòíûõ àòîìîâ:
A2, Dn(n > 1), Cn (n > 1), P1, P2, P3, P4, P5.Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1, ïîñêîëüêó â f -ãðà�å ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íîãî àòîìà ñèììåòðèèäåéñòâóþò òðàíçèòèâíî íà âåðøèíàõ ãðà�à G, òî îíè çàäàþò òðàíçèòèâíîå äåéñòâèå íà îðèåíòè-ðîâàííûõ öèêëàõ ãðà�à G′ . Ïîýòîìó àòîìû, ïîëó÷àåìûå èç ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ âûñîòíûõàòîìîâ óäâîåíèåì ðåáåð, ÿâëÿþòñÿ âûñîòíûìè, ãðóïïà èõ ñèììåòðèé òðàíçèòèâíà íà âåðøèíàõ èíà êîëüöàõ áåëîãî öâåòà. Ñïèñîê ýòèõ àòîìîâ èìååò âèä: A′′

2 , D′′

n(n > 1), C ′′

n (n > 1), P ′′

1 , P
′′

2 , P
′′

3 , P
′′

4 ,
P

′′

5 . Íàïîìíèì, ÷òî A′′

2 = F2, C ′′

n = C2n (n > 1), D′′

1 = E2.Îòìåòèì, ÷òî f -ãðà� àòîìîâ ñåðèè En(n > 1), Fn(n > 1) èìååò îäèí îðèåíòèðîâàííûé öèêë,çíà÷èò, êàæäûé èç àòîìîâ ýòîé ñåðèè èìååò îäíî áåëîå êîëüöî.Ïðè ýòîì àòîì Q1 = R2 è Q3 = R7. Òåîðåìà äîêàçàíà.Àâòîð ïðèíîñèò áëàãîäàðíîñòü àêàäåìèêó À.Ò. Ôîìåíêî çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âíèìàíèå êðàáîòå, à òàêæå È.Ì. Íèêîíîâó çà öåííûå çàìå÷àíèÿ è óêàçàíèÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ïðîãðàììû �Âåäóùèå íàó÷íûå øêîëû �Ô� (ãðàíò � ÍØ�6399.2018.1). ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Áîëñèíîâ À.Â., Ôîìåíêî À.Ò. Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû. Ò. 1. Èæåâñê: Èçä. äîì �Óäìóðò-ñêèé óíèâåðñèòåò�, 1999.2. Ìàíòóðîâ Â.Î. Áè�óðêàöèè, àòîìû è óçëû // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ìàòåì. Ìåõàí. 2000. � 1. 3�8.3. Ôîìåíêî À.Ò. Òîïîëîãèÿ ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ýíåðãèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì è ïðå-ïÿòñòâèÿ ê èíòåãðèðóåìîñòè // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. Ñåð. ìàòåì. 1986. 50, � 6. 1276�1307.4. Ôîìåíêî À.Ò., Öèøàíã Õ. Òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò è êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè èíòåãðèðóåìûõ ãà-ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. Ñåð. ìàòåì. 1990. 54, � 3. 546�575.5. Êóäðÿâöåâà Å.À., Íèêîíîâ È.Ì., Ôîìåíêî À.Ò. Ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå êëåòî÷íûå ðàçáèåíèÿ ïî-âåðõíîñòåé è èõ íàêðûòèÿ // Ìàòåì. ñá. 2008. 199, âûï. 9. 3�96.6. Êóäðÿâöåâà Å.À., Íèêîíîâ È.Ì., Ôîìåíêî À.Ò. Ñèììåòðè÷íûå è íåïðèâîäèìûå àáñòðàêòíûå ìíîãîãðàí-íèêè // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè / Ïîä ðåä. À.Ò. Ôîìåíêî. Ì.: Èçä-âî Ì�Ó, 2009.58�97.7. Íèêîíîâ È.Ì. Âûñîòíûå àòîìû ñ òðàíçèòèâíîé íà âåðøèíàõ ãðóïïîé ñèììåòðèé // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà.Ìàòåì. Ìåõàí. 2016. � 6. 1�10.8. Âîë÷àíåöêèé Í.Â., Íèêîíîâ È.Ì. Ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå âûñîòíûå àòîìû // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà.Ìàòåì. Ìåõàí. 2013. � 2. 3�6.9. Fomenko A.T., Konyaev A.Yu. New approah to symmetries and singularities in integrable Hamiltonian systems// Topol. and its Appl. 2012. 159. 1964�1975.
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42 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2ÌåõàíèêàÓÄÊ 532.528 Î ÑËÀÁÎ ÂÎÇÌÓÙÅÍÍÎÌ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÈÂÑÒ�Å×ÍÛÕ ÏËÎÑÊÈÕ ÑÒ�ÓÉÈÄÅÀËÜÍÎÉ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈÑ.Ë. Òîëîêîííèêîâ1�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âñòðå÷íîì íåñòàöèîíàðíîì ñîóäàðåíèè ïëîñêèõ ñòðóé èäå-àëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, âûòåêàþùèõ èç êàíàëîâ. Íåñòàöèîíàðíîñòü òå÷åíèÿ ñâÿ-çàíà ñ èçìåíåíèåì äàâëåíèÿ â áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷êàõ êàíàëîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî ñêîðîñòè âîçìóùåííîãî òå÷åíèÿ ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòÿìè ñòàöèîíàðíîãîòå÷åíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèìåíåí ìåòîä �óðåâè÷à�Õàñêèíäà. Äëÿ êîìïëåêñíîãî ïî-òåíöèàëà âîçìóùåííîãî òå÷åíèÿ ñ�îðìóëèðîâàíà è ðåøåíà ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à.Â ñëó÷àå ïðÿìîëèíåéíûõ êàíàëîâ è ãàðìîíè÷åñêèõ çàêîíîâ èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ â áåñêî-íå÷íî óäàëåííûõ òî÷êàõ êàíàëîâ ÷èñëåííî èññëåäîâàíû óðàâíåíèÿ äëÿ îòêëîíåíèÿ ñâî-áîäíûõ ãðàíèö îò ñòàöèîíàðíîãî ïîëîæåíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: èäåàëüíàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü, íåñòàöèîíàðíîñòü, ñîóäàðåíèåñòðóé.The problem of unsteady ollision of ounter-moving invisid inompressible �at jetsout�owing from hannels is onsidered. The unsteady pattern of the �ow is onneted witha hange of pressure at in�nitely remote points of the hannels. It is assumed that the veloityof the perturbed �ow is small ompared to the veloity of the steady �ow. The Gurevih�Haskind method is used to solve the problem. A mixed boundary value problem for the omplexpotential of the perturbed �ow is formulated and solved. For the ase of retilinear hannels andharmoni laws of pressure variation at in�nitely remote points, the equations for the deviationof free boundaries from their steady-state positions are numerially studied.Key words: invisid inompressible �uid, unsteadiness, jet �ow.Â ðàáîòå [1℄ ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ñëàáî âîçìóùåííîì ñîóäàðåíèè ïëîñêèõ âñòðå÷íûõ ñòðóé, âû-òåêàþùèõ èç ñèììåòðè÷íûõ êàíàëîâ, ïðè ñèììåòðè÷íûõ çàêîíàõ èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ èëè ñêîðîñòèíà áåñêîíå÷íîñòè â êàíàëàõ. Çàäà÷à ðåøåíà ìåòîäîì �óðåâè÷à�Õàñêèíäà [2�4℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â àíàëîãè÷íîé ïîñòàíîâêå ðåøåíà çàäà÷à î âñòðå÷íîì ñîóäàðåíèè ñòðóé,âûòåêàþùèõ èç êàíàëîâ ðàçëè÷íîé ãåîìåòðèè, ïðè ðàçëè÷íûõ çàêîíàõ âîçìóùåíèÿ äàâëåíèÿ â áåñ-êîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷êàõ êàíàëîâ.�àññìîòðèì óñòàíîâèâøååñÿ òå÷åíèå, ñõåìà êîòîðîãî èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1, à. Æèäêîñòü ñ÷èòà-åòñÿ èäåàëüíîé, íåñæèìàåìîé, íåâåñîìîé. Ïîñòîÿííàÿ Áåðíóëëè îäèíàêîâà âî âñåì ñòàöèîíàðíîì

�èñ. 1. Ñõåìà òå÷åíèÿ (à) è ïàðàìåòðè÷åñêèå îáëàñòè (á, â)1 Òîëîêîííèêîâ Ñåðãåé Ëüâîâè÷ � êàíä. �èç.-ìàò. íàóê, äîöåíò êà�. ãèäðîìåõàíèêè ìåõ.-ìàò. �-òà Ì�Ó, e-mail:tolsl�meh.math.msu.su.



âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2 43òå÷åíèè. Øèðèíà êàíàëîâ â òî÷êàõ A è A′ ðàâíà hA è hA′ ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà O � êðèòè÷åñêàÿòî÷êà ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ; òî÷êà C � áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà ñòðóè; B, B′ � òî÷êè îòðûâàñâîáîäíûõ ãðàíèö îò ñòåíîê êàíàëîâ.Íà ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå íàêëàäûâàþòñÿ íåñòàöèîíàðíûå âîçìóùåíèÿ, âûçâàííûå ñëåäóþùèìèèçìåíåíèÿìè äàâëåíèÿ PA è PA′ â áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷êàõ A è A′ êàíàëîâ:
PA = P0A + ρV 2

0CgA(τ), PA′ = P0A′ + ρV 2
0CgA′(τ), (1)ãäå ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè; P0A, P0A′ � ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ â áåñêîíå÷íî óäàëåííûõòî÷êàõ A è A′ êàíàëîâ; V0C � ñêîðîñòü óñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ íà ñâîáîäíûõ ïîâåðõíîñòÿõ; τ =

V 2
0Ct

qA
; t � âðåìÿ; qA � ðàñõîä â êàíàëå A; gA(τ), gA′(τ) � çàäàííûå �óíêöèè âðåìåíè.Èíäåêñ “0” ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðèñòèêàì ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ, èíäåêñ “C” � ñâîáîäíîéïîâåðõíîñòè, à “A”, “A′” � áåñêîíå÷íî óäàëåííûì òî÷êàì êàíàëîâ.Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè äàâëåíèå íå ìåíÿåòñÿ, ñòåíêè êàíàëîâ íåïîäâèæíû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî ñêîðîñòè âîçìóùåííîãî òå÷åíèÿ ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòÿìè ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ.Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðè÷åñêîé îáëàñòè èñïîëüçóåòñÿ âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü u (ðèñ.1, á).Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë íåóñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû êîìïëåêñíûõïîòåíöèàëîâ óñòàíîâèâøåãîñÿ è âîçìóùåííîãî òå÷åíèé:

W (u, t) = w0(u) + w(u, t).Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ èìååì
w0(u) =

qA′

π
ln(u− b) +

qA
π

ln(u− d); z = z(u), (2)ãäå qA′ � ðàñõîä â òî÷êå A′. Çàâèñèìîñòü z(u) è çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ b è d íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿñòàöèîíàðíîé çàäà÷è.Ñ�îðìóëèðóåì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ èçîáðàæåíèÿ ïî Ëàïëàñó �óíêöèè w(u, t) = ϕ(u, t)+iψ(u, t)[4℄. Íà íåïîäâèæíûõ ñòåíêàõ ñîñóäà ∂ϕ

∂n
= 0, ïîýòîìó ψ = ψ(t). Òàê êàê ÷èòàåì gA(τ) è gA′(τ)îãðàíè÷åííûìè, à äëÿ èçìåíåíèÿ ðàñõîäà íà áåñêîíå÷íîñòè â êàíàëàõ íåîáõîäèìî èìåòü áåñêîíå÷íîáîëüøèå çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ, òî ψ = 0 íà B′A′, A′A, AB [5℄.Ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Êîøè�Ëàãðàíæà, èñïîëüçóÿ èíòåãðàë Áåðíóëëè, ñ òî÷íîñòüþ äî O(∇ϕ)ïîëó÷èì

P − P0C = −ρ
[
∂ϕ

∂t
+ (V0C ,∇ϕ)

]
. (3)Òàê êàê äàâëåíèå íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå ñòðóé ïîñòîÿííî, èç (3) áóäåì èìåòü ñëåäóþùåå ñîîòíî-øåíèå íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè [2℄: ∂ϕ

∂t
+ V 2

0C

∂ϕ

∂ϕ0
= 0. Ïîñëå ïåðåõîäà ê áåçðàçìåðíîìó âðåìåíè τïîëó÷èì 1

qA

∂ϕ

∂τ
+

∂ϕ

∂ϕ0
= 0. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïîñëå ïåðåõîäà ê èçîáðàæåíèÿì ïî Ëàïëàñó ëåãêîèíòåãðèðóåòñÿ: s

qA
ϕ +

dϕ

dϕ0
= 0, îòêóäà 1

qA
ϕ(s, ϕ0) = Di(s) e

− s

qA
ϕ0

(i = 1, 2). Èíäåêñ 1 îòíîñèòñÿê ñâîáîäíîé ãðàíèöå B′C, èíäåêñ 2 � ê BC. Ôóíêöèè D1(s) è D2(s) áóäóò îïðåäåëåíû äàëåå.Ñ èñïîëüçîâàíèåì (2) ïîëó÷àåì
exp

(
− s

qA
ϕ0(u)

)
= exp

(
− s

π
ln
∣∣∣(u− b)λ1(u− d)

∣∣∣
)
=
∣∣∣(u− b)λ1(u− d)

∣∣∣
−s/π

,ãäå
λ1 =

qA′

qA
=
V0A′hA′

V0AhA
=
αA′

αA
λ, αA′ =

V0A′

V0C
, αA =

V0A
V0C

, λ =
hA′

hA
.Ïîýòîìó íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå B′C (u ∈ (−∞,−1))

Re
1

qA
w(u, s) = f1(u, s) = D1(s)

[
(−u+ b)λ1(−u+ d)

]−s/π
,
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Re
1

qA
w(u, s) = f2(u, s) = D2(s)

[
(u− b)λ1(u− d)

]−s/π
.Ñëåäîâàòåëüíî, àíàëèòè÷åñêàÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè �óíêöèÿ w(u, s) óäîâëåòâîðÿåò ñìå-øàííûì êðàåâûì óñëîâèÿì





Im
1

qA
w(u, s) = 0, u ∈ (−1, 1);

Re
1

qA
w(u, s) =

{
D1(s)f1(u, s), u ∈ (−∞,−1);

D2(s)f2(u, s), u ∈ (1,∞).�åøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è äàåò �îðìóëà Êåëäûøà�Ñåäîâà [6℄
1

qA
w(u, s) =

√
u2 − 1

πi


−D1(s)

−1∫

−∞

f1(ξ, s)√
ξ2 − 1(ξ − u)

dξ +D2(s)

∞∫

1

f2(ξ, s)√
ξ2 − 1(ξ − u)

dξ


 . (4)Ôîðìóëó (4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå (çäåñü è â äàëüíåéøåì äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñèáóäåì îïóñêàòü àðãóìåíò s â �óíêöèÿõ f1(u, s) è f2(u, s)):

1

qA
w(u, s) =

√
u2 − 1

πi

∞∫

1

(ξ [D1(s)f1(−ξ) +D2(s)f2(ξ)] + u [D2(s)f2(ξ)−D1(s)f1(−ξ)]) dξ√
ξ2 − 1(ξ2 − u2)

. (5)Ôóíêöèè D1(s) è D2(s) îïðåäåëÿþòñÿ èçâåñòíûìè çàêîíàìè (1) èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ â òî÷êàõ
A è A′. Òàê êàê â áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷êàõ A è A′ êàíàëîâ ∇ϕA = 0, ∇ϕA′ = 0, òî èç (1), (3)è (4) íàõîäèì

−gA′(s) =
s

qA
ϕ(b), −gA(s) =

s

qA
ϕ(d). (6)Îáîçíà÷èì

J1(u) =

∞∫

1

f1(−ξ)√
ξ2 − 1(ξ + u)

dξ, J2(u) =

∞∫

1

f2(ξ)√
ξ2 − 1(ξ − u)

dξ.Òîãäà èç (4) ïîëó÷èì
1

qA
ϕ(b) =

√
1− b2

π
(D1(s)J1(b) +D2(s)J2(b)) ,

1

qA
ϕ(d) =

√
1− d2

π
(D1(s)J1(d) +D2(s)J2(d)) .

(7)Ïîäñòàíîâêà (7) â (6) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ D1(s) è D2(s).Äëÿ íàõîæäåíèÿ äå�îðìàöèè ñâîáîäíûõ ãðàíèö èñïîëüçóåì êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå [2℄. Íîð-ìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ η îòêëîíåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè îò ñòàöèîíàðíîãî ïîëîæåíèÿ óäîâëå-òâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
dη

dt
=
∂η

∂t
+ V 2

0C

∂η

∂ϕ0
= −V0C

∂ψ

∂ϕ0
,êîòîðîå â èçîáðàæåíèÿõ ïî Ëàïëàñó çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

s

hA
η +

qA
hA

dη

dϕ0
= −αA

dψ

dϕ0
. (8)×òîáû ðåøèòü ýòî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ñëåäóåò èç (5) îïðåäåëèòü ÿâíûé âèä �óíêöèè

ψ(u, s). Äëÿ ñâîáîäíîé ãðàíèöû BC (u > 1, Imu = 0) ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ 1

ξ
= cos

θ

2
, 1
u
= cos

α

2
,
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1

qA
ψ(α, s) =

D1(s)

π


− sin

α

2
cos

α

2

π∫

0

f1(−1/cos θ
2) dθ

cosα− cos θ
+sin

α

2

π∫

0

f1(−1/cos θ
2) cos

θ
2 dθ

cosα− cos θ


+

+
D2(s)

π


− sin

α

2
cos

α

2

π∫

0

f2(1/cos
θ
2) dθ

cosα− cos θ
− sin

α

2

π∫

0

f2(−1/cos θ
2) cos

θ
2 dθ

cosα− cos θ


 . (9)Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âõîäÿùèõ â (9) èíòåãðàëîâ ïðåäñòàâèì ñëåäóþùèå �óíêöèè ðàçëîæåíèÿìèÔóðüå:

f1

(
− 1

cos θ/2

)
=

∞∑

n=0

an(s) cosnθ, f1

(
− 1

cos θ/2

)
cos

θ

2
=

∞∑

n=0

bn(s) cosnθ,

f2

(
1

cos θ/2

)
=

∞∑

n=0

cn(s) cosnθ, f2

(
1

cos θ/2

)
cos

θ

2
=

∞∑

n=0

dn(s) cosnθ.Ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóëû π∫

0

cosnθ

cosα− cosθ
= − π

sinα
sinnα èç (9) íàõîäèì

1

qA
ψ(α, s) =

D1(s)

2

( ∞∑

n=1

an sinnα−
∞∑

n=1

bn
sinnα

cosα/2

)
+
D2

2

( ∞∑

n=1

cn sinnα+
∞∑

n=1

dn
sinnα

cosα/2

)
. (10)Óðàâíåíèå (8) çàïèøåì â âèäå

s

qAhA

dϕ0

dα
η +

1

hA

dη

dα
= −αA

qA

dψ

dα
.Ïîäñòàâëÿÿ (10) â ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ îòêëîíåíèÿñâîáîäíîé ãðàíèöû BC:

s

hA

1

2π

(
λ1

1− b cosα/2
+

1

1− d cosα/2

)
sin

α

2
cos

α

2
η +

1

hA
cos2

α

2

dη

dα
=

= −αA

2

[
D1(s)

(
cos2

α

2

∞∑

n=1

nan cosnα −1

2
sin

α

2

∞∑

n=1

bn sinnα− cos
α

2

∞∑

n=1

nbn cosnα

)
+

+D2(s)

(
cos2

α

2

∞∑

n=1

ncn cosnα+
1

2
sin

α

2

∞∑

n=1

dn sinnα + cos
α

2

∞∑

n=1

ndn cosnα

)]
. (11)Óðàâíåíèå (11) ðåøàåòñÿ ïðè óñëîâèè η(0, s) = 0.×òîáû íàéòè óðàâíåíèå äëÿ îòêëîíåíèÿ ãðàíèöû B′C, èç (5) îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü ψ(u, s)ïðè u < −1, èñïîëüçóåòñÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ 1

ξ
= cos

θ

2
, 1
u
= − cos

α

2
, α, θ ∈ [0, π) è ïîñëå âûïîëíå-íèÿ ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèòñÿ óðàâíåíèå, àíàëîãè÷íîå (11).�àññìîòðèì äàëåå ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðÿìîëèíåéíûõ êàíàëîâ. Óñòàíîâèâøååñÿ òå÷åíèå äëÿ ïðÿ-ìîëèíåéíûõ êàíàëîâ èññëåäîâàëîñü â [7, 8℄. Îäíàêî äëÿ ðàñ÷åòà íåóñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ óäîáíååèñïîëüçîâàòü íåñêîëüêî èíîå, ÷åì ïðåäëîæåííîå â óêàçàííûõ ðàáîòàõ, ðàñïîëîæåíèå òî÷åê íà ïà-ðàìåòðè÷åñêîé îáëàñòè.�åøåíèå ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ëåãêî ïîëó÷èòü îòîáðàæåíèåì êîìïëåêñíîé ñêîðîñòè dw0

dz
è êîì-ïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà w0 íà ïîëóêðóã åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Ñîîòâåòñòâèå òî÷åê �èçè÷åñêîé z èïàðàìåòðè÷åñêîé κ ïëîñêîñòåé óêàçàíî íà ðèñ. 1, â.
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dw0

V0Cdz
(κ) = − κ − κ3

1− κ3κ
, (12)

dz

hAdκ
=

(κ1 − κ2)(1− κ1κ2)(1 + κ
2
2)(1− κ3κ)

2(1− κ
2)

π(1− κ2κ3)2(κ − κ1)(1− κ1κ)(κ − κ2)(1 − κ2κ)(1 + κ2)
. (13)Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â ýòè �îðìóëû, èìåþò âèä

κ3 − κ1

1− κ1κ3
= αA′ ,

κ2 − κ3

1− κ2κ3
= αA, λ =

(
1− κ1κ3

1− κ2κ3

)2 1 + κ
2
2

1 + κ2
1

. (14)Ïåðâûå äâà èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñâÿçûâàþò ïàðàìåòðû κ1, κ2, κ3 ñî çíà÷åíèÿìè ñêîðîñòåé â áåñêî-íå÷íî óäàëåííûõ òî÷êàõ êàíàëîâ, à òðåòüå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûðàæåíèå äëÿ îòíîøåíèÿ òîëùèíêàíàëîâ. Ïðè çàäàííûõ λ, αA′ < 1 è αA < 1 èç ñîîòíîøåíèé (14) åäèíñòâåííûì îáðàçîì íàõîäÿò-ñÿ ïàðàìåòðû κ1, κ2, κ3. Ôîðìóëû (12) è (13) îïðåäåëÿþò âñå èíòåðåñóþùèå íàñ �èçè÷åñêèå èãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ.Èç �îðìóëû (13) èíòåãðèðîâàíèåì íàõîäèòñÿ �óíêöèÿ 1

hA
z(κ) = F (κ). Êîí�îðìíîå îòîáðà-æåíèå âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè u íà ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîëóêðóã κ èìååò âèä κ = u/(1 +

√
1− u2).Ïîýòîìó èñêîìàÿ �óíêöèÿ z(u) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì z(u)/hA = F

(
u/(1 +

√
1− u2)

). Çàâèñè-ìîñòü κ(u) ïîçâîëÿåò òàêæå íàéòè èñïîëüçóåìûå äëÿ ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ïàðàìåòðû:
b = 2κ1/(1 + κ

2
1), d = 2κ2/(1 + κ

2
2).

�èñ. 2. Ôîðìà ñâîáîäíîé ãðàíèöû FB â ìîìåíòû âðåìåíè τ = 0, π/4, π/2, 3π/4 (êðèâûå 1�4 ñîîòâåòñòâåííî)ïðè çíà÷åíèÿõ ω = 1; λ = 0,5; αA = 0,4; αA′ = 0,5; ε1 = ε2 = 0,05 (à) è ω = 1; λ = 1; αA = αA′ = 0,5;
ε1 = 0,02; ε2 = 0,04 (á); êðèâûå 0 � ñòàöèîíàðíûå ñâîáîäíûå ãðàíèöû�àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ñëó÷àÿ ïðÿìîëèíåéíûõ êàíàëîâ ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ çàêîíàõ èçìåíå-íèÿ äàâëåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè â êàíàëàõ, èìåþùèõ îäèíàêîâóþ óãëîâóþ ÷àñòîòó ω, íî ðàçëè÷íûåàìïëèòóäû: gA′(τ) = ε1e

2jωτ , gA(τ) = ε2e
2jωτ . Ìîæíî ñ÷èòàòü ïðè ýòîì, ÷òî w(u, τ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ



âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2 47ïåðèîäè÷åñêîé ïî âðåìåíè �óíêöèåé, èçìåíÿþùåéñÿ ñ òîé æå ÷àñòîòîé. Òîãäà îáðàòíîå ïðåîáðàçî-âàíèå ïðîèçâîäèòü íå òðåáóåòñÿ, ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñàìèìè èçîáðàæåíèÿìè ïðè çàìåíå s = 2jω.Õàðàêòåð äå�îðìàöèè ñâîáîäíûõ ãðàíèö íå èìååò êà÷åñòâåííûõ îòëè÷èé îò ðàññìîòðåííîé â [1℄ñèììåòðè÷íîé çàäà÷è. Íà ó÷àñòêå, ñîîòâåòñòâóþùåì âûðàâíèâàíèþ �îðìû ñòàöèîíàðíîé ñòðóè,íåóñòàíîâèâøèåñÿ ñâîáîäíûå ïîâåðõíîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áåãóùèå âîëíû, äâèæóùèåñÿ ñî ñêî-ðîñòüþ, ðàâíîé ñêîðîñòè V0C íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ. Àìïëèòóäà ýòèõ âîëíðàñòåò ïðè óâåëè÷åíèè àìïëèòóä ε1 è ε2 âîçìóùàþùèõ âîçäåéñòâèé, à äëèíà èçìåíÿåòñÿ îáðàòíîïðîïîðöèîíàëüíî óãëîâîé ÷àñòîòå ω.Íà ðèñ. 2, à,á ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòû �îðìû íåñòàöèîíàðíîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïðè ω = 1äëÿ ðàçëè÷íîé ãåîìåòðèè óñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ è äëÿ ðàçëè÷íûõ àìïëèòóä èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (� 16�01�00519, 15�01�00361).ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Òîëîêîííèêîâ Ñ.Ë. Î ñëàáî âîçìóùåííîì ñèììåòðè÷íîì ñîóäàðåíèè ñòðóé èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèä-êîñòè // Ôóíä. è ïðèêë. ìàòåì. 1999. 5, � 3. 861�870.2. �óðåâè÷ Ì.È., Õàñêèíä Ì.Ä. Ñòðóéíîå îáòåêàíèå êîíòóðà, ñîâåðøàþùåãî ìàëûå êîëåáàíèÿ // Ïðèêë.ìàòåì. è ìåõàí. 1953. XVII, âûï. 5. 58�65.3. �óðåâè÷ Ì.È. Òåîðèÿ ñòðóé èäåàëüíîé æèäêîñòè. Ì.: Íàóêà, 1979.4. Êóçíåöîâ À.Â. Íåñòàöèîíàðíûå âîçìóùåíèÿ òå÷åíèé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè. Êàçàíü: Èçä-âîÊàçàí. óí-òà, 1975.5. Êóçíåöîâ À.Â., Ñàéêèí Ñ.Ñ. Íåñòàöèîíàðíîå èñòå÷åíèå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè èç ñîñóäà// Âîïðîñû ïðè-êëàäíîé ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè. Âûï. 2. ×åáîêñàðû: Èçä-âî ×�Ó, 1972. 46�54.6. �àõîâ Ô. Ä. Êðàåâûå çàäà÷è. Ì.: Íàóêà, 1977.7. Êîíîâàëîâ È.Ì. Îïðåäåëåíèå êîý��èöèåíòà è ëèíèè ñæàòèÿ ïðè èñòå÷åíèè æèäêîñòè èç áîêîâîãî îòâåð-ñòèÿ â êàíàëå // Òð. Ëåíèíãð. èí-òà èíæ. âîäí. òðàíñïîðòà. 1949. Âûï. XV. 18�25.8. Òàëèåâ Â.Í. Ïîïóòíîå èñòå÷åíèå æèäêîñòè èç êàíàëà ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�. 1954.XCIV, � 4. 122�126. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ05.04.2017ÓÄÊ 531.396 ÀË�Î�ÈÒÌ ÌÈÍÈÌÀÊÑÍÎÉ ÑÒÀÁÈËÈÇÀÖÈÈËÈÍÅÉÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ Ò�ÅÒÜÅ�Î ÏÎ�ßÄÊÀÂ.Â. Àëåêñàíäðîâ1, Õ. À. �àìèðåç �óòèåðåç2Â ñòàòüå èñïîëüçóþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìè-íèìàêñíîé ñòàáèëèçàöèè ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì òðåòüåãî ïîðÿäêà, êîãäà íå âû-ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Êàëìàíà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä øàòðîâ, äâîéñòâåííûé êîíóñ, ñòàáèëèçàöèÿ.The neessary optimality onditions are used to solve the problem of minimax stabilizationfor linear ontrolled systems of third order when the Kalman onditions are not valid.Key words: method of tents, dual one, stabilization.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìèçàöèè. �àññìîòðèì ïðè t1 = ∞ ðåäóêöèþ èíòåãðàëüíîãî�óíêöèîíàëà [1℄:
J(u, x(0)) =

t1∫

0

(xTGx+ s0u
2) dt =

t1∫

0

xT (G+ s0kk
T )x dt =

t1∫

0

xTS2(k)x dt = xT (0)H(k)x(0).1Àëåêñàíäðîâ Âëàäèìèð Âàñèëüåâè÷ � äîêòîð �èç.-ìàò. íàóê, ïðî�., çàâ. êà�. ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè è óïðàâëåíèÿìåõ.-ìàò. �-òà Ì�Ó, e-mail: vladimiralexandrov366�hotmail.om.2 �àìèðåç �óòèåðåç Õîìàéðà Àòåíåà � àñï. �èç.-ìàò. �-òà Àâòîíîìíîãî óí-òà øòàòà Ïóýáëà (Ìåêñèêà), e-mail:athe9ramirez�hotmail.om.
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ϕ0(k) = max

|x(0)|61
J(u, x(0)) → min

k∈Q0

(1)äëÿ ñèñòåìû
ẋ = Ax+ bu = (A+ bkT )x, |x(0)| 6 1. (2)Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî det(b,Ab, . . . , An−1b) 6= 0, ò.å. ñèñòåìà (2) ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìà, G = GT > 0,

sT0 = s0 > 0, H = HT > 0, ãäå ìàòðèöà H(k) åñòü ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿËÿïóíîâà AT
c H(k) + H(k)Ac = −S2(k) ïðè k ∈ Q0 è Q0 ⊂ {k ∈ Rn|Reλj 6 −α0, α0 > 0} = Q1.Èòàê, äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ëþáîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ìàòðèöû Ac îòðèöàòåëüíà, Ac = A + bkè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìà (2) íå êîëåáàòåëüíàÿ, ò.å. ëþáîé òî÷êå ìíîæåñòâà Q2(k)â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîð-íÿìè.Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî Q0 ⊂ Q1 ∩Q2 çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.2. Óòî÷íåíèå ïîñòàíîâêè çàäà÷è äëÿ n = 3. Äëÿ ñèñòåì òðåòüåãî ïîðÿäêà ïîñòàíîâêàçàäà÷è âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A =




0 1 0
0 0 1

−a3 −a2 −a1


 , G =



1 0 0
0 1 0
0 0 1


 > 0, S2 = G, s0 = 0, b =



0
0
1


 , k =



k1
k2
k3


 .Òàê êàê ñèñòåìà (2) ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìà, òî èìååì îáùèé ñëó÷àé ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìûõñèñòåì òðåòüåãî ïîðÿäêà.×òîáû ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî Q1, âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì �óðâèöà äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãîìíîãî÷ëåíà P (λ) = λ3 + p0λ

2 + q0λ+ r0 ìàòðèöû Ac:
p0(k, a) > 0, q0(k, a) > 0, r0(k, a) > 0; R0 = p0(k, a)q0(k, a) − r0(k, a) > 0.Ïðè ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâà Q2 ó÷òåì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òîëüêîäåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà P [2℄:

q0(k, a) 6
p20(k, a)

3
, r−(p0, q0) 6 r 6 r+(p0, q0), ãäå r± =

1

3
p0q0 ±

2

27
(p20 − 3q0)

3/2.×òîáû âûïîëíÿëîñü âêëþ÷åíèå Q0 ⊂ {k ∈ Rn|Reλj 6 −α0}, ñäåëàåì çàìåíó ν = λ + α0 äëÿìíîãî÷ëåíà P (λ) = (ν − α0)
3 + p0(ν − α0)

2 + q0(ν − α0) + r0 è âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì �óðâèöà äëÿðåäóöèðîâàííîãî ìíîãî÷ëåíà
p(ν) = ν3+(−3α0+(a1−k3))ν2+(3α2

0−2(a1−k3)α0+(a2−k2))ν−α3
0+(a1−k3)α2

0−(a2−k2)α0+(a3−k1) = 0.Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Q1. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâà Q1, Q2è Q0 (Q0 ⊂ Q1∩Q2) ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ äîïîëíèòåëüíî, ÷òî Q0 �îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.3. Ôîðìóëèðîâêà íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè [1℄. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)
ϕ0(k) = max

|x(0)|=1
xT (0)H(k)x(0) → min

k∈Q0

, k ∈ Q0,íàéäåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà µi(k), i = 1, . . . , n (çäåñü n = 3), ìàòðèöû H(k) è îïðåäåëèì ýêâèâàëåíò-íûé �óíêöèîíàë ϕ1(k) = max
16i6n

µi(k).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k0 ∈ Q0 åñòü òî÷êà àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè ϕ1(k) íà çàìêíóòîììíîæåñòâå Q0. Äëÿ �îðìóëèðîâêè íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ââåäåì ìíîæåñòâî àêòèâ-íûõ èíäåêñîâ I(k): j ∈ I(k), åñëè µj(k) = max
16i6n

µj(k), è ïîñòðîèì ìíîæåñòâà Q0, Q1, . . . , Qn âïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ k1, k2, . . . , km ∈ Rm (m = 1, 2, 3):
Qi = {k ∈ Rm| µi(k) < ϕ1(k

0), k ∈ Q0} ∪ {k0}.



âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2 49Åñëè i 6∈ I(k0), òî òî÷êà k0 ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà Qi è ïîýòîìó, êàê ïîêàçàíî â [1℄,
Qi íå ó÷àñòâóåò â �îðìóëèðîâêå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìîèñïîëüçîâàòü òîëüêî ìíîæåñòâî Q0 è ìíîæåñòâà ñ àêòèâíûìè èíäåêñàìè.Åñëè ìíîæåñòâî Q0 âûïóêëîå, òî àïïðîêñèìèðóþùèì êîíóñîì K0 ýòîãî ìíîæåñòâà â îêðåñò-íîñòè òî÷êè k0 ÿâëÿåòñÿ îïîðíûé êîíóñ [1℄. Äâîéñòâåííûì êîíóñîì äëÿ K0 ÿâëÿåòñÿ K∗

0 = {a ∈
Rm| aT (k−k0) 6 0, k ∈ K0(k

0)}, äâîéñòâåííûì êîíóñîì K∗
j , j ∈ I(k0), � ëó÷ νj ∂µj(k

0)
∂k , νj > 0 [3℄.Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè [1℄ ñ�îðìóëèðîâàíû â ñëåäóþùåé òåîðåìå.Òåîðåìà. Åñëè k0 åñòü òî÷êà ìèíèìóìà �óíêöèè ϕ1(k) íà ìíîæåñòâå Q0, òî ñóùåñòâóþòìíîæèòåëè Ëàãðàíæà νj > 0, j ∈ I(k0), è äâîéñòâåííûé âåêòîð a ∈ K∗

0 , òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿóñëîâèÿ (ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ íà ìíîæåñòâå àêòèâíûõ èíäåêñîâ):
∑

νj + |a| 6= 0, (3)

∑
νj
∂µj(k

0)

∂k
+ aT = 0. (4)Âåêòîð íàèõóäøèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé x0(0) åñòü ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû H(k0) [1℄.Åñëè äëÿ j ∈ I(k0) âåêòîð ∂µj(k0)

∂k = 0, òî, ïîëîæèâ νj = 1, νs = 0, s ∈ I(k0), s 6= j è a = 0,ïîëó÷èì óñëîâèÿ (3) è (4), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìå Ôåðìà, êîãäà k0 ÿâëÿåòñÿâíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà Q0.4. Îïèñàíèå àëãîðèòìà îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ.1. Ïðîâåðêà óñëîâèÿ ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè det(b,Ab, . . . , An−1b) 6= 0.2. Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà Q0.3. Íàõîæäåíèå ìàòðèöû H(k) êàê ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ AT
c (k)H + HAc(k) =

−S2(k).4. Íàõîæäåíèå ìàêñèìàëüíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû H(k)

µj(k) = max
16i63

µi(k),ãäå det(µiE3 −H) = 0.5. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû Ôåðìà äëÿ ïîèñêà âíóòðåííèõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà Q0.6. Ïðèìåíåíèå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè (3) è (4) ïðè ëþáîì k ∈ bdQ0:6.1) äëÿ âåðøèí (óãëîâûõ òî÷åê) ìíîæåñòâà Q0;6.2) äëÿ ãðàíè÷íûõ ëèíèé ìíîæåñòâà Q0;6.3) äëÿ ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé ìíîæåñòâà Q0.7. Îïèñàíèå ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìàêñíîé ñòàáèëèçàöèè.
�èñ. 1. Ñõåìà àëãîðèòìàÑõåìà àëãîðèòìà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.5. Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è. �àññìîòðèì çàäà÷ó ìèíè-ìàêñíîé ñòàáèëèçàöèè, êîãäà a1 = 1, a2 = a3 = 0, k3 = 0 è

A =



0 1 0
0 0 1
0 0−1


 , G =



1 0 0
0 1 0
0 0 1


 > 0, S2 = G, s0 = 0, b =



0
0
1


 , k =



k1
k2
0


 .�àññìîòðèì ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà ïî ïðåäëîæåííûì ñåìè ýòàïàì.1. Ïðè çàäàííûõ êîý��èöèåíòàõ ñèñòåìû (2) èìååì det(b,Ab,A2b) = −1 6= 0.2. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà Q0 ïðè α0 = 0,01 ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèåìàòðèöû Ac è ïîëó÷èì îïèñàíèå çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà Q1:
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�èñ. 2. Ìíîæåñòâî Q1

k2 6 −0,002, k2 > −0,0099 + 100k1, k2 6 1,02k1 − 0,0192.Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íàëè÷èÿ òîëüêî äåéñòâè-òåëüíûõ êîðíåé [2℄
−0,33 6 k2, 0,074 − 2

27
(1 + 3k2)

3/2 + 0,333k2 6

k1 6 0,074 +
2

27
(1 + 3k2)

3/2 + 0,333k2äàþò îïèñàíèå çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà Q2. Òàê êàê Q0 ⊂ Q1∩Q2,òî ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâà Q1 (ðèñ. 2) è ìíîæåñòâà Q2 (ðèñ. 3)ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîå è îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî Q0 = Q1 ∩ Q2(ðèñ. 4).3. Íàõîäèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà � ìàòðèöó H(k):
H(k)=




k1
2 − k1

1−k2

[
− 1

2k21
+ 1

2 −
k2
2

]
+ k2

2k1
−1

2 +
k2
2 + k2

1−k2

[
− 1

2k21
+ 1

2 − k2
2

]
− 1

2k1

−1
2 +

k2
2 + k2

1−k2

[
− 1

2k21
+ 1

2 −
k2
2

]
1

2k1
− 1

2k21
− k2

2 −1
2 + 1

1−k2

[
− 1

2k21
+ 1

2 −
k2
2

]

− 1
2k1

−1
2 +

1
1−k2

[
− 1

2k21
+ 1

2 − k2
2

]
1

1−k2

[
− 1

2k21
+ 1

2 − k2
2

]



.

�èñ. 3. Ìíîæåñòâî Q2

4. Äëÿ ïîèñêà µj(k) = max
16i63

µi(k) çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâ-íåíèå det(µiE3 −H) = 0 â âèäå
µ3 + b1µ

2 + c1µ+ d1 = 0,ãäå
b1 =

1

2k21(1− k2)
− 1

2(1− k2)
+

k2
2(1 − k2)

− 1

2k1
+

1

2k21
+
k2
2

− k1
2

− k2
2k1

−

− k1
2k21(1− k2)

+
k1

2(1 − k2)
− k1k2

2(1− k2)
.Çàâèñèìîñòè c1(k) è d1(k) îò ïàðàìåòðîâ íîñÿò àíàëîãè÷íûé õàðàêòåð.Ñ ïîìîùüþ �îðìóë Êàðäàíî�Âèåòà è ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîãðàììûMATLAB ïðîâåäåì ÷èñëåííûé àíàëèç äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé

µ1 = 2r cos
(ϕ
3

)
−b1

3
, µ2 = 2r cos

(π
3
− ϕ

3

)
−b1

3
, µ3 = 2r cos

(π
3
+
ϕ

3

)
−b1

3
,ãäå

cos(ϕ) =
q1
r1
, r1 = sign(q1)(

√
|pi|), q1 =

b1
27

− b1c1
6

+
d1
2
, p1 =

3c1 − b1
q1

.Ïîñòðîèâ ãðà�èêè �óíêöèé µ1, µ2 è µ3 (ðèñ. 5), ïîëó÷èì max
16i63

µi(k) =

µ2(k) ∀k ∈ Q0.5. Äëÿ ïîèñêà ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê âíóòðè çàìêíóòîãî è îãðàíè÷åí-íîãî ìíîæåñòâà Q0, ïðîâåäÿ ÷èñëåííûé àíàëèç íà ñåòêå ñ ìàñøòàáîì0,0015, ïîëó÷èì, ÷òî ∂µ2

∂k1
6= 0 è ∂µ2

∂k2
6= 0 âíóòðè ýòîãî ìíîæåñòâà.6. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû äëÿ ∀k ∈ bdQ0. �àññìîòðèì äâîéñòâåííûå êîíóñû äëÿ êàæäîé ãðàíè÷-íîé òî÷êè.6.1. Äëÿ âåðøèí ìíîæåñòâà Q0, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñ. 4, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.6.1.1: (−0,00026;−0,021). Äëÿ ýòîé âåðøèíû äâîéñòâåííûé êîíóñ èìååò âèä

{ν = (bc, b) ∈ K∗, −0,01047 6 c 6 0, b > 0}.Òî åñòü íå ñóùåñòâóåò äâîéñòâåííîãî âåêòîðà, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿëîñü áû ðàâåíñòâî (4).6.1.2: (−0,00011;−0,02). Çäåñü èìååì äâà ñëó÷àÿ:
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�èñ. 4. ÌíîæåñòâîQ0

a) êîãäà íàõîäèìñÿ â ÷åòâåðòîì êâàäðàíòå, ò.å. äâîéñòâåííûé âåêòîðèìååò âèä (a, ac) ∈ K∗, a > 0 è −0,01 6 c 6 0, íåîáõîäèìîå óñëîâèå (4) íåâûïîëíÿåòñÿ;b) êîãäà íàõîäèìñÿ â ïåðâîì êâàäðàíòå, ò.å. äâîéñòâåííûé âåêòîð èìå-åò âèä (a, b) ∈ K∗, a > 0 è b > 0, ðàâåíñòâî (4) òîæå íå âûïîëíÿåòñÿ.6.1.3: (−0,000249,−0,2505). Â ýòîì ñëó÷àå 333,48 6 α 6 359,42, îòêóäà
−0,4990 6 c 6 −0,0101 è äâîéñòâåííûé êîíóñ èìååò âèä {ν = (a, ca) ∈ K∗,
a > 0}, ÷òî âëå÷åò íåâûïîëíåíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè.6.1.4: (−0,037,−0,333). Çäåñü èìååì òðè ñëó÷àÿ:a) âî âòîðîì êâàäðàíòå ïðè −0,322 6 c 6 0 è a < 0 äâîéñòâåííûéâåêòîð èìååò âèä ν = (a, ca) ∈ K∗, a < 0 è ðàâåíñòâî (4) âûïîëíÿåòñÿ:
(1082,2− 96,6294) + (a, ac) = 0 ïðè a = −1082,2 è c = −0,0892;b) äëÿ òðåòüåãî êâàäðàíòà äâîéñòâåííûé âåêòîð èìååò âèä (a, b), a <
0, b < 0 è íåîáõîäèìîå óñëîâèå (4) íå âûïîëíÿåòñÿ;) äëÿ ÷åòâåðòîãî êâàäðàíòà äâîéñòâåííûé âåêòîð èìååò âèä ν =
(bc, b), −∞ < c 6 −0,34, b < 0 è íåîáõîäèìîå óñëîâèå (4) íå âûïîëíÿ-åòñÿ.6.2. �àññìîòðèì ãðàíè÷íûå ëèíèè ìíîæåñòâà Q0.6.2.1: {k2 = −0,021| − 0,00026 < k1 < −0,00011}, {ν = (0, b) ∈ K∗, b >
0} � äâîéñòâåííûé êîíóñ. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå (4) íå âûïîëíÿåòñÿ.6.2.2: {k2 = 100k1 − 0,0099|− 0,000249 < k1 < −0,00011}, {(100a,−a) ∈
K∗, a > 0} � äâîéñòâåííûé êîíóñ è íåîáõîäèìîå óñëîâèå (4) íå âûïîëíÿ-åòñÿ.6.2.3: {k1 = 0,074 + 0,33k2 +

2
27(1 + 3k2)

3/2| − 0,333 < k2 < −0,2505},
{ν =

(
b,−1

3 (3a+ 1)1/2 − 0,333
)

∈ K∗, −0,33 6 a 6 −0,2505, b > 0} �äâîéñòâåííûé êîíóñ è íåîáõîäèìîå óñëîâèå (4) íå âûïîëíÿåòñÿ.

�èñ. 5. Êîðíè µ1 (a), µ2 (b), µ3 () õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû H6.2.4: {k1 = 0,074+0,33k2− 2
27 (1+3k2)

3/2|−0,333 < k2 < −0,02}, {ν =
(
−b,−1

3(3a+ 1)1/2 + 0,333
)
∈

K∗, −0,333 6 a 6 −0,02, b > 0} � äâîéñòâåííûé êîíóñ è íåîáõîäèìîå óñëîâèå (4) íå âûïîëíÿåòñÿ.



52 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 26.3. Ìíîæåñòâî Q0 ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé íå èìååò, òàê êàê m = 2.7. Îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû k0 = (−0,037,−0,333), ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà (47,62),íàèõóäøèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ x1(0) = 0,8892, x2(0) = 0,3656, x3(0) = −0,2748 è ñèììåòðè÷íûå èì.Çàêëþ÷åíèå. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà øàòðîâ Â.�. Áîëòÿíñêèì [3℄ áûëî ïîëó÷åíî ïåðâîå äîêàçà-òåëüñòâî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà. Â ñòàòüå [1℄ ìåòîä øàòðîâ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøå-íèÿ çàäà÷ ìèíèìàêñíîé îïòèìèçàöèè ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî,÷òî àëãîðèòì ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ íà îñíîâå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé [1℄ óñïåøíî ðàáîòàåòñ ëèíåéíûìè ñèñòåìàìè òðåòüåãî ïîðÿäêà. Ýòîò àëãîðèòì ìîæíî ïðèìåíÿòü, íàïðèìåð, êîãäà íå âû-ïîëíÿþòñÿ æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè ïî Êàëìàíó (GT = G > 0, sT0 = s0 > 0)èëè êîãäà îòñóòñòâóåò âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà Q0 (ðèñ. 4).�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÍÔ (ïðîåêò � 14�50�00029, ïï. 1�3 ñòàòüè) è�ÔÔÈ (ïðîåêò � 16�01�00683). ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Alexandrov V.V., Bugrov D.I., Corona Morales G., Tikhonova K.V. Tent-method appliation for minmaxstabilization and maxmin testing // IMA J. Math. Control and Inform. 2017. 34. 15�25.2. Øèëüíèêîâ Ë.Ï., Øèëüíèêîâ À.Ë., Òóðàåâ Ä.Â., ×óà Ë. Ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè â íåëèíåéíîé äè-íàìèêå. ×. 2. Ì.; Èæåâñê, 2009.3. Áîëòÿíñêèé Â.�. Ìåòîä øàòðîâ â òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ // Óñïåõè ìàòåì. íàóê. 1975. ÕÕÕ, âûï. 3(183). 3�55. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ19.10.2017



âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2 53Êðàòêèå ñîîáùåíèÿÓÄÊ 511ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÀÂÒÎÍÎÌÍÛÕ ÀÂÒÎÌÀÒÎÂÑ ÌÀ�ÀÇÈÍÍÎÉ ÏÀÌßÒÜÞÈ.Å. Èâàíîâ1Â ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî àâòîíîìíûå àâòîìàòû ñ ìàãà-çèííîé ïàìÿòüþ ãåíåðèðóþò ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òàêæå ïðèâîäÿòñÿ âåðõ-íèå è íèæíèå îöåíêè ìàêñèìàëüíîé äëèíû ïåðèîäà âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòî-ðóþ àâòîíîìíûé àâòîìàò ñ çàäàííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìîæåò ñãåíåðèðîâàòü.Êëþ÷åâûå ñëîâà: àâòîìàò ñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþ, àâòîìàò ñ îäíîáóêâåííûì ìàãàçè-íîì, ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.The paper presents a short proof that pushdown transduers without input generateperiodi sequenes. We also provide lower and upper bounds for the maximal period of outputsequene that an be generated by a pushdown transduer with �xed harateristis.Key words: pushdown transduer, realtime one-ounter transduer, periodi sequene.Ââåäåíèå. Àâòîìàòû ñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþ ïîÿâèëèñü â íà÷àëå 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà [1, 2℄â êîíòåêñòå çàäà÷è îïèñàíèÿ åñòåñòâåííîãî ÿçûêà. Äëÿ ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ, àêöåïòîðîì êîòîðûõÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûé àâòîìàò, è äëÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ, àêöåïòîðîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþ, íàëè÷èå ðàñïîçíàþùåãî óñòðîéñòâà � äîâîëüíî ïðîäóêòèâíûé èíñòðóìåíòèõ èçó÷åíèÿ. Äëÿ êîíå÷íîãî àâòîìàòà óäàëîñü ïîñòðîèòü äîñòàòî÷íî áîãàòóþ òåîðèþ. Îñíîâíûåðåçóëüòàòû ìîæíî íàéòè â [3�5℄. Àâòîìàòû ñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþ ïî÷òè íå èçó÷àëèñü êàê �óíêöè-îíàëüíàÿ ñèñòåìà, ò.å. êàê ïðåîáðàçîâàòåëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäïðèíÿòàïîïûòêà ðàçîáðàòüñÿ â ýòîé îáëàñòè.Îïðåäåëåíèÿ. Èíèöèàëüíûì äåòåðìèíèðîâàííûì àâòîìàòîì ñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþ áóäåìíàçûâàòü �äåâÿòêó�
P = (A,Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, q0 , γ0),ãäå A � âõîäíîé àë�àâèò, Q � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, B � âûõîäíîé àë�àâèò, Γ � àë�àâèòïàìÿòè (àë�àâèò ëåíòû ìàãàçèíà), ϕ : A×Q×(Γ∪λ) → Q � �óíêöèÿ ïåðåõîäîâ, ψ : A×Q×(Γ∪λ) →

B � �óíêöèÿ âûõîäà, η : A×Q× (Γ ∪ λ) → Γ∗ � �óíêöèÿ ïàìÿòè, q0 ∈ Q � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå,
γ0 ∈ Γ∗ � íà÷àëüíàÿ çàïèñü â ìàãàçèíå.Ôóíêöèîíèðîâàíèå P ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðûåçàäàþò â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ñîñòîÿíèå àâòîìàòà q(t), çàïèñàííîå â ìàãàçèíå ñëîâî γ(t) èâûõîä àâòîìàòà b(t) ïðè ïîäà÷å íà âõîä a(t):





q(0) = q0,

γ(0) = γ0,

z(t) = LS(γ(t)),

q(t+ 1) = ϕ(a(t), q(t), z(t)),

γ(t+ 1) = S(γ(t))η(a(t), q(t), z(t)),

b(t) = ψ(a(t), q(t), z(t)),ãäå LS : Γ∗ → Γ ∪ {λ} âîçâðàùàåò ïîñëåäíèé ñèìâîë ïðè ïîäà÷å íåïóñòîãî ñëîâà è LS(λ) = λ, à
S : Γ∗ → Γ∗ ñòèðàåò ïîñëåäíèé ñèìâîë âõîäíîãî ñëîâà è S(λ) = λ.Èíèöèàëüíûé àâòîìàò ñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþ îïðåäåëÿåò äåòåðìèíèðîâàííóþ �óíêöèþ f :
A∗ → B∗. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(A,B) ìíîæåñòâî äåòåðìèíèðîâàííûõ �óíêöèé, ïîðîæäàåìûõ àâòî-ìàòàìè ñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþ. Îòìåòèì, ÷òîM(A,B) ñîäåðæèò ìíîæåñòâî îãðàíè÷åííî-äåòåðìèíè-ðîâàííûõ �óíêöèé.1Èâàíîâ Èëüÿ Åâãåíüåâè÷ � àñï. êà�. ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì ìåõ.-ìàò. �-òà Ì�Ó,e-mail: ivanov.ilya.rus�gmail.om.
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(q,z)∈Q×Γ∪{λ}

|η(q, z)| è áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî P ∈ M(n,m, k).Çäåñü n � ÷èñëî ñîñòîÿíèé; m � àðíîñòü (èëè øèðèíà) ìàãàçèíà; k � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿäëèíà çàïèñè â ìàãàçèí çà îäèí òàêò.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àâòîìàò ñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþ P ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòîì ñ îäíîáóêâåííûììàãàçèíîì, åñëè |Γ| = 1.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àâòîìàò ñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþ P ÿâëÿåòñÿ àâòîíîìíûì (áåç âõîäà), èïèñàòü P ∈ M0(n,m, k), åñëè |A| = 1.Öåëü äàííîé ðàáîòû � îïèñàíèå ñâîéñòâ âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àâòîíîìíîãî àâòîìàòàñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþ.Ïåðèîäè÷åñêîå ñâîéñòâî àâòîíîìíûõ àâòîìàòîâ. Êàê è â ñëó÷àå êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ,àâòîìàòû ñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþ îáëàäàþò ñëåäóþùèì ïåðèîäè÷åñêèì ñâîéñòâîì.Òåîðåìà 1. Àâòîíîìíûé àâòîìàò ñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþ P = (A,Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, q0 , γ0) ãåíå-ðèðóåò ïåðèîäè÷åñêóþ âûõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî àâòîìàò èìååò ñàìóþ îá-ùóþ �óíêöèþ âûõîäà, ò.å. B = Q × Γ ∪ {λ} è ψ(a, q, z) = (q, z). �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè q(t), γ(t), z(t), çàäàííûå êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè. Äëÿ öåëîãî h > 0 îïðåäåëèì M(h) =
{t | |γ(t)| 6 h}.Åñëè íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî h0, ÷òî |M(h0)| = ∞, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäóòñÿòàêèå t1 è t2 èç M(h0), ÷òî q(t1) = q(t2) è γ(t1) = γ(t2), à ýòî äîêàçûâàåò ïåðèîäè÷íîñòü âûõîäíîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ñèëó äåòåðìèíèðîâàííîñòè êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé â àâòîíîìíîì ñëó÷àå.Ïóñòü òåïåðü äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî h âûïîëíåíî óñëîâèå |M(h)| <∞. Çàìåòèì, ÷òî M(h+
1) ⊇M(h). Çíà÷èò, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà H áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå |M(h)| > 0 ïðè h > Hè, ñëåäîâàòåëüíî, êîððåêòíî îïðåäåëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü th = maxM(h). Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
th íàéäóòñÿ òàêèå th1 < th2 , ÷òî q(th1) = q(th2) è z(th1) = z(th2). Èç îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
th ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèîíèðîâàíèå àâòîìàòà íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòîâ th çàâèñèò ëèøü îò ïîñëåäíåãîñèìâîëà ìàãàçèíà è ñîñòîÿíèÿ àâòîìàòà. Òîãäà èç äåòåðìèíèðîâàííîñòè êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé âàâòîíîìíîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî τ âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ
q(th1 + τ) = q(th2 + τ) è z(th1 + τ) = z(th2 + τ), îòêóäà è ñëåäóåò ïåðèîäè÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
q(t) è z(t) è âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òåîðåìà äîêàçàíà.Âåðõíèå îöåíêè ïåðèîäà âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïóñòü L(P ) � ìèíèìàëüíàÿäëèíà ïåðèîäà ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðóþ P ãåíåðèðóåò. Òîãäà îïðåäåëèì ñëåäó-þùóþ �óíêöèþ:

L(n,m, k) = max
P∈M0(n,m,k)

L(P ).Â ðàáîòå [6℄ äîêàçàíàÒåîðåìà 2. Ïðè k > 1 èìååò ìåñòî îöåíêà
L(n,m, k) 6

n(knm+1 − 1)

k − 1
.Äëÿ îöåíêè äëèíû ïåðèîäà àâòîíîìíîãî àâòîìàòà ñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþ óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ�óíêöèÿìè ω(q, γ) : Q × Γ∗ → N ∪ {∞} è π(q, γ) : Q × Γ∗ → Q, êîòîðûå �îðìàëüíî îïðåäåëèìñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü àâòîìàò íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè q, à â ìàãàçèíå ëåæèò ñëîâî γ. Åñëèñóùåñòâóåò òàêîå ìèíèìàëüíîå ïîëîæèòåëüíîå êîëè÷åñòâî òàêòîâ τ ðàáîòû àâòîìàòà, ÷òî ìàãàçèíñòàíîâèòñÿ ïóñòûì, à àâòîìàò ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå q′, òî ïîëîæèì ω(q, γ) = τ , a π(q, γ) = q′, èíà÷å

ω(q, γ) = ∞, à çíà÷åíèå π(q, γ) íå îïðåäåëåíî.Îöåíêà èç òåîðåìû 2 ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìîé â ñëó÷àå àâòîìàòà ñ îäíèì ñîñòîÿíèåì.Òåîðåìà 3. Ïðè k > 1 èìååò ìåñòî îöåíêà
L(1,m, k) =

(km+1 − 1)

k − 1
.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì àâòîíîìíûé àâòîìàò P = (A,Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, q0 , γ0), ãäå Q = {q},

B = E2, Γ = {1, 2, . . . ,m}, q0 = q, γ0 = λ. Ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ òðèâèàëüíà. Ôóíêöèÿ âûõîäà âûäàåò1, åñëè ìàãàçèí ïóñò, è 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ôóíêöèþ ïàìÿòè îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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η(a, q, γ) = η(q, γ) =





1k, åñëè γ = λ;

(i+ 1)k, åñëè γ = i < m;

λ, åñëè γ = m,ãäå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k > 1. Äëÿ äàííîãî àâòîìàòà âûïèøåì ñèñòåìó




ω(q, λ) = 1 + kω(q, 1),

ω(q, 1) = 1 + kω(q, 2),

. . .

ω(q, i) = 1 + kω(q, i+ 1),

. . .

ω(q,m− 1) = 1 + kω(q,m),

ω(q,m) = 1.Äëèíîé ïåðèîäà â äàííîì àâòîìàòå ìîæíî ñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî òàêòîâ ðàáîòû àâòîìàòà ìåæäó ïó-ñòûìè ñîñòîÿíèÿìè ìàãàçèíà, ò.e. ω(q, λ). Èç ñèñòåìû âèäíî, ÷òî
ω(q, λ) =

m∑

i=0

ki.Òåîðåìà äîêàçàíà.Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà àë�àâèò ìàãàçèíà ñîäåðæèò òîëüêî îäèí ñèìâîë, âåðõíþþîöåíêó ìîæíî ñóùåñòâåííî ïîíèçèòü[5℄.Òåîðåìà 4. Ïðè k > 1

L(n, 1, k) 6
k(k − 1)

4k − 2
n2 + (8k + 32)n.Íèæíèå îöåíêè ïåðèîäà âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â [6℄ äîêàçàíà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 5. Ïðè m > 1, k > 1 èìååò ìåñòî îöåíêà

L(n,m, k) >

{
15 · 4n−1

9 − 19 ïðè m = 2, k = 2;

(k−1
k )n−1k(m−1)n èíà÷å.Êàê è â ñëó÷àå ñ âåðõíåé îöåíêîé, â [7℄ îòäåëüíî áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé ñ îäíîáóêâåííûììàãàçèíîì.Òåîðåìà 6. Ïðè k > 1 èìååò ìåñòî îöåíêà

L(n, 1, k) >
k(k − 1)

4k − 2
n2 − 1

2k − 1
n− 1.Èç òåîðåì 4 è 6 ïîëó÷àåìÑëåäñòâèå. Ïðè k > 1 è n→ ∞

L(n, 1, k) =
k(k − 1)

4k − 2
n2(1 + o(1)).Çàêëþ÷åíèå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí îáçîð ðåçóëüòàòîâ àâòîðà, êàñàþùèõñÿ ïåðèî-äè÷åñêèõ ñâîéñòâ àâòîíîìíûõ àâòîìàòîâ ñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþ. Ïðèâåäåíû äîêàçàòåëüñòâî ïåðèî-äè÷íîñòè âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè äëèíû ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà.Â ñëó÷àå àâòîìàòà ñ îäíèì ñîñòîÿíèåì âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè ñîâïàëè, à â ñëó÷àå îäíîáóêâåííîãîìàãàçèíà óäàëîñü òî÷íî íàéòè àñèìïòîòèêó.ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Chomsky N. Context-free grammars and pushdown storage // Researh Laboratory of Eletronis. MassahusettsInstitute of Tehnology. Cambridge, Mass, 1962.



56 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 22. Evey R.J. Appliations of pushdown-store mahines // Pro. AFIPS Fall Joint Computer Conferene. Vol. 24.Las Vegas, 1963. 215�227.3. Êóäðÿâöåâ Â.Á., Àëåøèí Ñ.Â., Ïîäêîëçèí À.Ñ. Ââåäåíèå â òåîðèþ àâòîìàòîâ. Ì.: Íàóêà, 1985.4. Áàáèí Ä.Í. Î ïîëíîòå äâóõìåñòíûõ î.ä.-�óíêöèé îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè // Äèñêðåòí. ìàòåì. 1989.1, âûï. 4. 86�91.5. Áàáèí Ä.Í.Êëàññ àâòîìàòîâ ñ ñóïåðïîçèöèÿìè, íå ðàñøèðÿþùèéñÿ äî ïðåäïîëíîãî // Èíòåëëåêò. ñèñòåìû.2016. 20, âûï. 4. 155�166.6. Èâàíîâ È.Å. Óëó÷øåíèå íèæíåé îöåíêè íà ìàêñèìàëüíóþ äëèíó ïåðèîäà âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòèàâòîíîìíîãî àâòîìàòà ñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþ // Èíòåëëåêò. ñèñòåìû. 2016. 20, âûï. 4. 174�187.7. Èâàíîâ È.Å. Îöåíêà äëèíû ïåðèîäà âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ àâòîíîìíîãî àâòîìàòà ñ ìàãàçèííîéïàìÿòüþ ñ îäíîáóêâåííûì ìàãàçèíîì // Èíòåëëåêò. ñèñòåìû. 2017. 21, âûï. 1. 106�140.Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ04.10.2017
ÓÄÊ 519.716.32 ÍÅßÂÍÎ Ï�ÅÄÏÎËÍÛÅ ÊËÀÑÑÛÈ Ê�ÈÒÅ�ÈÉ ÍÅßÂÍÎÉ ÏÎËÍÎÒÛÂ Ò�ÅÕÇÍÀ×ÍÎÉ ËÎ�ÈÊÅÌ.Â. Ñòàðîñòèí 1�àññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà íåÿâíîé ïîëíîòû â òðåõçíà÷íîé ëîãèêå. Äàíî îïèñàíèåñèñòåìû âñåõ íåÿâíî ïðåäïîëíûõ êëàññîâ è ñ�îðìóëèðîâàí ñîîòâåòñòâóþùèé êðèòåðèéíåÿâíîé ïîëíîòû.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåÿâíàÿ âûðàçèìîñòü, òðåõçíà÷íàÿ ëîãèêà, ïðåäïîëíûå êëàññû.The problem of impliit expressibility in the three-valued logi is onsidered. The system ofall impliitly maximal lasses is desribed. The orresponding riterion of impliit ompletenessis formulated.Key words: impliit expressibility, three-valued logi, maximal lasses.Ïîíÿòèå íåÿâíîé âûðàçèìîñòè áûëî ââåäåíî À.Â. Êóçíåöîâûì êàê îäíî èç îáîáùåíèé âûðàçè-ìîñòè ïî ñóïåðïîçèöèè [1℄. �îâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ ÿâíî âûðàçèìà íàä ñèñòåìîé Σ, åñëè îíà âûðàçèìàïîñðåäñòâîì ñóïåðïîçèöèé íàä ñèñòåìîé Σ ∪ {x}. Ìíîæåñòâî âñåõ ÿâíî âûðàçèìûõ íàä Σ �óíêöèéíàçûâàåòñÿ ÿâíî çàìêíóòûì êëàññîì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç E(Σ). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî E äåé-ñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì çàìûêàíèÿ [2℄.Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ íåÿâíî âûðàçèìîé íàä ñèñòåìîé Σ, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå�óíêöèè Ai, Bi ∈ E(Σ), i = 1, . . . ,m, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé





A1(x1, x2, . . . , xn, z) = B1(x1, x2, . . . , xn, z),
A2(x1, x2, . . . , xn, z) = B2(x1, x2, . . . , xn, z),

. . .
Am(x1, x2, . . . , xn, z) = Bm(x1, x2, . . . , xn, z)ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ

z = f(x1, . . . , xn).Ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé, íåÿâíî âûðàçèìûõ íàä ñèñòåìîé Σ, íàçûâàåòñÿ íåÿâíûì ðàñøèðåíè-åì Σ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç I(Σ). Îïåðàöèÿ íåÿâíîãî ðàñøèðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì çàìûêàíèÿ â
P2 [3℄, îäíàêî ïðè k > 3 â Pk åñòü ïðèìåðû òàêèõ ñèñòåì �óíêöèé, ÷òî I(I(Σ)) 6= I(Σ).Ñèñòåìà �óíêöèé â Pk íàçûâàåòñÿ íåÿâíî ïîëíîé, åñëè åå íåÿíîå ðàñøèðåíèå ñîâïàäàåò ñ Pk.Ñèñòåìà �óíêöèé íàçûâàåòñÿ íåÿâíî ïðåäïîëíîé, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ íåÿâíî ïîëíîé, íî ñòàíîâèòñÿ1Ñòàðîñòèí Ìèõàèë Âàñèëüåâè÷ � àñï. êà�. äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè ìåõ.-ìàò. �-òà Ì�Ó, e-mail: murmol�bk.ru.



âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2 57òàêîâîé ïðè äîáàâëåíèè ê ñèñòåìå ëþáîé, íå ëåæàùåé â íåé �óíêöèè. (Ïîäðîáíåå îá èñïîëüçóåìûõâ ðàáîòå ïîíÿòèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ ñì. [1�8℄.)Âñå íåÿâíî ïðåäïîëíûå êëàññû â P2 áûëè îïèñàíû Î.Ì. Êàñèì-Çàäå â [4℄. Ýòî êëàññû T0,
T1, L, S, D, K (îáîçíà÷åíèÿ ñëåäóþò [9℄). Êðîìå òîãî, èì æå áûë ïîëó÷åí êðèòåðèé èíîãî ðîäà:ñèñòåìà �óíêöèé â P2 íåÿâíî ïîëíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ÿâíîå çàìûêàíèå ñîäåðæèò âñåáå êëàññ M ìîíîòîííûõ �óíêöèé. Ñîîòâåòñòâåííî M ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ìèíèìàëüíûì ïîâêëþ÷åíèþ íåÿâíî ïîëíûì êëàññîì â P2. Àíàëîãè÷íûé êðèòåðèé íåÿâíîé ïîëíîòû äëÿ P3 ïîëó÷åíÅ.À. Îðåõîâîé â ðàáîòå [10℄: íàéäåíû âñå 27 ìèíèìàëüíûõ íåÿâíî ïîëíûõ êëàññîâ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí êðèòåðèé íåÿâíîé ïîëíîòû â P3 â òåðìèíàõ íåÿâíî ïðåäïîëíûõêëàññîâ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ �îðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòà.Ïóñòü �óíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ∈ P3 ñîõðàíÿåò ïîäìíîæåñòâî {0, 1}. �àññìîòðèì �óíêöèþ
f̂(x1, . . . , xn) ∈ P2, òàêóþ, ÷òî f(α̃) = f̂(α̃) äëÿ ëþáîãî íàáîðà α̃ ∈ En

2 . Ôóíêöèþ f̂ áóäåì íàçûâàòüáóëåâûì îãðàíè÷åíèåì �óíêöèè f íà ïîäìíîæåñòâî {0, 1}. Ïóñòü A � çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ�óíêöèé. ×åðåç Σ
{0,1}
A

îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî �óíêöèé â P3, òàêèõ, ÷òî èõ áóëåâû îãðàíè÷åíèÿ íà
{0, 1} ïðèíàäëåæàò êëàññó A. Ìíîæåñòâà �óíêöèé, äâîéñòâåííûå Σ

{0,1}
A

îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè
(
0 1 2
a b c

)
,ãäå a, b è c � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû èç E3, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Σ

{a,b}
A

.Íàáîðû α̃ = (α1, . . . , αn) è β̃ = (β1, . . . , βn) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè îòíîñèòåëüíî ðàçáè-åíèÿ {0, 1}{2}, åñëè äëÿ ëþáîãî i îò 1 äî n èëè αi, βi ∈ {0, 1}, èëè αi = βi = 2. Òàêîå îòíîøåíèå ýê-âèâàëåíòíîñòè ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå êóáà En
3 íà êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ íàáîðîâ, êîòîðûå ìû áóäåìíàçûâàòü áëîêàìè. Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé áëîê ñîñòîèò èç 2m íàáîðîâ äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ [1, . . . , n].�àññìîòðèì �óíêöèþ f(x1, . . . , xn) ∈ P3, ñîõðàíÿþùóþ ðàçáèåíèå {0, 1}{2}. Íà êàæäîì áëîêåîíà ëèáî òîæäåñòâåííî ðàâíà 2, ëèáî ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {0, 1}. Òåì áëîêàì, íàêîòîðûõ f ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç {0, 1}, ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîïîñòàâèòü áóëåâû �óíêöèè

f̂ îò m ïåðåìåííûõ. Òàêèå �óíêöèè ìû áóäåì íàçûâàòü áóëåâûì îãðàíè÷åíèåì �óíêöèè f íà áëîê.Ïóñòü A � çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ �óíêöèé. Òîãäà ÷åðåç Σ
{0,1}{2}
A

îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ�óíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ðàçáèåíèå {0, 1}{2}, òàêèõ, ÷òî èõ áóëåâû îãðàíè÷åíèÿ íà âñå áëîêè (íàêîòîðûõ ýòè îãðàíè÷åíèÿ îïðåäåëåíû) ïðèíàäëåæàò êëàññó A. Àíàëîãè÷íî ìíîæåñòâà �óíêöèé,äâîéñòâåííûå Σ
{0,1}{2}
A

îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè
(
0 1 2
a b c

)
,ãäå a, b è c � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû èç E3, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Σ

{a,b}{c}
A

.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà �óíêöèé Σ
{a,b}
A

è Σ
{a,b}{c}
A

ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè êëàññàìè â
P3 [11℄.�îâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ f(x1, x2, . . . , xn) ñîõðàíÿåò ìàòðèöó




a11 a12 . . . a1t
a21 a22 . . . a2t
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
as1 as2 . . . ast


,åñëè äëÿ ëþáûõ, áûòü ìîæåò, ïîâòîðÿþùèõñÿ ñòîëáöîâ ýòîé ìàòðèöû




a1j1
a2j1
. . .
asj1


, a1j2a2j2

. . .
asj2


, . . . , a1jna2jn

. . .
asjn
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f(a1j1 , a1j2 , . . . , a1jn)
f(a1j1 , a1j2 , . . . , a1jn)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f(asj1 , asj2 , . . . , asjn)


òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòîëáöîì òîé æå ìàòðèöû. Ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ íåêîòîðóþ ìàò-ðèöó A, ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì è íàçûâàåòñÿ êëàññîì ñîõðàíåíèÿ ìàòðèöû A.Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Fc � êëàññ ñîõðàíåíèÿ ìàòðèöû a b a a b b c
a b a b a b c
a b c c c c c


;

W ′
c � êëàññ ñîõðàíåíèÿ ìàòðèöû a b a b a b c

a b a b c c c
a b c c a b c


;

R′
c � êëàññ ñîõðàíåíèÿ ìàòðèöû a b a b c c c

a b c c a b c
a b c c c c c


,ãäå a, b è c � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà {0, 1, 2}. Ïîñëåäíèé êëàññ ðàññìàòðèâàëñÿ âðàáîòå [10℄.Ôóíêöèè k-çíà÷íîé ëîãèêè f(x1, . . . , xn) è g(x1, . . . , xs) íàçûâàþòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè, åñëèäëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ xij ∈ Ek (i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . , s) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

g(f(x11, . . . , xn1), f(x12, . . . , xn2), . . . , f(x1s, . . . , xns)) =

= f(g(x11, . . . , x1s), g(x21, . . . , x2s), . . . , g(xn1, . . . , xns)).Ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé, ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ íåêîòîðîé �óíêöèåé f , íàçûâàåòñÿ öåíòðàëèçà-òîðîì [2℄ �óíêöèè f è ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì.Îáîçíà÷èì ÷åðåç DMi(KMi), i ∈ 1, 2, 3, öåíòðàëèçàòîð �óíêöèè max(x, y) (min(x, y)) îòíîñè-òåëüíî ïîðÿäêîâ 0 ≺ 1 ≺ 2, 1 ≺ 2 ≺ 0, 2 ≺ 0 ≺ 1. Òàêèå êëàññû ðàññìàòðèâàëèñü À.Ô. Äàíèëü÷åíêîâ ðàáîòå [12℄.Îáîçíà÷èì ÷åðåç N êëàññ êâàçèëèíåéíûõ �óíêöèé â P3 [13℄. Ïîíÿòèå êâàçèëèíåéíîé �óíêöèèââåäåíî �.À. Áóðëå [14℄, êîòîðûé îïðåäåëÿë åå êàê �óíêöèþ h, ïðåäñòàâèìóþ â âèäå
h(x1, x2, . . . , xn) = g(f1(x1)⊕ f2(x2)⊕ . . .⊕ fn(xn)),ãäå g, f1, . . . , fn � îäíîìåñòíûå �óíêöèè, à ⊕ îáîçíà÷àåò ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ 2.Íåäîñòàþùèå îáîçíà÷åíèÿ êëàññîâ �óíêöèé â P3 ìîæíî íàéòè â [7℄.Òåîðåìà. Ñèñòåìà Σ ⊆ P3 íåÿâíî ïîëíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà öåëèêîì íå ñî-äåðæèòñÿ íè â îäíîì èç ñëåäóþùèõ 54 íåÿâíî ïðåäïîëíûõ êëàññîâ: S, L, N, Tǫ0,0, Tǫ1,0, Tǫ2,0,

Σ
{0,1}
S , Σ

{0,1}
K , Σ

{0,1}
D , Σ

{0,1}
L , Σ

{0,2}
S , Σ

{0,2}
K , Σ

{0,2}
D , Σ

{0,2}
L , Σ

{1,2}
S , Σ

{1,2}
K , Σ

{1,2}
D , Σ

{1,2}
L , Σ

{0,1}{2}
T0

, Σ
{0,1}{2}
T1

,

Σ
{0,1}{2}
K , Σ

{0,1}{2}
D , Σ

{0,1}{2}
L , Σ

{0,2}{1}
T0

, Σ
{0,2}{1}
T1

, Σ
{0,2}{1}
K , Σ

{0,2}{1}
D , Σ

{0,2}{1}
L , Σ

{1,2}{0}
T0

, Σ
{1,2}{0}
T1

,

Σ
{1,2}{0}
K , Σ

{1,2}{0}
D , Σ

{1,2}{0}
L , DM1, KM1, DM2, KM2, DM3, KM3, Uǫ0,1,ǫ2

⋂
Uǫ0,2,ǫ1, Uǫ0,1,ǫ2

⋂
Uǫ1,2,ǫ0 ,

Uǫ1,2,ǫ0

⋂
Uǫ0,2,ǫ1 , F0, F1, F2, R

′
0, R

′
1, R

′
2, W

′
0, W

′
1, W

′
2, Tǫ0,1,0

⋂
Uǫ0,1,ǫ2

⋂
Tǫ2,1, Tǫ0,2,0

⋂
Uǫ0,2,ǫ1

⋂
Tǫ1,1,

Tǫ1,2,0
⋂
Uǫ1,2,ǫ0

⋂
Tǫ0,1. ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Êóçíåöîâ À.Â. Î ñðåäñòâàõ äëÿ îáíàðóæåíèÿ íåâûâîäèìîñòè èëè íåâûðàçèìîñòè // Ëîãè÷åñêèé âûâîä.Ì.: Íàóêà, 1979. 5�33.2. Êîí Ï. Óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà. Ì.: Ìèð, 1968.3. Êàñèì-Çàäå Î.Ì. Î íåÿâíîé âûðàçèìîñòè áóëåâûõ �óíêöèé // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ìàòåì. Ìåõàí. 1995.� 2. 44�49.



âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2 594. Êàñèì-Çàäå Î.Ì. Î íåÿâíîé âûðàçèìîñòè â äâóçíà÷íîé ëîãèêå è êðèïòîèçîìîð�èçìàõ äâóõýëåìåíòíûõàëãåáð // Äîêë. �ÀÍ. 1996. 348, � 3. 299�301.5. Êàñèì-Çàäå Î.Ì. Îá îäíîé ìåòðè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêå íåÿâíûõ è ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé áó-ëåâûõ �óíêöèé // Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû êèáåðíåòèêè. Âûï. 6. Ì.: Ôèçìàòëèò, 1996. 133�188.6. Êàñèì-Çàäå Î.Ì. Î íåÿâíîé ïîëíîòå â k-çíà÷íîé ëîãèêå // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ìàòåì. Ìåõàí. 2007. � 3.9�13.7. ßáëîíñêèé Ñ.Â. Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñòðîåíèÿ â k-çíà÷íîé ëîãèêå // Ñáîðíèê ñòàòåé ïî ìàòåìàòè÷åñêîéëîãèêå è åå ïðèëîæåíèÿì ê íåêîòîðûì âîïðîñàì êèáåðíåòèêè. Ì.: Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑ�, 1958.8. ßáëîíñêèé Ñ.Â., Ëóïàíîâ Î.Á. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû êèáåðíåòèêè. Ò. 1. Ì.:Íàóêà, 1974.9. Êàñèì-Çàäå Î.Ì. Î ñëîæíîñòè ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé áóëåâûõ �óíêöèé // Ìàòåìàòè÷åñêèåâîïðîñû êèáåðíåòèêè. Âûï. 7. Ì.: Ôèçìàòëèò, 1998. 85�160.10. Îðåõîâà Å.À. Îá îäíîì êðèòåðèè íåÿâíîé ïîëíîòû â òðåõçíà÷íîé ëîãèêå // Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñûêèáåðíåòèêè. Âûï. 12. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2003. 27�74.11. Îðåõîâà Å.À. Î êðèòåðèè íåÿâíîé øå��åðîâîñòè â òðåõçíà÷íîé ëîãèêå // Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëå-äîâàíèå îïåðàöèé. Ñåð. 1. 2003. 10, � 3. 82�10512. Äàíèëü÷åíêî À.Ô. Î ïàðàìåòðè÷åñêîé âûðàçèìîñòè �óíêöèé òðåõçíà÷íîé ëîãèêè // Àëãåáðà è ëîãèêà.1977. 16, � 4. 397�416.13. Îðåõîâà Å.À. Îá îäíîì êðèòåðèè íåÿâíîé ïîëíîòû â k-çíà÷íîé ëîãèêå // Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñûêèáåðíåòèêè. Âûï. 11. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2002. 77�90.14. Áóðëå �.À.Êëàññû k-çíà÷íûõ �óíêöèé, ñîäåðæàùèå âñå �óíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé // Äèñêðåòí. àíàëèç.1967. � 10. 3�7. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ27.10.2017
ÓÄÊ 539.3 ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÌÎÄÅËÜ ÒÈÏÀ ÌÀÊÑÂÅËËÀÄËß �ÅÎÍÎÌÍÛÕ ÌÀÒÅ�ÈÀËÎÂ: ÑÒÀÁÈËÜÍÎÑÒÜÏ�È ÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÕ ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÈÕ ÍÀ��ÓÆÅÍÈßÕÀ.Â. Õîõëîâ1Ïðîäîëæåíî àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå íåëèíåéíîãî îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿòèïà Ìàêñâåëëà äëÿ ðåîíîìíûõ ìàòåðèàëîâ ñ äâóìÿ ìàòåðèàëüíûìè �óíêöèÿìè: êîìïëåê-ñà ìîäåëèðóåìûõ èì ðåîëîãè÷åñêèõ ý��åêòîâ, èíäèêàòîðîâ (íå)ïðèìåíèìîñòè, ñïîñîáîâèäåíòè�èêàöèè è íàñòðîéêè. �àññìîòðåíû ñâîéñòâà îòêëèêà íà ïðîèçâîëüíóþ ïåðèîäè÷å-ñêóþ ïðîãðàììó íàãðóæåíèÿ, ïîëó÷åí êðèòåðèé åãî ïåðèîäè÷íîñòè (îòñóòñòâèÿ ðýò÷åòèí-ãà). Íàéäåíî óñëîâèå, ïðè êîòîðîì íåëèíåéíàÿ ìîäåëü Ìàêñâåëëà àäåêâàòíî îïèñûâàåòý��åêò ñòàáèëèçàöèè è çàìûêàíèÿ ïåòëè ãèñòåðåçèñà â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íûõ öèêëè÷å-ñêèõ íàãðóæåíèé; ïîêàçàíî, ÷òî îíî çàâèñèò ëèøü îò îäíîé ìàòåðèàëüíîé �óíêöèè èñîâìåñòèìî ñ ìîäåëèðîâàíèåì ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè ìàòåðèàëà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíàÿ íàñëåäñòâåííîñòü, ñêîðîñòíàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü, ñèì-ìåòðè÷íûå öèêëè÷åñêèå íàãðóæåíèÿ, ïëàñòè÷åñêàÿ äå�îðìàöèÿ, öèêëè÷åñêàÿ ñòàáèëü-íîñòü, ðýò÷åòèíã.The analyti study of the nonlinear Maxwell-type onstitutive relation with two arbitrarymaterial funtions is ontinued to reveal its apabilities, appliability sope, and tehniquesof identi�ation and tuning. General properties of the model response to an arbitrary periodiloading program are onsidered. A riteria for periodiity of strain evolution (and for the lak ofratheting) is obtained. A ondition is derived for simulation of yli stability under symmetriyli loadings, i.e., the e�et of hysteresis loops stabilization after a number of yles and1Õîõëîâ Àíäðåé Âëàäèìèðîâè÷ � êàíä. òåõí. íàóê, ñò. íàó÷. ñîòð. ÍÈÈ ìåõàíèêè Ì�Ó, e-mail: andrey-khokhlov�ya.ru.



60 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2onvergene to a losed one. The ondition is proved to depend only on a one material funtionand to be onsistent with tension ompression asymmetry simulation.Key words: nonlinear visoelastiity, rate sensitivity, symmetri yli loadings, plastistrain, yli stability, ratheting.Ìíîãèå ìàòåðèàëû (óïðóãîïëàñòè÷åñêèå è ðåîíîìíûå) äåìîíñòðèðóþò öèêëè÷åñêóþ ñòàáèëü-íîñòü ïðè ñèììåòðè÷íûõ öèêëè÷åñêèõ íàãðóæåíèÿõ: ïåòëÿ ãèñòåðåçèñà îêàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé èëèñòàáèëèçèðóåòñÿ ïîñëå íåñêîëüêèõ öèêëîâ [1�4℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êî-òîðûõ ýòîò ý��åêò àäåêâàòíî îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíûì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì (ÎÑ) òèïàÌàêñâåëëà äëÿ èçîòåðìè÷åñêèõ ðåîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ðåîíîìíûõ ìàòåðèàëàõ:
ǫ(t) = E−1F (σ(t)) + η−1

t∫

0

V (σ(τ)) dτ, t > 0, (1)èëè ǫ = Πσ. Îíî ñâÿçûâàåò (â îäíîîñíîì ñëó÷àå) äå�îðìàöèþ ǫ(t) ñ íàïðÿæåíèåì σ(t), t > 0, èîñíîâàíî íà ïðåäñòàâëåíèè äå�îðìàöèè ǫ(t) â âèäå ñóììû óïðóãîé è âÿçêîïëàñòè÷åñêîé êîìïîíåíò:
ǫ = ǫe + ǫv, ǫe = F (σ)/E, ǫ̇v = V (σ)/η [5℄. Ñîîòíîøåíèå (1) ñîäåðæèò äâå ìàòåðèàëüíûå �óíê-öèè: F (x), V (x), x ∈ (ω−, ω+), ω− < 0, ω+ > 0, è äâå �ïîñòîÿííûå�: ìîäóëü óïðóãîñòè E > 0 èêîý��èöèåíò âÿçêîñòè η > 0; E è η âûäåëåíû èç F è V äëÿ óäîáñòâà ñîïîñòàâëåíèÿ ñ ëèíåéíîéìîäåëüþ Ìàêñâåëëà (îíà ïîëó÷àåòñÿ ïðè F (x) = x, V (x) = x) è ó÷åòà çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòó-ðû, âëàæíîñòè, íàñûùåííîñòè ãàçàìè, ïîðèñòîñòè, ðàçìåðîâ çåðåí è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ñòðóêòóðû(E = E(T, p̄), η = η(T, p̄)) ïðè âêëþ÷åíèè ÎÑ (1) â ñèñòåìó óðàâíåíèé áîëåå ñëîæíûõ ìîäåëåé.Íà �óíêöèþ F , çàäàþùóþ çàêîí óïðóãîãî äå�îðìèðîâàíèÿ, íàëàãàþòñÿ ñëåäóþùèå ìèíèìàëü-íûå ïåðâè÷íûå îãðàíè÷åíèÿ (åñòåñòâåííûå ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè è �åíîìåíîëîãèè [5�7℄):
F (x) � íåïðåðûâíàÿ (ñòðîãî) âîçðàñòàþùàÿ íà (ω−, ω+) �óíêöèÿ ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ïðîèçâîä-íîé, òàêàÿ, ÷òî F (0) = 0. Òîãäà F (x)x > 0, çíàêè σ è ǫe(σ) ñîâïàäàþò è ǫe(0) = 0. Èç ñòðîãîãîâîçðàñòàíèÿ F (x) ñëåäóåò óâåëè÷åíèå ǫe(σ) è ýíåðãèè óïðóãîé äå�îðìàöèè ñ ðîñòîì |σ|, à òàêæåñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîé ê F �óíêöèè f (f ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò �îðìó äèàãðàììû ìãíîâåííîãîäå�îðìèðîâàíèÿ σ(ǫ), ò.å. ïðåäåëüíîé êðèâîé, ê êîòîðîé ñõîäèòñÿ ñåìåéñòâî äèàãðàìì äå�îðìèðî-âàíèÿ σ(ǫ, b) ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ íàãðóæåíèÿ b, êîãäà b→ ±∞ [7℄). Ôóíêöèÿ âÿçêîñòè V (x)/η âÎÑ (1) ðåãóëèðóåò íàñëåäñòâåííûå ñâîéñòâà, ñêîðîñòü äèññèïàöèè, ðåëàêñàöèè, ïîëçó÷åñòè è íàêîï-ëåíèÿ ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè, ÷óâñòâèòåëüíîñòü íàïðÿæåíèÿ ê ñêîðîñòè äå�îðìàöèè, äëèòåëü-íóþ ïðî÷íîñòü [5�10℄. Ìèíèìàëüíûå ïåðâè÷íûå îãðàíè÷åíèÿ íà V : V (x) � íåïðåðûâíàÿ (íåñòðîãî)âîçðàñòàþùàÿ �óíêöèÿ íà èíòåðâàëå (ω−, ω+), òàêàÿ, ÷òî V (0) = 0 (òîãäà V (x)x > 0). Äëÿ ìàòåðè-àëîâ ñ îäèíàêîâûì ïîâåäåíèåì ïðè ðàñòÿæåíèè è ñæàòèè F è V äîëæíû áûòü íå÷åòíûìè.Ñîîòíîøåíèå (1) íàöåëåíî íà îïèñàíèå êîìïëåêñà îñíîâíûõ ðåîëîãè÷åñêèõ ý��åêòîâ, òèïè÷íûõäëÿ ìàòåðèàëîâ, îáëàäàþùèõ íàñëåäñòâåííîñòüþ è âûñîêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ê ñêîðîñòè äå�îð-ìèðîâàíèÿ (òàêèõ, êàê ïîëèìåðû, êîìïîçèòû, òâåðäûå òîïëèâà, àñ�àëüòîáåòîíû, ëüäû, òèòàíîâûå èàëþìèíèåâûå ñïëàâû è äð.), èìåþùèõ âûðàæåííóþ ñòàäèþ óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè è �ïëîùàä-êó òåêó÷åñòè� íà äèàãðàììå äå�îðìèðîâàíèÿ è ïðîÿâëÿþùèõ (â îïðåäåëåííûõ òåðìîìåõàíè÷åñêèõóñëîâèÿõ) ñâîéñòâà êàê òâåðäîãî òåëà, òàê è æèäêîñòè. Â ÷àñòíîñòè, àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî ñ ïîìî-ùüþ ÎÑ (1) ìîæíî îïèñàòü ìíîãèå àñïåêòû ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëîâ â ñîñòîÿíèè ñâåðõïëàñòè÷íîñòè.Ïîäðîáíàÿ áèáëèîãðà�èÿ è îáçîð ðîäñòâåííûõ ìîäåëåé â òåîðèè ïîëçó÷åñòè, ñâåðõïëàñòè÷íîñòè èðåîëîãèè ïîëèìåðîâ ïðèâåäåíû â [6�9℄.Â ðàáîòàõ [5�10℄ àíàëèòè÷åñêè èññëåäîâàíû êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ïîðîæäàåìûõ ÎÑ (1) êðè-âûõ äå�îðìèðîâàíèÿ, ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷åñòè è ñ�åðû âëèÿíèÿ ìàòåðèàëüíûõ �óíêöèé, âûÿâëåíûâîçìîæíîñòè ìîäåëè, òå ý��åêòû, êîòîðûå ïðèíöèïèàëüíî íå ìîãóò áûòü îïèñàíû â åå ðàìêàõ, èäîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà F è V , îáåñïå÷èâàþùèå àäåêâàòíîå îïèñàíèå òèïè÷íûõ ñâîéñòâêðèâûõ èñïûòàíèé øèðîêîãî êëàññà âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷íûõ ìàòåðèàëîâ. Àíàëèç ïîêàçàë, â ÷àñò-íîñòè, ÷òî ñëåäóåò ðàçëè÷àòü äâà îñíîâíûõ ñëó÷àÿ, â êîòîðûõ ÎÑ (1) (ìîäåëèðóåìûé ìàòåðèàë)âåäåò ñåáÿ ïî-ðàçíîìó: 1) V (x) > 0 ïðè x 6= 0; 2) V (x) ≡ 0 íà íåêîòîðîì îòðåçêå [σ−, σ+] ⊂ (ω−, ω+),
σ− 6 0, σ+ > 0, σ− 6= σ+ (ïî îïðåäåëåíèþ σ− è σ+ � íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíè ìíîæåñòâà íó-ëåé V (x)). Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðè σ(t) ∈ [σ−, σ+] ÎÑ (1) ìîäåëèðóåò (íåëèíåéíî) óïðóãîå ïîâåäåíèåìàòåðèàëà (äèññèïàöèÿ, ðåëàêñàöèÿ è ïîëçó÷åñòü îòñóòñòâóþò, êðèâàÿ äå�îðìèðîâàíèÿ σ(ǫ, b) íåçàâèñèò îò ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ b ïðè ǫ ∈ [ǫ−, ǫ+], ǫ± = F (σ±)/E), σ−, σ+ èãðàþò ðîëü ïðåäåëîâ



âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2 61óïðóãîñòè è ïîëçó÷åñòè ìàòåðèàëà ïðè ñæàòèè è ðàñòÿæåíèè, à ïðè σ(t) < σ− (èëè σ(t) > σ+)íà÷èíàþò ïðîÿâëÿòüñÿ äèññèïàòèâíûå è âÿçêîïëàñòè÷åñêèå ñâîéñòâà.�àññìîòðèì ñâîéñòâà îòêëèêà ÎÑ (1) íà ïåðèîäè÷åñêèå ïðîãðàììû íàãðóæåíèÿ è ïîëó÷èìóñëîâèÿ çàìêíóòîñòè ïåòëè ãèñòåðåçèñà è îòñóòñòâèÿ ðýò÷åòèíãà (ò.å. íåîãðàíè÷åííîãî íàêîïëåíèÿïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè).Ïóñòü T > 0, s(t) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, íîñèòåëü êîòîðîé (çàìûêàíèå ìíîæåñòâà
{t|s(t) 6= 0}) ëåæèò â îòðåçêå [0;T ], s(t) ∈ (ω−, ω+), à S(t) � T -ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå s(t) íàïîëóîñü t > 0:

S(t) =

m+1∑

1

s(t− (i− 1)T ), t ∈ (0; (m + 1)T ), m = 0; 1; 2; . . . . (2)Ïðîãðàììå íàãðóæåíèÿ σ(t) = s(t) ñ ïîëíîé ðàçãðóçêîé (σ(t) ≡ 0 ïðè t > T ) ÎÑ (1) ñòàâèò âñîîòâåòñòâèå äå�îðìàöèþ ǫ(t) = e(t):
e(t) = E−1F (s(t)) + η−1

t∫

0

V (s(τ)) dτ, t ∈ [0;T ); ǫ(t) = p, t > T, (3)ãäå e(t) ≡ 0 ïðè t < 0, p � îñòàòî÷íàÿ (íåîáðàòèìàÿ) äå�îðìàöèÿ ïîñëå ðàçãðóçêè:
p = ǫ(T − 0) = η−1

T∫

0

V (s(τ)) dτ. (4)Îòêëèê (3) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ (íåïðåðûâíàÿ, åñëè s(t) íåïðåðûâíà íà [0;T ], èêóñî÷íî-ãëàäêàÿ, åñëè s(t) òàêîâà), e(0+) = E−1F (s(0+)) (e(0+) = 0 â ñëó÷àå s(0+) = 0). Åñëè ìíî-æåñòâî íóëåé [σ−, σ+] �óíêöèè V îòëè÷íî îò {0} è s(t) ∈ [σ−, σ+] ïðè t ∈ (0;T ) (ò.å. íàïðÿæåíèå íåâûõîäèò çà ïðåäåëû óïðóãîñòè), òî V (s(τ)) ≡ 0, p = 0 è äå�îðìàöèÿ (3) ñòàíîâèòñÿ íóëåâîé ïîñëåðàçãðóçêè â ìîìåíò t = T . Â îáùåì ñëó÷àå ïëàñòè÷åñêàÿ äå�îðìàöèÿ, íàêîïëåííàÿ çà öèêë íàãðó-æåíèÿ (4), íå ðàâíà íóëþ. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÎÑ íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì çàòóõàþùåéïàìÿòè (äàæå äëÿ íàãðóæåíèÿ ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì äå�îðìàöèÿ íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t→ ∞,à îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé).Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé ïðîãðàììû íàãðóæåíèÿ σ(t) = S(t) ñ öèêëîì ïðîèçâîëüíîé �îðìû, çàäà-âàåìûì �óíêöèåé s(t) (ñì. (2)), äå�îðìàöèÿ èìååò âèä
ǫ(t) =

m+1∑

1

e(t− (i− 1)T ) = e(t−mT ) +mp, t ∈ (mT ; (m+ 1)T ), m = 0; 1; . . . , (5)ò.å. äå�îðìàöèÿ íà (m+ 1)-ì öèêëå îòëè÷àåòñÿ îò ñäâèãà e(t−mT ) �óíêöèè (3) ëèøü êîíñòàíòîé
mp (íàêîïëåííîé çà m öèêëîâ ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè).Ëåììà. Îïåðàòîð Π, çàäàþùèé ÎÑ (1), êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðàìè ñäâèãà ïî âðåìåíè èàääèòèâåí íà ïðîöåññàõ ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ íîñèòåëÿìè: Π(σ1 + σ2) = Πσ1 + Πσ2, åñëè σi(t)êóñî÷íî-íåïðåðûâíû è σ1(t)σ2(t) = 0 (çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê).Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðîèçâîäèòñÿ ïðÿìîé ïðîâåðêîé. Ôîðìóëà (5) ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëå-íèÿ (2) ïðîãðàììû íàãðóæåíèÿ S(t) ïðè t > 0 â âèäå ñóììû êîíå÷íîãî ÷èñëà ñäâèãîâ èìïóëüñîââèäà s(t). Ôîðìóëû (5), (2) çàäàþò ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äèàãðàììû öèêëè÷åñêîãî íàãðó-æåíèÿ ÎÑ (1) äëÿ öèêëà ïðîèçâîëüíîé �îðìû.Êðèòåðèé ïåðèîäè÷íîñòè îòêëèêà (5) íà ïåðèîäè÷åñêîå íàãðóæåíèå (2) (êðèòåðèé çàìêíóòî-ñòè ïåòëè ãèñòåðåçèñà â îñÿõ σ�ǫ) � ðàâåíñòâî íóëþ ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè çà öèêë (4) (òîãäà
s(0+) = 0 âëå÷åò e(0+) = 0 è e(mt) = 0).Ïðè p 6= 0 ïðîèñõîäèò íàêîïëåíèå ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ p çà öèêë,à ïîñòåïåííàÿ ñòàáèëèçàöèÿ íåçàìêíóòîé ïåòëè ãèñòåðåçèñà íåâîçìîæíà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè s(t) > 0íà [0;T ) è s(t+) > σ+ â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t+, òî p > 0 (òàê êàê V (s(τ)) > 0 íà [0;T )



62 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2è V (s(τ)) > 0 â îêðåñòíîñòè t+). Â ñèëó (4) ïëàñòè÷åñêàÿ äå�îðìàöèÿ p çàâèñèò îò äëèòåëüíî-ñòè è �îðìû öèêëà íàãðóæåíèÿ s(t) è �óíêöèè V (x)/η, íî íå çàâèñèò îò F (êàê è äèññèïàöèÿ çàöèêë [5℄). Ñêîðîñòü ðýò÷åòèíãà ñèëüíî çàâèñèò îò ïðåäûñòîðèè (ìîäåëèðóåìûé ìàòåðèàë ðåîíîìåí),â ÷àñòíîñòè, ïåðåõîä îò çóá÷àòîãî öèêëà ê öèêëó ñ çàäåðæêîé ìàêñèìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ íà íåêî-òîðîå âðåìÿ t̄ (è ïåðèîäîì T + t̄) óâåëè÷èâàåò p. Ïîäîáíûå ý��åêòû íàáëþäàþòñÿ, ê ïðèìåðó, óàëþìèíèåâûõ ñïëàâîâ è ñòàëåé [3, 11℄.Äëÿ ñèììåòðè÷íûõ (çíàêîïåðåìåííûõ) öèêëîâ íàãðóæåíèÿ, ò.å. òàêèõ, ÷òî s(0,5T+x) = −s(0,5T−
x) ïðè x ∈ (0; 0,5T ), �îðìóëà (4) äàåò

p = η−1

T/2∫

0

[V (s(τ) + V (−s(τ))] dτ.Åñëè �óíêöèÿ V íå÷åòíà, òî V (s(τ)) + V (−s(τ)) = 0 è p = 0. Òåì ñàìûì äîêàçàíàÒåîðåìà. Åñëè �óíêöèÿ V (x) â ÎÑ (1) íå÷åòíà, à öèêë íàãðóæåíèÿ (2) ñèììåòðè÷åí, òîïëàñòè÷åñêàÿ äå�îðìàöèÿ (4), íàêàïëèâàåìàÿ çà êàæäûé öèêë íàãðóæåíèÿ, ðàâíà íóëþ, à ïåòëÿãèñòåðåçèñà çàìêíóòà.Òàêèì îáðàçîì, ÎÑ (1) ìîäåëèðóåò ñòðîãóþ öèêëè÷åñêóþ ñòàáèëüíîñòü ìàòåðèàëîâ ïðè ëþáûõñèììåòðè÷íûõ öèêëè÷åñêèõ íàãðóæåíèÿõ.Çàìå÷àíèÿ. 1) Íå÷åòíîñòü F (x) íå òðåáóåòñÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ p = 0, è ìîäåëèðóåìûéìàòåðèàë ìîæåò èìåòü ðàçíûå êðèâûå äå�îðìèðîâàíèÿ, ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè ïðè ðàñòÿæåíèèè ñæàòèè è áûòü ðàçíîìîäóëüíûì (â ñëó÷àå F ′(0 + 0) 6= F ′(0− 0)).2) Åñëè �óíêöèÿ V íå ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé (äèññèïàòèâíûå ñâîéñòâà ïðè ñæàòèè è ðàñòÿæåíèèðàçëè÷íû), òî óñëîâèå öèêëè÷åñêîé ñòàáèëüíîñòè (ïåðèîäè÷íîñòè îòêëèêà íà ïåðèîäè÷åñêîå íàãðó-æåíèå) p = 0 ìîæåò ñîáëþäàòüñÿ äëÿ çíàêîïåðåìåííûõ öèêëîâ ñïåöèàëüíûõ �îðì (â òîì ÷èñëåíåñèììåòðè÷íûõ), à ñæàòèå òàêîãî öèêëà âäîëü îñè âðåìåíè ñîõðàíÿåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ p = 0.3) Óñëîâèå öèêëè÷åñêîé ñòàáèëüíîñòè p = 0 äëÿ âñåõ ñèììåòðè÷íûõ íåïðåðûâíûõ öèêëè÷åñêèõíàãðóæåíèé (2) ñ �èêñèðîâàííûì ïåðèîäîì T âûïîëíÿåòñÿ ëèøü äëÿ íå÷åòíîé �óíêöèè V : åñëèáû V (−x∗) 6= −V (x∗), òî äëÿ ñòóïåí÷àòîãî öèêëà ñ s(t) = x∗ ïðè t ∈ (0;T/2) è s(t) = −x∗ ïðè
t ∈ (T/2;T ) �îðìóëà (4) äàëà áû pη = 0,5T (V (−x∗) + V (x∗)) 6= 0, ñëåäîâàòåëüíî, p 6= 0 è äëÿíåïðåðûâíîãî ñèììåòðè÷íîãî öèêëà ñ s(0) = s(0,5T ) = s(T ) = 0, äîñòàòî÷íî ìàëî îòêëîíÿþùåãîñÿîò s(t) = x∗ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà C[0;T/2].4) Îòäûõ ìåæäó öèêëàìè (ïðè íóëåâîì íàïðÿæåíèè) ïî÷òè íè÷åãî íå ìåíÿåò â îòêëèêå (5) è åãîñâîéñòâàõ: ïðèðàùåíèå ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè çà öèêë (4) è âåëè÷èíà äå�îðìàöèè íå ìåíÿþòñÿ,öèêëû ãðà�èêà ǫ(t) ëèøü ñäâèãàþòñÿ âäîëü îñè âðåìåíè íà âåëè÷èíû mt0, ãäå t0 � âðåìÿ îòäûõà(â ñèëó (1) äå�îðìàöèÿ ïîñòîÿííà, ïîêà σ(t) ≡ 0). Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî â ÎÑ (1) íåçàëîæåíà âîçìîæíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ ý��åêòà äå�îðìàöèîííîãî óïðî÷íåíèÿ ñïëàâîâ â ðåçóëüòàòåîòäûõà ïîñëå öèêëà íàãðóçêè (äî ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè) è ïîëíîé ðàçãðóçêè [12, 13℄.ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Ìîñêâèòèí Â.Â. Öèêëè÷åñêîå íàãðóæåíèå ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé. Ì.: Íàóêà, 1981.2. Ìàõóòîâ Í.À., Áóðàê Ì.È., �àäåíèí Ì.Ì. è äð. Ìåõàíèêà ìàëîöèêëîâîãî ðàçðóøåíèÿ. Ì.: Íàóêà, 1986.3. Kang G. Rathetting: reent progresses in phenomenon observation, onstitutive modeling and appliation //Int. J. Fatigue. 2008. 30. 1448�1472.4. Fushi P., Pisano A.A., Weihert D. Diret Methods for Limit and Shakedown Analysis of Strutures: AdvanedComputational Algorithms and Material Modelling. Berlin: Springer, 2015.5. Õîõëîâ À.Â. Ñâîéñòâà íåëèíåéíîé ìîäåëè âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷íîñòè òèïà Ìàêñâåëëà ñ äâóìÿ ìàòåðèàëü-íûìè �óíêöèÿìè // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ìàòåì. Ìåõàí. 2016. � 6. 36�41.6. Õîõëîâ À.Â. Êðèâûå äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè íåëèíåéíîé ìîäåëè âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷íîñòè òèïà Ìàêñâåë-ëà è ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ ïîâðåæäåííîñòè ïðè ñòóïåí÷àòûõ íàãðóæåíèÿõ // Âåñòí. Ñàìàð. ãîñ. òåõí.óí-òà. Ñåð. Ôèç.-ìàò. íàóêè. 2016. � 3. 524�543.7. Õîõëîâ À.Â. Ñâîéñòâà ñåìåéñòâà êðèâûõ íàãðóæåíèÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, ïîðîæäàåìûõ íåëèíåéíîéìîäåëüþ âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷íîñòè òèïà Ìàêñâåëëà // Ìàøèíîñòðîåíèå è èíæåíåðíîå îáðàçîâàíèå. 2017.� 1. 57�71.



âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2 638. Õîõëîâ À.Â. Íåëèíåéíàÿ ìîäåëü âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷íîñòè òèïà Ìàêñâåëëà: ìîäåëèðîâàíèå âëèÿíèÿòåìïåðàòóðû íà êðèâûå äå�îðìèðîâàíèÿ, ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷åñòè // Âåñòí. Ñàìàð. ãîñ. òåõí. óí-òà.Ñåð. Ôèç.-ìàò. íàóêè. 2017. 21, � 1. 160�179.9. Õîõëîâ À.Â. Íåëèíåéíàÿ ìîäåëü âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷íîñòè òèïà Ìàêñâåëëà: ñêîðîñòü íàêîïëåíèÿ ïëà-ñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè ïðè öèêëè÷åñêèõ íàãðóæåíèÿõ // Äå�îðìàöèÿ è ðàçðóøåíèå ìàòåðèàëîâ. 2017.� 7. 7�19.10. Õîõëîâ À.Â. Èäåíòè�èêàöèÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷íîñòè òèïà Ìàêñâåëëà ïî êðèâûìïîëçó÷åñòè ñ íà÷àëüíîé ñòàäèåé íàãðóæåíèÿ. ×. 2. Ìåòîäèêè // Äå�îðìàöèÿ è ðàçðóøåíèå ìàòåðèàëîâ.2017. � 10. 2�9.11. Kang G., Ding J., Liu Y. Summary on Uniaxial Rathetting of 6061-T6 Aluminium Alloy // Aluminium Alloys,Theory and Appliations / Ed. by T. Kvakaj. InTeh, 2011. 199�216. DOI: 10.5772/14147.12. Àðóòþíÿí �.À., Êàìåíöåâà Ç.Ï. Óïðî÷íåíèå ñòàðåþùèõ ñïëàâîâ // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. Ìåõàí. òâåðäîãîòåëà. 1976. � 4. 128�137.13. Àðóòþíÿí �.À., Âàêóëåíêî À.À., Óìàíñêèé Ñ.Ý. Î öèêëè÷åñêîì íàãðóæåíèè ïëàñòè÷åñêîé ñðåäû ñîñòàðåíèåì // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. Ìåõàí. òâåðäîãî òåëà. 1979. � 2. 79�83. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ29.01.2017ÓÄÊ 531.36Î ÂÎÇÌÎÆÍÎÑÒÈ ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ Ò�ÅÍÈßÂ ØÀ�ÍÈ�Å ÓÏ�ÀÂËßÅÌÎ�Î ÔÈÇÈ×ÅÑÊÎ�Î ÌÀßÒÍÈÊÀÏÎ ÀÌÏËÈÒÓÄÀÌ ÓÑÒÀÍÎÂÈÂØÈÕÑß ÊÎËÅÁÀÍÈÉÎ.Ý. Âàñþêîâà1�àññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü óïðàâëÿåìîãî �èçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà. Ïîêà-çàíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ïîíòðÿãèíà ïîèñêà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåì, áëèç-êèõ ê ãàìèëüòîíîâûì, ìîæíî ïîñòðîèòü òàêîé ïðîãðàììíûé çàêîí êîëåáàíèé óïðàâëÿå-ìîãî ìàÿòíèêà, ÷òî òåñòîâûå ðåæèìû êîëåáàíèé áóäóò óñòàíîâèâøèìèñÿ è îðáèòàëüíî-óñòîé÷èâûìè. Ïðåäëîæåí ïîäõîä ê èäåíòè�èêàöèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè òðåíèÿ â øàðíèðåâ ðåæèìå àêòèâíîãî ìîòîðà íà îñíîâå èí�îðìàöèè îá èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ äâè-æåíèÿ. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.Êëþ÷åâûå ñëîâà: èäåíòè�èêàöèÿ òðåíèÿ, óñòàíîâèâøèåñÿ äâèæåíèÿ, óïðàâëåíèå.A dynami model of a ontrolled physial pendulum is onsidered. The ontrol strategy isproposed to provide the orbital stability of steady osillations with a program amplitude. Theorresponding ontrol torque is determined using the Pontryagin method of searhing for theperiodi solutions of near-Hamiltonian systems. An approah to identify the parameters of amodel of frition in the hinge is proposed for the ase of an ative motor mode. This approahis based on the information on the integral harateristis of motion. The motion of the systemunder onsideration is numerially simulated.Key words: identi�ation of frition, steady motions, ontrol.Ââåäåíèå. Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ñòðàòåãèÿ èäåíòè�èêàöèè òðåíèÿ â øàðíèðå ìàÿòíèêà, îñíî-âàííàÿ íà íàáëþäåíèÿõ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé. Óïðàâëåíèå, ðåàëèçóþùåå êîëåáàíèÿ ñ ïîñòîÿí-íîé àìïëèòóäîé, ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ïîíòðÿãèíà ïîèñêà ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ñèñòåì,áëèçêèõ ê ãàìèëüòîíîâûì [1℄. Â íàøåì ñëó÷àå çàäà÷à ðåøàåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè îá îïðåäåëåííîìõàðàêòåðå òðåíèÿ â øàðíèðå ìàÿòíèêà. Øèðîêèé îáçîð ìîäåëåé òðåíèÿ è ìåòîäîâ êîìïåíñàöèèòðåíèÿ â ðàçëè÷íûõ ìåõàíèçìàõ ïðåäñòàâëåí â ðàáîòå [2℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå òðåíèå â øàðíèðåìàíèïóëÿòîðà èìååò ñóõóþ è âÿçêóþ ñîñòàâëÿþùèå.Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìåòîäû èäåíòè�èêàöèè ïàðàìåòðîâ òðåíèÿ â øàðíèðå ðîáîòà-ìàíè-ïóëÿòîðà. Îäèí èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ìåòîäîâ ñëåäóþùèé: ìîìåíò òðåíèÿ ïîëó÷àþò èç1 Âàñþêîâà Îëüãà Ýäóàðäîâíà � àñï. êà�. òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè è ìåõàòðîíèêè ìåõ.-ìàò. �-òà Ì�Ó, e-mail:vasyukovaola�yandex.ru.



64 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñèñòåìû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî åñòü èñ÷åðïûâàþùàÿ èí�îðìàöèÿ îá ýêñïåðè-ìåíòàëüíîé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ çâåíà (óãîë, óãëîâàÿ ñêîðîñòü è óãëîâîå óñêîðåíèå êàê �óíêöèèâðåìåíè), èçâåñòíû èíåðöèîííî-ìàññîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû è óïðàâëÿþùèé ìîìåíò, ïîäàí-íûé íà äâèãàòåëü. Â ðàáîòå [3℄ ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ïðèìåíåíèå òàêîãî ïîäõîäà, à òàêæå ïðîàíàëè-çèðîâàíû ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè ãðà�èêà çàâèñèìîñòè òðåíèÿ îò óãëîâîé ñêîðîñòè. Â [4℄ ïðåäñòàâëåíïîäõîä ê èäåíòè�èêàöèè òðåíèÿ â ðàçëè÷íûõ òèïàõ øàðíèðîâ, â òîì ÷èñëå â ñ�åðè÷åñêîì, îñíîâàí-íûé íà çàêîíàõ èçìåíåíèÿ ýíåðãèè. Â ìåòîäå ðàáîòû [4℄ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå òî÷íîéèí�îðìàöèè î ìàññå çâåíüåâ è ìîìåíòàõ èíåðöèè çâåíüåâ ìàíèïóëÿòîðà. Íåäîñòàòîê äàííîãî ìåòî-äà, êàê è ìåòîäà ðàáîòû [3℄, â òîì, ÷òî íåîáõîäèìî èìåòü ñâåäåíèÿ îá óãëîâîé ñêîðîñòè è óãëîâîìóñêîðåíèè çâåíà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. Â [5℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ åùå îäèí ïîäõîä, öåëü êîòîðî-ãî � ïîëó÷èòü íàáîð ïàð ñêîðîñòü�ìîìåíò òðåíèÿ. Àâòîðû ïðè ýòîì íå èñïîëüçóþò èí�îðìàöèþ îìîìåíòå èíåðöèè çâåíà ìàíèïóëÿòîðà, ïîñêîëüêó îíè èçìåðÿþò ñêîðîñòü çâåíà ðîáîòà ïðåäïîëîæè-òåëüíî â òîò ìîìåíò, êîãäà óñêîðåíèå ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó åñòåñòâåííûìè íåäîñòàòêàìè äàííîãîïîäõîäà ÿâëÿþòñÿ îáåñïå÷åíèå êðàéíå âûñîêîé òî÷íîñòè èçìåðåíèé è íåîáõîäèìîñòü íàëè÷èÿ äàí-íûõ îá óñêîðåíèè.Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä èäåíòè�èêàöèè òðåíèÿ îáëàäàåò ðÿäîì ïðåèìóùåñòâ ïåðåä ïåðå÷èñëåí-íûìè âûøå ìåòîäàìè. Çàâèñèìîñòü òðåíèÿ îò óãëîâîé ñêîðîñòè ñ÷èòàåòñÿ íåïðåðûâíîé. Äëÿ èäåí-òè�èêàöèè òðåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äàííûå òîëüêî î âåëè÷èíàõ, êîòîðûå ëåãêî èçìåðÿòü (íå òðåáóåò-ñÿ çíàòü çàâèñèìîñòü óãëà, óãëîâîé ñêîðîñòè, óãëîâîãî óñêîðåíèÿ îò âðåìåíè, íåîáõîäèìû òîëüêîñðåäíèå çíà÷åíèÿ). Â êà÷åñòâå òåñòîâûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ âûñòóïàþò óñòàíîâèâøèåñÿ îðáèòàëüíî-óñòîé÷èâûå ðåæèìû, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ïîâòîðÿåìîñòü ýêñïåðèìåíòîâ. Íà òåñòîâûõ äâèæåíèÿõ ìîòîðâñå âðåìÿ íàõîäèòñÿ â àêòèâíîì ðåæèìå, ÷òî ñóùåñòâåííî, òàê êàê äèññèïàòèâíûå ñèëû â øàðíèðåìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, âêëþ÷åí ìîòîð èëè íåò. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ïîçâîëÿåòèäåíòè�èöèðîâàòü ïàðàìåòðû â ðåæèìå àêòèâíîãî ìîòîðà.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì ïëîñêèé �èçè÷åñêèé ìàÿòíèê ñ öåíòðîì ìàññ â òî÷êå P ,âðàùàþùèéñÿ âîêðóã òî÷êè ïîäâåñà O, â êîòîðîé îí çàêðåïëåí öèëèíäðè÷åñêèì øàðíèðîì. Ñèñòåìàèìååò îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû. Â êà÷åñòâå îáîáùåííîé êîîðäèíàòû âûáåðåì óãîë ϕ ìåæäó âåðòèêàëüþè ïðÿìîé OP . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â øàðíèðå ïðèëîæåí êóñî÷íî-ïîñòîÿííûé óïðàâëÿþùèé ìîìåíò
U(ϕ′). Íà ìàÿòíèê òàêæå äåéñòâóåò ìîìåíò òðåíèÿ â øàðíèðå F (ϕ′).Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äàííîé ñèñòåìû èìååò âèä

(J +mr2)ϕ′′ + gmr sinϕ = U(ϕ′) + F (ϕ′), (1)ãäå m � ìàññà ìàÿòíèêà, r � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ïîäâåñà äî öåíòðà ìàññ ìàÿòíèêà, J � ìîìåíòèíåðöèè ìàÿòíèêà îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé öåíòðàëüíîé îñè èíåðöèè.Ââåäåì áåçðàçìåðíîå âðåìÿ τ =
√
g/rt. Ïðîèçâîäíûå ïåðåìåííîé ϕ ïî τ îáîçíà÷èì ϕ̇, ϕ̈. Áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî óïðàâëÿþùèé ìîìåíò è ìîìåíò òðåíèÿ â ñèñòåìå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåìâèäå:

U(ϕ′) = U1(ϕ̇) = c0k
√
g/r sign ϕ̇, F (ϕ′) = F1(ϕ̇) = −c0b

√
g/r sign ϕ̇− c0cϕ̇

√
g/r,ãäå b, c è k � íåêîòîðûå íåîòðèöàòåëüíûå êîíñòàíòû, áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû, êîíñòàíòà c0 = 1 èèìååò ðàçìåðíîñòü êã·ì2/.Ââåäåì áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð µ, êîòîðûé äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü ìàëûì (µ≪ 1):

µ =
c0
√
r/g

J +mr2
.Îòìåòèì, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà r, óâåëè÷èâ ìàññó m (íàïðèìåð, çà ñ÷åòäîïîëíèòåëüíîãî ãðóçà), ìû ìîæåì äîáèòüñÿ ñêîëü óãîäíî ìàëûõ çíà÷åíèé µ.Òàêæå ââåäåì áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð a:

a =
mr2

J +mr2
, 0 < a < 1.Çàïèøåì óðàâíåíèå (1) â áåçðàçìåðíîé �îðìå:




ϕ̇ = ω,

ω̇ = −a sinϕ+ µ((k − b) signω − cω).
(2)
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ϕ̇ = ω,

ω̇ = −a sinϕ.
(3)�àìèëüòîíèàí ñèñòåìû (3) ðàâåí H(ϕ,ω) = ω2/2 − a cosϕ = h. Òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (3), ñîîòâåò-ñòâóþùàÿ óðîâíþ ýíåðãèè h, çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ω = ±
√

2h+ 2a cosϕ. (4)Ïîðîæäàþùàÿ �óíêöèÿ Ïóàíêàðå�Ïîíòðÿãèíà èìååò âèä
I(h) =

ϕ0(h)∫

−ϕ0(h)

(k − b− c
√

2h+ 2a cosϕ) dϕ = 2(k − b)ϕ0 − 2c

ϕ0∫

0

√
2h+ 2a cosϕdϕ,ãäå ϕ0(h) = A0 � àìïëèòóäà êîëåáàíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèþñèñòåìû (3) ïðè çíà÷åíèè h èíòåãðàëà ýíåðãèè. Çäåñü è äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèÿ h ∈

(−a; 0), êîòîðûå îòâå÷àþò êîëåáàíèÿì ñ àìïëèòóäîé A0 ∈ (0;π/2), ãäå A0 = arccos
(
−h

a

).Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïîíòðÿãèíà [1℄, ñóùåñòâîâàíèå îðáèòàëüíî-óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëàäëÿ ñèñòåìû (2) â îêðåñòíîñòè òðàåêòîðèè (4) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ µ îáåñïå÷èâàåòñÿóñëîâèÿìè
I(h∗) = 0, (5)

dI

dh

∣∣∣∣
h=h∗

< 0. (6)Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíî çàäàííîì h ∈ (−a; 0) ïóòåì âûáîðà êîý��èöèåíòà k â çàêîíåóïðàâëåíèÿ ìîæíî ðåàëèçîâàòü â ñèñòåìå (2) îðáèòàëüíî-óñòîé÷èâóþ ïåðèîäè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ
ϕ̇(ϕ), áëèçêóþ ê òðàåêòîðèè âèäà (4) ñèñòåìû (3) (ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ µ). Ïðè ýòîìèñïîëüçóåì ïîäõîä, àíàëîãè÷íûé ïðåäëîæåííîìó â ðàáîòå [6℄.Îáîçíà÷èì ÷åðåç k = K(h) �óíêöèþ, îïðåäåëÿþùóþ çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà óïðàâëåíèÿ, ïðèêîòîðîì äëÿ äàííîãî h âûïîëíåíî óñëîâèå (5). Îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì âèäå:

K(h) = c
√
af(z(h)) + b, f(z) =

∫ arccos(−z)
0

√
2z + 2cosϕdϕ

arccos(−z) , z(h) = h/a. (7)Ïðîâåðèì óñëîâèå (6). Ó÷èòûâàÿ (5) è (7), íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
dI

dh

∣∣∣∣
h=h∗

< 0 ⇔ df

dz

∣∣∣∣
h=h∗

> 0.Ïóòåì ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ �óíêöèè f(z) ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî äàííàÿ �óíêöèÿ âîçðàñòàåò ïðè
z ∈ (−1; 0), çíà÷èò, óñëîâèå (6) âñåãäà âûïîëíåíî. Ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî h ∈ (−a, 0) ïðè k = K(h) â ñèñòåìå (2) ïðè äîñòàòî÷íîìàëûõ çíà÷åíèÿõ µ ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé öèêë, áëèçêèé ê òðàåêòîðèè âèäà (4), ñîîòâåòñòâó-þùåé äàííîìó h. Ïðè ýòîì äàííûé öèêë ÿâëÿåòñÿ îðáèòàëüíî-óñòîé÷èâûì è àìïëèòóäà A ýòîãîöèêëà ïðè µ → 0 ñòðåìèòñÿ ê A0.Ñòðàòåãèÿ èäåíòè�èêàöèè òðåíèÿ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a, îïðå-äåëÿåìîå èíåðöèîííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìàÿòíèêà, èçâåñòíî.Äëÿ ñèñòåìû (2) íà ïðàêòèêå ìû ìîæåì âàðüèðîâàòü êîý��èöèåíò óïðàâëåíèÿ k. Ñîãëàñíîóòâåðæäåíèþ 1 ïðè ìàëûõ µ ñóùåñòâóåò äèàïàçîí çíà÷åíèé k, ïðè êîòîðûõ êà÷àíèÿ ìàÿòíèêà âûé-äóò íà ïðåäåëüíûé öèêë. Äëÿ ðåàëüíîãî ìàÿòíèêà áóäåì èñêàòü ýòîò äèàïàçîí ýêñïåðèìåíòàëüíî.Ïðè åãî îáíàðóæåíèè çàïèøåì çíà÷åíèÿ A∗

i àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé, îòâå÷àþùèå



66 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2íåêîòîðîìó íàáîðó çíà÷åíèé k∗i èç óêàçàííîãî äèàïàçîíà. Íà ïëîñêîñòè {k,A} îòìåòèì ïîëó÷åííûåòî÷êè (k∗i , A
∗
i ).Íà ïëîñêîñòè {k,A} ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííóþ êðèâóþ {k = K(h), Â =

A0(h)}, h ∈ (−a, 0), ïðè �èêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðàõ ìîäåëè òðåíèÿ b, c. Îáîçíà÷èì ýòó êðèâóþ Â(k).Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 1 äàííàÿ êðèâàÿ îïèñûâàåò äëÿ ñèñòåìû (2) çàâèñèìîñòü àìïëèòóäûïðèòÿãèâàþùåãî öèêëà îò ïàðàìåòðà k ïðè µ→ 0.Äëÿ èäåíòè�èêàöèè êîý��èöèåíòîâ òðåíèÿ b è c òðåáóåòñÿ îöåíèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýòèõïàðàìåòðîâ êðèâàÿ Â(k) íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðèáëèæàåò ýêñïåðèìåíòàëüíóþ çàâèñèìîñòü A∗
i (k

∗
i ).Ïðîâåäåì äàííóþ îöåíêó. Çàïèøåì ïåðåîïðåäåëåííóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-íèé:

y =Wx,ãäå x = (c, b)T � èñêîìûé äâóìåðíûé âåêòîð, y � èçâåñòíûé n-ìåðíûé âåêòîð, yi = k∗i , 1 6 i 6 n,
W � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n× 2 ñ ýëåìåíòàìè

Wi1 =

√
a
∫ A∗

i
0

√
−2 cosA∗

i + 2cosϕdϕ

A∗
i

, Wi2 = 1, 1 6 i 6 n.Äëÿ ïîèñêà çíà÷åíèÿ x âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ [7℄, ñîãëàñíî êîòîðîìó
x = (W TW )−1W Ty.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðîâåëè èäåíòè�èêàöèþ ïàðàìåòðîâ b è c èñõîäíîé ñèñòåìû, êîòîðûå ÿâ-ëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè íàéäåííîãî âåêòîðà x.×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå. Èòàê, âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäîì Ïóàíêàðå�Ïîíòðÿãèíà, ìû ïî-ëó÷èëè çàâèñèìîñòü A(k) íà ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèÿõ ïðè µ → 0. Òåïåðü ïóòåì ÷èñëåííîãî èí-òåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (2) ñ èçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè a = 0,5, b = 0,2, c = 0,1 äëÿíåêîòîðîãî íàáîðà {ki} îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ àìïëèòóä {Ai(ki)} àâòîêîëåáàíèé ïðè

Àìïëèòóäà A(k) è òî÷êè (ki, Ai) ïðèðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ µ

ñëåäóþùèõ êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ µ: µ = 0,01; 1.Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû òî÷êè (ki, Ai), ïîëó-÷åííûå ïðè êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ µ (çíà÷åíèþ µ =
0,01 ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòèê, µ = 1 � êðóæîê),íà îäíîé ïëîñêîñòè ñ òåîðåòè÷åñêîé êðèâîé A(k),îòâå÷àþùåé ñëó÷àþ µ→ 0.Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî îòíîñèòåëüíîå îòêëî-íåíèå ïîëó÷åííûõ òî÷åê îò êðèâîé A(k) íå ïðåâû-øàåò 1%. Ýòîò ýìïèðè÷åñêèé �àêò êîñâåííî ïîä-òâåðæäàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïîñòðîåí-íûõ òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ A(k) äëÿ îöåíêè àì-ïëèòóäû àâòîêîëåáàíèé ïðè µ ∈ (0, 1]. Îòìåòèì,÷òî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà µ ïîðÿäêà åäèíèöû ïðåä-ñòàâëÿþò èíòåðåñ, ïîñêîëüêó äëÿ ðåàëüíûõ ñèñòåìòàêèå çíà÷åíèÿ îæèäàåìû. Íàïðèìåð, ïðè ðàçìåðíûõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû r = 0,4 ì, m = 1 êã,

g = 9,8 ì/ñ2, J = 0,05 êã·ì2 áóäåì èìåòü µ = 0,96.Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü óïðàâëÿåìîãî �èçè÷åñêîãî ìà-ÿòíèêà ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ â çàêðåïëÿþùåì åãî øàðíèðå. Ïîêàçàíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ïîíò-ðÿãèíà ïîèñêà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåì, áëèçêèõ ê ãàìèëüòîíîâûì, ìîæíî ïîñòðîèòü òàêîéïðîãðàììíûé çàêîí êîëåáàíèé óïðàâëÿåìîãî ìàÿòíèêà, ÷òî òåñòîâûå ðåæèìû äâèæåíèÿ áóäóò óñòà-íîâèâøèìèñÿ è îðáèòàëüíî-óñòîé÷èâûìè. Ïðåäëîæåí ïîäõîä ê èäåíòè�èêàöèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëèòðåíèÿ ïî àìïëèòóäàì óñòàíîâèâøèõñÿ äâèæåíèé â ðåæèìå àêòèâíîãî ìîòîðà áåç èñïîëüçîâàíèÿ èí-�îðìàöèè î òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèåäâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Áàóòèí Í.Í., Ëåîíòîâè÷ Å.À. Ìåòîäû è ïðèåìû êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íàïëîñêîñòè. Ì.: Íàóêà, 1990.



âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2 672. Armstrong-Helouvry B., Dupont P., De Wit C.C. A survey of models, analysis tools and ompensation methodsfor the ontrol of mahines with frition // Automatia. 1994. 30, N 7. 1083�1138.3. Kermani M.R., Patel R.V., Moallem M. Frition identi�ation and ompensation in roboti manipulators //IEEE Trans. Instrum. and Meas. 2007. 56, N 6. 2346�2353.4. Vakil M., Fotouhi R., Nikiforuk P.N. Energy-based approah for frition identi�ation of roboti joints //Mehatronis. 2011. 21, N 3. 614�624.5. Iwatani M., Kikuuwe R. An identi�ation proedure for rate-dependeny of frition in roboti joints with limitedmotion ranges // Mehatronis. 2016. 36. 36�44.6. Êëèìèíà Ë.À., Ëîêøèí Á.ß. Îá îäíîì êîíñòðóêòèâíîì ìåòîäå ïîèñêà ðîòàöèîííûõ è àâòîêîëåáàòåëüíûõðåæèìîâ â àâòîíîìíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ // Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà. 2017. 13, � 1. 25�40.7. Àëåêñàíäðîâ Â.Â., Ëåìàê Ñ.Ñ., Ïàðóñíèêîâ Í.À. Ëåêöèè ïî ìåõàíèêå óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì. Ì.: ÌàêñÏðåññ, 2012. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ12.04.2017ÓÄÊ 531/534+539.3 ÎÁÙÈÅ Ï�ÈÂÅÄÅÍÍÛÅ ÔÎ�ÌÛÎÏ�ÅÄÅËßÞÙÈÕ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈÉÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈ ÑÏËÎØÍÎÉ Ñ�ÅÄÛ�.Ë. Áðîâêî1Ïîñòðîåíà òåîðèÿ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ñâîéñòâ ñîïðîòèâëåíèÿ òåë äå�îðìè-ðîâàíèþ, ó÷èòûâàþùàÿ íàëè÷èå îäíîâðåìåííî âíóòðåííèõ ìàññîâûõ ñèë è âíóòðåííèõ êè-íåìàòè÷åñêèõ ñâÿçåé. Ïðåäëîæåíû àêñèîìû òåîðèè è ïîñòðîåíà îáùàÿ ïðèâåäåííàÿ �îðìàñèñòåìû îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé êëàññè÷åñêèõ ñðåä. Äëÿ ïðîñòûõ òåë (êëàññè÷åñêèõñðåä) óñòàíîâëåíà ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé Èëüþøèíà è Íîëëà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ñïëîøíîé ñðåäû, ñîïðîòèâëåíèå äå�îðìè-ðîâàíèþ, îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, âíóòðåííèå ìàññîâûå ñèëû, êèíåìàòè÷åñêèå ñâÿçè,ïðîñòûå òåëà, ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé Èëüþøèíà è Íîëëà.The theory of onstitutive relations of deformation resistane of bodies is onstrutedprovided simultaneously by possible presene of inner kinemati onstraints in a body and byaount of internal body fores. The axioms of the theory are proposed and the general reduedform of the system of onstitutive relations is derived. For simple bodies (lassial media), theequivalene of Ilyushin's and Noll's forms of onstitutive relations is established.Key words: lassial ontinuum mehanis, deformation resistane, onstitutive relations,internal body fores, kinemati onstraints, simple bodies, equivalene of onstitutive relationsby Ilyushin and by Noll.1. Ñîïðîòèâëåíèå äå�îðìèðîâàíèþ: îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ïðèíöèïû îáùåé òåîðèè.1.1. Òðàäèöèîííûå ïîäõîäû: àíàëèç è ïóòè îáîáùåíèÿ. Ñîâðåìåííûå îñíîâû êëàññè÷å-ñêîé ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû ïðåäñòàâëåíû êàê â �óíäàìåíòàëüíûõ òðóäàõ [1, 2℄, òàê è â ïîëó-÷èâøèõ øèðîêîå ïðèçíàíèå àêñèîìàòèçèðîâàííûõ (ñîîòâåòñòâåííî øåñòîé ïðîáëåìå �èëüáåðòà [3℄)ïîñòðîåíèÿõ [4�7℄.Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû ïðè ïîñòàíîâêàõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ òåë ðàçëè÷íîé�îðìû è ðàçëè÷íûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìåîòñ÷åòà îáùåãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ Êîøè â îáëàñòè Ω àêòóàëüíîé êîí�èãóðàöèè òåëà
divS+ ρb = ρw, (1)ãäå ρ � ïëîòíîñòü ìàññû, w � óñêîðåíèå òî÷êè òåëà, S � òåíçîð íàïðÿæåíèé Êîøè, b � ìàññîâàÿïëîòíîñòü ìàññîâûõ ñèë, äåéñòâóþùèõ â òî÷êå òåëà.1 Áðîâêî �åîðãèé Ëåîíèäîâè÷ � äîêòîð �èç.-ìàò. íàóê, ïðî�. êà� òåîðèè óïðóãîñòè ìåõ.-ìàò. �-òà Ì�Ó, e-mail:glb�meh.math.msu.su.



68 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2Ñòðîãèé âûâîä óðàâíåíèÿ (1) ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïðåäóñìàòðèâàåò ó÷åò â âåëè÷èíå b äåéñòâèÿêàê âíåøíèõ (ïî îòíîøåíèþ ê ðàññìàòðèâàåìîìó òåëó) ìàññîâûõ ñèë ìàññîâîé ïëîòíîñòè bΩ(e) , òàêè âíóòðåííèõ (ñî ñòîðîíû îñòàëüíûõ ÷àñòåé äàííîãî òåëà) ìàññîâûõ ñèë ïëîòíîñòè bΩ(i) , à èìåííî
b ≡ bΩ(e) + bΩ(i) .Âî âñåõ òðàäèöèîííûõ, â òîì ÷èñëå àêñèîìàòè÷åñêèõ, ïîäõîäàõ ê ïîñòðîåíèþ ìåõàíèêè ñïëîø-íîé ñðåäû ìàññîâûå ñèëû îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëó âíåøíèõ, ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ (ÿâíî èëè ïî óìîë-÷àíèþ), ÷òî ïîëå âíóòðåííèõ ìàññîâûõ ñèë èçâåñòíî, ÷àùå âñåãî ïðåíåáðåæèòåëüíî ìàëî: bΩ(i) ≡ 0.Òàêîå äîïóùåíèå, óìåñòíîå äëÿ ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà èíæåíåðíûõ çàäà÷, ïðåäñòàâëÿåòñÿíåâûïîëíèìûì äëÿ òåë áîëüøèõ ìàññ è ðàçìåðîâ, â ÷àñòíîñòè òåë è ñèñòåì òåë ïëàíåòàðíûõ ìàñ-øòàáîâ. Ïîäîáíî ïîëþ òåíçîðà íàïðÿæåíèé S, îïðåäåëÿþùåìó â òåëå ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõâíóòðåííèõ âçàèìîäåéñòâèé, ïîëå âíóòðåííèõ ìàññîâûõ ñèë bΩ(i) çàâèñèò îò äâèæåíèÿ òåëà, åãî�îðìîèçìåíåíèÿ (äå�îðìàöèé, ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé) è, êàê è ïîëå òåíçîðà íàïðÿæåíèé, ïîäëå-æèò îòûñêàíèþ â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè òåëà � ñâîéñòâàìè ñîïðîòèâëåíèÿ òåëàäå�îðìèðîâàíèþ, âûðàæàåìûìè åãî îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè.Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ïðè íåòðèâèàëüíîì ó÷åòå âíóòðåííèõ ìàññîâûõ ñèë [8℄ïîëå bΩ(i) äîëæíî áûòü íàðÿäó ñ äâèæåíèåì òåëà è ïîëåì íàïðÿæåíèé âêëþ÷åíî â ñîñòàâ âíóòðåí-íåãî äèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà [5, 6℄, âûðàæàþùåãî ñâîéñòâà ñîïðîòèâëåíèÿ òåëà äå�îðìèðîâàíèþ.Êðîìå òîãî, â òðàäèöèîííûõ ðàññìîòðåíèÿõ ó÷åò íàëè÷èÿ â òåëå âíóòðåííèõ êèíåìàòè÷åñêèõñâÿçåé âåäåòñÿ ïóòåì ìîäè�èêàöèè ïðèíöèïîâ òåîðèè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé â âèäå óòâåðæäå-íèé, êàñàþùèõñÿ ëèøü ïîëÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé áåçîòíîñèòåëüíî ê ïîëþ âíóòðåííèõ ìàññîâûõ ñèë.Àíàëèç êëàññè÷åñêèõ ðàáîò [1�7℄ è äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé [8�13℄ ïîêàçàë öåëåñîîáðàç-íîñòü ïîñòðîåíèÿ åäèíîé òåîðèè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ñâîéñòâ ñîïðîòèâëåíèÿ òåë äå�îðìè-ðîâàíèþ, îõâàòûâàþùåé îäíîâðåìåííî ó÷åò íåòðèâèàëüíûõ âíóòðåííèõ ìàññîâûõ ñèë è âíóòðåííèõêèíåìàòè÷åñêèõ ñâÿçåé.1.2. Äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû: íîâîå îáùåå ïîíÿòèå. Ïîíÿòèå ñâîéñòâ è îïðåäåëÿ-þùèõ ñîîòíîøåíèé ñîïðîòèâëåíèÿ òåë äå�îðìèðîâàíèþ.Îïðåäåëåíèå 1.Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òåëà ñ îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèåé Ω0 ëþáîé íàáîð (òðîéêó),ñîñòîÿùèé èç çàäàííûõ â îáëàñòè Ω0 ëàãðàíæåâà çàêîíà äâèæåíèÿ f , ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðíîãîïîëÿ-ïðîöåññà íàïðÿæåíèé S è âåêòîðíîãî ïîëÿ-ïðîöåññà âíóòðåííèõ ìàññîâûõ ñèë bΩ(i) , íàçîâåì
(âíóòðåííèì) äèíàìè÷åñêèì ïðîöåññîì è îáîçíà÷èì

{f ,S,bΩ(i)}. (2)Îïðåäåëåíèå 2. Ëþáîå ñïðàâåäëèâîå äëÿ äàííîãî òåëà âûñêàçûâàíèå (ñîîòíîøåíèå) î äèíà-ìè÷åñêîì ïðîöåññå (2) íàçîâåì ìåõàíè÷åñêèì ñâîéñòâîì òåëà, à ñâîéñòâî, èç êîòîðîãî âûòåêàþòâñå äðóãèå åãî ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà, íàçîâåì îïðåäåëÿþùèì ñâîéñòâîì; îïðåäåëÿþùåå ñâîéñòâîäàííîãî òåëà, âûðàæåííîå ìàòåìàòè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì äëÿ äèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà, íàçîâåìîïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì äàííîãî òåëà. Ëþáîé äèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ, óäîâëåòâîðÿþùèé îïðå-äåëÿþùåìó ñîîòíîøåíèþ òåëà, íàçîâåì �èçè÷åñêè (ìåõàíè÷åñêè, ìàòåðèàëüíî) äîïóñòèìûì äëÿäàííîãî òåëà.1.3. Îñíîâíûå àêñèîìû (ïðèíöèïû) îáùåé òåîðèè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ñî-ïðîòèâëåíèÿ äå�îðìèðîâàíèþ.Àêñèîìà 1 (ïðèíöèï ëîêàëüíîé îòäåëèìîñòè). Äëÿ ëþáîãî òåëà åãî îïðåäåëÿþùåå ñîîò-íîøåíèå ñîïðîòèâëåíèÿ äå�îðìèðîâàíèþ íàêëàäûâàåò ñâÿçè ëèøü íà èñòîðèþ åãî ñîáñòâåííîãîäèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà áåçîòíîñèòåëüíî ê òàêîâûì â ëþáûõ äðóãèõ îòäåëåííûõ îò íåãî òåëàõèëè ê âíåøíèì óñëîâèÿì ïðîöåññà.Àêñèîìà 2 (ïðèíöèï ñòðóêòóðíî-ýíåðãåòè÷åñêîãî äåòåðìèíèçìà). Äëÿ ëþáîãî òåëà Ω0îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå ñîïðîòèâëåíèÿ äå�îðìèðîâàíèþ ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå ñîîòíîøåíèé,âûïîëíÿþùèõñÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t:
ϕΩ

[
f
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)]
x
′∈Ω0
τ6t

= 0, (3)

S (x, t) = FΩ
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)
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Ω (x, t) , (4)
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bΩ(i) (x, t) = qΩ

(
[
f
(
x′, τ

)]
x
′∈Ω0
τ6t

;x, t

)
+ bind

Ω(i) (x, t) . (5)Çäåñü óðàâíåíèå âíóòðåííèõ êèíåìàòè÷åñêèõ ñâÿçåé (3) èìååò íåïóñòîå ðåøåíèå (îòíîñèòåëüíîäâèæåíèÿ f); x ∈ Ω0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà òåëà; îòîáðàæåíèÿ FΩ, qΩ â (4), (5) � îïðåäåëåííûåäëÿ äàííîãî òåëà îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà ïðåäûñòîðèé äâèæåíèÿ òåëà, óäîâëåòâî-ðÿþùèõ (3), ñîîòâåòñòâåííî â ìíîæåñòâî îáúåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâåííîãî òèïà ñèììåòðè÷íûõòåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà è â ìíîæåñòâî îáúåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâåííîãî òèïà âåêòîðîâ; Sind
Ω è

bind
Ω(i) � òàêèå òåíçîðíîå ïîëå (ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà) è âåêòîðíîå ïîëå â òåëå Ω0, ÷òî äëÿëþáîãî äâèæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî (3), â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

∫

Ω

Sind
Ω :V dV −

∫

Ω

ρbind
Ω(i) · v dV = 0, (6)ãäå v è V � ëþáûå âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòåé è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó òåíçîðíîå ïîëå ñêîðîñòåéäå�îðìàöèé, óäîâëåòâîðÿþùèå (3) äëÿ Ω0.Àêñèîìà 3 (ïðèíöèï ìàòåðèàëüíîé íåçàâèñèìîñòè îò ñèñòåìû îòñ÷åòà). Îïðåäåëÿ-þùèå ñîîòíîøåíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ äå�îðìèðîâàíèþ âñåõ òåë íå çàâèñÿò îò ñèñòåìû îòñ÷åòà,ò.å. îïðåäåëÿþò âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà îäíî è òî æå ìíîæåñòâî �èçè÷åñêè äîïóñòèìûõäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.2. Îáùàÿ ïðèâåäåííàÿ �îðìà ñèñòåìû îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé.2.1. Îñíîâíàÿ òåîðåìà. �ëàâíûì ðåçóëüòàòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿÒåîðåìà. Ïðè âûïîëíåíèè àêñèîì 1�3 äëÿ ëþáûõ êëàññè÷åñêèõ ñïëîøíûõ ñðåä (ñâÿçíûõ òåë)â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ñèñòåìà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ñîïðîòèâëåíèÿ äå�îðìèðîâàíèþèìååò ñëåäóþùóþ îáùóþ ïðèâåäåííóþ �îðìó (ëàãðàíæåâî îïèñàíèå):
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s>0

;x

)
·QT (x, t) + Sind (x, t) , (8)

bΩ(i) (x, t) = Q (x0, t) · pΩ

(
[
Ct
(
x′, s

)]
x
′∈Ω0
s>0

;x

)
+ bind

Ω(i) (x, t) , (9)ãäå óðàâíåíèå (7) âûðàæàåò âíóòðåííþþ êèíåìàòè÷åñêóþ ñâÿçü òåëà Ω0; Ct � t-ïðåäûñòîðèÿìåðû äå�îðìàöèé Êîøè C ≡ AT · A (A = ∇xf � à��èíîð (ãðàäèåíò) äå�îðìàöèè); Q � îðòî-ãîíàëüíûé òåíçîð ïîëÿðíîãî ïîâîðîòà; x0 � ïðîèçâîëüíàÿ �èêñèðîâàííàÿ òî÷êà òåëà Ω0; t �ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè; óðàâíåíèÿ (8), (9) îïðåäåëÿþò �èçè÷åñêè äîïóñòèìûå ïîëÿ òåí-çîðà èñòèííûõ íàïðÿæåíèé Êîøè S è âíóòðåííèõ ìàññîâûõ âçàèìîäåéñòâèé bΩ(i) äëÿ ëþáîãî �è-çè÷åñêè äîïóñòèìîãî äâèæåíèÿ; îòîáðàæåíèå G � ñîîòâåòñòâóþùåå ìåõàíè÷åñêèì ñâîéñòâàìòåëà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x îòîáðàæåíèå çàäàííûõ â áåñêîíå÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x ïî-ëåé ïðåäûñòîðèé ñèììåòðè÷íûõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ òåíçîðîâ â ñèììåòðè÷íûå òåíçî-ðû; pΩ � îòîáðàæåíèå ïîëåé ïðåäûñòîðèé ñèììåòðè÷íûõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ òåíçîðîââ ñàìîóðàâíîâåøåííûå â òåëå âåêòîðíûå ïîëÿ íàä x ∈ Ω0; Sind è bind
Ω(i) � ïðîèçâîëüíûå òåíçîðíîå

(ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà) è ñàìîóðàâíîâåøåííîå âåêòîðíîå ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùèåóñëîâèÿì
Sind
Ω :V = 0, (10)

∫

Ω

ρbind
Ω(i) · vdV = 0 (11)ñ ëþáûìè �èçè÷åñêè äîïóñòèìûìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óðàâíåíèþ ñâÿçåé (7) ïîëÿìè ñêîðîñòåé vè ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé V (óñëîâèÿ (10), (11) ñóòü íåîáõîäèìîå óòî÷íåíèå ñîîòíîøåíèÿ (6)).2.2. Ýêâèâàëåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé.



70 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 22.2.1. Îáùèå ïðèâåäåííûå �îðìû îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ äèíàìè÷åñêèõïðîöåññîâ. Ñîîòíîøåíèÿ (7)�(9) ñ ó÷åòîì (10), (11), ÿâëÿþùèåñÿ îáùåé äëÿ äàííîé òåîðèè ïðèâå-äåííîé �îðìîé îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ äèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà {f ,S,bΩ(i)}, ìîãóò áûòüýêâèâàëåíòíî ïåðåïèñàíû â òåðìèíàõ äðóãèõ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, âêëþ÷àÿ {f ,Π,bΩ(i)} è {f ,Σ,
bΩ(i)}, ãäå Π = JS · A−1T � òåíçîð óñëîâíûõ íàïðÿæåíèé Ïèîëû�Êèðõãî�à ïåðâîãî ðîäà è
Σ = A−1 · S · A−1T � òåíçîð óñëîâíûõ íàïðÿæåíèé Èëüþøèíà. Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèÿ (7), (9)ñîõðàíÿòñÿ, óðàâíåíèå (8) äëÿ òåíçîðà Π ïðèìåò âèä

Π (x, t) = Q (x, t) · GΠ

(
[
Ct
(
x′, s

)]
x
′∈δΩ0(x)

s>0

;x

)
+Πind (x, t) , (12)à äëÿ òåíçîðà Σ � âèä

Σ (x, t) = GΣ

(
[
Ct
(
x′, s

)]
x
′∈δΩ0(x)

s>0

;x

)
+Σind (x, t) , (13)óðàâíåíèÿ (12), (13) ðàâíîñèëüíû óðàâíåíèþ (8), ïðè÷åì

GΠ ≡ JG ·X−1, GΣ ≡ X−1 · G ·X−1,

Πind ≡ JSind ·A−1T, Σind ≡ A−1 · Sind ·A−1T,
(14)ãäå A � à��èíîð äå�îðìàöèè, X � ïðàâûé òåíçîð ÷èñòîé äå�îðìàöèè èç ïîëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ

A = Q ·X, J = |detA|.2.2.2. Ïðîñòûå òåëà. Ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé À.À. Èëüþøèíà è Ó. Íîë-ëà. Äëÿ ïðîñòûõ òåë áåç âíóòðåííèõ êèíåìàòè÷åñêèõ ñâÿçåé ïðè îòñóòñòâèè âíóòðåííèõ ìàññîâûõñèë ñâîéñòâà ñîïðîòèâëåíèÿ äå�îðìèðîâàíèþ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ñîîòâåòñòâåííî â âèäå îïðå-äåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ À.À. Èëüþøèíà [1℄
Σ (x, t) = GI

([
Et (x, s)

]
s>0

;x
)

(15)è îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ Ó. Íîëëà [4, 5℄
S (x, t) = Q (x, t) · GN

([
Xt (x, s)

]
s>0

;x
)
·QT (x, t) (16)ñ òåíçîðíîçíà÷íûìè (ñèììåòðè÷íûìè âòîðîãî ðàíãà) îòîáðàæåíèÿìè GI è GN. Çäåñü Xt � ïðåäûñ-òîðèÿ òåíçîðà X, E t � ïðåäûñòîðèÿ òåíçîðà äå�îðìàöèé �ðèíà E = 1

2 (C− I), ãäå I � åäèíè÷íûéòåíçîð âòîðîãî ðàíãà.Ñëåäñòâèå. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ À.À. Èëüþøèíà (15) è Ó. Íîëëà (16) ýêâèâàëåíòíû,ïðè÷åì ñîîáðàçíî (14)
GN ≡ X · GI ·X. (17)Ñîîòíîøåíèÿ (15), (16) (ñ ó÷åòîì (17)) îõâàòûâàþò â òî÷íîñòè âñå ïðîñòûå òåëà (áåç âíóò-ðåííèõ ñâÿçåé è áåç ó÷åòà âíóòðåííèõ ìàññîâûõ ñèë), ò.å. âñå êëàññè÷åñêèå ñðåäû, ïîä÷èíÿþùèåñÿãèïîòåçå ìàêðî�èçè÷åñêîé îïðåäåëèìîñòè, à çíà÷èò, è ïîñòóëàòó ìàêðîñêîïè÷åñêîé îïðåäåëèìîñòèÈëüþøèíà [1℄.�àáîòà ïîäãîòîâëåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò � 16�01�00669).ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Èëüþøèí À.À. Ìåõàíèêà ñïëîøíîé ñðåäû. Ì.: Èçä-âî Ìîñê. óí-òà, 1990.2. Ñåäîâ Ë.È. Ìåõàíèêà ñïëîøíîé ñðåäû. Ò. 1, 2. Ì.: Íàóêà, 1984.3. Ïðîáëåìû �èëüáåðòà / Ïîä ðåä. Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâà. Ì.: Íàóêà, 1969.4. Noll W. A mathematial theory of the mehanial behavior of ontinuous media // Arh. Ration. Meh. andAnal. 1958. 2. 197�226.5. Truesdell C., Noll W. The non-linear �eld theories of mehanis. Handbuh der Physik. III/3. Berlin: Springer-Verlag, 1965 (3rd ed. / Ed. by Stuart S. Antman. Berlin; Heidelberg; N.Y. et al.: Springer-Verlag, 2004).
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72 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2018. � 2Ï�ÀÂÈËÀïîäãîòîâêè ðóêîïèñåé, ïðåäñòàâëÿåìûõ äëÿ îïóáëèêîâàíèÿâ æóðíàëå �Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåð. 1,Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà�Æóðíàë ïå÷àòàåò ñòàòüè ïî âñåì ðàçäåëàì ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè. Æóðíàë îòêðûò äëÿ ïóáëèêàöèèíàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ó÷åíûõ Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, äðóãèõíàó÷íûõ ó÷ðåæäåíèé è âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé.Îáúåì ñòàòüè (âêëþ÷àÿ òàáëèöû è ñïèñîê ëèòåðàòóðû) îãðàíè÷åí òðåìÿ óðîâíÿìè: à) 12 ñòðàíèö ñ÷èñëîì èëëþñòðàöèé äî ïÿòè; á) 6 ñòðàíèö ñ ÷èñëîì èëëþñòðàöèé äî òðåõ; â) 4 ñòðàíèöû ñ ÷èñëîì èëëþ-ñòðàöèé äî äâóõ. Ê ñòàòüÿì îáúåìîì 7�12 ñòðàíèö ïðåäúÿâëÿþòñÿ ïîâûøåííûå òðåáîâàíèÿ; î÷åðåäíîñòü èõîïóáëèêîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îòäåëüíî. Â ñòàòüÿõ îáúåìîì äî 6 ñòðàíèö ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷åòêîå ïðåäñòàâëå-íèå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ áåç èçëèøíèõ äåòàëåé âûâîäîâ è äîêàçàòåëüñòâ. Ñòàòüè îáúåìîì äî 4 ñòðàíèöïå÷àòàþòñÿ â ðàçäåëå �Êðàòêèå ñîîáùåíèÿ� âíå î÷åðåäè.Ïðèíèìàþòñÿ ñòàòüè, íàáðàííûå íà êîìïüþòåðå â �îðìàòå LATEX âåðñèè 2.09 (ñì. ïðàâèëà î�îðì-ëåíèÿ ýëåêòðîííîé âåðñèè ïî ñëåäóþùåìó àäðåñó: http://vestnik.math.msu.su/ ). �óêîïèñü ïðåäñòàâëÿåòñÿ âðåäàêöèþ íà ðóññêîì ÿçûêå â äâóõ ýêçåìïëÿðàõ íà ëèñòàõ �îðìàòà À4 ñ ïîëÿìè 2 ñì ñëåâà è ñïðàâà, 4 ñìñâåðõó è ñíèçó. Íåîáõîäèìî òàêæå ïðåäñòàâèòü â ðåäàêöèþ CD-äèñê ñ �àéëîì ñòàòüè.×åðòåæè, ðèñóíêè, ñõåìû, ãðà�èêè âûïîëíÿþòñÿ íà îòäåëüíûõ ëèñòàõ â �îðìàòå, îáåñïå÷èâàþùåìÿñíîñòü ïåðåäà÷è äåòàëåé. Ìåñòà ðàñïîëîæåíèÿ èëëþñòðàöèé â òåêñòå äîëæíû áûòü óêàçàíû ïðîñòûì êà-ðàíäàøîì íà ïîëÿõ. Íà îáîðîòå èëëþñòðàöèè äîëæíû áûòü íàïèñàíû �àìèëèÿ àâòîðà è íàçâàíèå ñòàòüè.Òåêñò ê èëëþñòðàöèÿì, à òàêæå òàáëèöû ñëåäóåò ïîìåñòèòü íà îòäåëüíûõ ñòðàíèöàõ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû äîëæåí ñîäåðæàòü áèáëèîãðà�è÷åñêèå ñâåäåíèÿ î âñåõ ïóáëèêàöèÿõ, óïîìèíàåìûõâ ñòàòüå, è íå äîëæåí ñîäåðæàòü óêàçàíèÿ íà ðàáîòû, íà êîòîðûå â òåêñòå íåò ññûëîê. �àñïîëàãàòü ïóáëè-êàöèè â ñïèñêå ñëåäóåò â ïîðÿäêå óïîìèíàíèÿ î íèõ â ñòàòüå. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ïðèâîäèòñÿ íà îòäåëüíîìëèñòå ñ îáÿçàòåëüíûì óêàçàíèåì ñëåäóþùèõ äàííûõ: äëÿ êíèã (ìîíîãðà�èÿ, ñáîðíèê è ò.ä.) � �àìèëèÿ èèíèöèàëû àâòîðà, íàçâàíèå êíèãè, ìåñòî èçäàíèÿ (ãîðîä), èçäàòåëüñòâî, ãîä èçäàíèÿ; äëÿ æóðíàëüíûõ ñòà-òåé � �àìèëèÿ è èíèöèàëû àâòîðà, íàçâàíèå ñòàòüè, íàçâàíèå æóðíàëà, ãîä èçäàíèÿ, òîì, íîìåð, âûïóñê,ñòðàíèöû (ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ).Ññûëêè íà íåîïóáëèêîâàííûå ðàáîòû íå äîïóñêàþòñÿ.Â ëåâîì âåðõíåì óãëó ïåðâîãî ëèñòà ðóêîïèñè ïðîñòàâëÿåòñÿ ÓÄÊ. Íèæå óêàçûâàþòñÿ íàçâàíèå ñòàòüè,åùå íèæå � èíèöèàëû è �àìèëèè àâòîðîâ. Äàëåå ïîìåùàþòñÿ ðåçþìå íà ðóññêîì ÿçûêå, êëþ÷åâûå ñëîâàíà ðóññêîì ÿçûêå, ðåçþìå íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, êëþ÷åâûå ñëîâà íà àíãëèéñêîì ÿçûêå. �åçþìå îáúåìîì äî7 ñòðîê íå äîëæíî ñîäåðæàòü ññûëêè íà ðàçäåëû, èëëþñòðàöèè, íîìåðà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû, �îðìó-ëû è ðèñóíêè. Êðîìå òîãî, ïðèëàãàåòñÿ áèáëèîãðà�è÷åñêîå îïèñàíèå ñòàòüè (�àìèëèè, èíèöèàëû àâòîðîâ,íàçâàíèå ñòàòüè) íà àíãëèéñêîì ÿçûêå.Ñîêðàùåíèÿ ñëîâ, èìåí, íàçâàíèé íå äîïóñêàþòñÿ, çà èñêëþ÷åíèåì îáùåïðèíÿòûõ ñîêðàùåíèé ìàòåìà-òè÷åñêèõ âåëè÷èí è òåðìèíîâ, ìåð �èçè÷åñêèõ è õèìè÷åñêèõ âåëè÷èí.Íóìåðàöèÿ òåîðåì, ëåìì, óòâåðæäåíèé è �îðìóë (ñïðàâà) ïðîèçâîäèòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâíà ïðîòÿæåíèè âñåé ñòàòüè áåç ïðîïóñêîâ è ïîâòîðåíèé. Íóìåðóþòñÿ òîëüêî òå �îðìóëû, íà êîòîðûå åñòüññûëêè.Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü ïîäïèñàí âñåìè àâòîðàìè �â ïå÷àòü�. Îòäåëüíî íóæíî óêàçàòü �àìèëèè,èìåíà, îò÷åñòâà âñåõ àâòîðîâ, ó÷åíóþ ñòåïåíü, ó÷åíîå çâàíèå, ìåñòî ðàáîòû, äîëæíîñòü, ïîëíûé ïî÷òîâûéàäðåñ, íîìåð òåëå�îíà (ñëóæåáíûé è äîìàøíèé) è e-mail êàæäîãî ñîàâòîðà; àâòîðñêèé êîëëåêòèâ äîëæåíóêàçàòü òàêæå ëèöî, ñ êîòîðûì ðåäàêöèÿ áóäåò âåñòè ïåðåãîâîðû è ïåðåïèñêó.Àâòîðó ïðåäîñòàâëÿåòñÿ êîððåêòóðà ñòàòüè. Íèêàêèå èçìåíåíèÿ âåðñòêè, çà èñêëþ÷åíèåì èñïðàâëåíèÿîïå÷àòîê è âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóùåííîãî ïðè íàáîðå, íå äîïóñêàþòñÿ. Âûïðàâëåííóþ è ïîäïèñàííóþ êîð-ðåêòóðó ñëåäóåò â òå÷åíèå äâóõ äíåé ïîñëå ïîëó÷åíèÿ âîçâðàòèòü â ðåäàêöèþ.Îáðàùàåì âíèìàíèå àâòîðîâ íà òî, ÷òî, íàïðàâëÿÿ ñâîþ ñòàòüþ â æóðíàë, îíè òåì ñàìûì äàþò ñî-ãëàñèå íà îáíàðîäîâàíèå åå ïóòåì èçäàíèÿ íà ðóññêîì ÿçûêå â äàííîì æóðíàëå è ñîãëàñèå íà îáíàðî-äîâàíèå, ïåðåâîä è èçäàíèå ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå àìåðèêàíñêèì èçäàòåëüñòâîì �Àëëåðòîí Ïðåññ�(http://www.allertonpress.om), êîòîðîìó ïðåäîñòàâëåíî èñêëþ÷èòåëüíîå ïðàâî ïåðåâîäà, èçäàíèÿ è ðàñïðî-ñòðàíåíèÿ àíãëîÿçû÷íîé âåðñèè æóðíàëà è åãî ñòàòåé ïî âñåìó ìèðó.Ýëåêòðîííûå âåðñèè ñòàòåé íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ìîæíî íàéòè ïî àäðåñó: http://www.springerlink.om.Çà àíãëîÿçû÷íîå èçäàíèå ñòàòåé àâòîðàì âûïëà÷èâàåòñÿ ãîíîðàð. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãîíîðàðà àâòîðàì ñëå-äóåò îáðàùàòüñÿ â �îññèéñêîå àâòîðñêîå îáùåñòâî (�ÀÎ) ïî àäðåñó: 123995, Ìîñêâà, �ÑÏ-5, óë. Á. Áðîííàÿ,6À, �ÀÎ, Îòäåë âàëþòíûõ ðàñ÷åòîâ. Òåë.: 8 (495) 697-33-35.Ïðè íåñîáëþäåíèè àâòîðîì âûøåïðèâåäåííûõ ïðàâèë ðåäàêöèÿ æóðíàëà îñòàâëÿåò çà ñîáîé ïðàâî çà-äåðæàòü ïóáëèêàöèþ ñòàòüè èëè îòêëîíèòü ðóêîïèñü áåç åå ðàññìîòðåíèÿ ïî ñóùåñòâó.Ïëàòà ñ àñïèðàíòîâ çà ïóáëèêàöèþ ðóêîïèñåé íå âçèìàåòñÿ.�óêîïèñè ïðèíèìàþòñÿ ïî àäðåñó: 119992, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, �ëàâíîå çäàíèå Ì�Ó, ìåõàíèêî-ìà-òåìàòè÷åñêèé �àêóëüòåò, êîìí. 13-25. Òåë.: 8 (495) 939-51-27, e-mail: msu-vestmm�mail.ru.�óêîïèñè, ïðèñëàííûå ïî ïî÷òå, à òàêæå ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå, ê ðàññìîòðåíèþ íå ïðèíèìàþòñÿ è íåâîçâðàùàþòñÿ.


