
Ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà è ñêîðîñòè ðîñòà ñòàòè-

ñòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ.

Ïðîèçâåäåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ìóëüòèïëèêàòèâíîãî òèïà, ò.å. ÿâëÿþ-
ùóþñÿ ïðîèçâåäåíèåì áîëüøîãî ÷èñëà îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ íåçàâè-
ñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïóñòü, ñêàæåì, ξj , j = 1, ..., N , ïðèíèìàåò ñ
îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ 1/2 çíà÷åíèÿ 0 è 2. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,
ðàâíàÿ ïðîèçâåäåíèþ

ξ =
N∏
j=1

ξj = ξ1ξ2...ξi...ξN

ïî÷òè äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé ξj ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå. Èñ-
êëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ëèøü îäíà ðåàëèçàöèÿ, êîãäà âñå ξj ïðèíèìàþò çíà÷å-
íèå 2. Âåðîÿòíîñòü ýòîé óíèêàëüíîé ðåàëèçàöèè êðàéíå ìàëà, ïðè áîëüøèõ
N îíà ðàâíà 2−N . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ξ â ýòîé ðåàëèçàöèè î÷åíü âåëèêà è
ðàâíà 2N .

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ îêàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåííîé óäèâèòåëüíûì îá-
ðàçîì. Îíà âîâñå íå ïîõîæà íà ãàóññîâñêóþ. Ïðàêòè÷åñêè âñå çíà÷åíèÿ íó-
ëåâûå, êðîìå îäíîãî, î÷åíü áîëüøîãî. Íî èìåííî ýòèì çíà÷åíèåì îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñðåäíåå

⟨ξ⟩ = ñóììà âñåõ ðåàëèçàöèé

÷èñëî ðåàëèçàöèé
=

0 + 0 + ...+ 0 + 2N

2N
= 1

Ñðåäíèé êâàäðàò

⟨ξ2⟩ = ñóììà êâàäðàòîâ âñåõ ðåàëèçàöèé

÷èñëî ðåàëèçàöèé
=

0 + 0 + ...+ 0 + 22N

2N
= 2N

ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò ñ ðîñòîì N. Åùå áûñòðåå ðàñòóò ñëåäóþùèå ìî-

ìåíòû: ⟨ξ3⟩, ⟨ξ4⟩, ..., ⟨ξp⟩ = 2(p−1)N .
Ñêîðîñòü ðîñòà ìîìåíòîâ ðàâíà

γp ≡ log2 ⟨ξp⟩
N

= p− 1 (1)

Îòñþäà âèäèì, ÷òî ñ ðîñòîì ð ðàñòåò è ñêîðîñòü ðîñòà ìîìåíòà. Â ïðå-
äåëå p → ∞, γp → p.

Ïîäîáíîå ïîâåäåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â íàóêå ïðèíÿòî íàçûâàòü ïå-
ðåìåæàåìîñòüþ. Âåëè÷èíà

γ = lim
N→∞

ln ξ

N

1



íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà. Ïîäîáíî òîìó, êàê ãàóññîâñêàÿ âåëè÷è-
íà ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé õàðàêòåðèñòèêîé ñóììû áîëüøîãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, ïåðåìåæàåìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàñëóæèò õàðàêòåðèñòèêîé ïðî-
èçâåäåíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà ñîìíîæèòåëåé.

Ïðåäñòàâëåííûé ïðîñòîé ïðèìåð ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ïàòîëîãè÷åñêèì èç-
çà íàëè÷èÿ íóëåé. Îäíàêî ïîÿâëåíèå ïåðåìåæàåìîñòè âîâñå íå ñâÿçàíî ñ
íóëÿìè. Ïóñòü, íàïðèìåð, ξj ðàñïðåäåëåíû ëîãíîðìàëüíî. Òîãäà ëîãàðèôì
ïðîèçâåäåíèÿ

ln ξ = ln ξ1 + ln ξ2 + ...+ ln ξN

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó áîëüøîãî ÷èñëà ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Ïîýòîìó â ïðåäåëå áîëüøèõ N

ln ξ ∼ N1/2ση + µ,

ãäå η - ãàóññîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé
äèñïåðñèåé, à sigma è µ - ñòàíäàðòíîå óêëîíåíèå è ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå ëîãàðèôìîâ. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ëîãíîðìàëüíîé âåëè÷èíû ðàâíî (ïðè
µ = 0)

⟨ξ2⟩ =
∫

ξ(η)P (η) dη ∼
∫

exp(N1/2η) exp(− η2

2σ2
) dη ∼ exp

Nσ2

2

Îíî, â îòëè÷èå oò îòäåëüíîé ðåàëèçàöèè, ðàñòåò ìîíîòîííî è ýêñïîíåíöè-
àëüíî. Òàêæå ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóò è äðóãèå ñòàòèñòè÷åñêèå ìîìåíòû

⟨ξp⟩ ∼ exp
Np2σ2

2

Ñêîðîñòü ðîñòà ð-ãî ìîìåíòà

γp = lim
N→∞

ln ⟨ξp⟩
N

(2)

íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì ð.
Ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ðàâåí γ = µ.
Òàêèì îáðàçîì, ýòîò áîëåå ðåàëèñòè÷åñêèé ïðèìåð ñîõðàíÿåò âñå ÷åðòû

ïåðåìåæàåìîñòè.
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