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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Во второй половине XX века в связи с появ-

лением новых прикладных задач, исследование которых методами классиче-

ского вариационного исчисления испытывало значительные трудности, на-

чала формироваться теория оптимального управления. Основополагающий

результат теории оптимального управления, а именно принцип максимума

Понтрягина1, был разработан в пятидесятые годы группой выдающихся со-

ветских учёных во главе со Львом Семёновичем Понтрягиным. Большой

вклад в развитие теории оптимального управления и её приложений внесли

учёные Н.Н. Красовский, Ю.С. Осипов, А.В. Кряжимский, А.Б. Куржанский,

Ф.П. Васильев, В.И. Благодатских, С.М. Асеев, М.И. Зеликин, В.М. Тихо-

миров, Ф.Л. Черноусько, Р. Габасов, Ф.М. Кириллова, М. Атанс, П. Фалб,

Р. Беллман, Ф. Кларк, А. Брайсон, Хо Ю-ши, Э. Ли, Л. Маркус и многие

другие.

Рассмотрим возможные постановки задач оптимального управления.

Пусть ẋ = f(t,x,u) — система дифференциальных уравнений, описывающая

процесс изменения состояния x некоторого объекта. Процессом изменения

состояния объекта можно управлять с помощью изменения параметра u —

управления — в каждый момент времени t. Целью управления является пе-

ревод объекта из состояния x0 в момент времени t = t0 в состояние x1 в

момент времени t = t1, минимизируя при этом некоторый критерий качества

процесса управления J (что равносильно максимизации −J). При этом па-

раметры t0 и x0 обычно фиксированы, а параметры t1 и x1 могут быть как

фиксированы, так и свободны. Критерий качества управления J может быть

задан, например, интегральным функционалом J =
∫ t1
t0
f 0(t,x,u) dt (важным

является случай f 0 ≡ 1 — задача оптимального быстродействия) или терми-

нальным функционалом J = ϕ(x(t1)) (здесь t1 фиксирован, а x1 свободен).

Всегда можно перейти от задачи оптимального управления с интегральным

функционалом к задаче оптимального управления с терминальным функци-

оналом и наоборот. Отметим, что в задаче оптимального управления возмож-

ны фазовые ограничения, то есть условия типа неравенства на переменную

состояния x.

Таким образом, теория оптимального управления охватывает широ-

кий спектр математических задач, которые, в свою очередь, могут описывать

процессы и задачи из различных областей науки, например, задачу о мягкой

1Математическая теория оптимальных процессов / Л. С. Понтрягин, В. Г. Болтянский, Р. В. Гамкре-

лидзе, Е. Ф. Мищенко. — Москва: Наука, 1961. — 391 с.
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посадке на Луну с минимальным расходом топлива2, задачу вакцинации на-

селения при эпидемии гриппа A(H1N1)3, задачу оптимального управления

температурой в реакторе4, задачу оптимального распределения ресурсов в

колонии микроорганизмов5 и многие другие. Таким образом, в связи с бога-

тыми возможностями моделирования различных процессов и с появлением

мощного инструмента исследования этих задач, после открытия принципа

максимума Понтрягина теория оптимального управления переживала стре-

мительное развитие и нашла широкое применение в различных приложениях:

экономика и финансы; эпидемиология, медицина и иммунология; биология,

экология и климатология; физика, механика и робототехника и другие. В

настоящее время исследования нелинейных задач оптимального управления

актуальны ещё и в связи с растущим применением математического модели-

рования для изучения сложных процессов различной природы, а полученные

выводы могут быть интересны для тех, кто принимает решения.

Принцип максимума Понтрягина является, вообще говоря, необходи-

мым условием оптимальности, и не всегда можно получить решение задачи

только с его помощью. Например в задаче оптимального управления может

существовать особый режим6, а именно такой режим управления, для кото-

рого принцип максимума обращается в тождество на некотором интервале

времени на некотором подмножестве области управления (подмножество со-

стоит более, чем из одного элемента). Или в задаче может быть широкое мно-

жество экстремалей (траекторий, удовлетворяющих принципу максимума),

из которых нужно выделить оптимальную траекторию, или, если найдена

некоторая экстремаль, то необходимо обосновать её оптимальность. Поэто-

му получение достаточных условий оптимальности является важной частью

развития математических методов теории оптимального управления, много

2Meditch J. S. On the problem of optimal thrust programming for a lunar soft landing // Automatic Control,

IEEE Transactions on. — 1964. — Oct. — Vol. 9, no. 4. — Pp. 477–484.
3Optimal Control Applied to the Spread of Influenza A(H1N1) / M. El hia, O. Balatif,J. Bouyaghroumni

et al. // Applied Mathematical Sciences. — 2012. — Vol. 6, no. 82. — Pp. 4057–4065.
4Multi-objective optimal control of chemical processes using ACADO toolkit / F. Logist, M. Vallerio, B.

Houska et al. // Computers & Chemical Engineering. — 2012. — Vol. 37. — Pp. 191–199.
5van den Berg H., Kiselev Yu. N., Orlov M. V. Studying Mathematical Models of Resource Allocation

Among a Cell’s Assimilator Mechanisms // Journal of Mathematical Sciences. — 2003. — Vol. 116, no. 6. —

Pp. 3683–3732.
6Габасов Р., Кириллова Ф.М. Особые оптимальные управления. — Москва: URSS, 2013. — 256 с.

4



работ7,8,9,10,11 посвящено этому направлению исследований. В диссертаци-

онной работе активно используются достаточные условия оптимальности12,

сформулированные в терминах конструкций принципа максимума Понтряги-

на. Следует отметить, что для исследования различных задач оптимального

управления популярен метод динамического программирования Беллмана13.

Изначально задачи оптимального управления рассматривались на ко-

нечном промежутке времени, так как большинство из них имело приложе-

ние в физике и механике. Появление новых задач, вытекающих, в том чис-

ле, из экономических приложений, обусловило развитие теории оптимально-

го управления для задач на бесконечном горизонте планирования (термин

из экономики, который в данном контексте обозначает бесконечный проме-

жуток времени). Сложность задач в новой постановке, связанная с неогра-

ниченностью времени управления, повлекла новые трудности и свойства по

сравнению с задачами на конечном промежутке времени: обоснование су-

ществования оптимального управления, различные определения оптималь-

ности, сходимость траекторий системы и функционала, условия трансвер-

сальности. Много работ14,15,16,17,18 посвящено развитию теории оптимального

управления для задач на бесконечном горизонте планирования.

7Mangasarian O. L. Sufficient conditions for the optimal control of nonlinear systems // SIAM Journal on

Control. — 1966. — Vol. 4, no. 1. — Pp. 139–152.
8Arrow K. J. Applications of control theory to economic growth // Math. Decision Sci., Proc. 5th Summer

Semin. Stanford 1967, Part 2, (Lectures Appl. Math., 12). — Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1968. —

Pp. 85–119.
9Maurer H. First and second order sufficient optimality conditions in mathematical programming and

optimal control // Mathematical Programming Study. — 1981. — Vol. 12. — Pp. 163–177.
10Milyutin A. A., Osmolovskii N. P. Calculus of Variations and Optimal Control. — Providence, Rhode

Island: American Mathematical Society, 1998. — 372 pp.
11Bonnans J. F., Hermant A. Second-order analysis for optimal control problems with pure state

constraints and mixed control-state constraints // Annales de l’Institut Henri Poincare. Annales: Analyse Non

Lineaire/Nonlinear Analysis. — 2009. — Vol. 26, no. 2. — Pp. 561–598.
12Киселёв Ю. Н. Достаточные условия оптимальности в терминах конструкций принципа максимума

Понтрягина // Математические модели в экономике и биологии. Материалы научного семинара. Планер-

ное Москов. обл. — МАКС Пресс Москва, 2003. — С. 57–67.
13Беллман Р. Динамическое программирование. — Москва: Издательство иностранной литературы,

1960. — 400 с.
14Halkin H. Necessary Conditions for Optimal Control Problems with Infinite Horizons // Econometrica. —

1974. — Vol. 42, no. 2. — Pp. 267–272.
15Seierstad A., Sydsæter K. Optimal Control Theory with Economic Applications. — Amsterdam: North-

Holland, 1987. — 462 pp.
16Carlson D. A., Haurie A. B., Leizarowitz A. Infinite Horizon Optimal Control: Deterministic and Stochastic

Systems. — Berlin Heidelberg: Springer-Verlag, 1991. — 332 pp.
17Асеев С. М., Кряжимский А. В. Принцип максимума Понтрягина и задачи оптимального экономи-

ческого роста // Тр. МИАН. — 2007. — Т. 257. — С. 3–271.
18Aseev S. M. Infinite-Horizon Optimal Control with Applications in Growth Theory. — Moscow: MSU CMC

Publications Department: MAKS Press, 2009. — 148 pp.
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Применение принципа максимума Понтрягина для изучения задач оп-

тимального управления является популярным способом их исследования. Эф-

фективность применения метода зависит от конкретной задачи: часто кажу-

щиеся на первый взгляд простые нелинейные задачи требуют больших усилий

для их решения и не всегда могут быть решены только с помощью принципа

максимума. Тогда в силу могут вступить некоторые математические методы

и приёмы, позволяющие решить задачу. Если и они не помогают в решении,

то в этом случае можно провести численное исследование.

В диссертационной работе развиваются методы, позволяющие иссле-

довать аналитически и численно некоторые прикладные нелинейные зада-

чи оптимального управления. Постановки задач включают задачи на конеч-

ном и на бесконечном промежутках времени. Предлагаемые методы работают

с использованием принципа максимума Понтрягина или на основе прямого

сравнения функционалов. В диссертации также разрабатываются алгоритмы

численного построения решений задач оптимального управления.

Данная диссертационная работа примыкает к исследованиям в обла-

сти развития методов теории оптимального управления, а также к области

изучения конкретных прикладных задач, интересных для приложений в тео-

рии экономического роста и эпидемиологии.

Цели диссертационной работы. В проводимых в диссертации ис-

следованиях ставились следующие цели:

• Разработка методов исследования нелинейных задач оптимального

управления, позволяющих получить оптимальные решения, и изучение

на основе предложенных методов определённых задач и классов нели-

нейных задач оптимального управления различных размерностей, пред-

ставляющих интерес для приложений.

• Разработка численных алгоритмов построения оптимальных решений на

основе исследования специальной краевой задачи принципа максимума

и их применение для исследования ряда конкретных моделей.

Основные результаты работы.

1. Разработана схема нахождения оптимального решения на основе метода

специального интегрального представления функционала в случае раз-

рывной правой части в дифференциальном уравнении. Исследованы мо-

дифицированная модель Рамсея с постоянной и переменной эластично-

стью производства и модифицированная модель экономического роста

на конечном и бесконечном горизонтах планирования с использованием

предложенных схем.
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2. Предложены подходы к поиску оптимального решения на основе прин-

ципа максимума Понтрягина с использованием достаточных условий оп-

тимальности специального вида для моделей двухсекторной экономики

на конечном и бесконечном горизонтах планирования и найдены опти-

мальные решения в этих моделях.

3. Разработан алгоритм построения численного решения в одной модели

двухсекторной экономики на основе исследования краевой задачи прин-

ципа максимума Понтрягина и проведено численное исследование моде-

ли из области эпидемиологии.

Методы исследования. Основными методами, используемыми в

диссертационной работе, являются математические методы теории оптималь-

ного управления, включающие принцип максимума Понтрягина и достаточ-

ные условия оптимальности. В работе также используется метод динамиче-

ского программирования Беллмана.

Научная новизна работы. В диссертационной работе разработаны

новые методы исследования одного класса задач оптимального управления

с разрывной правой частью и некоторых моделей двухсекторной экономи-

ки. На основе предложенных методов впервые получен аналитический вид

оптимальных решений в модифицированной модели экономического роста

на конечном и бесконечном горизонтах планирования, в модифицированной

модели Рамсея с переменной эластичностью производства и в задачах двух-

секторной экономики на конечном и бесконечном горизонтах планирования.

Предложен численный алгоритм решения одной специальной краевой зада-

чи принципа максимума для нахождения оптимального решения в модели

двухсекторной экономики, а также проведён сравнительный анализ двух до-

пустимых режимов управления, интересных для приложений, в модели из

области эпидемиологии.

Теоретическая и практическая значимость. Диссертационная

работа носит теоретический характер. Результаты работы можно применять

для теоретического и численного исследования как конкретных задач из изу-

ченных классов задач оптимального управления, так и некоторых смежных

классов задач оптимального управления.

Апробация результатов работы. Основные результаты диссерта-

ционной работы докладывались и обсуждались на следующих конференциях

и семинарах:

• Научные семинары кафедры оптимального управления «Качественные

вопросы теории оптимального управления» под руководством Киселё-

ва Ю.Н., Аввакумова С.Н. и Орлова М.В. (факультет ВМК МГУ)
7



• Научная конференция «Ломоносов — 2011» (Москва, апрель 2011)

• Научная конференция «Ломоносов — 2012» (Москва, апрель 2012)

• Научная конференция «Ломоносов — 2013» (Москва, апрель 2013)

• Научная конференция «Тихоновские чтения — 2013» (Москва, октябрь

2013)

• Научная конференция «Ломоносовские чтения — 2014» (Москва, апрель

2014)

• Научная конференция «Тихоновские чтения — 2014» (Москва, октябрь

2014)

• II Международный семинар, посвящённый 70-летию со дня рождения

академика А.И. Субботина (Екатеринбург, апрель 2015)

• 13th Viennese Workshop on Optimal Control and Dynamic Games (Вена,

май 2015)

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в

18 печатных изданиях, 5 из которых изданы в журналах, рекомендованных

ВАК [1–5], 3 — в сборниках [6–8], 10 — в тезисах докладов [9–18].

Личный вклад. Личный вклад автора заключается в формулировке

и обосновании основных теоретических результатов и проведении численных

экспериментов. Вклад соавторов заключается в следующем. Научный руко-

водитель Ю.Н. Киселёв является автором постановок задач и предложения

по использованию подходов к их исследованию. В работах [3, 4] М.В. Орло-

вым предложен, на основе анализа экономической литературы по моделям,

выбор нового типа функционала, а в работе [5] им был подготовлен обзор

экономической литературы.

Объём и структура работы. Диссертация состоит из введения,

двух глав, заключения и приложения. Полный объём диссертации составля-

ет 168 страниц с 67 рисунками и 3 таблицами. Список литературы содержит

70 наименований.

Содержание работы

Содержание диссертационной работы можно разбить на две относи-

тельно независимые части: в первой главе диссертации рассматриваются од-

номерные нелинейные задачи и классы задач оптимального управления с при-

ложением в теории экономического роста. Основным методом их решения яв-
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ляется метод специального интегрального представления функционала, кото-

рый обобщается для некоторых специальных случаев. Основные результаты

первой главы опубликованы в работах [1, 2, 7, 8, 10, 11, 14, 16–18].

Вторая глава посвящена исследованию некоторых задач оптимального

управления различной размерности, разрабатываются методы их исследова-

ния и алгоритмы их численного решения. Основные результаты второй главы

опубликованы в работах [3–6, 9, 12, 13, 15].

Отметим, что во всех исследуемых в диссертации задачах опти-

мального управления класс допустимых управлений состоит из кусочно-

непрерывных управлений.

Во введении обосновывается актуальность исследований, проводи-

мых в рамках диссертационной работы, обозначаются цели работы, сфор-

мулирована научная новизна и практическая значимость представляемой ра-

боты, приводятся сведения об апробации результатов работы, о публикациях

по теме диссертации, о личном вкладе автора и об объёме и структуре дис-

сертации.

В первой главе исследуются с помощью метода специального инте-

грального представления функционала19 некоторые одномерные нелинейные

задачи оптимального управления, имеющие приложения в теории экономи-

ческого роста.

В разделе 1.1 рассматривается одна из версий модели Рамсея, а имен-

но следующая задача оптимального управления


















ẋ = uxε − µx, x(0) = x0,

J [u] =

+∞
∫

0

e−νt(1− u)xε dt → max
u(·)∈YU

,
(1)

где одномерная фазовая переменная x играет роль фондовооружённости,

управление u — доля инвестиций от производственного выпуска — подчи-

нено геометрическому ограничению 0 6 u(t) 6 1, t > 0, параметр µ > 0 —

коэффициент амортизации производственных фондов, параметр ν > 0 — ко-

эффициент дисконтирования, параметр ε ∈ (0,1) — коэффициент эластично-

сти производства. Функция F (x) = xε, встречающаяся в дифференциальном

уравнении и в функционале, является масштабированной производственной

функцией Кобба-Дугласа. Функционал качества J(u) играет роль дискон-

тированного удельного потребления (на одного работника) на бесконечном

промежутке времени 0 6 t < +∞. Исследование задачи (1) на конечном про-

19Киселёв Ю. Н., Орлов М. В. Исследование одномерных оптимизационных моделей в случае беско-

нечного горизонта // Дифференциальные уравнения. — 2004. — Т. 40, № 12. — С. 1615–1628.
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межутке времени, 0 6 t 6 T , с произвольной производственной функцией

неоклассического типа изложено в книге20 С.А. Ашманова.

Эта модель исследуется при помощи трёх подходов к решению зада-

чи оптимального управления: первый основан на методе специального инте-

грального представления функционала, второй — на основе принципа мак-

симума Понтрягина и достаточных условий оптимальности, третий — ме-

тод динамического программирования Беллмана. В диссертационной работе

подробно излагается решение задачи (1) с помощью каждого из указанных

способов, что представляет методический интерес и является базой для даль-

нейших исследований усложнённых версий этой задачи. Особенностью этой

задачи является наличие особого режима.

Ниже представлены основные леммы и теоремы метода специально-

го интегрального представления функционала в применении к задаче (1) и

приведено оптимальное решение задачи.

Лемма 1. Любая допустимая траектория x(t) в задаче (1) допускает сле-

дующую двустороннюю оценку

x−(t) 6 x(t) 6 x+(t), t > 0, (2)

где нижняя граница x−(t) вилки (2) соответствует управлению u(t) ≡ 0,

а верхняя граница x+(t) вилки (2) соответствует u(t) ≡ 1. Множество

достижимости X(T ) в момент времени T > 0 имеет следующий вид:

X(T ) = [x−(T ), x+(T )].

Лемма 2 (основная лемма). Функционал J в задаче (1) допускает представ-

ление

J [x(·)] = x0 +

+∞
∫

0

e−νtW (x(t)) dt, (3)

где функция W (x) определяется равенством

W (x) = xε − (µ+ ν)x, x > 0. (4)

Лемма 3. Функция W (x) обладает следующими свойствами: W (0) = 0,

W (σ) = 0, W (+∞) = −∞; W (x) > 0, x ∈ (0,σ); W (x) < 0, x ∈ (σ, + ∞);

W ′(x) > 0, x ∈ (0,x∗); W ′(x∗) = 0; W ′(x) < 0, x ∈ (x∗, + ∞), где x∗ —

единственный максимизатор функции W (·):

x∗ = argmax
06x<+∞

W (x) = argmax
0<x<σ

W (x), (5)

20Ашманов С. А. Математические модели и методы в экономике. — Москва: Издательство Московского

университета, 1980. — 199 с. (стр. 159–170)
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который вычисляется по формуле x∗ =

(

ε

µ+ ν

) 1
1−ε

.

Теорема 1. Оптимальная траектория xopt(t) в задаче (1) определяется

равенством

xopt(t) = argmax
x∈X(t)

W (x), t > 0. (6)

Оптимальное управление uopt(t) в задаче (4) имеет вид

uopt(t) =
ẋopt(t) + µxopt(t)

xε
opt(t)

(7)

в точках дифференцируемости траектории (6) и удовлетворяет в этих

точках включению uopt(t) ∈ [0,1].

Проведём классификацию оптимальных решения задачи (1) с учётом

лемм и теорем выше. В зависимости от начального состояния x(0) = x0 > 0

рассмотрим три случая: «малые» начальные значения 0 < x0 < x∗ (случай

I); особое начальное значение x0 = x∗ (случай II); «большие» начальные зна-

чения x0 > x∗ (случай III).

В случае I имеется один особый участок [τI,+∞), где τI — точка излома

оптимальной траектории,

xopt(t) =

{

x+(t), 0 6 t < τI,

x∗, τI 6 t < +∞,
uopt(t) =

{

1, 0 6 t < τI,

µx1−ε
∗ , τI 6 t < +∞,

причём точка переключения τI определяется из уравнения x∗ = x+(τI) равен-

ством τI =
1

µ(1−ε) ln
1/µ−x1−ε

0

1/µ−x1−ε
∗

> 0.

В случае II особый участок распространяется на весь интервал [0,+∞):

xopt(t) ≡ x∗, uopt(t) ≡ µx1−ε
∗ .

В случае III имеется один особый участок [τIII, +∞), где τIII — точка

излома оптимальной траектории,

xopt(t) =

{

x−(t), 0 6 t < τIII,

x∗, τIII 6 t < +∞,
uopt(t) =

{

0, 0 6 t < τIII,

µx1−ε
∗ , τIII 6 t < +∞,

причём точка переключения τIII определяется из уравнения x∗ = x−(τIII) ра-

венством τIII =
1
µ ln

x0

x∗

> 0.

Таким образом, в задаче (1) оптимальное решение может иметь не бо-

лее одной точки переключения управления и один бесконечный особый уча-

сток.

В рамках изложения трёх подходов к решению задачи (1) исследуется

оптимальное значение функционала в зависимости от параметров задачи.
11



В разделе 1.2 модифицированная модель Рамсея обобщается на два

класса задач оптимального управления с переменной эластичностью произ-

водства, а именно рассматривается следующая постановка задачи оптималь-

ного управления:



















ẋ = uxε(t) − µx, x(0) = x0,

J [u] =

+∞
∫

0

e−νt(1− u)xε(t) dt → max
u(·)∈YU

.
(8)

Здесь ε = ε(t), 0 6 t < +∞ — некоторая заданная функция (характеризу-

ющая эластичность производства), область значений которой принадлежит

интервалу (0,1). Остальные параметры и переменные задачи совпадают с

указанными в постановке задачи (1).

Первый класс задач — это задачи с кусочно-гладкой непрерывной

функцией ε(t) с ограничением следующего вида:

µε(t)

µ+ ν
+ ε̇(t)





1

ε(t)(1− ε(t))
+

ln ε(t)
µ+ν

(1− ε(t))2



 ∈ [0,1], t > τ,

где τ — первый момент времени пересечения множества достижимости задачи

и особой траектории x∗(t) = (ε(t)/(µ+ν))1/(1−ε(t)). Это ограничение вытекает

из предположения о том, что особая траектория x∗(t) может быть реализова-

на с помощью управления u∗(t) ∈ [0,1], явный вид которого отражает левая

часть ограничения.

Для исследования этого класса задач привлекается метод специально-

го интегрального представления функционала — удаётся обобщить леммы 1–3

и теорему 1 и получить аналитическое решение задачи (8), качественно ана-

логичное решению задачи (1) с постоянной эластичностью производства, а

именно содержащее бесконечный особый участок, к которому оптимальная

траектория движется по границе множества достижимости на начальном от-

резке времени. Но в новой постановке на особом участке оптимальные управ-

ление (равное u∗(t)) и траектория (равная x∗(t)), в общем случае, не посто-

янны и зависят от функции ε(t).

Второй класс задач — это задачи с кусочно-постоянной функцией ε(t)

с одной точкой переключения:

ε(t) =

{

ε1, 0 6 t < θ,

ε2, θ 6 t.
(9)

Здесь ε1,ε2 ∈ (0,1), ε1 6= ε2, а параметр θ предполагается «достаточно боль-

шим» (смысл этого утверждения раскрывается в диссертации). Функция эла-
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стичности (9) может описывать ситуацию, в которой заранее известно, что в

момент времени θ > 0 произойдут некоторые изменения, например, в фак-

торах производства или в технологиях производства, которые повлекут за

собой изменения производственной функции.

Указанный класс задач исследуется с помощью метода специально-

го интегрального представления функционала, но так как функция x∗(t),

максимизирующая подынтегральную функцию в каждый момент времени,

разрывна в момент времени t = θ, то она не может быть реализована ника-

ким допустимым управлением. Поэтому для поиска оптимального решения

предлагается следующая схема. Задача разбивается на две подзадачи по вре-

менному промежутку: от [0,θ] и от [θ,+∞). Находятся оптимальные решения

каждой из двух подзадач, затем эти решения «склеиваются» и формируется

оптимальное решение исходной задачи путём максимизации значения функ-

ционала по всем возможным «склеенным» траекториям. Предложенное обоб-

щение позволяет аналитически построить оптимальное решение, которое име-

ет следующий вид: на начальном участке времени оптимальная траектория

приближается к первому особому режиму (порождённому значением функ-

ции ε(t) = ε1 до точки переключения θ), далее движется по особом режи-

му, переключается на граничное управление и приходит ко второму особому

режиму (порождённому значением функции ε(t) = ε2 после точки переклю-

чения θ) и движется по нему до бесконечности. Стоит отметить, что точка

переключения оптимального управления с первого особого режима на гра-

ничное управление определяется как соответствующее решение нелинейного

алгебраического уравнения.

Для случая гладкой функции ε(t) = 1
8 +

1
16 sin 0.25t (первый класс), и

остальных параметров x0 = 2, µ = 0.2, ν = 0.1 график оптимальной траек-

тории представлен на рисунке 1. Для случая кусочно-постоянной функции

(второй класс)

ε(t) =

{

2/5, 0 6 t < 15,

3/5, 15 6 t,

и остальных параметров x0 = 3, µ = 0.2, ν = 0.1, на рисунке 2 показана

оптимальная траектория. На этих иллюстрациях xopt(t) — оптимальная тра-

ектория, x−(t) и x+(t) — соответственно нижняя и верхняя границы множеств

достижимости задачи (8), x∗(t) — значение, максимизирующее подынтеграль-

ную функцию в специальном интегральном представлении функционала в

каждый момент времени t > 0.

В разделе 1.3 исследуется модифицированная модель экономическо-

го роста на конечном и на бесконечном горизонтах планирования, а именно

рассматривается следующая задача оптимального управления:
13



xopt(t)

x(t)

t

x+(t)

x−(t)x∗(t)

τ

Рис. 1: Оптимальная траектория xopt(t)

xopt(t)

x(t)

t

x+(t)

x−(t)

x∗(t)

θ

x∗

θ

Рис. 2: Оптимальная траектория xopt(t)







ż = (1 + z)u− z(1 + zγ), z(0) = z0 > 0,

L[u] = ω1L1 + ω2L2 → max
u(·)∈YU

, 0 6 u 6 1, (10)

где в случаях конечного и бесконечного горизонтов планирования соответ-

ственно

L1[u] =

T
∫

0

[

1 +
√
z − u

]

dt, L2[u] =

T
∫

0

u

z
dt; (11)

L1[u] =

+∞
∫

0

e−νt
[

1 +
√
z − u

]

dt, L2[u] =

+∞
∫

0

e−νtu

z
dt. (12)

Здесь z — одномерная фазовая переменная, u — скалярное управление

из класса кусочно-непрерывных управлений, подчинённое геометрическому

ограничению u ∈ [0,1], T > 0 — заданная, «достаточно большая», длитель-

ность процесса управления, параметры ω1, ω2 — заданные неотрицательные

числа, такие что ω1 + ω2 = 1, ν — заданный положительный коэффициент

дисконтирования, параметр γ ∈ (0,1).

В работе сначала устанавливается связь рассматриваемой задачи оп-

тимального управления (10) с известной двумерной моделью “РОСТ”21, осу-

ществляемая через замену переменных.

Исследование задачи проводится с помощью метода специального ин-

тегрального представления функционала: доказываются леммы и теоремы,

21Tarasyev A. M., Watanabe C. Optimal Dynamics of Innovation in Models of Economic Growth // Journal

of Optimization Theory and Applications. — 2001. — Vol. 108, no. 1. — Pp. 175–203.
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аналогичные леммам 1–3 и теореме 1, которых достаточно для нахождения

оптимального решения в случае бесконечного горизонта планирования. Но в

случае конечного горизонта планирования метод модифицируется: сначала,

с помощью специального интегрального представления функционала нахо-

дятся оптимальные управления и траектории для задачи (10) с допустимым

фиксированным правым концом (из множества достижимости); затем для на-

хождения оптимального решения задачи со свободным правым концом прово-

дится максимизация значения функционала по всем фиксированным правым

концам, удовлетворяющим принципу максимума Понтрягина для задачи со

свободным правым концом.

Большое внимание уделяется проблеме численного нахождения реше-

ния z = zsng(γ) нелинейного уравнения для особого режима задачи на конеч-

ном горизонте планирования:

(γ − 1)z − z1−γ + γ = 0.

Это уравнение выводится как с помощью метода специального интегрального

представления функционала, так и на основе принципа максимума Понтря-

гина, что интересно с методической точки зрения и служит дополнительной

проверкой результатов. Обосновывается единственность решения уравнения,

приводятся результаты численных расчётов с применением следующих чис-

ленных методов: метода Ньютона, нескольких методов различных порядков

сходимости, полученных из ряда Чебышёва22 и метода продолжения по па-

раметру23.

В работе приводятся классификации оптимальных решений зада-

чи (10) в случаях конечного и бесконечного горизонтов планирования. В слу-

чае бесконечного горизонта планирования особый режим может не лежать

внутри множества достижимости, и приводятся ограничения на параметры

задачи, при которых особого режима можно достигнуть. Оптимальное реше-

ние задачи (10) на бесконечном горизонте качественно аналогично оптималь-

ному решению модифицированной модели Рамсея с постоянной эластично-

стью (движение по границе множества достижимости к особому режиму, а

затем по особому режиму до бесконечности). В случае конечного горизонта

планирования особый режим всегда лежит внутри множества достижимости.

Оптимальное решение при «достаточно большом» времени T (определение

указано в диссертации) ведёт себя следующим образом: фазовая точка дви-

жется по границе множества достижимости к особому режиму, затем дви-
22Чeбышёв П. Л. Полное собрание сочинений. Т. 5: Прочие сочинения. Биографические материалы. —

Москва: Изд-во АН СССР, 1951. — 490 с.
23Давиденко Д. Ф. Об одном новом методе численного решения систем нелинейных уравнений // До-

клады АН СССР. — 1953. — Т. 88, № 4. — С. 601-602.
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жется по особому режиму, а на конечном участке времени возможны три

ситуации в зависимости от параметров задачи: сход с особого режима с од-

ним из граничных управлений (u = 0 или u = 1) или продолжение движения

по особому режиму до конца. В конце раздела приводится соотношение на

параметры задачи, при котором оптимальные решения на конечном и беско-

нечном горизонтах планирования совпадают.

Вторая глава посвящена разработке методов поиска аналитических

и численных решений задач оптимального управления различных размерно-

стей. Она состоит из трёх разделов, два из которых посвящены изучению

двумерной модели двухсекторной экономики с производственной функцией

Кобба-Дугласа при различных коэффициентах амортизации на конечном и

бесконечном горизонтах планирования, а третий — численному исследованию

трёхмерной модели из области эпидемиологии.

В разделе 2.1 рассматривается следующая двумерная нелинейная за-

дача оптимального управления на конечном горизонте планирования






































































ẋ1 =
u1

ε1
F (x)− µ1x1, x1(0) = x10 > 0,

ẋ2 =
u2

ε2
F (x)− µ2x2, x2(0) = x20 > 0,

J ≡
T
∫

0

e−νt (1− u1 − u2)F (x) dt → max
u(·)∈YU

,

u ∈ U =

{

u =

(

u1

u2

)

: u1 > 0, u2 > 0, u1 + u2 6 1

}

,

0 6 t 6 T.

(13)

Здесь x1, x2 — положительные фазовые переменные, u1, u2 — переменные

управления из класса кусочно-непрерывных управлений, x0 = (x10,x20)
T ∈

∈ R2
+ — начальное состояние управляемого объекта, T > 0 — заданная дли-

тельность процесса управления. В дифференциальных уравнениях управля-

емого движения задачи (13) участвует функция F (x) = xε1
1 x

ε2
2 — производ-

ственная функция Кобба-Дугласа, в которой коэффициенты эластичности

ε1, ε2, удовлетворяют условиям ε1 > 0, ε2 > 0, ε1 + ε2 = 1; µ1, µ2 — по-

ложительные коэффициенты амортизации. Коэффициент дисконтирования

ν > 0. Фазовые переменные характеризуют факторы производства (напри-

мер, основной капитал и человеческий капитал), а функционал — интеграль-

ный объём потребления на отрезке времени [0,T ] с учётом дисконтирования.

В работе подробно рассматривается случай µ1 6= µ2.

В начале приводится постановка более общей задачи оптимального

управления, которую можно свести к каноническому виду (13). После этого
16



производится анализ задачи с помощью принципа максимума Понтрягина.

Строится функция Гамильтона-Понтрягина, и находится её максимизатор.

Поиск особого режима приводит к нелинейному уравнению

zε2 − z−ε1 = µ ≡ µ1 − µ2. (14)

Обосновывается единственность и другие свойства решения zsng уравне-

ния (14) так же, как и соотношения для особого режима задачи.

Далее строится краевая задача принципа максимума, и приводится

обоснование оптимальности экстремального решения в терминах конструк-

ций принципа максимума.

После этого следует подробный анализ дифференциальных уравнений

движения и сопряжённой системы при режимах управления, вытекающих из

максимизатора функции Гамильтона-Понтрягина и из возможного особого

режима. Для каждого режима удаётся построить решения систем в явном

виде. Потом эти решения склеиваются, и явно строится экстремальное ре-

шение. Выделяются следующие три случая расположения начального состо-

яния относительно особого режима задачи: C10 :
x20

x10
> zsng, Csng : x20

x10
= zsng,

C01 :
x20

x10
< zsng. В случае C01 оптимальное управление

u(t) =



























u01, t ∈ [0,τ ],

usng, t ∈ (τ,θ],

u10, t ∈ (θ,θ̄],

u00, t ∈ (θ̄,T ],

(15)

где u00 = (0,0)T, u01 = (0,1)T, u10 = (1,0)T, usng = (ε1,ε2)
T, имеет три точ-

ки переключения τ , θ и θ̄, определяемые явными формулами. Предполагае-

мая «достаточно большая» длительность процесса управления означает, что

τ < θ < θ̄, таким образом 0 < τ < θ < θ̄ < T . Для случая C01 в работе

приведена теорема об экстремальном решении, в которой представлены яв-

ные формулы управления, фазовых и сопряжённых траекторий. Завершает

исследование теорема об оптимальности полученного экстремального реше-

ния, уже доказанная выше. Отметим, что в задаче представлен качественно

новый вид оптимального решения, не встречавшийся ранее в задачах похо-

жего типа, а именно появился «калибровочный» режим управления между

особым и финальным участками времени. Для случаев Csng, C10 имеют место

утверждения, аналогичные теоремам, доказанным в диссертации.

В заключительной части раздела проводятся численные эксперименты

для иллюстрации свойств оптимального решения задачи (13). На рисунке 3

показан вид оптимальной траектории на фазовой плоскости x1x2 (стрелками

показано направление движения фазового вектора).
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В разделе 2.2 рассматривается следующая двумерная нелинейная за-

дача оптимального управления

































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

































ẋ1 =
u1

ε1
F (x)− µ1x1, x1(0) = x10 > 0,

ẋ2 =
u2

ε2
F (x)− µ2x2, x2(0) = x20 > 0,

J ≡
+∞
∫

0

e−νt ln[(1− u1 − u2)F (x)] dt → max
u(·)∈YU

,

u ∈ U =

{

u =

(

u1

u2

)

: u1 > 0, u2 > 0, u1 + u2 < 1

}

,

0 6 t < +∞.

(16)

Видно, что задача совпадает с задачей из предыдущего раздела, только она

рассматривается на бесконечном горизонте планирования и функционал ха-

рактеризует интегральный объём удельного потребления на отрезке време-

ни [0, + ∞) с учётом дисконтирования. Задачу (16) предложил академик

А.В. Кряжимский. В работе рассматривается подробно случай различных

коэффициентов амортизации, µ1 6= µ2.

В начале приводится более общая постановка задачи оптимального

управления, которая может быть приведена к данному каноническому ви-

ду (16). Затем проводится анализ задачи на основе принципа максимума

Понтрягина: строится функция Гамильтона-Понтрягина, находится её мак-

симизатор функции вместе с особым режимом, причём уравнение для осо-

бого режима имеет тот же самый вид, что и в случае конечного горизонта

планирования.

После этого строится решение краевой задачи принципа мак-

симума в случаях, когда начальная точка лежит на особом луче

Lsng =
{

x = (x1,x2)
⊤ ∈ R2

+ : x2/x1 = zsng
}

и ниже особого луча, причём в

первом случае даются явные формулы, а во втором остаётся краевая задача














ẋ2 =
1

ε2

(

1− 1
p2F (x)

)

F (x)− µ2x2, x2(0) = x20, x2(τ) = x10e
−µ1τ · zsng,

ṗ2 = −p2

(

F (x)

x2
− ν − µ2

)

, p2(τ) =
eµ1τ

x10ν (ε1 + ε2zsng)
.

(17)

которую не удалось решить аналитически, но предложен алгоритм численно-

го решения этой задачи, сводящий решение краевой задачи к последователь-

ному решению двух задач Коши в обратном и прямом времени. По аналогии с

конечным горизонтом, представлено обоснование оптимальности экстремаль-

ного решения в терминах конструкций принципа максимума. Сформулируем
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основное утверждение для случая, когда начальная точка лежит не выше

особого луча:

Теорема 2. При ν ∈ (0,z−ε1
sng ] и µ1 > µ2 оптимальное решение задачи (16)

имеет вид:

1) если x2(0) = x1(0) · zsng, то

u(t) =

(

ε1(1− ν/zε2sng)

ε2(1− ν zε1sng)

)

, x(t) =

(

x10e
(z

ε2
sng−µ1−ν) t

x1(t) · zsng

)

, t ∈ [0,+∞);

2) если x2(0) < x1(0) · zsng, то

u(t) =

(

ε1(1− ν/zε2sng)

ε2(1− ν zε1sng)

)

, x(t) =

(

x10e
−µ1τ e(z

ε2
sng−µ1−ν) (t−τ)

x1(t) · zsng

)

, t ∈ [τ,+∞),

u(t) =

(

0

1− 1/
(

p2(t)F (x(t))
)

)

, x1(t) = x10e
−µ1t, t ∈ [0,τ),

где момент времени τ > 0, функции x2(t), p2(t), t ∈ [0,τ), определяются

при решении краевой задачи (17);

В конце приводятся результаты численных расчётов по формулам из

теоремы 2 и согласно разработанному численному алгоритму. На рисунке 4

показан вид оптимальной траектории на фазовой плоскости x1x2 (стрелками

показано направление движения фазового вектора).

В разделе 2.3 рассматривается нелинейная задача оптимального

управления














































ẋ1 = a− (u+ b1)x1 − c
x1x2

x1 + x2 + x3
, x1(0) = x10,

ẋ2 = −b2x2 + c
x1x2

x1 + x2 + x3
, x2(0) = x20,

ẋ3 = ux1 + b3x2 − b1x3, x3(0) = x30,

J(u) =

T
∫

0

(

Qx2 +
1

2
u2

)

dt → min
u(·)

, u ∈ U.

(18)

Здесь x = (x1,x2,x3) — трёхмерная фазовая переменная, u — скаляр-

ное управление, подчинённое геометрическому ограничению u ∈ U ≡
≡ [0,0.9], T > 0 — заданная длительность процесса управления, параметры

a, b1, b2, b3, c, x10, x20, x30, Q — заданные положительные константы. Перемен-

ная x1 характеризует количество людей, склонных к заболеванию, x2 — ко-

личество инфицированных, x3 — количество людей, имеющих иммунитет к
19
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x 1
=
x 2

Lsng

x(0) = x0

x(T )

x(τ)

x(θ)

x(θ̄)

Рис. 3: Оптимальная траектория

на фазовой плоскости

x1

x2

x(0)

x(τ) x1 = x2

Lsng

Рис. 4: Оптимальная траектория

на фазовой плоскости

заболеванию. Управление u характеризует интенсивность вакцинации. Функ-

ционал — взвешенная характеристика количества заболевших и затрат на

лечение — подлежит минимизации.

Изучен ряд теоретических вопросов, возникающих при анализе зада-

чи (18), таких как положительность фазовых переменных, положения равно-

весия при u = 0, продолжимость решения задачи Коши.

Для исследования задачи привлекается принцип максимума Понтря-

гина. Строится шестимерная краевая задача принципа максимума, проводят-

ся численные эксперименты по нахождению экстремального решения и по

нахождению управлений, наилучших с точки зрения значения функциона-

ла, в двух классах кусочно-постоянных управлений. Сравниваются значения

функционалов на построенных решениях, и выясняется, что значение функ-

ционала на экстремальном решении лучше (меньше), чем на наилучших в

обоих классах, а в случае одного из классов, лучше приблизительно на 10%.

Вычисления проводились в среде Maple 11 при помощи встроенных

стандартных функций. В том числе, поиск решения краевой задачи принци-

па максимума осуществлялся методом продолжения по параметру, причём

одной из сложностей было нахождение подходящего начального приближе-

ния.
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В заключении приведены основные результаты работы, рекоменда-

ции их использования и перспективы их дальнейшей разработки.
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