
ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÓÌÏ× ÎÁÈÏÄÉÔ Ó×ÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ × ÓÁÍÙÈ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉËÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, × ÁÌÇÅÂÒÅ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÂÁÚÉÓÏ× É ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ, × ÁÌÇÅÂÒÁÉ-
ÞÅÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, × ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÅ. òÑÄ ÐÒÏÂÌÅÍ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ËÏÍÂÉ-
ÎÁÔÏÒÉËÅ ÓÌÏ× ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÓÔÙËÅ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. íÎÏÇÉÅ
ÐÒÏÂÌÅÍÙ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ ÓÌÏ× ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ.

1. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÓÌÏ× É ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÄÉÎÁÍÉËÁ
íÅÔÏÄÙ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÅ ÉÇÒÁÀÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÒÏÌØ × ÉÚÕÞÅÎÉÉ ËÏÍÂÉÎÁ-
ÔÏÒÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÓÌÏ×, ÚÁÄÁÞÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ É ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. ðÕÓÔØ
M { ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, U ⊂M | ÅÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,
f : M → M { ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÁËÔÁ × ÓÅÂÑ É x ∈ M { ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ. ðÏ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÔÅÒÁÃÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï W ÎÁÄ ÂÉÎÁÒÎÙÍ
ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ:

wn =
{
a; f (n)(x0) ∈ U
b; f (n)(x0) 6∈ U

ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ü×ÏÌÀÃÉÅÊ ÔÏÞËÉ x0. óÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÄÉÎÁÍÉËÁ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔ ×ÚÁÉ-
ÍÏÓ×ÑÚØ Ó×ÏÊÓÔ× ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (M; f) É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÓÌÏ×Á Wn.
äÌÑ ÓÌÏ× ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ
ÎÅÓËÏÌØËÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×: U1; : : : ; Un.

ðÏÄ ÐÒÑÍÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒ-
ÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÓÌÏ×, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÄÁÎÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ, ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ
ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ ÉÚÕÞÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÔÏ ÅÓÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Á
ËÏÍÐÁËÔÁ M É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ f ÐÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÓÌÏ×Á W .

íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ É × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ. ðÕÓÔØ W = {wn} { ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ
ÓÌÏ×Ï. �({wn}) = {wn+1} { ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÓÌÏ-
×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÔÒÉËÉ èÜÍÍÉÎÇÁ X ∈ A∗. ðÒÑÍÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÎÁÍÉ-
ËÉ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÐÏÌÕÞÅÎÉÅÍ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ (X; �) ÐÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ
Ï ÓÌÏ×Å W .

çÏ×ÏÒÑ Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÓÌÏ× É ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ,
ÓÌÅÄÕÅÔ ÕËÁÚÁÔØ ÎÁ Ä×Á ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á.

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï W ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ-ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅ-
ÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÉÎ×ÁÒÉ-
ÁÎÔÎÙÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ.

ó×ÏÊÓÔ×Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÒÙ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ
ÑÚÙË ÔÁË. ðÕÓÔØ u ÅÓÔØ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á W . ðÒÅÄÐÏ-
ÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÓÌÏ×Á u @ W ×ÅÒÈÎÑÑ É ÎÉÖÎÑÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ
ÏÎÏ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ÓÌÏ×Å W ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ôÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ.

íÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅ-
ÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÔÏÒÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Õ ÎÅÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ.
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÒÁÓÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÉÑ �(U; V ) ËÁË ×ÅÒÈÎÀÀ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÏ-
ÚÉÃÉÊ × ÓÌÏ×ÁÈ U; V × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ ÒÁÚÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ W Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÔÏÒÁ, T ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ. ôÏ-
ÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁÓÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ W ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×ÁÍ.
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1) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {ni}∞i=1 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �(T (ni)(W );W ) → 0.

2) óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÐÁÒÙ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ (ni; nj); ni; nj →
∞ ÉÚ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

1.1. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ûÔÕÒÍÁ É ÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ
äÌÑ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÚÁÄÁÞÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ËÏÍÂÉ-
ÎÁÔÏÒÎÙÈ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÓÌÏ× ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÁ ÍÏÄÅÌØÎÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ, ÏÔ ËÏÔÏ-
ÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÏÔÔÁÌËÉ×ÁÔØÓÑ ÐÒÉ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ. ðÒÏÂÌÅÍÁÔÉËÁ, Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ
Ó ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ ÓÌÏ× ûÔÕÒÍÁ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÁ × ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ ÓÌÏ×.

úÁÄÁÞÉ, ÐÒÑÍÙÅ É ÏÂÒÁÔÎÙÅ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÐÏ×ÏÒÏÔÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ËÌÁÓÓÕ ÓÌÏ×, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÓÌÏ×ÁÍÉ ûÔÕÒÍÁ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ T (n) <
n+ 1 ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ n, ÔÏ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï W ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ. óÌÏ×Á Ó ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ
ÒÏÓÔÁ T (n) = n+ 1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÌÁÓÓ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÓÌÏ× ûÔÕÒÍÁ (Sturmian words),
ÄÒÕÇÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ { ÓÌÏ×Á âÅÔÔÉ (Beaty words), ËÏÔÏÒÙÅ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÂÙÌÉ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙ
× ÒÁÂÏÔÅ [103] Hedlund, Morse \Symbolic dynamics II. Sturmian trajectories". ëÌÁÓ-
ÓÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÓÌÏ× ûÔÕÒÍÁ ÏÐÉÓÁÎÁ × ÏÂÚÏÒÁÈ [76], [96]. ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÐÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÑ
× ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏ× ûÔÕÒÍÁ ÏÐÉÓÁÎÙ × ÏÂÚÏÒÅ [77] J.Berstel \Recent results in Sturmian
words". á. ô. ëÏÌÏÔÏ× [24] ÐÒÉÛÅÌ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÔÁËÉÈ ÓÌÏ× ÉÚ ÞÉÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

éÚ×ÅÓÔÎÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 1.1 (ôÅÏÒÅÍÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ([103],[99]).). ðÕÓÔØ W { ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ
ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÎÁÄ ÂÉÎÁÒÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ A = {a; b}. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ \ÐÏ-
ÞÔÉ" ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:

1) óÌÏ×Ï W Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏ×ÏÍ ûÔÕÒÍÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏ×
ÄÌÉÎÙ n ÓÌÏ×Á W ÒÁ×ÎÏ Tn(W ) = n+ 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ≥ 1.

2) óÌÏ×Ï ÎÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ
ÐÏÄÓÌÏ× u; v ⊂ W ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ||v|a−|u|a| ≤ 1,
ÇÄÅ |w|a ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÓÉÍ×ÏÌÁ a × ÓÌÏ×Ï w.

3) óÌÏ×Ï W = (wn) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÍ ÓÌÏ×ÏÍ Ó ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ �, ÔÏ ÅÓÔØ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÏÅ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ �, x0 ∈ [0; 1] É ÉÎÔÅÒ×ÁÌ U ⊂ S1, |U | = �
ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ:

wn =
{
a; T�n(x0) ∈ U
b; T�n(x0) 6∈ U

4) óÌÏ×Ï W ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÏ×,
ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÔÅÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ×ÉÄÁ akb→
b; ak+1b→ a ÌÉÂÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ×ÉÄÁ bka→ a; bk+1a→ b.
ðÏËÁÚÁÔÅÌØ k ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÛÁÇÁ. åÓÌÉ ÜÔÉ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ki ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉ ÐÏ-
×ÔÏÒÑÀÔÓÑ, ÔÏ � ÅÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ.

5) ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï W Ò.Ò. É ÉÍÅÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÒÁÆÏ× òÏÚÉ Ó ÏÄÎÏÊ ×ÈÏÄÑÝÅÊ
É ÏÄÎÏÊ ÉÓÈÏÄÑÝÅÊ ÒÁÚ×ÉÌËÏÊ. 1

1üÔÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÑ ÂÙÌÁ ÐÏÌÕÞÅÎÁ × ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÍ.
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ðÏÎÑÔÉÅ \ÐÏÞÔÉ" ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÍÙÓÌ: ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÞÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÏÄÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÎÏ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ ÄÒÕÇÏÍÕ É ×ÓÅ
ÔÁËÉÅ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÐÉÓÁÎÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ � ∈ Q ÍÅÈÁÎÉ-
ÞÅÓËÉÅ ÓÌÏ×Á ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÐÅÒ×ÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ.

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÕÔÅÊ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ ÓÌÏ× ûÔÕÒ-
ÍÁ.

÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÜÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÓÌÏ× ÎÁÄ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÁÌÆÁ×É-
ÔÏÍ, Á ÔÁËÖÅ m-ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÓÌÏ×. óÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÓÌÏ×Á
ÎÁÄ n-ÂÕË×ÅÎÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ ÉÚÕÞÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ [85] Graham \Covering the Positive
Integers by disjoints sets of the form {n�+�} : n = 1; 2; : : : ", Á ÐÏÚÄÎÅÅ × ÒÁÂÏÔÅ [86]. ÷
ÒÁÂÏÔÁÈ [72],[70] ÐÏÌÕÞÅÎÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÊ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï.

ïÐÉÓÁÎÉÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÓÌÏ× Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÇÉÐÏÔÅÚÏÊ æÒÅÎËÅ-
ÌÑ (Fraenkel's conjecture), ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÅÊ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ
ÓÌÏ×Á ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ A = {a1; : : : ; an} ÉÚ n ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ

W = (Un)∞;

ÇÄÅ Un ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏ:

Un = (Un−1anUn−1); U3 = a1a2a1a3a1a2a1:

äÌÑ ÔÒÅÈ ÂÕË×ÅÎÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ò. ôÁÊÄÅÍÁÎÏÍ ([111, 112]).
÷ ÎÁÓÔÏÑÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ ÁÌÆÁ×ÉÔÏ× ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÉÚ 7
ÓÉÍ×ÏÌÏ×.

÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÓÌÏ× ûÔÕÒÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÉÚÕÞÅÎÉÑ
ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÏÓÔÁ. æÕÎËÃÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ TW (n) { ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅ-
ÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n ÓÌÏ×Á W . äÌÑ ÓÌÏ× ûÔÕÒÍÁ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÏÛÅ-
ÎÉÅ TW (n + 1) − TW (n) = 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ≥ 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÍÉ
ÓÌÏ× ûÔÕÒÍÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÌÏ×Á ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ TW (n + 1) − TW (n) = 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ≥ k, ÇÄÅ k { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ. òÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ: T (n) = n+K, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n. ïÐÉÓÁÎÉÅ ÔÁËÉÈ
ÓÌÏ× × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÏ×ÏÒÏÔÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÂÙÌÏ ÐÏÌÕÞÅÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ [71]. äÌÑ Ä×ÕÂÕË×ÅÎ-
ÎÙÈ ÁÌÆÁ×ÉÔÏ× ÏÎÉ ÎÏÓÑÔ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ Ë×ÁÚÉÛÔÕÒÍÏ×ÙÈ ÓÌÏ×. óÌÏ×Á Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ ÒÏÓÔÁ,
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ limn→∞ T (n)=n = 1 ÉÚÕÞÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ [49] A.Aberkane
\Words whose complexity satis�es lim p(n)=n = 1". óÌÏ×Á Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ ÒÏÓÔÁ, ÕÄÏ×ÌÅ-
Ô×ÏÒÑÀÝÅÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ limn→∞ T (n)=n = 1 ÉÚÕÞÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ [49].

íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÇÒÁÆÙ òÏÚÉ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÒÁÚ×ÉÌÏË. éÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÓÌÏ×Á,
Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÁÓÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ ×ÉÄÁ an + b. óÌÏ×Á Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ
ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ TW (n) = 2n+ 1 ÉÚÕÞÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÁÈ P.Arnoux, G.Rauzy ([51, 105]), Ó ÆÕÎË-
ÃÉÅÊ ÒÏÓÔÁ TW (n) = 2n + 1 × ÒÁÂÏÔÅ G.Rote [109]. éÚÕÞÅÎÉÅÍ Ó×ÏÊÓÔ× ÓÌÏ× Ó ÌÉÎÅÊ-
ÎÙÍ ÒÏÓÔÏÍ ÞÉÓÌÁ ÐÏÄÓÌÏ× ÔÁËÖÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÌÏÓØ ÛËÏÌÏÊ V.Berth�e, S.Ferenczi É Luca
Q.Zamboni ([88], [75]). ðÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÅ × ÚÁÄÁÞÁÈ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ ÄÌÑ ÓÌÏ× Ó
ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÒÏÓÔÁ ÐÏÌÕÞÅÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ [51] P. Arnoux, G.Rauzy \Representation
geometrique des suites the complexite 2n+ 1". ÷ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ
ÓÉÓÔÅÍÁ ÄÌÑ ÓÌÏ× Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ ÒÏÓÔÁ T (n) = 2n+1, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ËÏÍ-
ÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [109] G.Rote, \Sequences with subword complexity
2n" × ÔÅÒÍÉÎÁÈ Ü×ÏÌÀÃÉÉ ÇÒÁÆÏ× òÏÚÉ ÏÐÉÓÁÎÙ ÓÌÏ×Á Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ ÒÏÓÔÁ 2n.
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÷ ÔÒÅÔØÉÈ, ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ûÔÕÒÍÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÁ ÐÕÔÉ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ (ÓÍ. ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÁÚÄÅÌ).

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ûÔÕÒÍÁ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÃÅÐÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÊ × Ü×ÏÌÀÃÉÉ ÇÒÁÆÏ× òÏÚÉ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ûÔÕÒÍÁ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ
×ÙÂÏÒÕ ÎÅÐÏÌÎÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÕÇÌÁ ÐÏ×ÏÒÏÔÁ � × ÃÅÐÎÕÀ ÄÒÏÂØ. óÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚ×ÉÌÏË ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅ-
ÏÒÉÉ ÃÅÐÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ. ðÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ � × ÃÅÐÎÕÀ ÄÒÏÂØ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ, Á Ü×ÏÌÀÃÉÉ ÓÈÅÍÙ òÏÚÉ { ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ
ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ôÁË, ÚÁÍÅÎÅ a → ab; b → b ÐÒÉ � < 1=2 ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ×ÙÒÅ-
ÚÁÎÉÅ ÄÕÇÉ �, ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÒÁÚÕ ÐÏÓÌÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÄÕÇÉ Ó ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÏÄËÌÅÊËÏÊ.
ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÉÌÕÞÛÉÈ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÐÒÏÃÅÓÓÙ
ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÐÒÉ ÉÎÄÕËÃÉÉ òÏÚÉ ÐÒÉ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÉ ÏÔÒÅÚËÏ×.

ðÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ûÔÕÒÍÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓ Ï
ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ. åÓÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ x0 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÄÕÇÉ ÉÌÉ
× ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ, ÔÏ ÓÌÏ×Ï W ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÁÌÉÎÄÒÏÍÏÍ. ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÁË-
ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ, ËÏÇÄÁ ÐÒÁ×ÁÑ ÐÏÌÏ×ÉÎÁ W ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ.
åÓÌÉ ÖÅ ÞÉÓÌÏ � ÅÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ
ÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ x0 ×ÏÚÎÉËÁÀÔ Doll-ÓÉÓÔÅÍÙ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÐÒÉ ËÁËÉÈ?

÷ÓÅ ÜÔÉ ×ÏÐÒÏÓÙ ÎÁÄÏ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ ÐÒÉ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÈ ÓÌÏ× ûÔÕÒÍÁ (ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÎÁ
ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ×).

1.2. ðÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ×
òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÓÌÏ× Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÇÒÁÆÙ òÏÚÉ ÉÍÅÀÔ ÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ-
×ÉÌÏË (ÎÏ ×ÓÅ ÖÅ ÉÈ ÞÉÓÌÏ ËÏÎÅÞÎÏ), Ô.Å. ÓÌÏ× Ó ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÉ×Ï-
ÄÉÔ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÓÌÏ×, ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÙÈ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅÍ ÏÔÒÅÚËÏ×. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ
ÅÓÌÉ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅ k ÏÔÒÅÚËÏ× ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ËÏÎÃÏ× ÏÔ-
ÒÅÚËÁ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ ÎÅ ÐÏÐÁÄÁÅÔ ÎÁ ËÏÎÅÃ ÄÒÕÇÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ, ÔÏ ÓÌÏ×Ï, ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÏÅ
ÄÁÎÎÙÍ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅÍ, ÉÍÅÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ T (n) = n(k − 1) + 1.

ðÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ× Ô.Å. ËÕÓÏÞÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ-
ÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÌÕÖÁÔ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ËÒÕÇÁ. (óÄ×ÉÇ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÏ ÓÕÔÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÏÔÒÅÚËÏ× Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÏÒÉ-
ÅÎÔÁÃÉÉ.) üÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÂÙÌÉ ××ÅÄÅÎÙ ïÓÅÌÅÄÅÃÏÍ [35], ÓÌÅÄÏ×Á×ÛÉÍ ÉÄÅÅ
÷. é. áÒÎÏÌØÄÁ [6], (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [23]). òÏÚÉ [107] ×ÐÅÒ×ÙÅ ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ
×ÒÁÝÅÎÉÑÍÉ ËÒÕÇÁ É ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ûÔÕÒÍÁ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-
×ÁÔØ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ×. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ (× ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÂÏÔÅ) ÏÎ ÚÁÄÁÌ ×ÏÐÒÏÓ
ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑÍÉ ÏÔÒÅÚËÏ×.

ôÁËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÉÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÓÌÏ×
ûÔÕÒÍÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÄÌÑ k = 3 ÏÔÒÅÚËÏ×, ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ
ÂÙÌÏ ÐÏÌÕÞÅÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ [87], Á ÒÁÂÏÔÅ [89] ÂÙÌÉ ÉÚÕÞÅÎÙ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÙÈ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅÍ 4-È ÏÔÒÅÚËÏ×. óÔÏÉÔ ÔÁËÖÅ ÏÔÍÅÔÉÔØ
ÒÁÂÏÔÙ [50, 53, 54, 55].

÷ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÅÚËÏ× ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕÞÅÎ ÒÑÄ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁ-
ÔÏ×. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [88] ÐÏÌÕÞÅÎ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÎÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÏÓÔØ ÓÌÏ×, ÐÏÌÕ-
ÞÁÅÍÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅÍ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅÍ, Ó×Ñ-
ÚÁÎÎÙÍ Ó ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ (1 → k; 2 → k − 1; : : : ; k → 1).

ïÐÉÛÅÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ (ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÀÝÅ-
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ÇÏÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ) ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅÍ ÏÔÒÅÚËÏ×
[73]. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [90] ÂÙÌ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÐÏÌÕÞÅÎ ÄÒÕÇÏÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÏÓÔÉ ÓÌÏ×
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ:
ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ËÁÖÄÏÊ ËÏÎÃÅ×ÏÊ ÔÏÞËÉ ÏÔÒÅÚËÁ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ ÎÅ ÐÏÐÁÄÁÅÔ ÎÁ ËÏÎÃÅ-
×ÕÀ ÏÔÒÅÚËÁ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÓÁÍÁ ÎÁ ÓÅÂÑ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁË ÎÅ ÓÌÏÖÎÏ
×ÉÄÅÔØ, ÓÌÏ×Á ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ T (n) = (k − 1)n+ 1.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÏÄÓÌÏ×ÁÍÉ É ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ M . ìÅÇËÏ ×É-
ÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ Ui, ÔÏ ÅÅ Ü×ÏÌÀÃÉÑ ÎÁÞÉÎÁ-
ÅÔÓÑ Ó ÓÉÍ×ÏÌÁ ai. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÒÁÚÙ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ui ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ f (−1); f (−2); : : : .
ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ

T (−n)(Uin) ∩ T−(n−1)(Uin−1) ∩ : : : ∩ T (−1)(Ui1) ∩ Ui0 ;

ÔÏ Ü×ÏÌÀÃÉÑ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÓÏ ÓÌÏ×Á ai0ai1 · · · ain . óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞ-
ÎÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ü×ÏÌÀÃÉÊ ÄÌÉÎÙ n+1 ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M
ÎÁ ÎÅÐÕÓÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÇÒÁÎÉÃÁÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× @Ui É ÉÈ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÑÈ f−1; f−2; : : : ; f−n+1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Iu ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Õ u. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÐÏÄÓÌÏ×ÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ,
ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ËÏÎÃÏ× ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÅÍÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á
u ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÌÏ×Ï v ÌÅ×ÙÍ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÒÁ×ÙÍ) ÐÏÔÏÍËÏÍ, ÅÓÌÉ u { ÓÕÆÆÉËÓ
(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÒÅÆÉËÓ) ÓÌÏ×Á v, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÜÔÉÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅÒÛÉÎÕ
× Gn ÌÅ×ÙÍ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÒÁ×ÙÍ) ÐÏÔÏÍËÏÍ ×ÅÒÛÉÎÙ × Gk, n > k. ðÒÏÏÂÒÁÚ
ËÏÎÃÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÍÏÖÅÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏ×Á ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÒÁ×ÎÕÀ 2.
óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ

ðÒÁ×ÉÌÏ 1.äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï W ÐÏÒÏÖÄÁÌÏÓØ ÓÉÓÔÅÍÏÊ (I; T; U1; : : : ; Uk)
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÏÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÍÅÌÏ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ 2.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÌÏÖÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ Ü×ÏÌÀÃÉÀ ÇÒÁÆÏ× òÏÚÉ: ÎÁÞÉ-
ÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k ×ÓÅ k-ÇÒÁÆÙ òÏÚÉ ÉÍÅÀÔ ×ÈÏÄÑÝÉÅ É ÉÓÈÏÄÑÝÉÅ ÒÁÚ×ÉÌËÉ ÓÔÅ-
ÐÅÎÉ 2. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÏÄÓÌÏ×Õ w ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅ-
ÓËÉÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÌÅÖÁÝÉÊ ×ÎÕÔÒÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ
A ∈ [0; 1] ÄÅÌÉÔ Iw ÎÁ Ä×Á ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ, ÏÂÒÁÚÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ × Iak É Ial ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-
ÎÏ, Á ÔÏÞËÁ B ∈ [0; 1] { ÄÅÌÉÔ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ, ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ × Iai É Iaj
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

÷ÙÂÏÒ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÎÅ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÓÌÏ×Á, Á, ÚÎÁÞÉÔ, ÕÄÁÌÑÅÍÏÇÏ ÒÅÂÒÁ, ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÏÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË A É B, Á ÔÁËÖÅ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÉÌÉ ÓÍÅÎÏÊ ÏÒÉ-
ÅÎÔÁÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ. éÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ 8 ×ÁÒÉÁÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ
ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÐÁÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ÎÁÂÏÒÁÍ ÓÌÏ×. îÁÐÒÉ-
ÍÅÒ, ÓÌÏ×Õ aiwak ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÉÔÕÁÃÉÑ

B < A; T−1([xw; B]) ⊂ Iai ; T ([xw; A] ⊂ Iak):
÷×ÅÄÅÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ òÏÚÉ. çÒÁÆ òÏÚÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÍ,

ÅÓÌÉ

1) òÅÂÒÁ ËÁÖÄÏÊ ÒÁÚ×ÉÌËÉ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ l (\left") É r (\right")

2) îÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ \{".
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ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÍ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ òÏÚÉ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, Ñ×ÌÑ-
ÀÝÉÊÓÑ ÅÇÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÍ ËÁË ÇÒÁÆÁ òÏÚÉ, ÒÁÚÍÅÔËÁ ÒÅÂÅÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ:

1) òÅÂÒÁ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÒÁÚ×ÉÌËÕ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ, ËÁË
É ÒÅÂÒÁ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÌÀÂÏÇÏ ÌÅ×ÏÇÏ ÐÏÔÏÍËÁ ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ;

2) òÅÂÒÁ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ÒÁÚ×ÉÌËÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ,
ËÁË É ÒÅÂÒÁ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÁ×ÏÇÏ ÐÏÔÏÍËÁ ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ;

3) åÓÌÉ ×ÅÒÛÉÎÁ ÐÏÍÅÞÅÎÁ ÚÎÁËÏÍ \{", ÔÏ ×ÓÅ ÅÅ ÐÒÁ×ÙÅ ÐÏÔÏÍËÉ ÔÁËÖÅ ÄÏÌÖÎÙ
ÂÙÔØ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÚÎÁËÏÍ \{".

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÑÓÎÉÍ ÓÍÙÓÌ ÒÁÚÍÅÔËÉ ÇÒÁÆÁ. ðÕÓÔØ ÒÅÂÒÁ ×ÈÏÄÑÝÅÊ ÒÁÚ×ÉÌËÉ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ai É aj, ÓÉÍ×ÏÌÙ l É r ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÌÅ×ÏÍÕ É ÐÒÁ×ÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×
ÐÁÒÅ (T (Iai); T (Iaj)). åÓÌÉ ÓÉÍ×ÏÌÙ ak É al ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÅÂÒÁÍ ÉÓÈÏÄÑÝÅÊ ÒÁÚ×ÉÌ-
ËÉ, ÔÏ ÓÉÍ×ÏÌÙ l É r ÓÔÁ×ÑÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÐÏÒÑÄËÏÍ \ÌÅ×Ï-ÐÒÁ×Ï" × ÐÁÒÅ (Iak ; Ial).
úÎÁË \{" ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÅ, ÅÓÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÅÅ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÌÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÇÒÁÆÁ Gn Ë Gn+1:
ðÒÁ×ÉÌÏ 2.

1) åÓÌÉ × ÇÒÁÆÅ ÎÅÔ Ä×ÏÊÎÙÈ ÒÁÚ×ÉÌÏË, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÂÉÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÐÏÄÓÌÏ-
×ÁÍ, ÔÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ Gn Ë Gn+1 ÉÍÅÅÍ Gn+1 = D(Gn);

2) åÓÌÉ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÂÉÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÓÌÏ×Õ ÎÅ ÐÏÍÅÞÅÎÁ ÚÎÁËÏÍ \{
", ÔÏ ÒÅÂÒÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÚÁÐÒÅÝÅÎÎÙÍ ÓÌÏ×ÁÍ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÉÚ ÐÁÒ lr É
rl

3) åÓÌÉ ×ÅÒÛÉÎÁ ÐÏÍÅÞÅÎÁ ÚÎÁËÏÍ \{", ÔÏ ÕÄÁÌÑÅÍÙÅ ÒÅÂÒÁ ÄÏÌÖÎÙ ×ÙÂÉÒÁÔØÓÑ
ÉÚ ÐÁÒÙ ll ÉÌÉ rr.

îÁÚÏ×ÅÍ Ü×ÏÌÀÃÉÀ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× òÏÚÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÒÁ×ÉÌÁ 1 É 2
×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÊ ÃÅÐÏÞËÉ Ü×ÏÌÀÃÉÉ ÇÒÁÆÏ×, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó G1, ÎÁÚÏ×ÅÍ Ü×ÏÌÀÃÉÀ
ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÒÁ×ÉÌÁ 1 É 2 ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ Gn. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ Ü×ÏÌÀÃÉÑ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× òÏÚÉ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÁ,
ÅÓÌÉ × k-ÇÒÁÆÁÈ ÎÅÔ ×ÅÒÛÉÎ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÚÎÁËÏÍ \{".

ôÅÏÒÅÍÁ 1.2. òÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ-ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÌÏ×Ï W

1) ðÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅÍ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÌÏ×Ï
ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ Ü×ÏÌÀÃÉÅÊ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×
òÏÚÉ.

2) ðÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅÍ ÏÔÒÅÚËÏ× Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÌÏ×Ï ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÏÒÉ-
ÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ Ü×ÏÌÀÃÉÅÊ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× òÏÚÉ.
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ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÉ ÏÔÒÅÚËÏ× ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÂÉ-
ÌØÑÒÄÁ × ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÅ, ×ÓÅ ÕÇÌÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÒÁÔÎÙÅ �. ÷ ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ Ú×ÅÎØÅ× ÂÉÌØÑÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÏ É ÍÏÖÎÏ
ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. íÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÁÒ (ÔÏÞËÁ ÎÁ ÓÔÏ-
ÒÏÎÅ, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ) ÚÁÄÁÅÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÔÒÅÚËÏ×, Á ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÔÁËÏÍÕ ÓÏÓÔÏ-
ÑÎÉÀ { ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÚÁÄÁÅÔ ÄÌÉÎÕ ÜÔÉÈ
ÏÔÒÅÚËÏ×, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅ.

÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ 1.2 ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ×ÏÐÒÏÓÙ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ×ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏ-
×Ï ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ× É ÏÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ
ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏ? ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÔÉÐÏ× ÓÌÏ× ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ ÉÚ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ-
×ÁÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ× ËÏÎÅÞÎÏ? ô.Å. ×ÅÒÎÏ ÌÉ ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ü×ÏÌÀÃÉÊ
ËÏÎÅÞÎÏ?

ôÅÏÒÉÑ ÓÌÏ× ûÔÕÒÍÁ ÄÏÌÖÎÁ ÈÏÒÏÛÏ ÓÏÏÔÎÏÓÉÔØÓÑ Ó ÐÒÏÂÌÅÍÁÍÉ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ
ÏÔÒÅÚËÏ×. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÁËÔÙ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ, ÎÏ ÅÓÔØ É ÒÁÚÌÉÞÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÐÅËÔÒ ÕÖÅ
ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ. S.Ferenci ÐÏÓÔÁ×ÉÌ ÚÁÄÁÞÕ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÐÒÑ-
ÍÏÇÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÅÅ
ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ), É ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅ ÎÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÅÒÅËÌÁÄÙ-
×ÁÎÉÀ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÔÏ ÓÐÅËÔÒ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ.

ïÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÕÓÌÏ×ÉÀ (5) ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ûÔÕÒÍÁ. óÌÕÞÁÊÎÏÍÕ ÐÅÒÅËÌÀÞÅ-
ÎÉÀ ÒÁÚ×ÉÌÏË × ÇÒÁÆÅ òÏÚÉ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ çÁÕÓÓÏ×Á ÍÅÒÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1] ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ x → {x−1}. ôÅÏÒÅÍÁ 1.2 ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞ-
ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ××ÏÄÉÔØ ÍÅÒÕ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÊ ÏÔÒÅÚËÏ×. ïÎÁ ÄÏÌÖÎÁ
ÓÏÏÔÎÏÓÉÔØÓÑ Ó ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ôÅÊÈÍÀÌÌÅÒÁ.

äÁÌÅÅ. ôÅÏÒÉÀ ÃÅÐÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔØ ÎÁ ÔÅÏÒÉÀ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÉÊ
ÏÔÒÅÚËÏ×, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÈÏÄÉÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÉÎÄÕËÃÉÉ òÏÚÉ, ÍÏÍÅÎÔÙ ÎÁÉÌÕÞÛÅÇÏ
ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÎÁÊÔÉ ÉÌÉ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÓÄ×ÉÇ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÕÐÒÁ×ÌÑ-
ÅÍÙÊ doll-ÓÉÓÔÅÍÏÊ, Ó×ÑÚÁÎ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØÀ. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÒÉ-
ÍÅÒÙ doll-ÓÉÓÔÅÍ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅÍ ÏÔÒÅÚËÏ× É ÕÐÒÁ×ÌÑÅÍÙÈ ×ÙÓÛÅÊ
ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØÀ. üÔÉ ÐÒÉÍÅÒÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚÕÞÉÔØ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 1.3).

ïÎÉ ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÆÒÁËÔÁÌÏ× × ÂÉÌØÑÒÄÁÈ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÕÇÌÁ-
ÍÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÎÅÛÎÉÊ ÂÉÌØÑÒÄ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÅÎ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÍÕ É ÞÔÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒ-
ÎÙÅ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÙ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÀÔ ÆÒÁËÔÁÌØÎÕÀ ËÁÒÔÉÎÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ
n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ. óÉÔÕÁÃÉÑ ÏÄÎÁËÏ, ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÁ ÐÒÉ n = 3; 4; 6 (ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ),
n = 5; 8; 10.

1.3. óÈÅÍÙ òÏÚÉ É doll-ÓÉÓÔÅÍÙ
éÔÁË, ÇÒÁÆÙ òÏÚÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ ÑÚÙËÏÍ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎ-
ÎÙÍ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. äÒÕÇÉÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ ÑÚÙËÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÑÚÙË ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË. ðÏÄÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÅ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×Á-
ÌÉÓØ ÒÑÄÏÍ Á×ÔÏÒÏ×. ÷ ÜÔÏÊ Ó×ÑÚÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÉ ÓÌÏ× ûÔÕÒÍÁ
ÞÅÒÅÚ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (4). þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ
ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË? ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË. äÌÑ ÐÏ×ÏÒÏÔÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÎÁÂÌÀÄÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ
ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÒÁÎÇÁ 2, Ô.Å. ÄÌÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ
ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ. äÌÑ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ ÏÔ-
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ÒÅÚËÏ× × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÅ ×ÙÓÛÉÈ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÅÊ.
÷ ÜÔÏÊ Ó×ÑÚÉ ×ÁÖÎÏ ÕÍÅÔØ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÎÁ ÑÚÙË ÇÒÁÆÏ×

òÏÚÉ. üÔÕ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ:
ôÅÏÒÅÍÁ 1.3 ([63]). òÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÌÏ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-
ÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÅ ÔÏÇÄÁ
É ÔÏÌØ ËÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÇÄÁ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÓÈÅÍÁ òÏÚÉ.

éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ ÷ÅÒÛÉËÁ-ìÉ×ÛÉÃÁ Ï ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÄÉÁ-
ÇÒÁÍÍ âÒÁÔÅÌÌÉ ÄÌÑ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ ËÏÍÐÁËÔÏ×, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÍÉ ÓÉÓÔÅ-
ÍÁÍÉ [115, 116].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÷ÅÒÛÉËÁ-ìÉ×ÛÉÃÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ Ñ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ. òÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÒÁÚ Vn = '(n)(a) = ('(n−2))('(2)(a)) ÇÄÅ a ÅÓÔØ ÂÕË×Á ÁÌÆÁ×ÉÔÁ, ' ÅÓÔØ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ÓÌÏ×. Vn ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÌÏËÏ× ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ
ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÀ '(n−2) Ë ÂÕË×ÁÍ ÓÌÏ×Á '(2)(a). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Vn ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÂÌÏËÏ× ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÀ '(n−1) Ë ÂÕË×ÁÍ ÓÌÏ×Á '(a). ëÏÎÅÞÎÙÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÄÉÁÇÒÁÍÙ âÒÁÔÅÌÌÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÐÁÒ
ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ (ÂÌÏË, ÅÇÏ ÐÏÚÉÃÉÑ × ÂÌÏËÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ), ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔ×Å-
ÞÁÀÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÏÄÓÌÏ×ÁÍ ÂÌÏËÏ× ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ (×ÓÅ ÂÌÏËÉ ÏÄÎÏÇÏ
ÕÒÏ×ÎÑ) Á ÔÁËÖÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ { ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏ-
ÄÁ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÁ n ÎÁÞÉÎÁÀÝÁÑÓÑ ÉÌÉ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÀÝÁÑÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÒÏÄÁ ÄÌÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ÜÔÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØ-
ÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁ ÐÁÒÕ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÂÌÏË ÞØÉÍ ËÏÎÃÏÍ ÉÌÉ ÎÁÞÁÌÏÍ
ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ÅÇÏ ÐÏÚÉÃÉÑ) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ. (ïÓÏÂÏ ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÇÄÁ ÐÒÉ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÉ
×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÂÌÏË ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÒÏÄÁ ÞÅÍ ×ÓÅ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ). åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ××ÏÄÑÔÓÑ ÓÔÒÅÌËÉ, ÏÚÎÁÞÁÀÝÉÅ ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ
ÏÂßÅËÔ ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÉÌÉ ËÏÎÃÅ×ÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÄÒÕÇÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ. äÅÔÁÌÉ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ
{ ÓÍ. [115, 116] Á ÔÁËÖÅ [98].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï W ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÕÀ ÓÈÅÍÕ
òÏÚÉ, ÎÅ ÓÔÏÌØ ÓÌÏÖÎÏÅ. çÌÁ×ÎÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ.
ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÌÏÖÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÒÁÚÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÕË×
ÍÏÇÕÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ.

îÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÓÏÍ ×ÅÒÛÉÎÙ × ÓÈÅÍÅ òÏÚÉ ÄÌÉÎÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÓÌÏ×Á. ëÌÀÞÅ×ÙÍ
ÍÅÓÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï W ÍÏÒÆÉÞÎÏ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ
ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏ, ÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ÅÓÏ× × ÓÈÅÍÁÈ òÏÚÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ. äÁÌÅÅ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÐÏÌØ-
ÚÏ×ÁÔØÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ J.Cassaigne [78] Ï ÔÏÍ ÞÔÏ ÅÓÌÉ W ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏ É
lim inf TW (n)=n < ∞, ÔÏ lim supTW (n + 1) − TW (n) < ∞. éÚ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ × ÓÈÅÍÁÈ òÏÚÉ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÐÕÔÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ü×ÏÌÀÃÉÊ ÉÚ ÚÁÄÁÎÎÏÊ. (õÓÌÏ×ÉÅ lim inf TW (n)=n < ∞ ÄÌÑ ÍÏÒÆÉ-
ÞÅÓËÉÈ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÓÌÏ× ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× à. ì. ðÒÉÔÙËÉÎÁ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ×ÅÓÏ× ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÆÕÎË-
ÃÉÉ ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÑ. ÷ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÏ ÏÔÓÌÅÖÉ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÓÒÁ×-
ÎÉÍÙÍ ÐÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÐÕÔÑÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÅ ÐÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÓÌÏ×Á.

1.4. æÒÁËÔÁÌÙ òÏÚÉ
îÁÐÏÍÎÉÍ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÓÄ×ÉÇÁ
ÔÏÒÁ. éÔÁË, ÐÕÓÔØ W Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÔÏÒÁ, T ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÄ×É-
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ÇÁ. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁÓÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ W ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ
Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ.

1) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {ni}∞i=1 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �(T (ni)(W );W ) → 0.

2) óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÐÁÒÙ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ (ni; nj); ni; nj →
∞ ÉÚ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ É ×ÁÖÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ ÓÌÏ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ Ñ×ÌÑ-
ÀÔÓÑ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÍÉ. îÁÚÏ×ÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ doll-ÓÉÓÔÅÍÕ doll-ÓÉÓÔÅÍÏÊ Å×ËÌÉ-
ÄÏ×Á ÔÉÐÁ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÔÏÒÁ, ÐÏ ×ÓÅÊ ×ÉÄÉÍÏÓÔÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÅÏÒÉÀ ÓÌÏ×
ûÔÕÒÍÁ. ôÉÐÉÞÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏ×Ï æÉÂÏÎÁÞÞÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ
� : 0 → 001; 1 → 01. óÌÏ×Ï æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÓÉÍ×ÏÌÁ 0 ËÁË �∞(0). ïÎÏ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏ×ÏÍ ûÔÕÒÍÁ. óÌÏ×Ï ÔÒÉÂÏÎÁÞÞÉ �∞(0) = 01020100102010 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó
ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ �(0) = 01; �(1) = 02; �(2) = 0.

÷ ÒÁÂÏÔÅ [104] G.Rauzy ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÅÍÕ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ×ÒÁÝÅÎÉÅ 2-ÍÅÒÎÏÇÏ ÔÏÒÁ T2,
ÒÁÚÂÉÔÏÇÏ ÎÁ ÔÒÉ ÆÒÁËÔÁÌØÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÉÍÅÎÕÅÍÙÍÉ ÆÒÁËÔÁÌÁÍÉ òÏÚÉ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ
ÓÉÍ×ÏÌÁÍ 0; 1; 2. ôÅÏÒÉÑ ÆÒÁËÔÁÌÏ× òÏÚÉ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ-
×ÏË ðÉÚÏ.

ôÅÏÒÉÑ ÆÒÁËÔÁÌÏ× òÏÚÉ ÄÁÅÔ ÄÒÕÇÉÅ ÏÂÒÁÚÃÙ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ É ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ, ÐÏ-
ÍÉÍÏ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ûÔÕÒÍÁ. ÷ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ËÒÁÓÉ×ÏÅ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÏÊ, ÔÅÏÒÉÅÊ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ.
ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. [101].

1.5. õÎÉÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÔÏÒÁ
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÑÚÙË ÇÒÁÆÏ× òÏÚÉ ÈÏÒÏÛÏ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. îÅÏÂÈÏÄÉ-
ÍÙ É ÄÒÕÇÉÅ ÍÏÄÅÌÉ. ïÂÒÁÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÕÎÉÐÏ-
ÔÅÎÔÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÔÏÒÁ, ÉÚÕÞÁÌÉÓØ × ÒÁÂÏÔÅ [14]. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÁËÉÅ ÓÌÏ×Á,
ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ×ÚÑÔÉÑ ÄÒÏÂÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ × ÃÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ.

ðÕÓÔØ P (n) { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÒÒÁÃÉ-
ÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. óÌÏ×Ï w (w = (wn); n ∈ N) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÅÒ×ÙÈ
Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÃÉÆÒ {P (n)} Ô.Å. wn = [2{P (n)}]. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T (k) ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ
ÐÏÄÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ k ÓÌÏ×Á w. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 1.4. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q(k), ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÁ P , ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ k ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï T (k) = Q(k).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÉÓØ × ÒÁÂÏÔÅ [52], [79].
éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÂÉÌØÑÒÄÁ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ÕÇÌÁÍÉ ÔÁË ÖÅ ÓÏÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ

ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ×, ËÁË ÐÏ×ÏÒÏÔÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÕÎÉÐÏÔÅÎÔÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÎÉÑÍÉ ÔÏÒÁ. ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏ× ÒÁÓÔÅÔ ÔÏÞÎÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉ-
ÁÌØÎÏ? ðÏ ×ÓÅÊ ×ÉÄÉÍÏÓÔÉ, ÏÔ×ÅÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ ÉÂÏ ÎÅ ËÁÖÄÙÊ ÂÉÌØÑÒÄ ÜÒÇÏÄÉÞÅÎ.
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2. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÓÌÏ× É ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ
éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ É ÁÓÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÏÂßÅËÔÏ×
ÉÍÅÅÔ ×ÁÖÎÙÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ. íÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÒÁÂÏÔÙ æÏÎ îÅÊÍÁÎÁ, äÜÑ, å. ó. çÏÌÏ-
ÄÁ É é. ò. ûÁÆÁÒÅ×ÉÞÁ, í. çÒÏÍÏ×Á, ÷ÏÌØÆÁ, æØÀÒÓÔÅÎÂÅÒÇÁ, óÔÏÌÉÎÇÓÁ. æÕÎËÃÉÉ
ÒÏÓÔÁ Ë.Ð. ÇÒÕÐÐ ××ÅÄÅÎÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ á. á. û×ÁÒÃÅÍ É äÖ. íÉÌÎÏÒÏÍ ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×Á-
ÎÉÉ ÎÁËÒÙÔÉÊ ÒÉÍÁÎÏ×ÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (Ó ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÉÚÎÏÊ) ÓÍ. [16], [17],
[18], [39], [93], [102]. ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÉÌÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÏ
ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÏÓÔÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ. ó ËÁÖÄÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ
ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ Ó ÔÁËÉÍ ÖÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ [10].

æÕÎËÃÉÑ ÒÏÓÔÁ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ, ÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ ÉÚÍÅÒÑÅÔ ÎÁ-
ÓËÏÌØËÏ ÏÎ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ. æÕÎËÃÉÉ ÒÏÓÔÁ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏ ÉÓÓÌÅÄÕÀÔÓÑ × ÒÁÚ-
ÎÙÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. éÚ×ÅÓÔÅÎ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ í.çÒÏÍÏ×Á, ÕÔ×ÅÒÖÄÁ-
ÀÝÉÊ ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ Ó ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÒÏÓÔÏÍ ÅÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÊ ÇÒÕÐ-
ÐÙ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÎÅÞÎÏÊ. úÎÁÍÅÎÉÔÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ äÖ.íÉÌÎÏÒÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ ÎÁÌÉÞÉÅ
ÇÒÕÐÐ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ. ïÎÁ ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ ò. é. çÒÉÇÏÒÞÕËÏÍ. æÕÎÄÁÍÅÔÁÌØ-
ÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÇÏÌÏÎÏÍÎÏÇÏ D-ÍÏÄÕÌÑ × ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÆÏÒ-
ÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÏÓÔÁ. éÚ×ÅÓÔÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ çÏÌÏÄÁ{ûÁÆÁÒÅ×ÉÞÁ
ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÁÑ ÓÔÒÏÉÔØ ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÎÉÌØ-ËÏÌØÃÁ ÏÓÎÏ×Á-
ÎÁ ÎÁ ÁÎÁÌÉÚÅ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÒÏÒÙ× × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÂÙÌ ÏÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÌÅÎ á. óÍÏËÔÕÎÏ×ÉÞ. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÏÓÔÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁ, ÔÏ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÓÔÅÐÅ-
ÎÉ ÅÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á. ôÅÏÒÅÍÁ é. âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ,
ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÷ÅÊÌÑ
Wn = C[x1; : : : ; xn; @1; : : : ; @n] ÎÅ ÍÅÎÅÅ n, ÅÓÌÉ ÖÅ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ n, ÔÏ ÔÁËÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÚÙ-
×ÁÅÔÓÑ ÇÏÌÏÎÏÍÎÙÍ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ
ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ ([11], [68]). æÕÎËÃÉÑÍ ÒÏÓÔÁ É ÐÒÏÂÌÅÍÁÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÏÂ-
ÛÉÒÎÁÑ ÂÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÑ. ðÏÄÒÏÂÎÙÊ ÏÂÚÏÒ { ÓÍ. ë. é. âÁÂÅÎËÏ [8]. æÕÎËÃÉÉ ÒÏÓÔÁ ÄÌÑ
ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ Á ÔÁËÖÅ × ÓÌÏ×ÁÈ { ÓÍ. [10]. äÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÓÌÕ-
ÞÁÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÒÑÄÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÑÄÙ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ××ÅÄÅÎÎÙÅ á.òÅÇÅ×ÙÍ,
ËÏÔÏÒÙÅ ÓÅÊÞÁÓ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ.

úÁÄÁÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ
ÓÌÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÉÂÏÌÅÅ \ÞÉÓÔÙÍÉ" ×ÏÐÒÏÓÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÏÐÒÏÓÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë
ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ ÓÌÏ×. ë ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ ÓÌÏ× Ó×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÒÏÓÔÁ ÁÌÇÅÂÒ É ÒÑÄÏ×
çÉÌØÂÅÒÔÁ. üÆÆÅËÔÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØÀ, ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ
×ÏÐÒÏÓÏ× ÂÅÒÎÓÁÊÄÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÔÁËÉÈ, ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ ûÉÒÛÏ×Á Ï ×ÙÓÏÔÅ, ÔÅÏÒÅÍÁ Ï
ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ, ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ ÒÁÄÉËÁÌÁ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ É Ô.Ð.

íÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ { ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÙ, ×ÓÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ
ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. éÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÅÊ ÃÅÌØÀ ×ÙÑ×ÌÅÎÉÅ
ÉÄÅÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ. âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÜÔÏÍÕ
ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÓÔÁÌÁ ÂÏÌÅÅ ÐÏÎÑÔÎÏÊ ÒÏÌØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÓÌÏ× É Ó×ÑÚØ
ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ Ó ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÏÊ.

ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÓÌÏ× ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÎÅ ÏÂÑÚÁ-
ÔÅÌØÎÏ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÌÅÍÍÙ ÈÏÒÏÛÏ ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ËÁÎÏ-
ÎÉÞÅÓËÉÈ ÂÁÚÉÓÏ× ÁÌÇÅÂÒ, ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÐÒÏÂÌÅÍÁÈ ÂÅÒÎÓÁÊÄÏ×-
ÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ.
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3. çÒÁÆÙ òÏÚÉ, âÁÚÉÓÙ çÒÅÂÎÅÒÁ É ËÏ-ÒÏÓÔ
ïÄÎÉÍ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏ× ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÓ-
ÞÉÓÌÅÎÉÑÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ (ÐÒÁ×ÉÌØÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ-ûÉÒÛÏ×Á.
âÁÚÉÓÙ çÒÅÂÎÅÒÁ ÁËÔÉ×ÎÏ ÉÓÓÌÅÄÕÀÔÓÑ × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ì. á. âÏËÕÔÅÍ É ÅÇÏ ÛËÏÌÏÊ. îÁ
ÏÓÎÏ×Å ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÏ× çÒÅÂÎÅÒÁ ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÍÎÏÇÉÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÙ, ÉÍ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÏÂÛÉÒÎÁÑ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÁ.

ðÕÓÔØ A { ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a1; : : : ; as, I { ÉÄÅÁÌ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A.
ðÏÒÑÄÏË ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÍÏÎÏÍÏ× (ÓÐÅÒ×Á ÐÏ ÄÌÉ-
ÎÅ, ÐÏÔÏÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ). îÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× f1; : : : ; fk ∈ I ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ
çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ I, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ I ÓÔÁÒÛÉÊ ÍÏÎÏÍ �f ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ i ÐÏÄÍÏÎÏÍÏÍ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ �fi ÜÌÅÍÅÎÔÁ fi. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ �fi
ÎÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ ÐÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ, ÔÏ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ. åÓÌÉ ×ÈÏ-
ÖÄÅÎÉÑ �fi ÐÅÒÅËÒÙ×ÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÜÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÅÍ. éÚ×ÅÓÔÎÁ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ
Bergman Diamond-Lemma (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ×ÏÓÈÏÄÑÝÁÑ Ë á. é. ûÉÒÛÏ×Õ), ÞÔÏ ÅÓÌÉ
×ÓÅ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ ÒÅÄÕÃÉÒÕÀÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÔÏ ÎÁÂÏÒ {fi} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ çÒÅÂÎÅÒÁ.

âÌÁÇÏÄÁÒÑ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ ÄÌÑ D-ÍÏÄÕÌÅÊ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ ÐÅÒÅ-
ÈÏÄ × ËÏÎÅÞÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ, ÞÔÏ ÐÒÉ×ÅÌÏ Ë ÐÒÏÇÒÅÓÓÕ × ÐÒÏÂÌÅÍÅ ñËÏÂÉÁÎÁ [59].
èÏÔÑ × ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÂÁÚÉÓÁ ÇÒÅÂÎÅÒÁ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÐÒÏÂÌÅÍÁ
ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ { ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅÔ [22]. (÷ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÄÎÁËÏ ÏÎÁ ×ÓÅ ÖÅ
ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ [10], [60].) ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÅÎ, É ÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ. ÷ ÜÔÏÊ Ó×ÑÚÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÎÔÅ-
ÒÅÓ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ËÏÒÏÓÔÁ ÉÄÅÁÌÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÉÌÉ ÒÏÓÔÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÒÅÄÕÃÉÒÕÅÍÙÈ
ÍÏÎÏÍÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ n ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÒÅÄÕÃÉÒÕÅÍÙÈ ÐÏÄÓÌÏ×.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÍÅÎØÛÅ ÓÕÍÍÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÚÁÃÅÌÑÀÝÉÈÓÑ ÞÌÅÎÏ×,
× ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÒÏÓÔ ÌÉÂÏ ËÏÎÅÞÅÎ, ÌÉÂÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÌÏÇÁÒÉÆ-
ÍÉÞÅÎ. üÔÏ ÄÁÅÔ ÎÁÄÅÖÄÕ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ
ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ × ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
ËÏÒÏÓÔ × ÓÌÏ×ÁÈ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ËÏÄÌÉÎÙ ÐÅÒÉÏÄÁ ÄÌÉÎÙ n ÉÌÉ ÍÉÎÉÍÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÁÐÒÅÔÏ×, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [44]
ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÎÉÖÎÑÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÏÃÅÎËÁ, É ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÐÒÉÍÅÒÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÅÊ ÐÅÒÉÏÄÁ n Ó ËÏÄÌÉÎÏÊ ÐÏÒÑÄËÁ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ. üÔÉ ÐÒÉÍÅÒÙ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ûÔÕÒÍÁ. ÷ ÜÔÏÊ Ó×ÑÚÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ ËÏÒÏÓÔÁ
ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÓÌÏ× Á ÔÁËÖÅ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ× Á ÔÁËÖÅ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚØ
ÆÕÎËÃÉÊ ÒÏÓÔÁ É ËÏÒÏÓÔÁ. ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÓÌÏ-
×Á W ËÏÒÏÓÔ KW (n) ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÎ (× ÓÍÙÓÌÅ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ), Á ÄÌÑ
ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÏÎ ÐÒÏÓÔÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÎ. ðÏ ×ÓÅÊ
×ÉÄÉÍÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ-ÒÅËÕÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÓÔØ ÒÏÓÔÁ ×ÌÅÞÅÔ
ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÓÔØ ËÏÒÏÓÔÁ. ðÏ ×ÓÅÊ ×ÉÄÉÍÏÓÔÉ ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ lim ln(KW (n))=n É
lim ln(KW (n))=n ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ.

ôÁËÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅÍ ÇÒÁÆÏ× òÏÚÉ. æÕÎËÃÉÑ ËÏÒÏÓÔÁ
ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÂÉÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÓÌÏ×.

éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÔÁËÖÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚØ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÏÓÔÁ É ËÏÒÏÓÔÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ,
×ÙÑÓÎÉÔØ ×ÏÐÒÏÓ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÞÔÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÓÔØ ÒÏÓÔÁ ×ÌÅÞÅÔ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÓÔØ
ËÏÒÏÓÔÁ.

äÌÑ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ËÏÒÏÓÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ. á.ëÕÍÏË (× ÐÅÞÁÔÉ)
ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÌ ÏÃÅÎËÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÏÂÓÔÒÕËÃÉÉ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÁ Á×-
ÔÏÍÁÔÁ ÄÌÑ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.
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ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÓÌÏ×.

3.1. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÌÏ×
úÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ n-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÏÓÔÉ ×ÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÐÒÏÂÌÅÍÁÔÉËÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÅÊÓÑ
Ë ÐÒÏÂÌÅÍÁÍ ÂÅÒÎÓÁÊÄÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ. ïÎÏ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌØ É ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÓÌÏ×, × ÏÃÅÎËÅ ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á, ÇÄÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÏ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÅ ËÁÖÄÁÑ
ÂÕË×Á ×ÈÏÄÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚ. ÷. î. ìÁÔÙÛÅ× ÐÒÉÍÅÎÉÌ ÔÅÏÒÅÍÕ äÉÌÕÏÒÓÁ ÄÌÑ
ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÏÃÅÎËÉ ÞÉÓÌÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ m-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍÉ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÌÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ
n, ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ {a1; : : : ; an}. üÔÁ ÏÃÅÎËÁ: (m− 1)2n É ÏÎÁ ÂÌÉÚËÁ Ë ÒÅÁÌØÎÏÓÔÉ.

îÁÐÏÍÎÉÍ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ.
ôÅÏÒÅÍÁ äÉÌÕÏÒÓÁ: ðÕÓÔØ n { ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÎÔÉÃÅÐÉ

ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M . ôÏÇÄÁ M ÍÏÖÎÏ ÒÁÚ-
ÂÉÔØ ÎÁ n ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÃÅÐÅÊ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÌÏ×Ï W ÉÚ n ÂÕË×. ðÏÌÏÖÉÍ ai Â aj, ÅÓÌÉ i > j É ÂÕ-
Ë×Á ai ÓÔÏÉÔ × ÓÌÏ×Å W ÐÒÁ×ÅÅ aj. õÓÌÏ×ÉÅ ÎÅ k-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÏÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ
ÁÎÔÉÃÅÐÉ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ äÉÌÕÏÒÓÁ ÔÏÇÄÁ ×ÓÅ ÐÏÚÉÃÉÉ (É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-
ÎÏ, ÂÕË×Ù ai) ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ n− 1 ÃÅÐØ. óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÊ ÃÅÐÉ Ó×ÏÊ Ã×ÅÔ. ôÏÇÄÁ
ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÐÏÚÉÃÉÊ É ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÂÕË× ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÌÏ×Ï W . á ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ
ÒÁÓËÒÁÓÏË ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ (n− 1)k × (n− 1)k = (n− 1)2k.

éÚ ÄÁÎÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ
ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ, ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ë×ÁÄÒÁÔ n4. üÔÏ ×
Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÐÏÚ×ÏÌÉÌÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÏÚÒÁÞÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ
òÅÇÅ×Á Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ PI-ÁÌÇÅÂÒ ÓÎÏ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÏÊ,
×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, Á
ÔÁËÖÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ëÁÐÅÌÌÉ × ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ), É ×-ÔÒÅÔØÉÈ, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ \ÓÕÐÅÒ-
ÔÒÀË" á. ò. ëÅÍÅÒÁ, Ó×ÏÄÑÝÉÊ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÏÂÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÓÕÐÅÒ-
ÔÏÖÄÅÓÔ× ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒ × ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ.

÷ÏÐÒÏÓÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÌÏ×, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ n-ÒÁÚÂÉ-
×ÁÅÍÙÍÉ, ÉÍÅÀÔ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ. (îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ
ÎÅ 3-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ É ÞÉÓÌÁÍÉ ëÁÔÁÌÁÎÁ.) ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÔÏ ÞÉÓÔÏ ËÏÍ-
ÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÎÁ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÒÑÄÏÍ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÌÏ× ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ
×ÁÖÎÏÊ. ÷. î. ìÁÔÙÛÅ× (ÓÍ. ÎÁÐÒÉÍÅÒ [62]) ÐÏÓÔÁ×ÉÌ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕ-
ÅÍÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÔÁÒÛÉÈ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÌÏ× ÄÌÑ T -ÉÄÅÁÌÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÚÑÔÉÑ
ÎÁÄÓÌÏ× É ÉÚÏÔÏÎÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË. éÚ ÜÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ûÐÅÈÔÁ
ÄÌÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÅÓÎÁÑ Ó×ÑÚØ Ó ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ ÓÌÁÂÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×Ï-
ÓÔÉ ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÆÉÎÉÔÁÒÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ (ÄÌÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ
á. úÁÌÅÓÓËÉÍ). äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ìÁÔÙÛÅ×Á ÎÁÄÏ ÕÍÅÔØ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Á
T -ÉÄÅÁÌÏ× É ÉÈ ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ ÎÁ ÑÚÙË ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÌÏ×. ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [10, 12] ÂÙÌÁ ÐÏ-
ÐÙÔËÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÐÅÒÅ×ÏÄÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÁÌÇÅÂÒ ÎÁ ÑÚÙË ËÏÍ-
ÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ ÓÌÏ×. îÁ ÑÚÙË ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÌÏ× ÔÁËÏÊ ÐÅÒÅ×ÏÄ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÐÒÏÝÅ, ×
ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ É Ï ÓÌÏ×ÁÈ ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ.

äÌÑ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÐÅÒÅ×ÏÄÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÓÌÕÞÁÉ ÍÁÔÒÉÃ ×ÔÏ-
ÒÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Á ÔÁËÖÅ ÎÅÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

12



åÓÔØ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ ÏÐÔÉÍÉÚÍÁ. òÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ
ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ, Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ × ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ (ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÏ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ
ËÒÁÔÎÏÓÔÉ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏ-ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× [65], ÔÁË ÞÔÏ Ñ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ
ÒÑÄÁ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ.

3.2. ëÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ
ðÒÏÂÌÅÍÁ ËÏÎÔÒÏÌÑ ÎÁÄ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ É ÐÒÏÃÅÄÕÒÁÍÉ ×Ù×ÏÄÁ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ×ÁÖÎÏÊ É ÁËÔÕÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉ-
ËÅ.

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ËÏÎÔÒÏÌÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ,
ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏ. äÒÕÇÉÍ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏÍ ËÏÎÔÒÏÌÑ ÓÌÕÖÉÔ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ
É diamond-lemma.

úÁÄÁÞÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ, ÏÂÙÞ-
ÎÏ ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÍÁÛÉÎÙ íÉÎÓËÏÇÏ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ Á×ÔÏ-
ÍÁÔÎÁÑ ÇÏÌÏ×ËÁ, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÝÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÏÂÙÞÎÏ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ É
ÌÏËÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ÍÅÓÔÅ.

âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ É ×ÁÖÎÙÍ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏÍ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÉÑ ÍÁÌÙÈ ÓÏËÒÁ-
ÝÅÎÉÊ × ÇÒÕÐÐÁÈ. äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÎÏÇÉÈ ÐÒÏÂÌÅÍ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ ËÒÁÊÎÅ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ
ÉÍÅÔØ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÉÉ ÍÁÌÙÈ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÊ, Ô.Å. ÐÏÎÑÔØ ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÁÌÏÅ ÚÁÃÅÐÌÅ-
ÎÉÅ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÄÁÌÅËÉ ÏÔ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ×ÓÅÇÏ ÜÔÏÇÏ.

÷ÏÐÒÏÓÙ ÐÏÓÔÏÒÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÎÉÌØ-ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ (ÐÒÏ-
ÂÌÅÍÁ ûÅ×ÒÉÎÁ), ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÎÉÌØ-ËÏÌØÃÁ (ÐÒÏÂÌÅÍÁ
ìÁÔÙÛÅ×Á), ÉÌÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐ-
ÐÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÐÒÏÂÌÅÍÅ ËÏÎÔÒÏÌÑ ÎÁÄ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ.

çÒÕÐÐÏ×ÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÌØÃÅ×ÏÊ, Á ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ
ËÏÌØÃÅ×ÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ×ÁÖÎÙ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ.

á.ñ.âÅÌÏ× É é.á.é×ÁÎÏ×-ðÏÇÏÄÁÅ× ÁÎÏÎÓÉÒÏ×ÁÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ûÅ×ÒÉÎÁ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ.

óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÚÁËÏÎÙ ÐÒÉÍÙËÁÎÉÑ ÐÌÉÔÏË, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÅÔ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ
ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÚÁÉËÁ. íÏÚÁÉËÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á ÉÂÏ
ÓÌÏ×Ï ÅÓÔØ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÂÕË× ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÐÒÑÍÏÊ. üÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ÉÎÔÅÒÐÒÅ-
ÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ÐÕÔØ ÎÁ ÍÏÚÁÉËÅ. åÓÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÌÉÔÏË
ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ, ÔÏ ÜÔÉ ÐÕÔÉ ÒÁ×ÎÙ É ÏÄÉÎ ÕÞÁÓÔÏË ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅ-
ÂÒÏÓÉÔØ × ÄÒÕÇÏÊ. åÓÌÉ ÖÅ ÎÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÕÔØ
ÎÕÌÅ×ÏÊ.

ðÒÏÃÅÄÕÒÁ ×Ù×ÏÄÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ×ÙËÌÁÄÙ×ÁÎÉÀ ÐÌÉÔÏË, ÏÄÎÁËÏ ÑÚÙË
ÐÅÒÅÂÒÏÓËÉ ÐÕÔÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÓÅ ÖÅ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÍ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÏËÁÚÁÌÓÑ ÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÉÌØÎÙÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÞÔÏÂÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÔÁËÏÅ " > 0 ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ D
ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ D ÓÏÅÄÉÎÑÌÉÓØ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÐÅÒÅÔÑÇÉ×ÁÅÍÙÈ ÄÒÕÇ
× ÄÒÕÇÁ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÔÁË ÞÔÏ ÔÏÞËÉ ËÒÁÊÎÉÈ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÎÁ ÒÁÓ-
ÓÔÏÑÎÉÉ l ÏÔ ËÏÎÃÏ× ÎÁÈÏÄÉÌÉÓØ ÂÙ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ " · l ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ.
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÉÌÉÐÛÉÃÅ×Ï ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÐÌÏÓ-
ËÏÓÔÉ. ïÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÏÖÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ.
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3.3. áÌÇÅÂÒÙ É òÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ-ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÌÏ×Á
éÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ× ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ÎÅËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ
ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ (ÉÚ ËÕÓËÏ× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏ× ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÏÄÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï).

ó ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ×ÁÖÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒ-
ÒÅÎÔÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á W . òÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ (Ò.Ò.) ÓÌÏ×Á ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ,
ÏÐÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ (Ô.Å. ÁÌÇÅÂÒÙ, ÌÀÂÏÊ ÆÁËÔÏÒ
ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ): ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÙ ×ÉÄÁ AW , ÇÄÅ A | Ò.Ò. ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ Ó×ÅÒÈ-
ÓÌÏ×Ï. (þÅÒÅÚ AW ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á ËÏÔÏÒÏÊ
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏ×ÁÍÉ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á W .) ïÓÎÏ×ÏÊ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ Ñ×ÌÑÅÔ-
ÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÓÏÂÏÊ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ
Ä×ÕÈ ÐÏÄÓÌÏ× u 6= v ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ Ò.Ò. ÓÌÏ×Á W ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÏÄÓÌÏ×Á r; t ⊂ W
ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ rut ⊂ W , rvt 6⊂ W .

üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÉ ÎÉÌØÒÁ-
ÄÉËÁÌÁ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÒÁÄÉËÁÌÁ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ. îÉÌØÒÁÄÉËÁÌ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÙ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ ÉÄÅÁÌÏ×, ÆÁËÔÏÒÙ ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÍÏÎÏÍÉ-
ÁÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÙ. (íÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏ-
ÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÅÅ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÍÏÎÏÍÏÍ, ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ.)
íÏÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ×ÉÄÁ AW , ÇÄÅ W | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÏÅ Ò.Ò. Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï.

ó ÐÏÍÏÝØÀ Ó×ÅÒÈÓÌÏ× ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØ-
ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ËÏÒÏÔËÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ É ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÌÏËÁÌØ-
ÎÏÊ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÜÎÄ×ÉÞÁÍÉ, ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ
ËÌÀÞÅ×ÙÈ ÛÁÇÏ× × ÒÅÛÅÎÉÉ ÐÒÏÂÌÅÍ âÅÒÎÓÁÊÄÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ. ÷ ÔÅÒÍÉ-
ÎÁÈ Ó×ÅÒÈÓÌÏ× ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄÏË õÆÎÁÒÏ×ÓËÏÇÏ | ÐÒÁ×ÙÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á
ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.

4. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ × ÁÌÇÅÂÒÁÈ É ÔÅÏÒÅÍÁ ûÉÒ-
ÛÏ×Á Ï ×ÙÓÏÔÅ.

ôÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÙÓÏÔÅ É Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ Á ÔÁËÖÅ ÔÅÏÒÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ
ÁÌÇÅÂÒ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÎÙÍÉ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Ó ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÏÊ ÓÌÏ× É
ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ | ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ É
ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÏÊ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃ.

ðÅÒ×ÙÍ ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ Ñ×ÉÌÁÓØ
ôÅÏÒÅÍÁ á. é. ûÉÒÛÏ×Á Ï ×ÙÓÏÔÅ. ðÕÓÔØ A | ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ PI-ÁÌ-

ÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Y É ÞÉÓÌÏ H ∈ N ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ A
ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ (Ô.Å. ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ) ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÉÄÁ

vk1
1 vk2

2 : : : vkhh ; ÇÄÅ h ≤ H, vi ∈ Y
÷ ËÁÞÅÓÔ×Å Y ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÎÁÂÏÒ ÓÌÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ m.
ôÁËÏÅ Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ûÉÒÛÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ A.
éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ëÕÒÏÛÁ, É ÄÒÕÇÉÈ

ÐÒÏÂÌÅÍ ÂÅÒÎÓÁÊÄÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ ÄÌÑ PI-ËÏÌÅÃ. ÷ÅÄØ ÅÓÌÉ Y { ÂÁÚÉÓ ûÉÒÛÏ×Á, É ×ÓÅ
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ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ Y { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÅÏÒÅÍÁ
ûÉÒÛÏ×Á ÄÁÅÔ Ñ×ÎÏÅ ÕËÁÚÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÄÅÔ
Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ×ÓÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.1. åÓÌÉ A { PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ m É ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ AÓÔÅÐÅÎÉ
ÎÅ ×ÙÛÅ m ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ, ÔÏ A { ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÁ.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÙÓÏÔÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ É ÄÒÕÇÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.2 (Berele). ðÕÓÔØ A { ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ GK(A) <
∞.

GK(A) ÜÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ A, Ô.Å.

GK(A) = lim
n→∞

lnVA(n)= ln(n);

ÇÄÅ VA(n) ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÏÓÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A, Ô.Å. ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ A.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Á k1|v1|+ · · ·+kh|vh| ≤ n, ÇÄÅ h ≤ H, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ NH , É ÐÏÔÏÍÕ GK(A) ≤ h(A).

éÔÁË, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÙÓÏÔÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ. þÕÔØ ÎÉÖÅ
ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ×ÏÐÒÏÓÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÊ. á ÐÏËÁ ××ÅÄÅÍ
ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ É ÐÏÎÑÔÉÊ.

þÉÓÌÏ m = deg(A) ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÁÌÇÅÂÙ ÉÌÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ
ÔÏÖÄÅÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÏÅ × ÎÅÊ ×ÙÐÏÌÓÎÑÅÔÓÑ, n = Pid(A) ÅÓÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÙ A ÉÌÉ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ k ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ Mk | ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ k ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÇÏ-
ÏÂÒÁÚÉÀ Var(A), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÏÊ A.

÷ÍÅÓÔÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ×ÙÓÏÔÙ ÕÄÏÂÎÅÅ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÂÌÉÚËÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ
×ÙÓÏÔÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.3. áÌÇÅÂÒÁ A ÉÍÅÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ h ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×ÏÍ Y , ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÍ s-ÂÁÚÉÓÏÍ, ÅÓÌÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
D ⊂ A, ÞÔÏ A ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ t1 · : : : · tl, ÇÄÅ l ≤ 2h + 1, É
∀i(ti∈D ∨ ti = ykii ; yi ∈ Y ), ÐÒÉÞÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ i, ÞÔÏ ti 6∈ D ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ
h ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.

çÏ×ÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÌÀÂÏÅ ÄÌÉÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÁ-
ÓÔÅÊ É \ÐÒÏËÌÁÄÏË" ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ×ÙÓÏÔÁ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ËÕÓËÏ×, Á ÏÂÙÞÎÁÑ ÅÝÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔ \ÐÒÏËÌÁÄËÉ".

÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ×ÙÓÏÔÅ ×ÏÚÎÉËÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ:

1) îÁ ËÁËÉÅ ËÌÁÓÓÙ ËÏÌÅÃ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÐÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ×ÙÓÏÔÅ?

2) îÁÄ ËÁËÉÍÉ Y ÁÌÇÅÂÒÁ A ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ?
÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ.

3) ëÁË ÏÃÅÎÉÔØ ×ÙÓÏÔÕ?

4) ëÁË ÕÓÔÒÏÅÎ ×ÅËÔÏÒ ÓÔÅÐÅÎÅÊ (k1; : : : ; kh)? ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ: ËÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÍ-
ÐÏÎÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ, Ô.Å. ËÁËÉÅ ÎÁÂÏÒÙ ki ÍÏÇÕÔ
ÂÙÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ? ëÁËÏ×Á ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ×ÙÓÏÔÁ?
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5) ÷ÏÐÒÏÓ Ï ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÏÍ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Å ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÔÅÐÅÎÅÊ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÞÔÏ
ÏÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍÉ ÉÌÉ ÉÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ?
é, ÎÁËÏÎÅÃ, ÔÏÔ ËÒÕÇ ×ÏÐÒÏÓÏ×, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÄÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ.

6) ëÁËÉÅ ÎÁÂÏÒÙ ÓÌÏ× ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å {vi}?

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÀ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ×ÏÐÒÏÓÏ×.
îÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÙÓÏÔÅ ÂÙÌÁ ÒÁÓÐÏÓÔÒÁÎÅÎÁ ÎÁ ÎÅ-

ËÏÔÏÒÙÅ ËÌÁÓÓÙ ËÏÌÅÃ, ÂÌÉÚËÉÈ Ë ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍ. ó. ÷. ðÞÅÌÉÎÃÅ× [36] ÄÏËÁÚÁÌ ÅÅ
ÄÌÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÇÏ É (−1; 1) ÓÌÕÞÁÅ×, ó. ð. íÉÝÅÎËÏ [33] ÐÏÌÕÞÉÌ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ
Ï ×ÙÓÏÔÅ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ Ó ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ Á×ÔÏÒÁ [12] ÔÅÏÒÅÍÁ
Ï ×ÙÓÏÔÅ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ËÏÌÅÃ, ÁÓÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÂÌÉÚËÉÈ Ë
ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍ, ËÕÄÁ ×ÈÏÄÑÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÅ É ÊÏÒÄÁÎÏ×Ù PI-ÁÌÇÅÂÒÙ.

âÁÚÉÓÙ ûÉÒÛÏ×Á. ðÕÓÔØ A | PI-ÁÌÇÅÂÒÁ, É ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ⊆ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÅ
s-ÂÁÚÉÓÏÍ. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ ÎÁÄ K, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ
A ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ (ÐÒÏÂÌÅÍÁ ëÕÒÏÛÁ). ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ ÎÁÄ Y
×ÌÅÞÅÔ \ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ëÕÒÏÛÁ ÎÁÄ Y ". ïÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ
ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÎÅÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.4 (á. ñ. âÅÌÏ×). ðÕÓÔØ A { ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ, Y { ËÏÎÅÞÎÏÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÐÒÉ ×ÓÅÈ n ÁÌÇÅÂÒÁ A=Y (n) ÎÉÌØÐÏ-
ÔÅÎÔÎÁ, ÔÏ Y ÅÓÔØ s-ÂÁÚÉÓ A. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ Y ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ A ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ, ÔÏ Y {
ÂÁÚÉÓ ûÉÒÛÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ A.

(Y (n) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ n-ÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ Y .)
ëÁË ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ, ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ëÕ-

ÒÏÛÁ ÄÌÑ ÎÅÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÎÅ×ÅÒÎÏ. ðÕÓÔØ A = Q[x; 1=x]. ìÀÂÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ
� ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �(x) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ, ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÏÂÒÁÚ. ïÄÎÁËÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {x}
ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ s-ÂÁÚÉÓÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ Q[x; 1=x].

ðÏÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÕÒÏÛÅ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁË:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.5. íÎÏÖÅÓÔ×Ï M ⊂ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÕÒÏÛÅ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÐÒÏÅË-
ÃÉÑ � : A ⊗ K[X] → A′, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÒÁÚ �(M) ÃÅÌ ÎÁÄ �(K[X]), ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ ÎÁÄ
�(K[X]).

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÓÌÕ-
ÞÁÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.6 (á. ñ. âÅÌÏ×). ðÕÓÔØ A | PI-ÁÌÇÅÂÒÁ, M ⊆ A | ËÕÒÏÛÅ×Ï ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × A. ôÏÇÄÁ M | s-ÂÁÚÉÓ ÁÌÇÅÂÒÙ A.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 4.6 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÔÅÏ-
ÒÅÍÙ 4.4:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.7. ðÕÓÔØ A { ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, Y { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÄÎÏÒÏÄ-
ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÐÒÉ ×ÓÅÈ n ÁÌÇÅÂÒÁ A=Y (n) ÌÏËÁÌØÎÏ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ, ÔÏ
Y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÕÒÏÛÅ×ÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ.
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ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ ÅÓÔØ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ
ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÃÅÌÏÓÔÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. Á) ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ PI-ÁÌÇÅÂÒ ìÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÒÅÛÁÅÔÓÑ
ÐÒÏÂÌÅÍÁ ëÕÒÏÛÁ, ÎÏ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÙÓÏÔÅ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ.

Â) ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ËÏÌÅÃ, ÁÓÓÉÍÐÔÏÞÔÉÞÅÓËÉÈ ÂÌÉÚ-
ËÉÈ Ë ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍ (Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ l-ÄÌÉÎÏÊ, ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØÀ ÁÌÇÅÂÒÙ
ÌÅ×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ É ÁÓÓÏÃÃÉÁÔÉ×ÎÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ

ïÃÅÎËÉ ×ÙÓÏÔÙ. ðÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï á. é. ûÉÒÛÏ×Á ÈÏÔÑ É ÂÙÌÏ
ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ (ÏÎÏ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÌÏÓØ ÎÁ ÔÅÈÎÉËÅ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÉ, ÒÁÚ×ÉÔÏÊ ÉÍ ×
ÁÌÇÅÂÒÁÈ ìÉ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ Ï Ó×ÏÂÏÄÅ), ÏÄÎÁËÏ ÏÎÏ ÎÅ ÄÁ×ÁÌÏ
ÒÁÚÕÍÎÙÈ ÏÃÅÎÏË ÎÁ ×ÙÓÏÔÕ. ðÏÚÄÎÅÅ á. ô. ëÏÌÏÔÏ× [26] ÐÏÌÕÞÉÌ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ht(A) ≤
ssm (m = deg(A), s { ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ). ðÏÚÄÎÅÅ å. é. úÅÌØÍÁÎÏ× [20] ÐÏÓÔÁ×ÉÌ
×ÏÐÒÏÓ Ï ÎÁÌÉÞÉÉ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ ÐÏÌÕÞÅÎÁ Á×ÔÏÒÏÍ [13]. ÷
ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÙÌÁ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÓÕÂÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.8 ([61]). ÷ÙÓÏÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅ n-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÈ ÓÌÏ× ÎÁÄ l-ÂÕË×ÅÎÎÙÍ
ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÍÅÎØÛÅ n ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÅÔ �(n; l),
ÇÄÅ

�(n; l) = E1l · nE2+9(2e2+1) lnn;
ÇÄÅ E1 = 123(2e2+1) ln 12+3 + 1; E2 = 9 + ln 2 + 6(2e2 + 1) ln 12:

éÚ ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÕÔÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÇÒÕÂÌÅÎÉÑ É ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÏÃÅÎËÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ,
ÞÔÏ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ l É n→∞

�(n; l) < n9(1+2e2)(1+o(1)) lnn;

Á ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n É l→∞
�(n; l) < C(n)l:

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.9. ÷ÙÓÏÔÁ l-ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ-
ÎÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÍÅÎØÛÅ n ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÅÔ
�(n; l).

ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÓÕÂÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ ÎÁ ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔ-
ÎÏÓÔÉ l-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÎÉÌØ-ÁÌÇÅÂÒ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ.

÷ ÜÔÏÊ Ó×ÑÚÉ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ
÷ÏÐÒÏÓ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ ×ÙÓÏÔÙ?
óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ×ÙÓÏÔÁ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÏÃÅÎÉ×Á-

ÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÏÊ É ÞÔÏ s-ÂÁÚÉÓ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ûÉÒÛÏ×Á, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ A ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ.

÷ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.10 (á. ñ. âÅÌÏ×, [10]). ðÕÓÔØ A { ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×É-
ÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ É ÐÕÓÔØ HEssY (A) <∞. ôÏÇÄÁ HEssY (A) = GK(A).

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.11 (÷. ô. íÁÒËÏ×). òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏ-
ÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÅÓÔØ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ.
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.12. åÓÌÉ HEssY (A) < ∞, É ÁÌÇÅÂÒÁ A ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ, ÔÏ HEssY (A) ÎÅ
ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ s-ÂÁÚÉÓÁ Y .

÷ ÓÉÌÕ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÅ.

óÔÒÏÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÔÅÐÅÎÅÊ. éÔÁË, × ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ-
ëÉÒÉÌÌÏ×Á É ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ×ÙÓÏÔÁ ×ÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÈÏÒÏÛÏ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÄÁÖÅ ÔÏÇÄÁ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÐÌÏÈÏ | Á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ-ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÄÉÏ-
ÆÁÎÔÏ×ÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÔÒÁÎÓ-
ÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍ ÒÑÄÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÒÑÄ
çÉÌØÂÅÒÔÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ.

âÁÚÉÓÙ ûÉÒÛÏ×Á, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÓÌÏ×. ïÐÉÓÁÎÉÅ ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 4.13 (á. ñ. âÅÌÏ×). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× Y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ûÉÒÛÏ×Á ÁÌ-
ÇÅÂÒÙ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á u ÄÌÉÎÙ ÎÅ ×ÙÛÅ m =
Pid(A) | ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÌÏ×Ï, ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏ-
ÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÌÏ×Á u.

óÁÍ ûÉÒÛÏ× ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ deg(A).
é. ÷. ìØ×Ï× ÐÏÌÕÞÉÌ ÏÃÅÎËÕ deg(A)− 1. S. Amitsur É é. ð. ûÅÓÔÁËÏ× ×ÙÓËÁÚÁÌÉ ÇÉ-
ÐÏÔÅÚÕ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ ÎÅ ×ÙÛÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Pid(A) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ, ÔÏ
ÓÁÍÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ. é. ÷. ìØ×Ï× Ó×ÅÌ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ:

ôÅÏÒÅÍÁ 4.14. ðÕÓÔØ A { ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏ-
ÒÑÄËÁ n, a1; : : : ; as { ÅÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ A ÓÔÅÐÅÎÉ
ÎÅ ×ÙÛÅ n ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÓÁÍÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÏÃÅÎËÏÊ.
çÉÐÏÔÅÚÁ ûÅÓÔÁËÏ×Á ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ ÷. á. õÆÎÁÒÏ×ÓËÉÍ [40] É ç. ð. þÅËÁÎÕ [42].

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ [12], ÞÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å {vi} ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ×
ÉÚ ÇÉÐÏÔÅÚÙ ûÅÓÔÁËÏ×Á. üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ÔÁËÖÅ ÁÎÏÎÓÉÒÏ×ÁÎ ç. ð. þÅËÁÎÕ [43].
úÁÔÅÍ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÂÙÌÏ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÷. äÒÅÎÓËÉÍ.

ïÄÎÁ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÏË ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ [42], [41], ÔÁËÏ×Á:

ôÅÏÒÅÍÁ 4.15 (ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ). ðÕÓÔØ
1) ÓÌÏ×Ï W = ai1 : : : ain Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ × ÌÅ×ÏÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ ÐÏ-

ÒÑÄËÅ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÄÌÉÎÙ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÊ n;

2) ËÏÎÃÙ ÓÌÏ×Á W ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙ.
ôÏÇÄÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏ×Á ÓÌÏ×Á W ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

äÌÑ ×Ù×ÏÄÁ ÇÉÐÏÔÅÚÙ ûÅÓÔÁËÏ×Á (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ é. ÷. ìØ×Ï-
×Á) ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÏÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ A ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ
× n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V . ðÕÓÔØ v1; : : : ; vn | ÂÁÚÉÓ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ
ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ vi ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï miW 6= 0.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ V É A. ðÏÌÏÖÉÍ V ·V = A ·
V = 0, ÄÅÊÓÔ×ÉÅ V A ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÏÄÕÌØÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. õÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ
ÔÁË v1 Â · · · Â vn Â a1 Â · · · Â as É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ.
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ðÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÂÙÌÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÏÖ-
ÎÙÍÉ. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÍÅÔÏÄÏ× ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÅ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ
ÓÌÏ×ÁÍÉ ÉÌÉ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×ÁÍÉ, ÐÏÚ×ÏÌÉÌÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÈ ÐÒÏÚÒÁÞÎÙÍÉ. ôÅÈÎÉËÁ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×
ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÂÌÉÚËÏÊ ÐÏ ÄÕÈÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ. åÅ ÒÏÌØ ÎÅ ÉÓÞÅÒÐÙ×ÁÅÔÓÑ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÔÉÐÁ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ. ó ÐÏÍÏÝØÀ Ó×ÅÒÈ-
ÓÌÏ× ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÙÓÏÔÅ, ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ
ÓÜÎÄ×ÉÞÁÍÉ [41], ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÁ É ÒÁÄÉËÁÌÁ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ × ÍÏÎÏÍÉÁÌØ-
ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÂÁÚÉÓÏ× ÁÌÇÅÂÒ Ó ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÒÏÓÔÁ
VA(n) = n(n+3)

2 Á ÔÁËÖÅ ÓÌÁÂÏÎÅÔÅÒÏ×ÙÈ, ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ É ÐÏÌÕÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØ-
ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ [10] É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÑÄ ÄÒÕÇÉÈ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë
ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ É ËÏÌÅÃ.
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