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Введение

Актуальность темы. Диссертация посвящена созданию неявных разност-
ных схем для уравнений газовой динамики и исследованию свойств пред-
ложенных схем. Решение задач газовой динамики является одной из инте-
реснейших проблем вычислительной математики, исследованию этих задач
посвящено много научных трудов, среди которых важно отметить работы
Б.Л. Рождественского и Н.Н. Яненко [8], а также работы А.А. Самарского
и Ю.П. Попова [9].

На практике необходимость решения задач газо- и гидро- динамики воз-
никает во многих областях промышленности, например, таких как авиастро-
ение, разработка струйных логических элементов, а также проектирование
гидравлических систем, трубопроводов, используемых в широком классе при-
кладных задач от перекачки нефти до систем охлаждения в атомных реак-
торах.

Одной из интересных особенностей этих задач является наличие контакт-
ных разрывов и ударных волн, которые приводят к необходимости работать
с разрывными решениями.

Впервые подход к расчёту таких задач был представлен в работе J. Von
Neumann и R.D. Richtmyer [10]. Предложенный ими метод предполагает вве-
дение искусственной вязкости в уравнение неразрывности для размазывания
резких скачков решения на несколько ячеек сетки. Таким образом, в обла-
стях разрывов решение представляется непрерывными функциями с больши-
ми градиентами на достаточно малых промежутках. Это направление полу-
чило широкое распространение. Одним из наиболее известных современных
алгоритмов, основанных на нём, является метод адаптивной искусственной
вязкости (АИВ), впервые опубликованный в работе И.В. Попова и И.В. Фря-
зинова [11]. К числу достоинств подхода АИВ можно отнести использование
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метода опорных операторов [12], обеспечивающего сопряжённость сеточных
операторов дивергенции и градиента, а также использование приёмов постро-
ения полностью консервативных разностных схем [9]. Недостатками метода
АИВ являются жёсткое ограничение на шаг по времени, а также отсутствие
точных теоретических оценок, поскольку все выкладки делаются при “замо-
роженных” коэффициентах.

Алгоритмы, основанные на введении искусственной вязкости, строятся
при помощи разложения в ряд Тейлора, следовательно требуют некоторой
гладкости решения. В работе С.К. Годунова [13] был впервые предложен
метод, предназначенный для расчёта разрывных решений. Подход Годуно-
ва вводит нелинейный алгоритм нахождения соотношений на разрывах та-
ким образом, что схема Годунова предоставляет точное решение для зада-
чи Римана [14]. Кроме того, С.К. Годунов ввёл понятие монотонных схем и
сформулировал так называемый запрет Годунова, утверждающий, что не су-
ществует монотонных схем второго порядка аппроксимации. Позднее этот
термин получил развитие в работах В.В. Остапенко [15—17], в которых были
предложены сильно монотонные разностные схемы. В последнее время полу-
чили распространение схемы типа TVD, впервые опубликованные в работе
A. Harten [18], позволяющие обойти запрет Годунова, введя понятие схем,
не увеличивающих общую вариацию.

Отметим, что подавляющее большинство разностных схем для уравнений
газовой динамики являются явными с ограничением на шаг по времени, зави-
сящим от скорости и вводимым посредством числа Куранта. В диссертацион-
ной работе автора предлагаются неявные разностные схемы без ограничения
на шаг по времени, теоретическое обоснование предложенных схем проводит-
ся без использования принципа замороженных коэффициентов.

В настоящее время практически отсутствуют какие-либо теоретические
результаты, касающиеся решения задачи как в дифференциальной, так и
в разностной постановке. Например, одним из естественных требований при ре-
шении задач газовой динамики является выполнение свойства положитель-
ности плотности, которое следует из физики. Однако данный вопрос прак-
тически нигде не исследовался. Исключением является работа А.А. Злотни-
ка [19], в которой в переменных Эйлера была доказана отделимость плотно-
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сти от нуля и стабилизация решения в дифференциальной постановке. Также
стоит отметить статью А.А. Злотника и А.А. Амосова [20], в которой дока-
зана отделимость плотности от нуля в переменных Лагранжа, существова-
ние, единственность и устойчивость решений разностной схемы. Кроме того,
в работе А.В. Попова [21] для системы уравнений вязкого баротропного га-
за в переменных Эйлера при помощи некоторого преобразования исходной
системы в предположении положительности плотности строится разностная
аппроксимация, гарантирующая положительность сеточной функции плот-
ности. В недавней работе Г.М. Кобелькова и А. Г. Соколова [22] был предло-
жен новый подход к построению разностных схем для одномерных уравнений
динамики идеального баротропного газа в переменных Эйлера. Этот подход
позволяет строить разностные схемы, обеспечивающие выполнение сеточного
аналога закона сохранения массы и гарантирующие положительность сеточ-
ной функции плотности.

В диссертационной работе автор обобщает идеи, предложенные Г.М. Ко-
бельковым и А. Г. Соколовым [22], на другие постановки задач, а также
на многомерный случай, в том числе и для неструктурированных сеток.

Цели работы.

1. Построение аппроксимации, обеспечивающей положительность сеточной
функции плотности, одномерных уравнений динамики баротропного га-
за с линейной зависимостью давления от плотности в прямом канале
с переменным во времени сечением.

2. Построение метода стабилизации уравнений динамики вязкого баротроп-
ного газа к стационарному решению.

3. Построение аппроксимации, обеспечивающей положительность сеточной
функции плотности, двумерных уравнений динамики баротропного га-
за со степенной зависимостью давления от плотности на треугольных
неструктурированных сетках.

4. Обобщение метода адаптивной искусственной вязкости на случай урав-
нений динамики вязкого теплопроводного сжимаемого газа на неструк-
турированных тетраэдральных сетках.

5. Проведение численных экспериментов, исследующих поведение указан-
ных выше схем на модельных задачах. Численная оценка сходимости
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предложенных методов, сравнение указанных методов с другими алго-
ритмами на стандартных тестах [23].

Положения, выносимые на защиту. На защиту выносятся: обосно-
вание актуальности, научная новизна, теоретическая и практическая зна-
чимость работы, а также следующие положения, которые подтверждаются
результатами исследования, представленными далее в заключении диссерта-
ции.

1. Построена аппроксимация одномерных уравнений динамики баротроп-
ного газа с линейной зависимостью давления от плотности в прямом
канале с переменным во времени сечением. Доказан сеточный аналог
закона сохранения массы, положительность сеточной функции плотно-
сти, энергетическое неравенство и существование разностного решения.

2. Предложен метод стабилизации решения уравнений динамики вязкого
баротропного газа к стационарному решению по начальным условиям.
Получены оценки скорости сходимости для линеаризованной задачи.

3. Построена аппроксимация двумерных уравнений динамики баротропно-
го газа со степенной зависимостью давления от плотности на треуголь-
ных неструктурированных сетках. Доказан сеточный аналог закона со-
хранения массы, положительность сеточной функции плотности, энер-
гетическое неравенство и существование разностного решения.

4. Предложена модификация метода адаптивной искусственной вязкости
на случай уравнений динамики вязкого теплопроводного сжимаемого га-
за на неструктурированных тетраэдральных сетках. Предложена комби-
нация поправок Лакса–Вендрофа и МакКормака, позволяющая прове-
сти частичную монотонизацию разностного решения точно так же, как
и в оригинальном методе адаптивной искусственной вязкости не смотря
на увеличенный шаблон схемы.

5. Проведено сравнение предложенных методов с другими алгоритмами
на модельных задачах, проведена численная оценка сходимости пред-
ложенных методов. Проведено сравнение результатов расчётов с резуль-
татами натурного эксперимента.

Научная новизна. Результаты работы являются новыми. Основными
из них являются следующие.
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1. Впервые предложена аппроксимация для расчёта одномерных уравне-
ний динамики вязкого баротропного газа с линейной зависимостью дав-
ления от плотности в прямом канале с переменным во времени сечением,
гарантирующая положительность сеточной функции плотности. Доказа-
ны сеточный аналог закона сохранения массы, энергетическое неравен-
ство и существование разностного решения.

2. Впервые предложен метод численной стабилизации нелинейных уравне-
ний динамики вязкого баротропного газа по начальным данным к ста-
ционарному решению. Получены оценки скорости сходимости для полу-
неявной лианеризации исходной задачи.

3. Впервые предложена конечно-разностная аппроксимация уравнений ди-
намики вязкого баротропного газа на треугольных сетках, обеспечива-
ющая положительность сеточной функции плотности и гарантирующая
выполнение сеточного аналога закона сохранения массы. Доказаны энер-
гетическое неравенство и существование разностного решения.

4. Предложена модификация метода адаптивной искусственной вязкости
на случай уравнений динамики сжимаемого вязкого теплопроводного га-
за. Для метода адаптивной искусственной вязкости на тетраэдральных
сетках предложены модификации сеточных операторов дивергенции и
градиента, позволяющие обойти условие отсутствия тупоугольных эле-
ментов, являющееся критическим в трёхмерном случае.

Теоретическая значимость работы. Теоретические исследования, про-
ведённые для анализа предложенных разностных схем, гарантирующих поло-
жительность сеточной функции плотности, являются важным дополнением
вычислительной математики, а именно теории конечно-разностных аппрок-
симаций уравнений газовой динамики.

Практическая значимость работы. Аппроксимации на треугольных
и тетраэдральных сетках являются эффективным инструментарием, кото-
рый на практике можно использовать для численного моделирования задач
вычислительной математики в общем виде в областях произвольной формы
посредством использования стандартных сеточных генераторов таких, как
Gmsh или Ani2D.

Методология и методы исследования. Для построения разностных
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схем использовались идеи аппроксимаций, предложенные в работах А. Г. Со-
колова [22], а также И.В. Попова и И.В. Фрязинова [24]. Для обоснования
полученных схем использовалась методика, предложенная Г.М. Кобелько-
вым [22]. Исследование стабилизации к стационарному решению производи-
лось с помощью идей, предложенных в работах А.А. Корнева [25] и Е.В. Чи-
жонкова [26]. Кроме того, использовались методы линейной алгебры, методы
функционального анализа, а также методы построения и обоснования раз-
ностных схем. Для проведения численных расчётов был написан комплекс
программ, предназначенный для использования на системах с раздельной
памятью. Пересылка данных между узлами реализована при помощи тех-
нологии MPI. Численные эксперименты проводились на суперкомпьюторном
комплексе “Ломоносов” с использованием до 1024 ядер.

Соответствие диссертации паспорту научной специальности. Вы-
числительная математика — область науки, к которой относятся разработка
и теория методов численного решения математических задач, возникающих
при моделировании естественнонаучных и прикладных проблем, а также реа-
лизация методов в практическом решении задач с применением современных
ЭВМ. Области исследования:

1. создание алгоритмов численного решения задач алгебры, анализа, диф-
ференциальных и интегральных уравнений, математической физики, тео-
рии вероятностей и статистики, типичных для приложений математики
к различным областям науки и техники;

2. разработка теории численных методов, анализ и обоснование алгорит-
мов, вопросы повышения их эффективности;

4. реализация численных методов в решении прикладных задач, возникаю-
щих при математическом моделировании естественнонаучных и научно-
технических проблем, соответствие выбранных алгоритмов специфике
рассматриваемых задач.

Апробация работы. Результаты, изложенные в диссертации докладыва-
лись на следующих семинарах и конференциях:

1. на конференции “Ломоносов 2018”, Москва, Россия, МГУ имени
М.В.Ломоносова (9–13 апреля 2018);
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2. на конференции Ломоносовские чтения–2018, секция Математики,
Москва (16-26 апреля 2018);

3. на XVII Всероссийской молодежной школе-конференции “Лобачевские
чтения–2018” (г. Казань, 23–28 ноября 2018);

4. на научном семинаре института вычислительной математики имени
Г.И. Марчука РАН (г. Москва, 20 февраля 2018);

5. на научном семинаре кафедры математического моделирования АВТИ
МЭИ (г. Москва, 3 октября 2018);

6. на научном семинаре института прикладной математики имени
М.В. Келдыша РАН (г. Москва, 1 ноября 2018);

7. на международной научной конференции “Современные проблемы мате-
матики и механики”, посвященной 80-летию академика В. А. Садовни-
чего (г. Москва, 14 мая 2019);

8. на научном семинаре кафедры Вычислительной математики механико-
математического факультета МГУ имени М.В. Ломоносова (2014–
2019гг).

Результаты диссертации представлены в пяти главах. В первой главе
приводятся основные обозначения и определения как на ортогональных, так
и на неструктурированных сетках, вводятся разностные аппроксимации опе-
раторов дивергенции и градиента таким образом, чтобы в сеточном случае
имела место формула Гаусса–Остроградского, а также выполнялось сохра-
нение баланса массы на ячейке. Кроме того, приведены некоторые факты,
используемые в дальнейшем, а также доказаны достаточные условия, необхо-
димые для того, чтобы показать, что матрица системы линейных уравнений,
получающаяся при построении аппроксимации уравнения неразрывности, яв-
ляется M -матрицей.

Во второй главе предлагается разностная схема для одномерных урав-
нений динамики вязкого баротропного газа в цилиндрической области с пе-
ременным во времени сечением. Одним из актуальных приложений данной
задачи является является расчет течения при закрытии клапанов и засло-
нок в трубопроводах [27; 28]. Для одномерного моделирования таких течений
обычно используется метод характеристик. Клапан моделируется как место,
где параметры течения (давление и скорость) разрывны, т. е. имеют разные
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величины с двух сторон от клапана. При этом система уравнений механики
сплошной среды становится незамкнутой. Для того чтобы её замкнуть, добав-
ляются два эмпирических соотношения, связывающие скорость и давление
перед клапаном со скоростью и давлением за ним. Эти соотношения зависят
от технических характеристик конкретного клапана. Ключевым отличием
данной работы является представление клапана как части трубы с перемен-
ным во времени сечением. Для данной задачи предлагается разностная схема
на основе идей, впервые предложенных в работах [22; 29]. Для данной схемы
доказаны положительность сеточной функции плотности, сеточный аналог
закона сохранения массы, энергетическое неравенство, а также существова-
ние разностного решения.

Третья глава посвящена стабилизации одномерных уравнений динамики
вязкого баротропного газа к стационарному решению по начальным данным
с помощью метода нулевого приближения. Задача рассматривается в разност-
ном случае на смещённых сетках, благодаря чему удаётся выписать решение
линеаризованной схемы методом Фурье. В данной главе получен спектр лине-
аризованной системы, доказана теорема об общем виде её решения, а также
получена оценка скорости сходимости к стационарному решению. В конце
главы приведены результаты численных расчётов для начальных условий
типа скачок плотности или скачок скорости, иллюстрирующих влияние та-
ких параметров как вязкость, шаг по времени, число вырезаемых гармоник
и размер носителя функций сдвига на скорость стабилизации нелинейной за-
дачи.

В четвёртой главе предлагается обобщение идей, изложенных во вто-
рой главе, на двумерный случай. Сначала строится модификация предло-
женной схемы в случае ортогональных сеток таким образом, чтобы сеточные
функции аппроксимировались в центрах ячеек. Затем посредством этой мо-
дификации строится обобщение данной разностной схемы на случай неструк-
турированных треугольных сеток с помощью аппроксимаций сеточных опе-
раторов дивергенции и градиента, предложенных в работах И.В. Попова и
И.В. Фрязинова [24; 30]. Для полученных схем доказана положительность се-
точной функции плотности, сеточный аналог закона сохранения массы, энер-
гетическое неравенство, а также существование решения при любых шагах
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по времени и пространству. В конце главы представлена численная оценка
сходимости, а также проведена серия тестов на стандартных модельных за-
дачах [23; 31—34] для сравнения предложенного подхода с другими методами.
На модельных задачах произведено сравнение предложенной схемы с мето-
дом адаптивной искусственной вязкости.

Наконец, в пятой главе производится обобщение метода адаптивной ис-
кусственной вязкости И.В. Попова и И.В. Фрязинова на случай вязкого сжи-
маемого теплопроводного газа. В оригинальном методе адаптивной искус-
ственной вязкости используются поправки Лакса–Вендроффа [35] для полу-
чения аппроксимации второго порядка по времени, благодаря чему удаёт-
ся уменьшить количество осцилляций сеточного решения. Однако, в данном
случае эти поправки неудобно использовать поскольку они слишком громозд-
кие из-за наличия вторых производных по пространству. Получить второй
порядок аппроксимации по времени можно с помощью метода МакКорма-
ка [36], но он приводит к семнадцатиточечной разностной схеме, которую
трудно монотонизировать. В данной главе предлагается модифицировать ме-
тод адаптивной искусственной вязкости, а именно скомбинировать лучшие
качества методов Лакса–Вендроффа и МакКормака, то есть ввести поправки
для невязких слагаемых с помощью метода Лакса–Вендроффа, а поправки,
получающиеся в результате наличия вязких слагаемых с помощью метода
МакКормака. В конце главы проведён численный эксперимент по опреде-
лению давления переключения струйного транзистора, результаты которого
количественно согласуются с результатами натурного эксперимента.

Автор выражает глубокую благодарность своему научному руководителю
доктору физико-математических наук профессору Георгию Михайловичу Ко-
белькову за постановку задачи, помощь и поддержку в работе над диссерта-
цией, доктору физико-математических наук профессору Андрею Алексееви-
чу Корневу за постановку задачи о стабилизации, а также за многочисленные
консультации, помощь и поддержку, доктору физико-математических наук
профессору Александру Васильевичу Звягину за постановку задачи о мо-
делировании поведения клапана, сотруднику института прикладной матема-
тики имени М.В. Келдыша РАН Игорю Викторовичу Попову за консульта-
ции, касающиеся аппроксимаций на неструктурированных сетках, а также со-
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трудникам кафедры вычислительной математики механико-математического
факультета МГУ имени М.В. Ломоносова, в особенности А.В. Попову и
Е.В. Чижонкову за внимание и доброжелательное отношение.



Глава 1

Основные обозначения и определения

В данной главе мы введём обозначения на сетках, а также перечислим основ-
ные определения. Кроме того докажем некоторые вспомогательные утвер-
ждения, использующиеся в дальнейшем.

1.1 Условные обозначения на ортогональных сетках

В этом разделе будут рассмотрены условные обозначения, использующиеся
в главах 2–4 для построения аппроксимаций на ортогональных сетках.

1.1.1 Одномерные сетки с постоянным шагом

Пусть задана одномерная сетка Ω1
h = {x0 < x1 < . . . < xM} с постоянным

шагом h = xi+1 − xi, i = 0,M − 1. Для произвольной функции ζ, задан-
ной на сетке Ω1

h, определим её значение в точке xi через ζi, кроме то-
го, продолжим функцию ζ нулём за границу Ω1

h на всю сеточную пря-
мую. Для сокращения обозначений введём безындексную форму записи, а
именно ζ = ζi, ζ(±1) = ζi±1. Как обычно, положим ζx = ζi+1−ζi

h , ζx̄ = ζi−ζi−1

h ,
ζ◦
x = ζi+1−ζi−1

2h , ζ = ζi+ζi−1

2 . Пусть R(Ω1
h) — пространство функций, определён-

ных на сетке Ω1
h. Введём скалярное произведение в R(Ω1

h) следующим обра-
зом:

(f, g)R(Ω1
h) =

M∑
i=0

hfigi, где f, g ∈ R(Ω1
h).

Сеточную норму ‖ · ‖R(Ω1
h) определим естественным образом

‖f‖R(Ω1
h) =

√
(f, f)R(Ω1

h), где f ∈ R(Ω1
h).

14
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1.1.2 Двумерные ортогональные сетки

Теперь опишем условные обозначения на двумерной равномер-
ной по каждому координатному направлению ортогональной сет-
ке Ω2

h = {xi,j | i = 0,M1, j = 0,M2} с шагом hα, α = 1, 2. Значение
произвольной сеточной функции ζ в узле xm с номером m = (i, j) обо-
значим через ζm или ζi,j. Продолжим сеточные функции нулём на всю
оставшуюся часть сеточной плоскости. Для сокращения обозначений введём
безындексную форму записи, а именно ζm = ζ, ζi±1,j = ζ±1, ζi,j±1 = ζ±2.
Используем стандартные обозначения

ζxk =
ζ+k − ζ
hk

, ζxk =
ζ − ζ−k

hk
.

Кроме того введём аппроксимацию

〈ζ〉◦xk =


〈ζ〉+k − 〈ζ〉−k

hk
, если узлы x±k лежат в области Ω2

h;

〈ζ〉+k − 〈ζ〉−k

hk/2
, иначе,

(1.1.1)

где усреднение 〈ζ〉±k определяется как

〈ζ〉±k =


ζ + ζ±k

2
, если узел x±k лежит в области Ω2

h;

ζ, иначе

для произвольной сеточной функции ζ.

Замечание 1.1.1. Заметим, что внутри области Ω2
h аппроксимация 〈ζ〉◦x

является обычной центральной разностью, а на границе — направленной
разностью.

Замечание 1.1.2. Если ввести понятие потоковых узлов аналогично ме-
тоду адаптивной искусственной вязкости И.В. Попова и И.В. Фрязинова,
то выражения 〈ζ〉±k и 〈ζ〉◦xk будут аппроксимировать величину ζ и её про-
странственную производную по k-ой координате соответственно в пото-
ковом узле, лежащем между точками x и x±k.
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Пусть R(Ω2
h) — пространство функций, определённых на Ω2

h, а V(Ω2
h) —

пространство вектор-функций, определённых на Ω2
h. Введём скалярные про-

изведения в R(Ω2
h) и V(Ω2

h) соответственно

(f, g)R(Ω2
h) =

M1∑
i=0

M2∑
j=0

h1ih2jfi,jgi,j,

(u,v)V(Ω2
h) =

M1∑
i=0

M2∑
j=0

h1ih2j(u1i,jv1i,j + u2i,jv2i,j),

где

hαi =

hα, i = 1,Mα − 1 (то есть узел x±α лежит в Ω2
h);

hα/2, i = 0, i = Mα (иначе),
α = 1, 2. (1.1.2)

Сеточные нормы ‖ · ‖R((Ω2
h) и ‖ · ‖V((Ω2

h) определим естественным образом

‖f‖R(Ω2
h) =

√
(f, f)R(Ω2

h), ‖u‖V(Ω2
h) =

√
(u, u)V(Ω2

h).

Утверждение 1.1.1. Для произвольных сеточный функций ρ, u ∈ R(Ω2
h),

где u = 0 на границе области Ω2
h, имеет место следующее соотношение(

〈u〉◦xk, ρ
)
R(Ω2

h)
= −

(
〈ρ〉◦xk, u

)
R(Ω2

h)
, k = 1, 2.

Доказательство. Докажем утверждение для случая k = 1. Случай k = 2

разбирается аналогично. По определению(
〈u〉◦xk, ρ

)
R(Ω2

h)
=

M1∑
i=0

M2∑
j=0

h2j

(
〈u〉+ki,j − 〈u〉−ki,j

)
ρi,j.

Используя тот факт, что u0,j = 0 и uM1,j = 0, преобразуем выражение под зна-
ком суммы по j в правой части последнего равенства. С точностью до h2j

имеем(
u0,j + u1,j

2
− u0,j

)
ρ0,j +

M1−1∑
i=1

ui+1,j − ui−1,j

2
ρi,j+

+

(
uM1−1,j + uM1,j

2
− uM1,j

)
ρM1,j = −

(
ρ0,j + ρ1,j

2
− ρ0,j

)
u0,j−

−
M1−1∑
i=1

ρi+1,j − ρi−1,j

2
ui,j −

(
ρM1−1,j + ρM1,j

2
− ρM1,j

)
uM1,j. (1.1.3)

Из выражения (1.1.3) следует требуемое соотношение. Таким образом, утвер-
ждение доказано.
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1.2 Условные обозначения на треугольных сетках

Пусть построена кусочно-линейная аппроксимация Γh границы Γ некоторой
двумерной области Ω, а область Ω∆,2

h , ограниченная границей Γh, разбита
на согласованные треугольники ωi, которые в дальнейшем будем называть
ячейками. Ребра треугольника ωi и смежные треугольники обозначим че-
рез Sik и ωik соответственно, причём ребро Sik является смежной стороной
треугольников ωi и ωik , где k = 1, 3. Положим nik = (n1

ik
, n2

ik
) —внешняя нор-

маль к ребру Sik ячейки ωi. Если нумерация ведётся относительно ребра Sj,
то соседние ячейки обозначим через ωj1 и ωj2. В том случае если ребро Sj ле-
жит на границе области, определена только ячейка ωj1. Тогда njk —внешняя
нормаль к ребру Sj относительно ячейки ωjk , где k = 1, 2.

xi

xik

x̃ik

∆n1
ik

∆n2
ik

Рис. 1.1: Остроугольные ячейки ωi и ωik

xj1

xj2

x̃j

∆n1
j

∆n2
j

Рис. 1.2: Остроугольные ячейки ωj1 и ωj2

Если ячейка ωi является остроугольным треугольником, то её центром xi

назовём центр описанной окружности треугольника ωi. Рассмотрим две со-
седние остроугольные ячейки ωi и ωik (рис. 1.1), где k = 1, 3.

Пусть ∆nik —отрезок, соединяющий точки xi и xik , он перпендикулярен
ребру Sik и пересекается с ним в точке x̃ik , причём эта точка делит ребро Sik
пополам. Отрезки xix̃ik и x̃ikxik обозначим с помощью ∆n1

ik
и ∆n2

ik
соответ-

ственно. Таким образом, ∆nik = ∆n1
ik

+ ∆n2
ik
. В случае если нумерация ве-

дётся относительно ребра Sj (рис. 1.2), то центрами ячеек ωj1 и ωj2 являются
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точки xj1 и xj2 соответственно, x̃j —точка пересечения отрезка xj1xj2 с реб-
ром Sj, а величины ∆nj, ∆n1

j и ∆n2
j обозначают отрезки xj1xj2, xj1x̃j и x̃jxj2

соответственно.
Теперь перейдём к обозначениям для тупоугольных ячеек. Если ячей-

ка ωi является тупоугольным треугольником, то центром xi этой ячейки на-
зовём её центр масс. Рассмотрим две соседних ячейки ωi и ωik (рис. 1.3),
где k = 1, 3, причём хотя бы одна из этих ячеек является тупоугольной.
Пусть ∆nik —проекция отрезка, соединяющего точки xi и xik на нормаль nik .

xi

xik

x̃ik

∆n1
ik

∆n2
ik

Рис. 1.3: Ячейки ωi и ωik

Положим x̃ik —точка пересечения отрезка xixik c ребром Sik (или с его продол-
жением). Опустим из точек xi и xik перпендикуляры на ребро Sik (или на его
продолжение), которые обозначим с помощью ∆n1

ik
и ∆n2

ik
соответственно.

Таким образом, ∆nik = ∆n1
ik

+ ∆n2
ik
.

Аналогично, если нумерация ведётся относительно ребра Sj (рис. 1.4), то
центрами ячеек ωj1 и ωj2 являются точки xj1 и xj2 соответственно, x̃j —точка
пересечения отрезка xj1xj2 с ребром Sj или его продолжением, а величи-
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xj1

xj2

x̃j

∆n1
j

∆n2
j

Рис. 1.4: Ячейки ωj1 и ωj2

ны ∆nj, ∆n1
j и ∆n2

j обозначают проекции отрезков xj1xj2, xj1x̃j и x̃jxj2 со-
ответственно на нормаль к ребру Sj.

Если ребро Sik ячейки ωi принадлежит границе Γh, то точку x̃ik располо-
жим в центре ребра Sik , величину ∆n1

ik
определим точно так же, как и в двух

предыдущих случаях, а величину ∆nik положим равной ∆n1
ik
. Аналогичным

образом определяются обозначения в нумерации относительно граничного
ребра Sj.

Четырехугольник, ограниченный отрезками, соединяющими точки xi и xik
с концами ребра Sik назовём потоковой ячейкой и обозначим через ω̃ik . Центр
потоковой ячейки ωik определим в точке x̃ik . Отметим, что в случае отсут-
ствия точки xik соответствующая потоковая ячейка имеет форму треугольни-
ка. Пусть Ω̃∆,2

h — множество всех потоковых ячеек. Если нумерация ведётся
относительно ребра Sj, то ему соответствует потоковая ячейка ω̃j.

В дальнейшем будем обозначать площади ячеек точно так же, как ячейки,
а длины отрезков так же, как и сами отрезки. Сеточные функции ρ и вектор-
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функции u определим на множестве центров ячеек {xi|ωi ∈ Ω∆,2
h } таким обра-

зом, что ρ(xi) = ρi и u(xi) = ui = (u1i, u2i). Значение произвольной сеточной
функции ζ в потоковом узле x̃j обозначим через ζ̃j. Кроме того для удобства
введём безындексную форму записи, а именно, при рассмотрении аппрокси-
мации в одной отдельно взятой ячейке ωi будем опускать индекс i для всех
обозначений, введённых в этом разделе, то есть положим ω = ωi, ρ = ρi,
u = (u1, u2) = ui, Sk = Sik , ∆nk = ∆nik и т. д. Аналогично, в нумерации от-
носительно ребра Sj будем опускать индекс j, то есть ωq = ωjq , ∆nq = ∆nqj ,
ρq = ρjq , где q = 1, 2 и т. д.

Пусть R(Ω∆,2
h ) — пространство функций, определённых в центрах ячеек,

а V(Ω∆,2
h ) — пространство вектор-функций, определённых в центрах ячеек.

Пространства функций и вектор-функций, определённых в потоковых узлах
обозначим соответственно через R(Ω̃∆,2

h ) и V(Ω̃∆,2
h ). Введём скалярные про-

изведения в R(Ω∆,2
h ) и в V(Ω∆,2

h ) соответственно:

(f, g)R(Ω∆,2
h ) =

∑
ωi∈Ω∆,2

h

ωifigi, (u,v)V(Ω∆,2
h ) =

∑
ωi∈Ω∆,2

h

ωi(u1iv1i + u2iv2i),

где f, g ∈ R(Ω∆,2
h ), u,v ∈ V(Ω∆,2

h ). Сеточные нормы ‖ · ‖R(Ω∆,2
h ) и ‖ · ‖V(Ω∆,2

h )
определим естественным образом

‖f‖R(Ω∆,2
h ) =

√
(f, f)R(Ω∆,2

h ), ‖u‖V(Ω∆,2
h ) =

√
(u,u)V(Ω∆,2

h ).

1.3 Тетраэдральные сетки

Пусть построена триангуляция Γh границы Γ некоторой трёхмерной обла-
сти Ω, а область Ω∆,3

h , ограниченная поверхностью Γh, разбита на согласо-
ванные тетраэдры, которые в дальнейшем будем называть ячейками. Анало-
гично обозначениям на треугольных сетках, центр xi ячейки ωi определим
в центре сферы, описанной вокруг соответствующего тетраэдра при условии
того, что он лежит внутри этого тетраэдра. В противном случае центром
ячейки является её центр тяжести.

Общую грань ячеек ωi и ωik , k = 1, 4 обозначим через Sik , а её центр масс
через x̃цм

ik
. Определим потоковый узел x̃ik грани Sik в точке пересечения грани

(или её продолжения) с отрезком, соединяющим центры ячеек ωi и ωik . Если
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грань тетраэдра находится на границе области Γh, то в случае если эта грань
является остроугольным треугольником, назовём её потоковым узлом центр
описанной окружности грани. В противном случае потоковый узел этой грани
расположим в её центре тяжести. Введённые ранее узлы x̃цм

ik
будем также

относить к потоковым.

xik

xi

x̃ik

∆li

Рис. 1.5: Ячейки ωi и ωik

Фигуру, ограниченную плоскостями, проведёнными через рёбра грани Sik
и точки xi и xik назовём потоковой ячейкой и обозначим через ω̃ik , а её цен-
тром назовём точку x̃ik . Положим Ω̃∆,3

h —множество всех потоковых ячеек.
Грани потоковой ячейки ω̃ik обозначим буквами S̃ik,q, q = 1, 4.

Величины ∆l1ik и ∆l2ik определим как части отрезка ∆lik , находящиеся
со стороны точек xi и xik от грани Sik соответственно. Пусть nik — внешняя
нормаль к грани Sik ячейки ωi. Обозначим с помощью величин ∆nik , ∆n1

ik

и ∆n2
ik

длины проекций отрезков ∆lik , ∆l1ik и ∆l2ik соответственно на нор-
маль nik . Определим nik,q как внешнюю нормаль к грани S̃ik,q, q = 1, 6 ячей-
ки ω̃ik . Для удобства будем обозначать объёмы ячеек, площади граней и дли-
ны отрезков точно так же, как и ячейки, грани и отрезки соответственно.

Аналогично обозначениям на треугольных сетках, если нумерация ведётся
относительно грани Sj, то соседние ячейки обозначим через ωj1 и ωj2, соот-
ветствующую потоковую ячейку через ω̃j, а центр масс грани Sj через x̃цм

j .
В том случае если грань Sj лежит на границе области, определена только
ячейка ωj1. Тогда njk —внешняя нормаль к грани Sj относительно ячейки ωjk ,
где k = 1, 2. Центрами ячеек ωj1 и ωj2 являются точки xj1 и xj2 соответствен-
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но, x̃j —точка пересечения отрезка xj1xj2 с гранью Sj или его продолжением,
а величины ∆nj, ∆n1

j и ∆n2
j обозначают проекции отрезков xj1xj2, xj1x̃j и

x̃jxj2 соответственно на нормаль к грани Sj.
Сеточные функции ρ и вектор-функции u определим на множе-

стве центров ячеек
{
xi|ωi ∈ Ω∆,3

h

}
таким образом, что ρ(xi) = ρi и

u(xi) = ui = (u1i, u2i, u3i). Значение произвольной сеточной функции ζ в по-
токовом узле x̃j обозначим через ζ̃j. Кроме того для удобства введём безын-
дексную форму записи, а именно, при рассмотрении аппроксимации в одной
отдельно взятой ячейке ωi будем опускать индекс i для всех обозначений, вве-
дённых в этом разделе, то есть положим ω = ωi, ρ = ρi, u = (u1, u2, u3) = ui,
Sk = Sik , ∆nk = ∆nik и т. д. Аналогично, в нумерации относительно грани Sj
будем опускать индекс j, то есть ωq = ωjq , ∆nq = ∆nqj , ρq = ρjq , где q = 1, 2 и
т. д.

Аналогично двумерному случаю, введём пространство сеточных функ-
ций R(Ω∆,3

h ) и пространство вектор-функций V(Ω∆,3
h ), определённых в цен-

трах ячеек. Пространства сеточных функций и сеточных вектор-функций,
определённых в потоковых узлах, обозначим соответственно через R(Ω̃∆,3

h ) и
V(Ω̃∆,3

h ). Кроме того, введём скалярные произведения:

(f, g)R(Ω∆,3
h ) =

∑
ωi∈Ω∆,3

h

ωifigi, (u,v)V(Ω∆,3
h ) =

∑
ωi∈Ω∆,3

h

ωi(u1iv1i + u2iv2i + u3iv3i),

где f, g ∈ R(Ω∆,3
h ), u,v ∈ V(Ω∆,3

h ). Сеточные нормы ‖ · ‖R(Ω∆,3
h ) и ‖ · ‖V(Ω∆,3

h )
определим естественным образом

‖f‖R(Ω∆,3
h ) =

√
(f, f)R(Ω∆,3

h ), ‖u‖V(Ω∆,3
h ) =

√
(u,u)V(Ω∆,3

h ).

Теперь введём обозначения, которые потребуются для построения более
точных аппроксимаций. Пусть

LP,Q,R(x1, x2, x3) =

∣∣∣∣∣∣∣
x1 − P1 x2 − P2 x3 − P3

Q1 − P1 Q2 − P2 Q3 − P3

R1 − P1 R2 − P2 R3 − P3

∣∣∣∣∣∣∣ , (1.3.1)

где P = (P1, P2, P3), Q = (Q1, Q2, Q3), R = (R1, R2, R3) — некоторые три точ-
ки. Определим базисные функции задачи линейной интерполяции для про-
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извольных четырёх точек P1, P2, P3, P4, не лежащих в одной плоскости

ψ1(x1, x2, x3) = LP2,P3,P4
(x1, x2, x3)/LP2,P3,P4

(P1),

ψ2(x1, x2, x3) = LP1,P3,P4
(x1, x2, x3)/LP1,P3,P4

(P2),

ψ3(x1, x2, x3) = LP1,P2,P4
(x1, x2, x3)/LP1,P2,P4

(P3),

ψ4(x1, x2, x3) = LP1,P2,P3
(x1, x2, x3)/LP1,P2,P3

(P4),

(1.3.2)

то есть ψi(Pj) = δij, i, j = 1, 4. Для произвольной функции ζ построим её
линейное приближение ζLi в каждой ячейке ωi следующим образом

ζLi =
4∑

k=1

ζ(Pik)ψk(Pik), (1.3.3)

где через Pik обозначена точка xik если Sik не является частью границы или
точка xi в противном случае, и функции (1.3.2) построены по точкам Pik ,
k = 1, 4. Здесь предполагается, что никакие две грани тетраэдра не являются
частью границы одновременно.

Кроме того нам потребуются квадратичные аппроксимации ζQi в основ-
ных ячейках ωi или ζQj в потоковых ячейках ω̃j, которые мы будем искать
в следующем виде

ζQ(x1, x2, x3) =
3∑

p,q=1
p6q

apqxpxq +
3∑
p=1

bpxp + c (1.3.4)

Для нахождения коэффициентов в выражении (1.3.4) потребуется решить
систему из 10 линейных уравнений

ζQ(Pk) = ζ(Pk), k = 1, 10, (1.3.5)

где точки Pk выбраны из числа основных точек сетки, соседних с ячейками ωi
или ω̃j. Разрешимость системы (1.3.5) в настоящей работе не рассматривает-
ся.

1.4 Сеточная аппроксимация дивергенции и градиента
на неструктурированных сетках

В данном разделе будем предполагать, что построена треугольная или тетра-
эдральная сетка Ωh = Ω∆,2

h или Ωh = Ω∆,3
h . Точно так же, как и в [24], будем
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строить разностную схему таким образом, чтобы сеточные операторы дивер-
генции и градиента были взаимно сопряжены. Сначала построим аппрокси-
мацию дивергенции в основных точках сетки xi. Обозначим с помощью Wik

некоторый вектор, определённый в узле x̃ik , тогда Wiknik — проекция этого
вектора на нормаль nik . В основных узлах сетки дивергенцию произвольного
векторного поля W аппроксимируем следующим образом

div h
i W =

1

ωi

D+1∑
k=1

WiknikSik, (1.4.1)

где D — размерность пространства. То есть div h
i W — дивергенция векто-

ра W в точке xi, суммирование ведётся по всем граням ячейки ωi. Обозначим
линейную интерполяцию вектора W в потоковую точку x̃ik через

〈W〉ik =


Wi∆n

2
ik

+Wik
∆n1

ik

∆nik
, x̃ik /∈ Γh,

(W)i, x̃ik ∈ Γh,
(1.4.2)

где Wi — значение вектора W в точке xi. Тогда с учётом (1.4.1) и (1.4.2) ди-
вергенция вектора скорости аппроксимируется в узле xi следующим образом

div h
i v =

1

ωi

D+1∑
k=1

〈v〉iknikSik. (1.4.3)

Замечание 1.4.1. Выражение (1.4.1) задаёт сеточный оператор диверген-
ции, действующий из пространства V(Ω̃h) в пространство R(Ωh), а фор-
мула (1.4.3) — сеточный оператор дивергенции, действующий из простран-
ства V(Ωh) в пространство R(Ωh).

Аппроксимация (1.4.3) обеспечивает выполнение сеточного аналога зако-
на сохранения массы при однородных краевых условиях. Теперь построим
разностную аппроксимацию оператора градиента таким образом, чтобы он
был сопряжён ранее выбранному сеточному оператору дивергенции, а имен-
но, чтобы выполнялся сеточный аналог равенства∫

Ω

p div v dΩ = −
∫
Ω

v · ∇p dΩ,

то есть ∑
Ωh

ωipidiv h
i v = −

∑
Ωh

ωi(vi · ∇h
i p). (1.4.4)
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Пользуясь тем, что 〈v〉iknik = 0 на жёсткой стенке, а также тем, что
D+1∑
k=1

Sikviknik = 0 и ∆nik = ∆n1
ik

+ ∆n2
ik
, преобразуем левую часть выраже-

ния (1.4.4)

∑
Ωh

ωipidiv h
i v =

∑
ωi∈Ωh

 D+1∑
k=1

Sik /∈Γh

piSik
vi∆n

2
ik

+ vik∆n
1
ik

∆nik
nik

 =

=
∑
ωi∈Ωh

 D+1∑
k=1

Sik /∈Γh

piSik
vik∆n

1
ik
− vi∆n

1
ik

∆nik
nik −

D+1∑
k=1

Sik∈Γh

piSikvinik

 . (1.4.5)

Перейдём от суммирования по ячейкам к суммированию по граням то есть пе-
регруппируем слагаемые таким образом, чтобы внешнее суммирование в вы-
ражении (1.4.5) производилось по граням. Тогда

∑
Sj /∈Γh

(
pj1Sj

∆n1
j

∆nj

(
vj2 − vj1

)
nj1 + pj2Sj

∆n2
j

∆nj

(
vj2 − vj1

)
nj1

)
−

−
∑
Sj∈Γh

(
pj1Sjvj1nj1

)
=

=
∑
Sj /∈Γh

(
Sjnj1

(
vj2 − vj1

)pj1∆n1
j + pj2∆n

2
j

∆nj

)
−
∑
Sj∈Γh

(
vj1nj1Sjpj1

)
.

Возвращаясь к суммированию по ячейкам, получаем

−
∑
ωi∈Ωh

 D+1∑
k=1

Sik /∈Γh

vi · nikSik
pi∆n

1
ik

+ p2
ik

∆n2
ik

∆nik
+

D+1∑
k=1

Sik∈Γh

vi · nikSikpi

 =

= −
∑
ωi∈Ωh

(
vi ·

D+1∑
k=1

nikSik p̄ik

)
, (1.4.6)

где

p̄ik =


pi∆n

1
ik

+ pik∆n
2
ik

∆nik
, Sik /∈ Γh

pi, Sik ∈ Γh.
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Таким образом, если взять

∇h
i p =

1

ωi

D+1∑
k=1

nikSik p̄ik, (1.4.7)

то правая часть выражения (1.4.6) примет вид правой части условия сопря-
жённости сеточных операторов дивергенции и градиента (1.4.4).

Замечание 1.4.2. Равенство (1.4.7) задаёт сеточный оператор градиента,
действующий из пространства R(Ωh) в пространство V(Ωh).

Замечание 1.4.3. Согласно работе [24] аппроксимации (1.4.3) и (1.4.7)
имеют первый порядок по пространству, если центы описанных окруж-
ностей треугольников ωi и ωik, k = 1, 3 в двумерном случае или описанных
сфер тетраэдров ωi и ωik, k = 1, 4 в трёхмерном случае лежат внутри со-
ответствующих ячеек, иными словами если соответствующие элементы
сетки являются остроугольными.

Замечание 1.4.4. Отметим, что на практике не удаётся построить сет-
ку полностью из остроугольных элементов. На данный момент современ-
ные открытые генераторы сеток, такие как Ani2D [37] и Gmsh [38] позво-
ляют строить треугольные сетки, в которых количество тупоугольных
элементов не превышает двух процентов. Однако, в работах [24; 30] было
показано, что наличие тупоугольных элементов не оказывает существен-
ного влияния на численную оценку сходимости и результат вычислений
при условии, что их количество не превышает 15 процентов от общего
числа элементов сетки. В настоящей работе в двумерном случае тупо-
угольные элементы точно также будут игнорироваться.

В трёхмерном случае количество тупоугольных элементов превышает 40%

при использовании открытых генераторов сеток [37—39], поэтому нам потре-
буется модифицировать аппроксимацию. Если хотя бы одна из ячеек, смеж-
ных с гранью Sj является тупоугольной, то положим

〈ζ〉j = ζLj1(x̃
цм
j ), (1.4.8)

причём одна из двух ячеек ωj1 и ωj2, выбранных для построения прибли-
жения ζLj1 определяется строго однозначно для каждой грани Sj. Тогда се-
точный оператор дивергенции div h : V(Ωh)→ R(Ωh) будет задаваться фор-
мулой (1.4.3) с учётом поправки (1.4.8). Отметим, что такая аппроксимация
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останется симметричной и она будет сохранять баланс масс на ячейке. Если
одна из ячеек ωi или ωik , k = 1, 4 является тупоугольной, то сеточный опера-
тор градиента ∇h : R(Ωh)→ V(Ωh) в узле xi аппроксимируем формулой

∇h
i p = ∇pLi . (1.4.9)

Определим сеточный оператор дивергенции в потоковых уз-
лах div h : V(Ωh)→ R(Ω̃h) аналогично [30]:

div h
jv =


vj2nj1−vj1nj1

∆nj
, x̃j /∈ Γh,

−vj1nj1
∆nj

, x̃j ∈ Γh.
(1.4.10)

Точно так же, как и в [24] исходя из сеточного условия сопряжённости опе-
раторов дивергенции и градиента∑

x̃j∈Ω̃h

ω̃j p̄jdiv h
jv = −

∑
x̃j∈Ω̃h

(
ω̃j〈v〉j · ∇h

j p
)
, (1.4.11)

найдём сеточную аппроксимацию градиента в потоковых узлах. Преобразуем
левую часть выражения (1.4.11)∑
x̃j∈Ω̃h

ω̃j p̄jdiv h
jv =

=
∑

x̃j∈Ω̃h\Γh

Sj
D

pj2∆n
2
j + pj1∆n

1
j

∆nj

(
vj2nj1 − vj1nj1

)
−
∑
x̃j∈Γh

Sj
D
pj1vj1nj1 =

=
∑

x̃j∈Ω̃h\Γh

Sj
D

(
(pj1 − pj2)〈v〉jnj1 + pj2vj2nj1 − pj1vj1nj1

)
−
∑
x̃j∈Γh

Sj
D
pj1vj1nj1.

(1.4.12)

С учётом тождества
D+1∑
k=1

vinikSik = 0, правая часть (1.4.12) примет вид

−
∑

x̃j∈Ω̃h\Γh

(
Sj
D
〈v〉j · nj1(pj2 − pj1)

)
= −

∑
x̃j∈Ω̃h\Γh

(
ω̃j〈v〉j · nj1

pj2 − pj1
∆nj

)
.

Таким образом, градиент в потоковой точке x̃j аппроксимируется следующей
величиной

∇h
j p =


pj2−pj1

∆nj
nj1, x̃j /∈ Γh,

0, x̃j ∈ Γh.
(1.4.13)
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Замечание 1.4.5. Выражение (1.4.13) задаёт сеточный оператор градиен-
та, действующий из пространства R(Ωh) в пространство V(Ω̃h).

Замечание 1.4.6. Отметим, что выражения (1.4.10) и (1.4.13) аппрокси-
мируют величины ∂v

∂n · n и ∂p
∂n · n соответственно с первым порядком по про-

странству при условии, что соседние ячейки являются остроугольными.
Порядок аппроксимации равен двум, если соседние ячейки являются пра-
вильными треугольниками или тетраэдрами.

Поскольку в трёхмерном случае трудно сделать сетку из остроугольных
элементов, то нам потребуются более точные аппроксимации дивергенции и
градиента в потоковых ячейках, которые мы определим с помощью

div h
jv = div vQj |x̃цм

j
, ∇h

j p = ∇pQj |x̃цм
j
. (1.4.14)

Замечание 1.4.7. Выражения (1.4.14) аппроксимируют дивергенцию и гра-
диент в узлах x̃цм

j со вторым порядком по пространству.

Замечание 1.4.8. Отметим, что такой выбор аппроксимации затрудня-
ет реализацию за счёт того, что требуется строить приближение по со-
седним элементам, расположенным в два слоя. Этого можно избежать,
аппроксимировав дивергенцию и градиент конечными разностями с учётом
того факта, что в методе адаптивной искусственной вязкости требуется
только производная по направлению к нормали к поверхности.

1.5 Дискретизация по времени

Как обычно будем предполагать, что введена дискретизация по времени
с шагом τn, n = 0, N − 1 или просто τ , то есть каждая сеточная функция
задана на цилиндре Qh

T = Ωh × ωt, где Ωh — некоторая сеточная область,
а ωt = {t0, t1, ..., tN | tn+1 − tn = τn}. Произвольную сеточную функцию ζ(·, ·)
в момент времени tn обозначим через ζn = ζ(·, tn). В безындексной форме
записи ζ = ζn и ζ̂ = ζn+1.
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1.6 Вспомогательные утверждения

Сформулируем некоторые вспомогательные утверждения и определения, ис-
пользующиеся в данной работе.

Утверждение 1.6.1. (Неравенство Юнга) Для любых действительных чи-
сел a, b > 0 и p, q > 1 таких, что 1

p + 1
q = 1, справедливо соотношение

ab 6
ap

p
+
bq

q
.

Утверждение 1.6.2. Для любого действительного числа x > 0 справедливо
неравенство

1− 1

x
6 lnx 6 x− 1.

Утверждение 1.6.3. (Принцип Лере-Шаудера) Пусть A : H → H — вполне
непрерывный, вообще говоря, нелинейный оператор в сепарабельном гильбер-
товом пространстве H. Если все возможные решения уравнений x = λAx

для λ ∈ [0, 1] не выходят за пределы некоторого шара |x| 6 ρ, то уравне-
ние x = Ax имеет по крайней мере одно решение в этом шаре.

Определение 1.6.1. Матрица A = (ai,j), i, j = 1, . . . , n называется M -
матрицей [40], если

1. ai,i > 0, i = 1, . . . , n.

2. ai,j 6 0, i 6= j, i, j = 1, . . . , n.

3. Матрица A невырождена.

4. A−1 неотрицательна, то есть все её элементы неотрицательны.

Имеют место следующие утверждения (см. [40]):

Утверждение 1.6.4. Пусть элементы ai,j, i, j = 1, . . . , n действительной
матрицы A удовлетворяют следующим свойствам

1. ai,i > 0, i = 1, . . . , n.

2. ai,j 6 0, i 6= j, i, j = 1, . . . , n.
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Тогда A является M -матрицей тогда и только тогда, когда ρ(B) < 1, где
B = E − (D(A))−1A, ρ(B) — спектральный радиус матрицы B, а D(A) —
диагональ матрицы A.

Утверждение 1.6.5. Пусть матрицы A = (ai,j) и B = (bi,j), i, j = 1 . . . , n

удовлетворяют следующим свойствам:

1. A 6 B, т. е. ai,j 6 bi,j ∀i, j, 1 6 i, j 6 n.

2. bi,j 6 0 ∀i 6= j.

Тогда если A является M -матрицей, то B также является M -матрицей.

Теорема 1. Пусть элементы ai,j, i, j = 1, . . . , n действительной матри-
цы A удовлетворяют следующим свойствам

1. ai,i > 0, i = 1, . . . , n.

2. ai,j 6 0, i 6= j, i, j = 1, . . . , n.

3. Существуют такие ωi > 0, i = 1, . . . , n, что ∀j, 1 6 j 6 n выполне-

но
n∑
i=1

ai,jωi = 0.

Тогда для любого τ > 0 матрица (A+ τE) является M -матрицей.

Доказательство. Пусть W — матрица, на диагонали которой располагают-
ся числа ω1, . . . , ωn, остальные элементы матрицы равны нулю. Докажем, что
матрица Z = (W (A+ τE))T является M -матрицей. Элементы матрицы Z

имеют вид

zi,j =

ωjaj,j + τωj, i = j, j = 1, . . . , n

ωjaj,i, i 6= j, i, j = 1, . . . , n.

Вычислим сумму модулей элементов в i-ой строке матри-
цы B = E − (D(Z))−1Z:

n∑
j=1

|bi,j| =
n∑
j=1
j 6=i

∣∣∣∣ ωjaj,i
ωiai,i + τωi

∣∣∣∣ = − 1

ωiai,i + τωi

n∑
j=1
j 6=i

ωjaj,i =
ωiai,i

ωiai,i + τωi
< 1.
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Из последнего выражения следует, что

‖B‖∞ = max
i

(
n∑
j=1

|bi,j|

)
< 1,

то есть максимальная строчная норма матрицы B меньше единицы. Восполь-
зовавшись известным фактом о том, что модуль любого собственного значе-
ния матрицы не превосходит любой её нормы получаем, что ρ(B) < 1. Тогда
из утверждения 1.6.4 следует, что Z, а значит и ZT являются M -матрицами.
Поскольку матрица W является диагональной с положительными элемента-
ми на диагонали, то матрица (A+ τE) также являетсяM -матрицей. Теорема
доказана.

1.7 Выводы

В данной главе вводится система обозначений на ортогональных сетках в од-
номерном и двумерном случаях, а также обозначения на неструктурирован-
ных треугольных и тетраэдральных сетках. Кроме того, были определены
сеточные операторы дивергенции и градиента на треугольных и тетраэд-
ральных сетках согласно работам [24; 30] и оговорены ограничения, которые
накладывает на сетку данный выбор сеточных операторов. Также предложе-
ны модификации, позволяющие обойти эти ограничения. Наконец, в конце
главы сформулированы утверждения, используемые в настоящей работе, а
также доказано достаточное условие для того, чтобы матрица являлась M -
матрицей.



Глава 2

Одномерные уравнения газовой
динамики в канале с переменным
поперечным сечением

2.1 Постановка задачи

Рассмотрим задачу одномерного движения вязкой сжимаемой жидкости (га-
за) в трубе переменного сечения. Пусть A(x, t) — площадь поперечного се-
чения трубы, L(x, t) — периметр поперечного сечения трубы, ρ(x, t) — плот-
ность жидкости, u(x, t) — скорость жидкости, p(x, t) — давление жидкости,
µ — динамическая вязкость жидкости. Для жидкости, заключённой в кон-

x
(pA)

∣∣
x

(pA)
∣∣
x+∆x

τтр

τтр

p

p

Рис. 2.1: Контрольный объём, заключённый между сечениями x и x+ ∆x.

трольном объёме между сечениями x и x+ ∆x (Рис. 2.1) имеет место закон

32
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сохранения массы
∂

∂t
(ρA∆x) = (ρAu)

∣∣
x
− (ρAu)

∣∣
x+∆x

(2.1.1)

и закон сохранения импульса

∂

∂t
(ρAu∆x) = (ρAu2)

∣∣
x
− (ρAu2)

∣∣
x+∆x

+ (pA)
∣∣
x
− (pA)

∣∣
x+∆x

+

+ p
∂A

∂x
∆x− τтрL∆x. (2.1.2)

Поделив уравнения (2.1.1) и (2.1.2) на ∆x и перейдя к пределу при ∆x→ 0,
получим систему уравнений в цилиндре QT = [X1, X2]× [0, T ], описываю-
щую движение вязкого баротропного сжимаемого газа (жидкости) в прямой
трубе переменного радиуса

∂(Aρ)

∂t
+
∂(Aρu)

∂x
= 0,

∂(Aρu)

∂t
+
∂(Aρu2)

∂x
+ A

∂p

∂x
+ τтрL = 0.

(2.1.3)

Связь между давлением и плотностью положим линейной p = κρ, где κ —
некоторая положительная константа. Сила трения во втором уравнении си-
стемы (2.1.3) моделируется экспериментальной формулой τтр = λu|u|, где λ —
положительная константа, зависящая только от числа Рейнольдса.

2.2 Априорные оценки

Дополним систему (2.1.3) краевыми

u(X1) = u(X2) = 0 (2.2.1)

и начальными условиями

ρ(x, 0) = ρ0(x), u(x, 0) = u0(x). (2.2.2)

Не уменьшая общности, упростим запись, считая, что κ = 1 и λ = 1. Умножив
первое уравнение системы (2.1.3) скалярно в L2([X1, X2]) на −1

2u
2, а второе

на u и сложив, получим

− 1

2

(
(Aρ)t, u

2

)
+ ((Aρu)t, u)− 1

2

(
(Aρu)x, u

2

)
+
((
Aρu2

)
x
, u
)

+

+ (Aρx, u) + (u|u|L, u) = 0. (2.2.3)
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Элементарные преобразования дадут

− 1

2

(
(Aρ)t, u

2

)
+ ((Aρu)t, u) =

1

2

d

dt

(
Aρ, u2

)
,

− 1

2

(
(Aρu)x, u

2

)
+
((
Aρu2

)
x
, u
)

= 0.

(2.2.4)

Преобразуя пятый член в левой части (2.2.3) в предположении, что ρ > 0,
будем иметь

(Aρx, u) =

(
1

ρ
ρx, Aρu

)
= ((ln ρ)x, Aρu) = (ln ρ, (Aρ)t) =

=
(
(Aρ ln ρ)t − Aρ(ln ρ)t, 1

)
=
(
(Aρ ln ρ)t − Aρt, 1

)
=

=
(
(Aρ ln ρ)t − (Aρ)t + ρAt, 1

)
=
(
(Aρ(ln ρ− 1))t + ρA(lnA)t, 1

)
. (2.2.5)

Таким образом, равенство (2.2.3) с учётом (2.2.4) и (2.2.5) примет вид
1

2

d

dt

(
Aρ, u2

)
+
(
(Aρ(ln ρ− 1))t, 1) +

(
ρA(lnA)t, 1

)
+
(
|u|L, u2

)
= 0. (2.2.6)

Если функция (lnA)t непрерывна на отрезке [X1, X2] при любом фиксиро-
ванном t > 0, то предпоследнее слагаемое в (2.2.6) можно оценить с помощью
неравенства(

ρA(lnA)t, 1
)
> (ρA, 1) min

[X1,X2]
(lnA)t = (ρ0A0, 1) min

[X1,X2]
(lnA)t. (2.2.7)

Используя соотношение (2.2.7), формально проинтегрируем (2.2.6) по време-
ни на отрезке [0, T ]. Получим “энергетическое” неравенство

1

2

(
Aρ, u2

)
+
(
Aρ(ln ρ− 1), 1

)
+

X2∫
X1

ρ0A0dx

T∫
0

min
[X1,X2]

(lnA)tdt+

+

T∫
0

X2∫
X1

u2|u|Ldxdt 6 1

2

(
A0ρ0, u

2
0

)
+
(
A0ρ0(ln ρ0 − 1), 1). (2.2.8)

Замечание 2.2.1. Поскольку в дифференциальном случае нет гарантии по-
ложительности функции плотности, то слово “энергетическое” здесь взя-
то в кавычки.

Оценим величину
∫ T

0 min(lnA)tdt в некотором частном случае. Пусть
функция A(x, t) удовлетворяет условию

At > −θ при x ∈ [X1, X2], t ∈ [0, T ],
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где θ — некоторая положительная константа. Обозначим величину min
[X1,X2]

A0

через A0,min. Тогда A(x, t) > A0,min − θt на отрезке [X1, X2] и

(lnA)t =
At

A
> − θ

A
> − θ

A0,min − θt
.

В этом случае предпоследнее слагаемое левой части (2.2.8) можно оценить
с помощью неравенства

X2∫
X1

ρ0A0dx

T∫
0

min
[X1,X2]

(lnA)tdt >

>

X2∫
X1

ρ0A0dx

T∫
0

− θ

A0,min − θt
dt = ln

A0,min − Tθ
A0,min

X2∫
X1

ρ0A0dx. (2.2.9)

Замечание 2.2.2. Отметим, что в случае линейно убывающей по времени
функции A(x, t) в выражении (2.2.9) будет иметь место равенство. В этом
случае соотношение (2.2.9) позволяет оценить последний член левой части
неравенства (2.2.8) через минимальную площадь поперечного сечения кана-
ла в момент времени T .

T 0.9 0.99 0.999 0.9999
min[X1, X2] A(x, T ) 0.1 0.01 0.001 0.0001

ln
A0,min − Tθ
A0,min

-2.3025 -4.6051 -6.9077 -9.2103

Таблица 2.1: Зависимость минимальной площади поперечного сечения и коэффициента
в выражении (2.2.9) от времени.

В таблице 2.1 приведены значения минимальной площади поперечного се-
чения и коэффициента в выражении (2.2.9) от времени T в случае линейно
убывающей по времени функции A(x, t) и A0,min = 1, θ = 1. Из таблицы вид-
но, что этот коэффициент остаётся небольшим даже при практически полном
закрытии клапана.

2.3 Разностная аппроксимация

Введём две сетки по пространству с шагом h = (X2 −X1)/M , а именно
Ωρ = {xi = X1 + ih, i = 0, . . . ,M − 1}, Ωu = {xi = X1 + ih, i = 0, . . . ,M}.
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Положим шаг по времени τ = T/N . Пусть в момент времени nτ сеточная
функция ρn определена на Ωρ, а un определена на Ωu. Будем считать, что
эти функции продолжены нулём на всю сеточную прямую. Разностную
аппроксимацию системы (2.1.3)–(2.2.2) будем строить таким образом, чтобы
она обладала следующими свойствами.

1. Разностная схема должна быть консервативной, т. е. должен выполнять-
ся сеточный аналог закона сохранения массы

M−1∑
i=0

hAn
i ρ

n
i =

M−1∑
i=0

hAn+1
i ρn+1

i ,

где An
i = A(ih, nτ).

2. Плотность ρn должна быть строго положительна.

3. Сеточные аппроксимации (Aρu)x и (Aρu2)x должны быть сопряжены,
т. е. должен выполняться сеточный аналог равенства(

(Aρu2)x, u
)
− 1

2

(
(Aρu)x, u

2

)
= 0.

4. Решение разностной схемы должно существовать.

5. Из соотношения (2.2.8) следует ограниченность нормы ‖(Aρ)1/2u‖L2

на любом конечном временном интервале. Решение разностной схемы
должно обладать аналогичным свойством.

2.3.1 Аппроксимация уравнения неразрывности

Будем аппроксимировать уравнение неразрывности аналогично [22]:

• если ui и ui+1 имеют одинаковые знаки, то используем аппроксимацию
“против потока”:

(Aρu)x ≈


ρiAi+1ui+1 − ρi−1Aiui

h
, при ui, ui+1 > 0;

ρi+1Ai+1ui+1 − ρiAiui

h
, при ui, ui+1 < 0;
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• если ui > 0, а ui+1 < 0, то

(ρAu)x = ρxAu+ ρ(Au)x ≈
ρi+1Ai+1ui+1 − ρiAiui

h
+

(ρi − ρi−1)Aiui
h

;

• если ui < 0, а ui+1 > 0, то

(ρAu)x = ρxAu+ ρ(Au)x =
ρi(Ai+1ui+1 − Aiui)

h
.

Данная аппроксимация имеет порядок O(h). Рассмотрим полностью неявную
разностную схему для задачи (2.1.3)–(2.2.2). Для удобства введём обозначе-
ние {·, ·} следующим образом:

{ρ, u}i =

ρi−1, если ui > 0;

ρi, если ui < 0,

В этих обозначениях аппроксимация первого уравнения системы (2.1.3) при-
мет вид

(Aρ)t +
(
{ρ̂, û}Âû

)
x

= 0, i = 0, . . . ,M − 1. (2.3.1)

Таким образом, по построению

Утверждение 2.3.1. Аппроксимация (2.3.1) имеет порядок O(τ) +O(h).

Кроме того, имеют место следующие факты:

Теорема 2. Аппроксимация (2.3.1) обеспечивает выполнение сеточного за-
кона сохранения массы, т. е.

M−1∑
i=0

hA0
iρ

0
i =

M−1∑
i=0

hAn
i ρ

n
i (2.3.2)

при однородных краевых условиях, то есть при un0 = unM = 0, n = 0, . . . , N .

Доказательство. В самом деле, учитывая тождество

{ρ, u}iui =
ρi(ui − |ui|) + ρi−1(ui + |ui|)

2
,
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получаем

M−1∑
i=0

hAn−1
i ρn−1

i =
M−1∑
i=0

hAn
i ρ

n
i +

+
M−1∑
i=0

h
τ

h

(
ρni+1(u

n
i+1 − |uni+1|) + ρni (u

n
i+1 + |uni+1|)

2
An
i+1−

−
ρni (u

n
i − |uni |) + ρni−1(u

n
i + |uni |)

2
An
i

)
.

Вторая сумма в правой части последнего выражения равна нулю в силу кра-
евых условий un0 = unM = 0, что завершает доказательство. Теорема доказана.

Теорема 3. Аппроксимация (2.3.1) гарантирует положительность сеточ-
ной функции плотности, т. е. при выполнении условий ρ0

i > 0 и An
i > 0

для любых i = 0,M − 1 и n > 0 имеет место неравенство ρni > 0 при лю-
бых i = 0,M − 1 и n > 0.

Доказательство. Введём сеточный оператор B(u) : R(Ωρ)→ R(Ωρ)

B(u)ρ = ({ρ, u}Au)x .

Отметим, что сеточный оператор B(û) является матрицей размера M ×M
со следующими свойствами: на диагонали стоят неотрицательные элементы,
вне диагонали стоят неположительные элементы, сумма элементов по столб-
цу равна нулю в силу сеточного аналога закона сохранения массы. Таким
образом, для матрицы оператора B(û) выполнены условия теоремы 1. Тогда
матрица (E + τ1B(û)) является M -матрицей для любого τ1 > 0. Воспользо-
вавшись утверждением 1.6.5 нетрудно показать, что матрица системы ли-
нейных уравнений (2.3.1) на функцию ρ̂ также является M -матрицей, следо-
вательно она невырождена и элементы обратной матрицы неотрицательны.
Таким образом, теорема доказана.

Замечание 2.3.1. Теоремы 2 и 3 будут справедливы и в том случае, ес-
ли в аппроксимации (2.3.1) вынести скорость на нижний слой, то есть
использовать явно-неявную схему

(Aρ)t +
(
{ρ̂, u}Âu

)
x

= 0, i = 0, . . . ,M − 1.
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2.3.2 Аппроксимация уравнения движения

Конвективные слагаемые в уравнении движения аппроксимируем следую-
щим образом:

∂(Aρu2)

∂x
= u

∂(Aρu)

∂x
+ Aρu

∂u

∂x
≈

≈
(
{ρ, u}Au

)
x
u+

1

2

((
{ρ, u}Au

)
(+1)

ux +
(
{ρ, u}Au

)
ux̄

)
=

=
1

2

(
{ρ, u}Au(u(−1) + u)

)
x
.

Тогда аппроксимация второго уравнения системы (2.1.3) примет вид:

(Aρu)t +
1

2

(
{ρ̂, û}Âû(û(−1) + û)

)
x

+ κ
1

h
Â{ρ̂, û} ln

ρ̂

ρ̂(−1)
+ λû|û|L̂ = 0. (2.3.3)

Тем самым доказано

Утверждение 2.3.2. Аппроксимация (2.3.3) имеет порядок O(τ) +O(h).

Теперь докажем, что норма ‖(Aρ)1/2u‖R(Ωρ) равномерно ограничена по вре-
мени на любом конечном временном интервале. В самом деле, умножим урав-
нение (2.3.1) на −1

2τ û
2, а уравнение (2.3.3) на τ û и сложим. Для краткости

опустив здесь и далее в пределах данной главы подпись в скалярном произ-
ведении (·, ·)R(Ωρ), получим равенство

− 1

2
τ

(
(Aρ)t, û

2

)
+ τ
(
(Aρu)t, û

)
+

1

2
τ

((
{ρ̂, û}Âû(û(−1) + û)

)
x
, û

)
−

− τ 1

2

((
{ρ̂, û}Âû

)
x
, û2

)
+ τκ

(
1

h
Â{ρ̂, û} ln

ρ̂

ρ̂(−1)
, û

)
+

+ τλ
(
û|û|L̂, û

)
= 0. (2.3.4)

Нетрудно показать, что

−1

2
τ

(
(Aρ)t, û

2

)
+ τ
(
(Aρu)t, û

)
=

1

2
τ

(
Aρ, u2

)
t

+
1

2

(
Aρ, (û− u)2

)
, (2.3.5)

а сеточные аппроксимации (Aρu)x и (Aρu2)x кососимметричны, т. е.

1

2
τ

((
{ρ̂, û}Âû(û(−1) + û)

)
x
, û

)
− τ 1

2

((
{ρ̂, û}Âû

)
x
, û2

)
= 0. (2.3.6)
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С помощью соотношения lnx 6 x− 1 упростим предпоследнее слагаемое
в (2.3.4):

τ

(
1

h
Â{ρ̂, û} ln

ρ̂

ρ̂(−1)
, û

)
= τ

(
(ln ρ̂)x̄, Â{ρ̂, û}û

)
= τ
(
(Aρ)t ln ρ̂, 1

)
=

= τ
(
(Aρ ln ρ)t − Aρ(ln ρ)t, 1

)
= τ
(
(Aρ ln ρ)t, 1

)
−
(
Aρ ln

ρ̂

ρ
, 1

)
>

> τ
(
(Aρ ln ρ)t, 1

)
−
(
A(ρ̂− ρ), 1

)
= τ
(
(Aρ ln ρ)t − (Aρ)t + ρ̂At, 1

)
>

> τ
(
(Aρ(ln ρ− 1))t, 1

)
+ τ

(
Âρ̂, 1

)
min

Ωρ

At

Â
=

= τ
(
(Aρ(ln ρ− 1))t, 1

)
+ τ(A0ρ0, 1) min

Ωρ

At

Â
. (2.3.7)

Просуммировав соотношение (2.3.4) по всем шагам по времени и воспользо-
вавшись соотношениями (2.3.5)–(2.3.7), получим энергетическое неравенство.
Таким образом, доказана

Теорема 4. Решение разностной задачи (2.3.1), (2.3.3) удовлетворяет нера-
венству

1

2

(
Anρn, (un)2

)
+ κ(Anρn(ln ρn − 1), 1) +

1

2

n−1∑
k=0

(
Akρk,

(
uk+1 − uk

)2
)

+

+ κ(A0ρ0, 1)
n−1∑
k=0

min
Ωρ

Ak+1 − Ak

Ak+1
+ τλ

n∑
k=1

(
|uk|Lk, (uk)2

)
6

6
1

2

(
A0ρ0,

(
u0
)2
)

+ κ(A0ρ0(ln ρ0 − 1), 1)

при однородных краевых условиях, то есть при un0 = unM = 0, n = 0, . . . , N .

Точно так же, как и в дифференциальном случае, оценим величи-

ну
∑n−1

k=0 min
Ak+1 − Ak

Ak+1
при некоторых дополнительных ограничениях. Обо-

значим minΩρ A0 через A0,min. Пусть выполнены следующие соотношения:

τ <
A0,min

θ(n+ 1)
и

Ak+1 − Ak

τ
> −θ при k = 0, n− 1, (2.3.8)

где θ — некоторая положительная константа. Тогда, используя оцен-
ку Ak > A0,min − τθk, получаем

n−1∑
k=0

Ak+1 − Ak

Ak+1
>

n−1∑
k=0

−τθ
Ak+1

>
n−1∑
k=0

−τθ
A0,min − τθ(k + 1)

. (2.3.9)
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Отметим, что при условиях (2.3.9) выполнено неравен-

ство
τθ

A0,min − τθ(k + 1)
< 1, k = 0, n− 1. С помощью неравен-

ства y 6 ln
1

1− y
оценим правую часть (2.3.9). Имеем

n−1∑
k=0

−τθ
A0,min − τθ(k + 1)

>
n−1∑
k=0

− ln
A0,min − τθ(k + 1)

A0,min − τθ(k + 1)− τθ
=

= ln
A0,min − τθ(n+ 1)

A0,min − τθ
.

Данное соотношение позволяет оценить предпоследнее слагаемое левой части
энергетического неравенства в случае линейно убывающей по времени функ-
ции A(x, t) с помощью минимальной площади поперечного сечения канала
на n-м шаге по времени.

Замечание 2.3.2. Точно так же, как и из неравенства (2.2.9) из последнего
соотношения следует, что в случае линейно убывающей функции A(x, t)

величина
∑n−1

k=0 min
Ak+1 − Ak

Ak+1
остаётся небольшой даже при практически

полном закрытии клапана.

2.3.3 Существование решения

Теорема 5. Пусть выполнено условие

(A0ρ0, 1)− (An, 1) > 0 при любом n > 0. (2.3.10)

Тогда система уравнений (2.3.1), (2.3.3) с краевыми условиями (2.2.1) и на-
чальными условиями (2.2.2) имеет решение при любых τ и h.

Доказательство. Аналогично [22], сделаем замену r = Aρ и v = Aρu. Тогда
система примет вид

rt +
(
{r̂/Â, v̂}Âv̂/r̂

)
x

= 0,

vt +
1

2

(
{r̂/Â, v̂}Âv̂

(
v̂(−1)/r̂(−1) + v̂/r̂

)
/r̂
)
x

+ κ
1

h
Â{r̂/Â, v̂} ln

r̂/Â

r̂(−1)/Â(−1)

+

+ λv̂/r̂|v̂/r̂|L̂ = 0.

(2.3.11)
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Таким образом, система (2.3.11) представима в виде операторного уравнения

r̂ = F1(r̂, v̂), v̂ = F2(r̂, v̂).

Для доказательства существования решения воспользуемся теоремой Лере–
Шаудера, а именно докажем, что решение системы

r̂ = θF1(r̂, v̂), v̂ = θF2(r̂, v̂) (2.3.12)

равномерно ограничено по θ при θ ∈ [0, 1]. Случай θ = 0 тривиален, поэтому
далее считаем θ > 0. Перепишем систему (2.3.12) в виде

1− θ
τθ

Âρ̂+ (Aρ)t +
(
{ρ̂, û}Âû

)
x

= 0,

1− θ
τθ

Âρ̂û+ (Aρu)t +
1

2

(
{ρ̂, û}Âû(û(−1) + û)

)
x

+ κ
1

h
Â{ρ̂, û} ln

ρ̂

ρ̂(−1)
+

+ λû|û|L̂ = 0.

Умножим первое уравнение на −1
2τ û

2, а второе на τ û и сложим. Так как
функции A(x, t) и L(x, t) положительны, а ρk > 0 при условии ρ0 > 0, то

1− θ
2θ

(
Âρ̂, û2

)
+ κ

1− θ
θ

(
Âρ̂, ln ρ̂

)
+ κ(A0ρ0, 1) min

Ωρ

Â− A
Â

+
1

2

(
Âρ̂, û2

)
+

+ κ
(
Âρ̂(ln ρ̂− 1), 1

)
6

1

2

(
Aρ, u2

)
+ κ(Aρ(ln ρ− 1), 1) 6

6
1

2

(
A0ρ0, u

2
0

)
+ κ(A0ρ0(ln ρ0 − 1), 1)− κ(A0ρ0, 1)

n−1∑
k=0

min
Ωρ

Ak+1 − Ak

Ak+1
.

(2.3.13)

Оценим второе слагаемое левой части соотношения (2.3.13), учитывая усло-
вие (2.3.10). Имеем(

Âρ̂, ln ρ̂
)
>

(
Âρ̂

(
1− 1

ρ̂

)
, 1

)
=
(
Âρ̂− Â, 1

)
= (A0ρ0, 1)−

(
Â, 1

)
> 0.

(2.3.14)
Для последнего слагаемого левой части (2.3.13) справедливо соотношение(

Âρ̂(ln ρ̂− 1), 1
)
>

(
Âρ̂

(
1− 1

ρ̂

)
− Âρ̂, 1

)
= −

(
Â, 1

)
. (2.3.15)
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Используя оценки (2.3.14) и (2.3.15), а также сеточный закон сохранения мас-
сы (2.3.2), получим

‖v̂‖2
R(Ωρ)

=
(
Âρ̂û, Âρ̂û

)
6 max

Ωρ
Âρ̂ ·

(
Âρ̂, û2

)
6

1

h
‖A0ρ0‖L1,h

(
Âρ̂, û2

)
6

6
1

h
‖A0ρ0‖L1,h

[ (
A0ρ0, (u0)

2
)

+ 2κ

(
(A0ρ0(ln ρ0 − 1), 1) +

(
Â, 1

)
−

− (A0ρ0, 1)
n∑
k=0

min
Ωρ

Ak+1 − Ak

Ak+1

)]
,

где ‖f‖L1,h
=

M−1∑
i=0

h|fi|. Величина r̂ ограничена в норме ‖ · ‖L1,h
за счёт свой-

ства консервативности (2.3.2) разностной схемы. Таким образом, выполнены
условия теоремы Лере–Шаудера, значит, задача имеет решение при любых τ
и h. Теорема доказана.

2.4 Выводы

В настоящей главе предлагается разностная схема для одномерных уравне-
ний динамики баротропного газа с линейной зависимостью давления от плот-
ности в цилиндрической области с переменным во времени сечением.
Для данной схемы доказаны следующие утверждения

• Разностная схема удовлетворяет сеточному аналогу закона сохранения
массы.

• Сеточная функция плотности является положительной на каждом шаге
по времени.

• Для решения разностной задачи имеет место “энергетическое” неравен-
ство.

• Доказано существование сеточного решения при любых шагах по време-
ни и по пространству.



Глава 3

Стабилизация одномерных уравнений
газовой динамики по начальным
данным

3.1 Постановка задачи

Рассмотрим систему уравнений динамики вязкого баротропного газа [41]:
∂ρ

∂t
+

∂(ρu)

∂x
= 0,

∂(ρu)

∂t
+

∂(ρu2)

∂x
+

∂p

∂x
= µ

∂2u

∂x2
,

p = p(ρ)

(3.1.1)

с начальными и граничными условиями:

(ρ, u)|t=0 = (ρ0, u0), x ∈ Ω = [0, L];

u(0, t) = 0, u(L, t) = 0, t ∈ [0, T ].
(3.1.2)

Здесь искомые величины — плотность ρ, давление p и скорость u — явля-
ются функциями переменных Эйлера (x, t) ∈ [0, L]× [0, T ], а величина µ
характеризует вязкость газа. Связь между давлением и плотностью поло-
жим степенной, т.е. p = Cpρ

γ, где Cp — некоторая положительная константа,
γ — показатель адиабаты Пуассона. Такие уравнения описывают адиабатиче-
ское сжатие газа, заключенного между двумя параллельными бесконечными
пластинами, лежащими на расстоянии L друг от друга.

Введём дискретизацию задачи (3.1.1), (3.1.2) на смещённых сет-
ках В.И. Лебедева [42; 43] с помощью полунеявной линейной схе-

44
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мы, используя приемы, предложенные в работе [22]. Функцию ско-
рости аппроксимируем в узлах равномерной сетки Qu,τ = ωu × ωτ ,
где ωu = {xm = mh, m = 0, . . . ,M}, ωτ = {tn = nτ, n = 0, . . . , N}, h = L/M ,
τ = T/N , а функцию плотности — в узлах сетки Qρ,τ = ωρ × ωτ , где
ωρ = {xm+1/2 = (m+ 1/2)h, m = 0, . . . ,M − 1}, смещенной по пространству
относительно сетки Qu,τ на полшага вправо. Положим

{ζ, u}i =

ζi, если ui < 0;

ζi−1 иначе.

Отметим, что ρni аппроксимирует функцию ρ(x, t) в точке ((i + 1/2)h, nτ),
i = 0, . . . ,M − 1, а uni — функцию u(x, t) в точке (ih, nτ), В результате раз-
ностная задача имеет вид

ρt + ({ρ̂, u}u)x = 0, i = 0, . . . ,M − 1;

(ρu)t +
1

4

((
{ρ̂, u}

(
û+ û(−1)

)
u
)
x

+
(
{ρ̂, u}

(
û+ û(+1)

)
u
)
x̄

)
+

+ CpDp(ρ̂, u) − µûxx̄ = 0, i = 1, . . . ,M − 1,

(3.1.3)

где

Dp(ρ, u) =


{ρ, u}(ln ρ)x̄, γ = 1;

γ

γ − 1
{ρ, u}(ργ−1)x̄, γ > 1.

Зададим следующие начальные и граничные условия:

ρ0
i = ρ0((i+ 1/2)h), i = 0, . . . ,M − 1, u0

i = u0(ih), i = 1, . . . ,M − 1;

un0 = 0, unM = 0, n = 0, . . . , N.

(3.1.4)

Замечание 3.1.1. Если вынести вторые слагаемые обоих уравнений систе-
мы (3.1.3) на верхний слой, т. е. сделать схему полностью неявной, то
можно показать, что имеет место энергетическое неравенство, и реше-
ние затухает из-за наличия диссипативных слагаемых.

В данной главе рассматривается задача стабилизации по началь-
ным данным, т. е. задача ускорения процесса выхода на стационар
решения w = (ρ, u) системы (3.1.3), (3.1.4) за счет изменения на-
чальных данных w = (ρ0, u0) на некоторой фиксированной подобла-
сти Ω̄h ⊂ Ωh = (ωρ, ωu).
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Для решения задачи будем использовать метод нулевого приближения [44].
Пусть решение системы (3.1.3), (3.1.4) слабо отличается от стационарного ре-
шения wst = (ρst, 0), т. е. u = ũ, ρ = ρst + ρ̃. Тогда можно с некоторой точно-
стью считать, что функция w̃ = (ρ̃, ũ) удовлетворяет системе{

ρt + σρux = 0, i = 0, . . . ,M − 1;

ut + σuρ̂x̄ − µuûxx̄ = 0, i = 1, . . . ,M − 1,
(3.1.5)

полученной с помощью линеаризации уравнений (3.1.3) в окрестности стаци-
онарного решения wst. Здесь и далее знак “тильда” опущен, чтобы не загро-
мождать изложение. При этом σρ = ρst, σu = Cpγρ

γ−2
st , а µu = µ/ρst. Метод

нулевого приближения заключается в замене задачи стабилизации нелиней-
ной системы (3.1.3), (3.1.4) на задачу стабилизации её линеаризации (3.1.5),
(3.1.4) в окрестности стационарного решения wst.

3.2 Стабилизация линеаризованной задачи

Специфика смещенных сеток позволяет найти решение wn
m = (ρnm, u

n
m) зада-

чи (3.1.5), (3.1.4) методом Фурье [45; 46] в виде

ρnm =
M−1∑
k=0

ank cos

(
πk
(
m+ 1

2

)
h

L

)
, unm =

M−1∑
k=1

bnk sin

(
πkmh

L

)
. (3.2.1)

Аналогично [25; 47] подставим разложение (3.2.1) в систему (3.1.5), получим,
что для каждого k = 1, . . . ,M − 1 система распадается на отдельные подси-
стемы размерности 2× 2 относительно вектора искомых коэффициентов ank ,
bnk : (

1 0

−τσurk 1 + τµur
2
k

)(
an+1
k

bn+1
k

)
=

(
1 −τσρrk
0 1

)(
ank
bnk

)
,

где rk = 2
h sin πkh

2L . Простыми преобразованиями получаем(
E − τA

)(an+1
k

bn+1
k

)
=

(
ank
bnk

)
, где A =

(
τσρσur

2
k −σρrk(1 + τµur

2
k)

σurk −µur2
k

)
.

(3.2.2)
Собственные числа системы (3.2.2) имеют вид (1−τλk), причем величины λk

являются собственными значениями матрицы A и удовлетворяют уравнению

λ2
k + λk

(
µur

2
k − τσρσur2

k

)
+ σρσur

2
k = 0. (3.2.3)
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Тогда λ
(1,2)
k =

−r2
k(µu−τσρσu)±

√
D(k)

2 , где D(k) = r4
k(µu − τσρσu)2 − 4σρσur

2
k.

Пусть µu > τσρσu. Следовательно, Re
(
λ

(1,2)
k

)
< 0 для всех k = 1,M − 1.

Обозначим через k0 < M наибольшее целое число, такое, что D(k0) 6 0. То-
гда для всех k = 1, k0 − 1 выполнено D(k) < 0, а для всех k = k0 + 1,M − 1

имеет место неравенство D(k) > 0. Спектр Λ матрицы A можно представить
в виде объединения трех непересекающихся подмножеств: Λ = Λ1 ∪ Λ2 ∪ Λ3,
некоторые из которых могут быть пустыми.

Первое подмножество Λ1 = {λ(1,2)
k , k = 1, . . . , k0} соответствует слу-

чаю D(k) 6 0 и содержит элементы λ
(1,2)
k =

−r2
k(µu−τσρσu)±

√
D(k)

2 , для которых
выполняются следующие соотношения:

Reλ
(1,2)
k =

−r2
k(µu − τσρσu)

2
< 0,

Reλ
(1,2)
k0

< Reλ
(1,2)
k0−1 < . . . < Reλ

(1,2)
1 =

−r2
1(µu − τσρσu)

2
.

Второе подмножество состоит из элемен-

тов Λ2 = {λ(1)
k , k = k0 + 1, . . . ,M − 1}, где λ

(1)
k =

−r2
k(µu−τσρσu)−

√
D(k)

2 ,
причем D(k) > 0. Нетрудно показать, что

λ
(1)
k0+1 > λ

(1)
k0+2 > . . . > λ

(1)
M−1,

−(πk/L)2(µu − τσρσu) < −r2
k(µu − τσρσu) < λ

(1)
k <

−r2
k(µu − τσρσu)

2
,

где k = k0 + 1,M − 1. Кроме того, λ(1)
k ∼ −(πk/L)2(µu − τσρσu) при h→ 0 и

k � 1. Элементы третьего подмножества Λ3 = {λ(2)
k , k = k0 + 1, . . . ,M − 1}

имеют вид λ
(2)
k =

−r2
k(µu−τσρσu)+

√
D(k)

2 , D(k) > 0. Используя соотношение
√

1− x 6 1− x
2 , нетрудно показать, что

−r
2
k(µu − τσρσu)

2
6 λ

(2)
k 6

−σρσu
µu − τσρσu

,

λ
(2)
k0+1 < λ

(2)
k0+2 < . . . < λ

(2)
M−1.

Кроме того, λ(2)
k ∼

−σρσu
µu−τσρσu при h→ 0 и k � 1.

На рисунке 3.1 изображены различные действительные части точек спек-
тра при указанных значениях шага по времени τ . Если τ находится меж-
ду некоторым значением τcomp, определяемым равенством D(M − 1) = 0,
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Рис. 3.1: Спектр Λ при σρ = σu = 1, µu = 0.1, M = 50: 1 — τ = 0.001, 2 — τ = 0.02, 3 —
τ = 0.04.

и критическим значением τmax = µu
σρσu

, то спектр является полностью ком-
плексным. При уменьшении шага по времени спектр матрицы A стремится
к спектру аналогичной полностью неявной задачи, рассмотренной в [25; 47].

Опишем собственные векторы матрицы A. Если k 6= k0, то уравне-
ние (3.2.3) имеет два различных корня λ

(1,2)
k , которым соответствуют

собственные векторы ψ
(1,2)
k =

(
−σρrk(1 + τµur

2
k), λ

(1,2)
k − τσρσur2

k

)T
.

Если D(k0) = 0, то матрица A имеет собственное значе-
ние λk0

кратности 2, которому соответствует собственный век-
тор ψk0

=
(
−σρrk0

(1 + τµur
2
k0

), λk0
− τσρσur2

k0

)T и присоединенный век-
тор φk0

= (σρrk0
/λk0
− τσρrk0

, 0)T . Тем самым доказана

Теорема 6. Решение задачи (3.1.5), (3.1.4) может быть представлено
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в виде

wn
m = C0Ψ0 +

M−1∑
k=1
k 6=k0

(
C

(1)
k

(
1− τλ(1)

k

)−n
Ψ

(1)
k + C

(2)
k

(
1− τλ(2)

k

)−n
Ψ

(2)
k

)
+

+

C
(1)
k0

(1− τλk0
)−n Ψk0

+ C
(2)
k0

(1− τλk0
)−n (nΨk0

+ Φk0
) , D(k0) = 0;

C
(1)
k0

(
1− τλ(1)

k0

)−n
Ψ

(1)
k0

+ C
(2)
k0

(
1− τλ(2)

k0

)−n
Ψ

(2)
k0
, D(k0) 6= 0,

(3.2.4)

где Ψ0 =

(
1

0

)
, Ψ

(1,2)
k =

−σρrk(1 + τµur
2
k) cos

(
πk(m+ 1

2)h
L

)
(λ

(1,2)
k − τσρσur2

k) sin
(
πkmh
L

)
 ,

k = 1, . . . ,M − 1, Ψk0
=

−σρrk0
(1 + τµur

2
k0

) cos

(
πk0(m+ 1

2)h
L

)
(λk0
− τσρσur2

k0
) sin

(
πk0mh
L

)
 ,

Φk0
=

(σρrk0
/λk0
− τσρrk0

) cos

(
πk0(m+ 1

2)h
L

)
0

 . Коэффициенты C0, C
(1,2)
k ,

k = 1, . . . ,M − 1, однозначно определяются из начальных условий w0.

Таким образом, решение задачи (3.1.5), (3.1.4) экспоненциально затухает
со скоростью ln(1− τδ) > 0, т. е.

‖wn −wst‖2,h 6 ‖w0 −wst‖2,h e
−n ln(1+τδ), δ = − max

0<k<M
Reλ

(1,2)
k .

Опишем процедуру увеличения скорости выхода на стационар линеаризован-
ной задачи. Перенумеруем собственные значения матрицы A таким образом,
чтобы для некоторого фиксированного i0 были выполнены следующие соот-
ношения:

Reλ+
1 > Reλ+

2 > . . . > Reλ+
i0

= −δ1 и Reλ−j < −δ1 при j > i0, δ1 > δ.

Тогда множество Λ можно разбить на два непересекающихся подмноже-
ства Λ+ = {λ+

0 = 0, λ+
j , j = 1, . . . , i0} и Λ− = {λ−j , j > i0}. Следовательно,

исходное пространство H сеточных функций, определенных в узлах Ωh, рас-
кладывается в прямую сумму подпространств H = H+ ⊕H−, где

H+ = span 〈Ψ+
j : λ+

j ∈ Λ+〉, H− = span 〈Ψ−j : λ−j ∈ Λ−〉.
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Таким образом, для обеспечения выхода на стационар со скоростью, рав-
ной ln(1− τδ1), необходимо спроектировать начальные условия (3.1.4) на под-
пространство H−. Отметим, что в точке −σρσu

µu−τσρσu имеет место сгущение спек-
тра, поэтому нельзя обеспечить скорость сходимости выше ln µu

µu−τσρσu .
Зафиксируем некоторое i0 и выберем в соответствующем пространстве H+

действительный базис

{ξj, j = 0, . . . , j0} = {1}∪{Re Ψ+
i , i = 0, . . . , i0}∪{Im Ψ+

i 6= 0, i = 0, . . . , i0}.

Кроме того, определим набор функций {ej, j = 0, . . . , j0}, задающих про-
странство допустимых смещений span 〈ej, j = 0, . . . , j0〉 следующим обра-
зом:

(ej)m =

(ξj)m, если xm ∈ Ω̄h;

0 иначе.

Для ускорения стабилизации будем добавлять к начальным условиям (3.1.4)
поправки вида l =

∑j0
j=0 cjej, получая при этом новое начальное усло-

вие w̃0 = w0 +
∑j0

j=0 cjej, где коэффициенты c0, . . . , cj0 ищутся из усло-
вий (w̃0 −wst, ξj) = 0, j = 0, . . . , j0.

Отметим, что данный алгоритм стабилизации по начальным данным, а
также свойства системы линейных уравнений относительно коэффициен-
тов c0, . . . , cj0 подробно исследованы в работах [26; 48] в контексте задачи
стабилизации по граничным условиям, которая сводится к задаче стабилиза-
ции по начальным данным при помощи подхода, разработанного А.В. Фур-
сиковым (см., например, [49]).

3.3 Численный эксперимент

В данном разделе численно исследуем влияние различных параметров на ско-
рость стабилизации нелинейной задачи с начальными условиями типа скачок
скорости или плотности. Дополним систему (3.1.3) начальными условиями
типа скачок скорости

ρ0
m = 1, m = 0, . . . ,M − 1;

u0
m =

0.1, |xm − L/2| < π/14;

0, иначе,
m = 1, . . . ,M − 1

(3.3.1)
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или начальными условиями типа скачок плотности

ρ0
m =

1.1, |xm+1/2 − L/2| < π/14;

1, иначе,
m = 0, . . . ,M − 1;

u0
m = 0, m = 1, . . . ,M − 1

(3.3.2)

а также краевыми условиями:

un0 = unM = 0, n > 0. (3.3.3)

Задача (3.1.3), (3.3.1), (3.3.3) имеет стационарное решение (1, 0), а зада-
ча (3.1.3), (3.3.2), (3.3.3) — ((L+ 0.1π/7)/L, 0). Функции сдвига определим
на промежутке [0, X1] ∪ [X2, L], перепроектирование решения на устойчивое
подпространство H− линеаризованной задачи будем производить на каждом
шаге по времени. Здесь и далее будем называть временем стабилизации вре-
мя, необходимое для того, чтобы норма ‖wn − wst‖∞ не превышала 10−5.
Для данной задачи проведем несколько численных экспериментов.

Первый эксперимент посвящен исследованию влияния числа вырезаемых
гармоник и размера носителя функций сдвига на стабилизацию.

В таблицах 3.1 и 3.2 приведена зависимость времени стабилизации
при γ = 1 и γ = 1.4 соответственно от числа вырезаемых гармоник j0 в дей-
ствительном базисе и размера области L. Показатель адиабаты Пуассона,
равный 1, встречается при описании движения газа высокого давления, на-
пример, в трубопроводе, случай γ = 1.4 соответствует адиабатическому сжа-
тию воздуха. При этом X1 = (L− π)/2, X2 = (L+ π)/2. Таким образом на-
чальные условия не меняются на отрезке длиной π, расположенном в цен-
тре исходной области. В данном эксперименте шаг по пространству h ра-
вен π/600, шаг по времени τ равен 0.01, Cp = 1, вязкость µ = 0.1. В табли-
це опущены значения в тех случаях, когда полученные поправки приводили
к нефизичному решению, а именно к отрицательной плотности. Отметим,
что в силу увеличения нормы поправок l при увеличении числа j0 вырезае-
мых гармоник и нефизичности решения с отрицательной плотностью, даже
увеличивая носитель функций сдвига, не удалось обеспечить сколь угодно
большую скорость стабилизации.
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j0 1.2π 1.4π 1.6π 2π 3π 4π

1 215.92 287.09 368.29 554.64 1175.91 2001.25
2 66.58 90.39 118.39 186.79 429.89 771.87
3 49.74 51.45 51.04 76.25 163.56 270.34
5 28.17 37.23 47.52 71.82 145.44 242.08
6 16.09 19.49 27.75 56.01 94.54
7 26.0 32.12 58.99 96.22
9 19.6 29.36 58.98 96.2
11 20.71 34.05 52.73
13 32.82 52.68
15 22.29 35.42
17 21.45 34.09
19 25.71
21 24.53
23 19.79
25 18.89

Таблица 3.1: Зависимость времени стабилизации от числа вырезаемых гармоник и размера
области при постоянном шаге по пространству и γ = 1.

j0 1.2π 1.4π 1.6π 2π 3π 4π

1 211.31 283.62 362.38 548.52 1157.3 1967.82
2 56.69 76.8 100.43 157.71 359.57 641.12
3 50.78 52.77 51.66 76.06 164.95 273.04
5 28.05 37.61 47.25 69.67 144.2 238.28
6 15.93 19.23 27.48 53.6 89.9
7 26.26 32.46 57.9 96.31
9 19.51 29.08 57.89 94.15
11 33.55 52.15
13 32.32 52.13
15 23.46 34.75
17 21.62 34.64
19 25.51
21 24.56
23 20.11
25 19.16

Таблица 3.2: Зависимость времени стабилизации от числа вырезаемых гармоник и размера
области при постоянном шаге по пространству и γ = 1.4.

Второй эксперимент затрагивает влияние вязкости на стабилиза-
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цию. В данном эксперименте используются следующие параметры:
M = 400, L = 1.6π, число вырезаемых гармоник в действительном базисе
j0 = 5, X1 = 0.3π, X2 = 1.3π, Cp = 1, γ = 1, τ = 0.005. Перепроектирование
на устойчивое подпространство H− линеаризованной задачи осуществляется
на каждом шаге по времени. На рисунке 3.2 изображена зависимость нор-
мы ‖wn −wst‖∞ решения задачи (3.1.3), (3.3.1), (3.3.3) от времени при раз-
личных значениях вязкости µ. В таблицах 3.3 и 3.4 приведено время затуха-
ния решения решения задачи (3.1.3), (3.3.3) с начальными условиями (3.3.1) и
(3.3.2) соответственно. Таким образом, величина вязкости существенно вли-
яет на скорость стабилизации.
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Рис. 3.2: Норма ‖wn − wst‖∞ в зависимости от времени: кривая 1 соответствует µ = 0.5,
2 — 0.2, 3 — 0.1, 4 — 0.02.
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Вязкость µ 0.5 0.2 0.1 0.05 0.02 0.01
Без управления 72.39 182.48 365.84 730.155 1803.32 3499.755
С управлением 9.66 24.125 47.49 94.345 234.21 457.035

Таблица 3.3: Время стабилизации в зависимости от вязкости для начальных условий типа
скачок скорости.

Вязкость µ 0.5 0.2 0.1 0.05 0.02 0.01
Без управления 19.975 47.36 95.055 190.44 471.865 934.235
С управлением 5.84 13.935 27.55 55.09 136.67 268.58

Таблица 3.4: Время стабилизации в зависимости от вязкости для начальных условий типа
скачок плотности.

В третьем эксперименте исследуется влияние величины шага по време-
ни τ на скорость стабилизации задачи (3.1.3), (3.3.3) с начальными усло-
виями (3.3.1) или (3.3.2). В данном эксперименте используются следующие
параметры: M = 400, L = 1.6π, число вырезаемых гармоник в действитель-
ном базисе j0 = 5, X1 = 0.3π, X2 = 1.3π, Cp = 1, γ = 1, µ = 0.05. На рисун-
ке 3.2 изображена зависимость нормы ‖wn −wst‖∞ решения задачи (3.1.3),
(3.3.1), (3.3.3) от времени при различных значениях шага по времени τ . В таб-
лицах 3.5 и 3.6 приведено время затухания решения для начальных усло-
вий (3.3.1) и (3.3.2) соответственно. Результаты расчетов показали, что ве-
личина шага по времени практически не влияет на скорость стабилизации
(исключением является случай начальных условий типа скачок плотности
при отсутствии управления), не смотря на то, что шаг по времени существен-
но влияет на спектр линеаризованной системы. Однако, при превышении кри-
тического значения, определяемого соотношением µ = τσρσu (в данном экс-
перименте это 0.05), стабилизация перестает ускоряться, тем не менее можно
выбрать шаг по времени довольно близким к этому значению без ощутимых
эффектов, оказывающих воздействие на стабилизацию задачи.
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Рис. 3.3: Норма ‖wn−wst‖∞ в зависимости от времени: кривая 1 соответствует τ = 0.005,
2 — 0.0499, кривые 3 и 4 соответствуют параметру τ = 0.05, но при получении кривой 4
не осуществлялось проектирование на H−.

Шаг по времени τ 0.005 0.01 0.02 0.04 0.0499 0.05 0.06
Без управления 730.155 730.18 730.22 730.28 730.29 730.25 725.28
С управлением 94.345 94.37 94.4 94.48 94.4607 730.25 725.28

Таблица 3.5: Время стабилизации в зависимости от величины шага по времени для на-
чальных условий типа скачок скорости.

Шаг по времени τ 0.005 0.01 0.02 0.04 0.0499 0.05 0.06
Без управления 190.44 195.56 206.08 247.4 267.5638 270.15 287.7
С управлением 55.09 55.14 56.32 57.68 59.0816 270.15 287.7

Таблица 3.6: Время стабилизации в зависимости от величины шага по времени для на-
чальных условий типа скачок плотности.

Наконец, в четвертом эксперименте исследуется влияние частоты перепро-
ектирования решения на устойчивое подпространство H− линеаризованной
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задачи и числа вырезаемых гармоник j0 в действительном базисе на скорость
стабилизации задачи (3.1.3), (3.3.1), (3.3.3). В данном эксперименте исполь-
зуются следующие параметры: M = 600, L = 3π, X1 = π, X2 = 2π, Cp = 1,
γ = 1, µ = 0.1, τ = 0.01. Время затухания решения данной задачи без управ-
ления составляет 1180.52. В таблицах 3.7 и 3.8 приведено время стабилизации
и общее число проектирований на пространствоH− в зависимости от частоты
перепроектирования и количества вырезаемых гармоник. Результаты расче-
тов показали, что перепроектирование на каждом шаге по времени не яв-
ляется необходимым, в том числе при малом числе вырезаемых гармоник
достаточно перепроектировать решение всего два раза, тогда как при боль-
шом числе гармоник достаточно всего пяти раз. В то же время дальнейшее
повышение частоты перепроектирования выше, чем один раз на 500 шагов
по времени не приносит существенного улучшения результатов.

Частота Число вырезаемых гармоник
3 5 6 7 9 11 13 15

1 161.47 145.45 55.94 59.16 59 34.04 32.83 22.29
10 161.47 145.45 55.04 59.16 59 34.05 32.83 23.3
20 161.47 145.45 55.03 59.16 59 34.06 32.83 23.35
50 161.47 145.45 54.29 59.16 59 34.09 32.83 24.52
100 155.69 145.45 54.45 59.16 59 34.12 32.84 23.48
200 155.68 145.45 56.06 59.16 59 34.21 32.85 25.5
500 155.69 145.45 48.87 59.19 58.99 32.83 32.83 23.79
1000 161.48 145.46 105.47 59.12 59 36.75 32.71 34
2000 161.48 145.46 80.74 59 59.01 43.45 42.11 55
5000 161.48 145.44 144.67 73 65.18 68.21 66.47 108.19
10000 161.46 143.92 140.01 104.58 104.53 113.92 112.65 158.41
20000 214.87 213.26 213.31 137.83 128.74 215.12 213.84 315.38
50000 322.76 322.83 322.78 509.74 509.13 511.83
100000 699.93 671.58 1005.47
200000 1020.51

Таблица 3.7: Время стабилизации в зависимости от частоты перепроектирования и коли-
чества вырезаемых гармоник.
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Частота Число вырезаемых гармоник
3 5 6 7 9 11 13 15

1 16148 14546 5595 5917 5901 3405 3284 2230
10 1615 1455 551 592 591 341 329 234
20 808 728 276 296 296 171 165 117
50 323 291 109 119 119 69 66 50
100 156 146 55 60 60 35 33 24
200 78 73 29 30 30 18 17 13
500 32 30 10 12 12 7 7 5
1000 17 15 11 6 6 4 4 4
2000 9 8 5 3 3 3 3 3
5000 4 3 3 2 2 2 2 3
10000 2 2 2 2 2 2 2 2
20000 2 2 2 1 1 2 2 2
50000 1 1 1 2 2 2
100000 1 1 2
200000 1

Таблица 3.8: Общее количество проектирований на H− в зависимости от частоты перепро-
ектирования и количества вырезаемых гармоник.

3.4 Выводы

Предложен алгоритм стабилизации нелинейных уравнений газовой динами-
ки в сеточном случае методом нулевого приближения. Полученные теоре-
тические результаты о структуре инвариантных подпространств и оценки
на спектр линеаризованной задачи для полунеявной разностной схемы и как
следствие на скорость её стабилизации позволяют обосновать алгоритм как
для линейной задачи, так и для малых возмущений полной нелинейной си-
стемы. Проведены численные эксперименты по исследованию зависимости
стабилизации исходных нелинейных уравнений от различных чисел вырезае-
мых гармоник, от размера расширенной области, от коэффициента вязкости
и от величины шага по времени. Результаты расчетов согласуются, с априор-
ными оценками, проведенными для линеаризованной задачи. Однако вопреки
ожиданиям было получено, что для нелинейной задачи изменение частоты
перепроектирования и увеличение шага по времени (в разумных пределах
с точки зрения точности аппроксимации разностной схемы) не оказывают
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существенного влияния на процесс стабилизации.



Глава 4

Двумерные уравнения газовой
динамики

4.1 Постановка задачи

Рассмотрим систему уравнений динамики баротропного газа [41] в цилин-
дре Ω× [0, T ], где Ω ⊂ R2 — область с границей Γ

∂ρ

∂t
+ div (ρu) = 0,

∂(ρu)

∂t
+ div (ρu⊗ u) +∇p = 0,

(4.1.1)

с уравнением состояния

p = aργ, γ > 1 (4.1.2)

начальными
ρ(x, 0) = ρ0(x), x ∈ Ω,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω
(4.1.3)

и граничными условиями

u · n = 0, x ∈ Γ, t > 0, (4.1.4)

где ρ — плотность, u = (u1, u2) — вектор скорости, p — давление газа, a —
некоторая положительная константа, которую без ограничения общности бу-
дем считать равной единице, γ — показатель адиабаты Пуассона.

Для задачи (4.1.1)–(4.1.4) в предположении положительности плотности

59
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можно получить “энергетическое” тождество:

1

2

∫
Ω

ρ(x, t)u2(x, t)dx+
1

γ − 1

∫
Ω

p(x, t)dx =

=
1

2

∫
Ω

ρ0u
2
0dx+

1

γ − 1

∫
Ω

p0dx. (4.1.5)

Замечание 4.1.1. Поскольку в дифференциальном случае нет гарантии по-
ложительности функции плотности, то слово “энергетическое” здесь взя-
то в кавычки.

Аналогично [22] будем строить разностную схему таким образом, чтобы
она удовлетворяла следующим свойствам:

• Решение разностной схемы должно существовать.

• Из соотношения (4.1.5) следует ограниченности нормы ‖ρ1/2u‖L2(Ω). Ре-
шение разностной схемы должно удовлетворять аналогичному свойству.

• Сеточная функция плотности должна быть строго положительна.

• Разностная схема должна обеспечивать выполнение сеточного аналога
закона сохранения массы.

4.2 Аппроксимация на ортогональных сетках

Перед тем как построить разностную схему на треугольных сетках, рас-
смотрим упрощённый вариант этой схемы на ортогональных сетках в об-
ласти Ω = [0, 1]× [0, 1]. Введём сетку Ω2

h, равномерную по каждому коорди-
натному направлению с шагом hα = 1/Mα, α = 1, 2 таким образом, что узел
узел xm с номером m = (i, j) расположен в точке (ih1, jh2), где i = 0,M1,
j = 0,M2.

4.2.1 Аппроксимация уравнения неразрывности

Дивергенцию величины ρu в уравнении неразрывности аппроксимируем раз-
ностями (1.1.1):

div hρu = 〈ρu1〉◦x1
+ 〈ρu2〉◦x2

. (4.2.1)
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Кроме того, определим следующую величину:

(
〈uk〉ρ◦

xk

)
◦
xk

=



〈uk〉+k(ρ+k − ρ)− 〈uk〉−k(ρ− ρ−k)
h2
k

,

если x±k лежат в области Ω2
h;

〈uk〉+k(ρ+k − ρ)− 〈uk〉−k(ρ− ρ−k)
h2
k/2

, иначе;

(4.2.2)

где k = 1, 2, и в случае если узел x±k лежит вне области Ω2
h, считаем вели-

чину 〈uk〉±k(ρ±k − ρ) раной нулю в силу краевых условий (4.1.4). Для того,
чтобы разностная схема удовлетворяла требуемым свойствам, будем добав-
лять к выражению (4.2.1) слагаемые вида (4.2.2) по следующим правилам:

• Если uk > 0, то вычтем из (4.2.1) величину hk
(
〈uk〉ρ◦

xk

)
◦
xk
, где k = 1, 2.

Если u+k
k > 0 и u−kk > 0, то получаем обычную разность “против потока”

с аппроксимацией порядка O(hk).

• Если uk < 0, то прибавим к (4.2.1) величину hk
(
〈uk〉ρ◦

xk

)
◦
xk
, где k = 1, 2.

Аналогично, если u+k
k < 0 и u−kk < 0, то получаем обычную разность

“против потока” с аппроксимацией порядка O(hk).

• Если величины uk и u+k
k , k = 1, 2 противоположены по знаку, то заме-

ним в выражении (4.2.1) центральную разность направленной, а именно
вместо величины 〈ρuk〉+k используем величину ρ〈uk〉+k если 〈uk〉+k > 0 и
величину ρ+k〈uk〉+k в противном случае. Кроме того, не будем добавлять
часть слагаемого (4.2.2), а именно величину вида 〈uk〉+k(ρ+k − ρ)/hk.
В силу того, что величины uk и u+k

k в данном случае имеют поря-
док O(hk), то получаем аппроксимацию порядка O(hk).

• Если величины uk и u−kk , k = 1, 2 противоположены по знаку, то заме-
ним в выражении (4.2.1) центральную разность направленной, а именно
вместо величины 〈ρuk〉−k используем величину ρ〈uk〉−k если 〈uk〉−k < 0 и
величину ρ−k〈uk〉−k в противном случае. Кроме того, не будем добавлять
часть слагаемого (4.2.2), а именно величину вида 〈uk〉−k(ρ−k − ρ)/hk.
В силу того, что величины uk и u−kk в данном случае имеют поря-
док O(hk), то получаем аппроксимацию порядка O(hk).
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Введём следующие обозначения:

{ρuk}±k =



0, если узел x±k лежит вне области Ω2
h;

〈ρuk〉±k ∓ 〈uk〉±k(ρ±k − ρ), если uk и u±kk > 0;

〈ρuk〉±k ± 〈uk〉±k(ρ±k − ρ), если uk и u±kk < 0;

ρ〈uk〉±k, если signuk 6= signu±kk и δ±k〈uk〉±k > 0;

ρ±k〈uk〉±k, если signuk 6= signu±kk и δ±k〈uk〉±k 6 0,

где k = 1, 2 и δ±k = sign (x±kk − xk). Определим сеточный опера-
тор A(u) : R(Ω2

h)→ R(Ω2
h) следующим образом:

A(u)ρ =
2∑

k=1

{ρuk}◦
xk
,

где разность {ρuk}◦
xk

определяется аналогично (1.1.1). Для аппроксимации
уравнения неразрывности рассмотрим полностью неявную двухслойную раз-
ностную схему

ρt + A(û)ρ̂ = 0. (4.2.3)

Утверждение 4.2.1. Аппроксимация (4.2.3) имеет порядок O(τ) +O(h)

(по построению).

Аналогично [22], докажем положительность сеточной функции плотности
и выполнение сеточного аналога закона сохранения массы.

Теорема 7. Аппроксимация (4.2.3) гарантирует положительность сеточ-
ной функции плотности, т. е. при выполнении условий ρ0

i,j > 0 для лю-
бых i = 0,M1, j = 0,M2 имеет место неравенство ρni,j > 0 при лю-
бых i = 0,M1, j = 0,M2 и n > 0.

Доказательство. Отметим свойства сеточного оператора A(u):

• Сеточный оператор A(u) является матрицей разме-
ра (M1 + 1)(M2 + 1)× (M1 + 1)(M2 + 1).

• На диагонали стоят неотрицательные элементы.

• Вне диагонали стоят неположительные элементы.
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• Имеет место тождество
M1∑
i=0

h1i(A(u))ij = 0, j = 0,M2.

Таким образом, сеточный оператор A(u) удовлетворяет условиям теоремы 1,
значит (E + τA(u)) является M -матрицей. Следовательно у обратной мат-
рицы все элементы неотрицательны, причём в каждой строке есть хотя бы
один положительный элемент. Тогда если ρ0 > 0, то сеточная функция плот-
ности будет положительной на (n + 1)-м шаге по времени при любых шагах
по времени и пространству. Теорема доказана.

Теорема 8. Аппроксимация (4.2.3) обеспечивает выполнение сеточного за-
кона сохранения массы, т. е.

M1∑
i=0

M2∑
j=0

h1ih2jρ̂i,j =

M1∑
i=0

M2∑
j=0

h1ih2jρ
0
i,j.

Доказательство. Следует из тождества
M1∑
i=0

h1i(A(u))ij = 0, j = 0,M2. Тео-
рема доказана.

Замечание 4.2.1. Заметим, что теоремы 7 и 8 будут верны и в том слу-
чае, если в аппроксимации (4.2.3) уравнения неразрывности взять скорость
с нижнего слоя.

4.2.2 Аппроксимация уравнений движения

Уравнения движения аппроксимируем следующим образом:

(ρu)t+
2∑

k=1

(
{ρ̂ûk}〈û〉

)
◦
xk

+
γ

γ − 1
ρ̂∇hρ̂

γ−1+
γ

γ − 1

2∑
k=−2
k 6=0

ψk(ρ̂, û, ρ̂γ−1) = 0, (4.2.4)

где ∇hg =
(
〈g〉◦x1

, 〈g〉◦x2

)
, а

ψ±k(ρ, uq, g) =
1

2hkik



0, если узел x±k лежит вне области Ω2
h;

−(ρ±k − ρ)(g±k − g), если uk > 0 и u±kk > 0;

(ρ±k − ρ)(g±k − g), если uk < 0 и u±kk < 0;

0, если signuk 6= signu±kk и δ±k(uk + u±kk ) > 0;

δ±k(ρ±k − ρ)(g±k − g), если signuk 6= signu±kk и

δ±k(uk + u±kk ) < 0,
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q = 1, 2, ψ±k(ρ,u, g) =
(
ψ±k(ρ, u1, g), ψ±k(ρ, u2, g)

)
для произвольной сеточ-

ной функции g, величина hkik определяется формулой (1.1.2). Второе слага-
емое (4.2.4) аппроксимирует конвективные члены теми же направленными
разностями, что и в уравнении неразрывности, а предпоследнее слагаемое
аппроксимирует градиент давления. Отметим, что величина ψk(ρ̂, û, ρ̂γ−1),
k ∈ {1, 2,−1,−2} имеет порядок O(h). Таким образом, доказано

Утверждение 4.2.2. Аппроксимация (4.2.4) имеет порядок O(τ) +O(h).

Докажем, что норма ‖(ρ)1/2u‖V(Ω2
h) равномерно ограничена по времени. В

самом деле, умножим уравнение (4.2.3) на −1
2τ û

2, а уравнение (4.2.4) на τ û
и сложим. Здесь и далее в пределах данного раздела опуская подпись в ска-
лярном произведении (·, ·)V(Ω2

h), получим равенство

− 1

2
τ(ρt, û

2)+τ((ρu)t, û)− 1

2
τ

(
2∑

k=1

{ρ̂ûk}◦
xk
, û2

)
+τ

(
2∑

k=1

(
{ρ̂ûk}〈û〉

)
◦
xk
, û

)
+

+ τ
γ

γ − 1

(
ρ̂∇hρ̂

γ−1, û
)

+ τ
γ

γ − 1

 2∑
k=−2
k 6=0

ψk(ρ̂, û, ρ̂γ−1), û

 = 0. (4.2.5)

Простые преобразования дают

− 1

2
τ
(
ρt, û

2
)

+ τ ((ρu)t, û) =
1

2
τ
(
ρ,u2

)
t
+

1

2

(
ρ, (û− u)2

)
,

1

2

(
2∑

k=1

{ρ̂ûk}◦
xk
, û2

)
=

(
2∑

k=1

(
{ρ̂ûk}〈û〉

)
◦
xk
, û

)
.

(4.2.6)

Нетрудно показать, что

(
ρ̂∇hρ̂

γ−1, û
)

+

 2∑
k=−2
k 6=0

ψk(ρ̂, û, ρ̂γ−1), û

 = −

(
2∑

k=1

{ρ̂ûk}◦
xk
, ρ̂γ−1

)
. (4.2.7)

С учётом равенств (4.2.6) и (4.2.7), преобразуем выражение (4.2.5) к виду
1

2
τ(ρ,u2)t +

1

2
(ρ, (û− u)2) + τ

γ

γ − 1
(ρt, ρ̂

γ−1) = 0. (4.2.8)

Далее проведём рассуждения точно так же, как в [22]. Оценим величину ρρ̂γ−1

с помощью неравенства Юнга с показателями γ и γ
γ−1 :

ρρ̂γ−1 6
1

γ
ργ +

γ − 1

γ
ρ̂γ.
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Тогда
τ

γ

γ − 1
(ρt, ρ̂

γ−1) >
1

γ − 1
[(ρ̂γ, 1)− (ργ, 1)].

Из последнего неравенства и (4.2.8) следует

1

2
τ(ρ,u2)t +

1

2
(ρ, (û− u)2) +

1

γ − 1
[(p̂, 1)− (p, 1)] 6 0. (4.2.9)

Просуммировав выражение (4.2.9) по всем шагам по времени, получаем

Теорема 9. Решение разностной задачи (4.2.3), (4.2.4) с заданным на гра-
нице условием непротекания удовлетворяет неравенству

1

2
(ρn+1, (un+1)2) +

1

γ − 1
(pn+1, 1) +

1

2

n∑
m=0

(ρm, (um+1 − um)2) 6

6
1

2
(ρ0, (u0)2) +

1

γ − 1
(p0, 1).

4.3 Аппроксимация на треугольной сетке

Теперь перейдём к аппроксимации уравнений (4.1.1) на треугольных сетках.
Для построения сеточных уравнений будем использовать обозначения, вве-
дённые в разделе 1.2. Кроме того, введём следующие ограничения на сетку:

• Сетка Ω∆,2
h должна состоять из преимущественно остроугольных тре-

угольников.

• Сетка должна быть квазиравномерной, то есть размер ячеек не должен
меняться значительно, а именно должны выполняться следующие усло-
вия

max
ωi∈Ω∆,2

h

max
k=1,3

∆nik

min
ωi∈Ω∆,2

h

max
k=1,3

∆nik
< Θ, max

Sj∈Ω∆,2
h

ωj1
ωj2

< Θ, (4.3.1)

где Θ —некоторая величина порядка единицы, не зависящая от шага
сетки.

4.4 Аппроксимация уравнения неразрывности

Для вывода аппроксимации уравнения неразрывности воспользуемся сеточ-
ными операторами дивергенции и градиента, введёнными в разделе 1.4. Нам
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понадобится аппроксимация div (ud∇ρ), которая в безындексной форме за-
писи выглядит следующим образом:

div h
i (ud∇h

kρ) =
1

ω

3∑
k=1

Sk〈ud〉k
ρk − ρ
∆nk

, (4.4.1)

где суммирование ведётся только по внутренним рёбрам, то есть по рёбрам,
не являющимся частью границы Γh. Введём следующую величину

Hd = max
Ω∆,2
h

(∆nik|ndik|), d = 1, 2.

Дивергенцию величины ρu в уравнении неразрывности аппроксимируем раз-
ностями (1.4.3). Имеем

div h
i ρu =

1

ωi

3∑
k=1

Sik〈ρunik〉ik, (4.4.2)

где 〈ρunk〉k = 0 на рёбрах Sk, являющихся частью границы Γh в силу крае-
вых условий (4.1.4). Однако для того, чтобы схема удовлетворяла требуемым
свойствам, будем добавлять к правой части (4.4.2) слагаемые вида (4.4.1)
по следующим правилам:

• Если ud > 0, то вычтем из (4.4.2) слагаемое Hddiv h
i (ud∇h

kρ), где d = 1, 2.
Получим(

∂(ρud)

∂xd

)
i

≈ 1

ω

3∑
k=1

Sk

(
ρ

(
∆n2

k

∆nk
udn

d
k +Hd

1

∆nk

∆n2
kud + ∆n1

kudk
∆nk

)
+

+ ρk

(
∆n1

k

∆nk
udkn

d
k −Hd

1

∆nk

∆n2
kud + ∆n1

kudk
∆nk

))
. (4.4.3)

Если в каждом соседнем треугольнике ωk, k = 1, 3 величины udk > 0,
то имеем обычную разность “против потока” с аппроксимацией поряд-
ка O(Hd).

• Если ud < 0, то прибавим к (4.4.2) слагаемоеHddiv h
i (ud∇h

kρ), где d = 1, 2.
Аналогично предыдущему пункту если в соседних треугольниках ωk,
k = 1, 3 величины udk < 0, то получаем обычную разность “против по-
тока” с аппроксимацией порядка O(Hd).
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• Если величины ud и udk, k = 1, 3 противоположены по знаку, то на глад-
ких решениях величина ud ∂ρ

∂nk
имеет порядок O(∆nk) на отрезке [xi, xik].

В этом случае заменим в выражении (4.4.2) “центральную разность” “на-
правленной” на ребре Sk, а именно вместо величины 〈ρudndk〉k использу-
ем величину ρ〈udndk〉k при условии 〈udndk〉k > 0 и величину ρk〈udndk〉k
в противном случае. В обоих случаях мы добавляем слагаемое поряд-
ка O(∆nk), следовательно порядок аппроксимации не нарушается. В са-
мом деле, с учётом ограничения (4.3.1) и неравенства Sk∆n1

k < 2ω, по-
лучаем

1

ω
Skn

d
k(ρ〈ud〉k − 〈ρud〉k) =

1

ω
Skn

d
k

∆n1
k

∆nk
udk(ρ− ρk) = O(∆nk),

1

ω
Skn

d
k(ρk〈ud〉k − 〈ρud〉k) =

1

ω
Skn

d
k

∆n2
k

∆nk
ud(ρk − ρ) = O(∆nk).

Кроме того, величина, добавленная в первых двух пунктах на ребре Sk,
имеет порядок O(Hd). Действительно,

Hd
1

ω
Sk〈ud〉k

ρk − ρ
∆nk

= O(Hd).

Для того, чтобы разностная схема удовлетворяла сеточному закону со-
хранения массы, не будем добавлять это слагаемое.

Опустив индекс i, введём следующие обозначения на ячейке ωi:

{ρud}k =



0, если ребро Sk является частью границы Γh;

〈ρudndk〉k −Hd〈ud〉k ρk−ρ∆nk
, если ud > 0 и udk > 0;

〈ρudndk〉k +Hd〈ud〉k ρk−ρ∆nk
, если ud < 0 и udk < 0;

ρ〈udndk〉k, если signud 6= signudk и 〈udndk〉k > 0;

ρk〈udndk〉k, если signud 6= signudk и 〈udndk〉k < 0,

[ρud]k = {ρud}k − 〈ρudndk〉k,

(4.4.4)

где k = 1, 3, нормаль nk является внешней по отношению к ячейке ωi. Опре-
делим сеточный оператор A(u) : R(Ω∆,2

h )→ R(Ω∆,2
h ) следующим образом:

A(u)ρ =
1

ωi

3∑
k=1

Sik{ρu}ik =
1

ωi

3∑
k=1

Sik(〈ρunik〉ik + [ρu]ik),
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где {ρu}ik = {ρu1}ik + {ρu2}ik . Для аппроксимации уравнения неразрывности
рассмотрим полностью неявную двухслойную разностную схему

ρt + A(û)ρ̂ = 0. (4.4.5)

Утверждение 4.4.1. По построению выражение (4.4.5) имеет первый по-
рядок аппроксимации по пространству и первый порядок аппроксимации
по времени, если треугольники ωi и ωik, k = 1, 3 остроугольные.

Аналогично [22], докажем положительность сеточной функции плотности
и выполнение сеточного аналога закона сохранения массы. Отметим свойства
сеточного оператора A(u):

• Сеточный оператор A(u) является P × P -матрицей, где P —количество
ячеек в сетке.

• На диагонали стоят неотрицательные элементы.

• Вне диагонали стоят неположительные элементы.

• Для каждого столбца матрицы A(u) имеет место равен-

ство
P∑
i=1

ωiA(u)ij = 0, где j = 1, P .

Таким образом, согласно теореме 1 сеточный оператор (E + τA(u)) является
M -матрицей. Следовательно у обратной матрицы все элементы неотрица-
тельны, причём в каждой строке есть хотя бы один положительный элемент.
Тем самым доказана

Теорема 10. Если ρ0 > 0, то сеточная функция плотности будет поло-
жительной на (n+ 1)-ом шаге по времени при любых шагах по времени и
пространству.

Из равенства
P∑
i=1

ωiA(u)ij = 0, где j = 1, P , следует

Теорема 11. Разностная схема (4.4.5) удовлетворяет сеточному аналогу
закона сохранения массы, то есть∑

ωi∈Ωh

ωiρ̂i =
∑
ωi∈Ωh

ωiρ
0
i .



ГЛАВА 4. ДВУМЕРНЫЕ УРАВНЕНИЯ ГАЗОВОЙ ДИНАМИКИ 69

Замечание 4.4.1. Заметим, что теоремы 10 и 11 будут верны и в том
случае, если в аппроксимации (4.4.5) уравнения неразрывности взять ско-
рость с нижнего слоя.

4.5 Аппроксимация уравнений движения

Используя сеточные операторы, введённые в разделе 1.4, аппроксимируем
уравнение движения следующим образом:

(ρu)t +
1

ω

3∑
k=1

Sk{ρ̂û}k
û + ûk

2
+

γ

γ − 1
ρ̂

1

ω

3∑
k=1

Skρ̂γ−1nk+

+
γ

γ − 1

1

ω

3∑
k=1

Skψk(ρ̂, û, ρ̂
γ−1) = 0, (4.5.1)

где ψk(ρ,u, g) = (ψk(ρ, u1, g), ψk(ρ, u2, g)) и

ψk(ρ, ud, g) =



0, если ребро Sk является частью границы Γh;

−Hd
∆n2

k

∆nk

ρk−ρ
∆nk

(gk − g), если ud > 0 и udk > 0;

Hd
∆n2

k

∆nk

ρk−ρ
∆nk

(gk − g), если ud < 0 и udk < 0;

0, если signud 6= signudk и 〈udndk〉k > 0;

ndk
∆n2

k

∆nk
(ρk − ρ)(gk − g),

если signud 6= signudk и 〈udndk〉k < 0.

(4.5.2)

Таким образом, второе слагаемое (4.5.1) аппроксимирует конвективные чле-
ны теми же направленными разностями, что и в уравнении неразрывности,

и является модификацией аппроксимации 1
ω

3∑
k=1

Sk〈ρu〉k u+uk
2 из [24]. Предпо-

следнее слагаемое (4.5.1) аппроксимирует величину ∇p, а последнее слагае-
мое с учётом ограничений (4.3.1) имеет порядок O(max{H1, H2}) на каждом
из рёбер, по которым ведётся суммирование. Тем самым доказано утвержде-
ние

Утверждение 4.5.1. Выражение (4.5.1) имеет первый порядок аппрокси-
мации по пространству и первый порядок аппроксимации по времени, если
треугольники ωi и ωik, k = 1, 3 остроугольные.
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Аналогично [22] докажем, что норма ‖ρ1/2u‖V(Ω∆,2
h ) равномерно ограничена

по времени. В самом деле, умножим уравнение (4.4.5) на −1
2τ û

2, а уравне-
ние (4.5.1) на τ û и сложим. Здесь и далее в пределах данной главы опуская
подпись в скалярном произведении (·, ·)V(Ω∆,2

h ), получим равенство

− 1

2
τ(ρt, û

2) + τ((ρu)t, û)− 1

2
τ

(
1

ω

3∑
k=1

Sk{ρ̂û}k, û2

)
+

+ τ

(
1

ω

3∑
k=1

Sk{ρ̂û}k
û + ûk

2
, û

)
+ τ

(
γ

γ − 1
ρ̂

1

ω

3∑
k=1

Skρ̂γ−1nk, û

)
+

+ τ

(
γ

γ − 1

1

ω

3∑
k=1

Skψk(ρ̂, û, ρ̂
γ−1), û

)
= 0. (4.5.3)

Нетрудно показать, что

− 1

2
τ(ρt, û

2) + τ((ρu)t, û) =
1

2
τ(ρ,u2)t +

1

2
(ρ, (û− u)2),

1

2

(
1

ω

3∑
k=1

Sk{ρ̂û}k, û2

)
=

(
1

ω

3∑
k=1

Sk{ρ̂û}k
û + ûk

2
, û

)
.

(4.5.4)

Для упрощения дальнейшего изложения разделим рёбра на несколько клас-
сов. Пусть S0 — множество всех внутренних рёбер. Кроме того, нам потре-
буется ввести классы рёбер, отвечающие четырём последним случаям фор-
мул (4.4.4) и (4.5.2), а именно

S d
1 = {Sj ∈ S0|ud1 > 0 и ud2 > 0},

S d
2 = {Sj ∈ S0|ud1 < 0 и ud2 < 0},

S d
3 = {Sj ∈ S0| signud1 6= signud2 и 〈udnd1〉 > 0},

S d
4 = {Sj ∈ S0| signud1 6= signud2 и 〈udnd1〉 < 0},

где d = 1, 2, и нумерация ведётся относительно ребра Sj. Преобразуем ле-
вую часть второго выражения (4.5.4). Для удобства опустим знак “крышка”
над сеточными функциями. Имеем

1

2

(
1

ω

3∑
k=1

Sk{ρu}k,u2

)
=

1

2

(
1

ω

3∑
k=1

Sk〈ρunk〉k,u2

)
+

+
1

2

(
1

ω

3∑
k=1

Sk[ρu]k,u
2

)
. (4.5.5)
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В первом слагаемом правой части (4.5.5) стоит двойное суммирование: внеш-
нее по всем ячейкам и внутреннее по рёбрам одной ячейки. Перегруппируем
слагаемые таким образом, чтобы осталось только одно суммирование по всем
имеющимся рёбрам, то есть перейдём от суммирования по ячейкам к сумми-
рованию по рёбрам. Здесь и далее будем пользоваться безындексной формой
записи, опуская индекс j ребра Sj. Используя тот факт, что n1 = −n2, на реб-
ре Sj ∈ S0 имеем

Sj
(
(〈ρu〉n1)u

2
1 + (〈ρu〉n2)u

2
2

)
= Sj

(
〈ρu〉n1(u

2
1 − u2

2)
)

=

= Sj ((〈ρu〉n1)(u1 + u2)u1 + (〈ρu〉n2)(u1 + u2)u2) . (4.5.6)

Вернёмся к суммированию по ячейкам. С учётом выражения (4.5.6) получаем

1

2

(
1

ω

3∑
k=1

Sk〈ρunk〉k,u2

)
=

(
1

ω

3∑
k=1

Sk〈ρunk〉k
u + uk

2
,u

)
. (4.5.7)

Теперь перейдём к суммированию по рёбрам во втором слагаемом правой
части (4.5.5). На ребре Sj ∈ S d

1 , d = 1, 2 имеем

Sj

(
−Hd〈ud〉

ρ2 − ρ1

∆n
u2

1 −Hd〈ud〉
ρ1 − ρ2

∆n
u2

2

)
=

= Sj

(
−Hd〈ud〉

ρ2 − ρ1

∆n
(u2

1 − u2
2)

)
=

= Sj

(
−Hd〈ud〉

ρ2 − ρ1

∆n
(u1 + u2)u1 −Hd〈ud〉

ρ1 − ρ2

∆n
(u1 + u2)u2

)
. (4.5.8)

Случай Sj ∈ S d
2 аналогичен с точностью до знака. В случае если Sj ∈ S d

3 ,
d = 1, 2

Sj

(
nd1

∆n1

∆n
ud2(ρ1 − ρ2)u

2
1 + nd2

∆n1

∆n
ud2(ρ1 − ρ2)u

2
2

)
=

= Sj

(
nd1

∆n1

∆n
ud2(ρ1 − ρ2)(u

2
1 − u2

2)

)
= Sj

(
nd1

∆n1

∆n
ud2(ρ1 − ρ2)(u1 + u2)u1+

+ nd2
∆n1

∆n
ud2(ρ1 − ρ2)(u1 + u2)u2

)
. (4.5.9)

Случай Sj ∈ S d
4 разбирается аналогично. Учитывая выражения (4.5.8) и

(4.5.9), вернёмся к суммированию по ячейкам. В результате получим тож-
дество

1

2

(
1

ω

3∑
k=1

Sk[ρu]k,u
2

)
=

(
1

ω

3∑
k=1

Sk[ρu]k
u + uk

2
,u

)
. (4.5.10)
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Из выражений (4.5.7) и (4.5.10) следует второе равенство (4.5.4). Точно так
же, как и в [24] доказывается, что(

ρ̂
1

ω

3∑
k=1

Skρ̂γ−1nk, û

)
= −

(
1

ω

3∑
k=1

Sk〈ρ̂ûnk〉k, ρ̂γ−1

)
. (4.5.11)

Преобразуем последнее слагаемое (4.5.3), а именно перейдём к суммированию
по рёбрам. На ребре Sj ∈ S d

1 , d = 1, 2 имеем

Sj

(
−Hd

∆n2

∆n

ρ2 − ρ1

∆n
(ργ−1

2 − ργ−1
1 )ud1 −Hd

∆n1

∆n

ρ1 − ρ2

∆n
(ργ−1

1 − ργ−1
2 )ud2

)
=

= Sj

(
ργ−1

1 Hd
∆n2ud1 + ∆n1ud2

∆n

ρ2 − ρ1

∆n
+ ργ−1

2 Hd
∆n1ud2 + ∆n2ud1

∆n

ρ1 − ρ2

∆n

)
=

= Sj

(
ργ−1

1 Hd〈ud〉
ρ2 − ρ1

∆n
+ ργ−1

2 Hd〈ud〉
ρ1 − ρ2

∆n

)
. (4.5.12)

Случай Sj ∈ S d
2 , d = 1, 2 аналогичен с точностью до знака. На реб-

ре Sj ∈ S d
3 , d = 1, 2 имеем

Sj

(
nd2

∆n1

∆n
(ρ1 − ρ2)(ρ

γ−1
1 − ργ−1

2 )u2d

)
=

= Sj

(
−ργ−1

1 nd1
∆n1

∆n
(ρ1 − ρ2)u2d − ργ−1

2 nd2
∆n1

∆n
(ρ1 − ρ2)u2d

)
. (4.5.13)

Случай Sj ∈ S d
4 , d = 1, 2 разбирается аналогично. Используя выраже-

ния (4.5.12) и (4.5.13) вернёмся к суммированию по ячейкам. В результате
получим тождество(

1

ω

3∑
k=1

Skψk(ρ̂, û, ρ̂
γ−1), û

)
= −

(
1

ω

3∑
k=1

Sk[ρ̂û]k, ρ̂
γ−1

)
. (4.5.14)

Используя равенства (4.5.4), (4.5.11), (4.5.14) и (4.4.5), преобразуем выраже-
ние (4.5.3) к виду

1

2
τ(ρ,u2)t +

1

2
(ρ, (û− u)2) + τ

γ

γ − 1
(ρt, ρ̂

γ−1) = 0. (4.5.15)

Далее проведём рассуждения точно так же, как в [22]. Оценим величину ρρ̂γ−1

с помощью неравенства Юнга с показателями γ и γ
γ−1 :

ρρ̂γ−1 6
1

γ
ργ +

γ − 1

γ
ρ̂γ.
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Тогда
τ

γ

γ − 1
(ρt, ρ̂

γ−1) >
1

γ − 1
[(ρ̂γ, 1)− (ργ, 1)].

Из последнего неравенства и (4.5.15) следует

1

2
τ(ρ,u2)t +

1

2
(ρ, (û− u)2) +

1

γ − 1
[(p̂, 1)− (p, 1)] 6 0. (4.5.16)

Просуммировав выражение (4.5.16) по всем шагам по времени, получаем

Теорема 12. Для решения разностной задачи (4.4.5), (4.5.1) с однородными
краевыми условиями, то есть u · n = 0 на границе Γh, имеет место следу-
ющая оценка

1

2
(ρn+1, (un+1)2) +

1

γ − 1
(pn+1, 1) +

1

2

n∑
m=0

(ρm, (um+1 − um)2) 6

6
1

2
(ρ0, (u0)2) +

1

γ − 1
(p0, 1).

4.6 Существование решения

Утверждение теоремы 12 и принцип Лере-Шаудера [50] позволяют доказать
существование решения при любых шагах по времени и по пространству точ-
но так же, как и в [22].

Теорема 13. Решение разностной задачи (4.4.5), (4.5.1) с однородными кра-
евыми условиями, то есть u · n = 0 на границе Γh существует при любых
шагах по времени и пространству.

Доказательство. Аналогично [22], сделаем замену r = ρ и v = ρu. Таким
образом, система (4.4.5), (4.5.1) представима в виде операторного уравнения

r̂ = F1(r̂, v̂), v̂ = F2(r̂, v̂).

Для доказательства существования решения воспользуемся теоремой Лере–
Шаудера, а именно докажем, что решение системы

r̂ = θF1(r̂, v̂), v̂ = θF2(r̂, v̂) (4.6.1)
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равномерно ограничено по θ при θ ∈ [0, 1]. Случай θ = 0 тривиален, поэтому
далее считаем θ > 0. Перепишем систему (4.6.1) в виде

1− θ
τθ

ρ̂+ ρt +
1

ωi

3∑
k=1

Sik{ρu}ik = 0,

1− θ
τθ

ρ̂û + (ρu)t +
1

ω

3∑
k=1

Sk{ρ̂û}k
û + ûk

2
+

γ

γ − 1
ρ̂

1

ω

3∑
k=1

Skρ̂γ−1nk+

+
γ

γ − 1

1

ω

3∑
k=1

Skψk(ρ̂, û, ρ̂
γ−1) = 0.

Умножим первое уравнение на −1
2τ û

2, а второе на τ û и сложим. Поскольку
ρk > 0 при условии ρ0 > 0, то

1− θ
2θ

(
ρ̂, û2

)
+

1− θ
θ

γ

γ − 1

(
ρ̂γ, 1

)
+

1

2

(
ρ, (û− u)2

)
+

1

2

(
ρ̂, û2

)
+

+
1

γ − 1

(
p̂, 1
)
6

1

2

(
ρ,u2

)
+
(
p, 1
)
6

1

2

(
ρ0,u

2
0

)
+

1

γ − 1

(
p0, 1

)
. (4.6.2)

Используя теорему 11 (сеточный закон сохранения массы), получим

‖v̂‖2
V(Ω∆,2

h )
= (ρ̂û, ρ̂û) 6 max

Ω∆,2
h

ρ̂ ·
(
ρ̂, û2

)
6

1

min
Ω∆,2
h

ωi
‖ρ0‖L1,h

(
ρ̂, û2

)
6

6
1

min
Ω∆,2
h

ωi
‖ρ0‖L1,h

[ (
ρ0, (u0)

2
)

+ 2
γ

γ − 1

(
p0, 1

)]
,

где ‖f‖L1,h
=
∑
Ω∆,2
h

ωi|fi|, f ∈ R(Ω∆,2
h ). Величина r̂ ограничена в норме L1,h

за счёт свойства консервативности разностной схемы. Таким образом, выпол-
нены условия теоремы Лере–Шаудера, значит, задача имеет решение при лю-
бых шагах по времени и пространству. Теорема доказана.

Для нахождения сеточного решения задачи (4.4.5), (4.5.1) на каждом ша-
ге по времени требуется решить нелинейную систему уравнений. Для этого
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можно использовать внутренний итерационный процесс по q:

ρq+1 − ρn

τ
+

1

ωi

3∑
k=1

Sik{ρq+1uq}ik = 0,

ρq+1uq+1 − ρnun

τ
+

1

ω

3∑
k=1

Sk{ρq+1uq+1}k
uq + uqk

2
+

+
γ

γ − 1
ρq+1 1

ω

3∑
k=1

Sk(ρq+1)γ−1nk +
γ

γ − 1

1

ω

3∑
k=1

Skψk(ρ
q+1,uq+1, (ρq+1)γ−1) = 0.

4.7 Численная оценка сходимости

Рассмотрим в области QT = [0, 1]× [0, 1]× [0, T ] задачу

∂ρ

∂t
+ div (ρu) = fρ,

∂(ρu)

∂t
+ div (ρu⊗ u) +∇p = (fu1

, fu2
),

p = ργ, γ > 1,

(4.7.1)

где правые части fρ(x1, x2, t), fu1
(x1, x2, t) и fu2

(x1, x2, t) подобраны таким
образом, чтобы функции

ρ(x1, x2, t) = cos t sin(2πx1) sin(2πx2) + 2,

u1(x1, x2, t) = cos t sin(2πx1) sin(2πx2),

u2(x1, x2, t) = cos t sin(2πx1) sin(2πx2)

(4.7.2)

являлись решением системы (4.7.1). Начальные и граничные условия опреде-
лим естественным образом с помощью функций (4.7.2). Показатель адиабаты
Пуассона γ во всех экспериментах равен 1.4. Для оценки погрешности исполь-
зуем норму разницы заданной и сеточной функций плотности в момент вре-
мени T = 0.1. Расчёт проводился как на ортогональных сетках, так и на тре-
угольных. Для построения треугольных сеток использовался программный
пакет Gmsh [11], с помощью которого была построена сетка из 23250 тре-
угольников. Более мелкие сетки строились с помощью деления каждого тре-
угольника исходной сетки средними линиями на четыре части. В таблицах 4.1
и 4.2 представлены сеточные нормы погрешности функции плотности на раз-
личных сетках. Для решения системы линейных уравнений в итерационном
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процессе (4.6) использовался программный пакет PETSc [51]. Порядок схо-
димости в таблицах считался как двоичный логарифм отношения величин
в соседних столбцах.

Сетка 100× 100 Порядок 200× 200 Порядок 400× 400

Шаг по времени 1e-3 5e-4 2.5e-4
‖ρ(T )− ρ‖Ch

4.469082e-02 0.93 2.343709e-02 0.96 1.201358e-02
‖ρ(T )− ρ‖L1,h

9.339132e-03 0.93 4.883497e-03 0.96 2.501540e-03
‖ρ(T )− ρ‖L2,h

1.296574e-02 0.94 6.745709e-03 0.96 3.451346e-03

Таблица 4.1: Норма погрешности на ортогональной сетке.

Кол-во треугольников 23250 Порядок 93000 Порядок 372000
Шаг по времени 1e-3 5e-4 2.5e-4
‖ρ(T )− ρ‖Ch

6.082178e-02 0.84 3.394787e-02 0.92 1.789089e-02
‖ρ(T )− ρ‖L1,h

1.508937e-02 0.89 8.131671e-03 0.95 4.182657e-03
‖ρ(T )− ρ‖L2,h

1.972999e-02 0.88 1.069226e-02 0.95 5.522468e-03

Таблица 4.2: Норма погрешности на треугольной сетке.

4.8 Решение одномерных тестовых задач

Приведём результаты решения некоторых одномерных тестовых задач
для оценки возможностей предложенного метода на ортогональных сетках.
Рассмотрим задачи Римана в области Ω = [0, Xmax]× [0, Xmax] на времен-
ном интервале [0, T ] для системы (4.1.1). Число шагов по времени обозначим
через N . Стоит отметить, что в работах [23; 31] исследовались численные
методы решения уравнений Эйлера, поэтому результаты расчётов по пред-
ложенной схеме будут отличаться. Пусть прямая x1 = x0, где x0 ∈ (0, Xmax)

делит область Ω на левую и правую части.

Пусть в начальный момент времени в левой части области плотность и
скорость газа постоянны и равны ρL и uL соответственно, а в правой части
области тоже постоянны и равны ρR и uR соответственно. На левой границе
зададим постоянные плотность и скорость ρl и uL, а на правой границе — ρR

и uR. На верхней и нижней границах введём периодические краевые условия.
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4.8.1 Распад разрыва и две волны разрежения

В этом подразделе приведём результаты некоторых тестовых задач, изложен-
ных в [23; 31].

Тест ρL uL ρR uR x0 T a Xmax

1 1 (0.75, 0) 0.125 (0, 0) 0.3 0.2 1 1
1-jtv 1 (0.75, 1) 0.125 (0, -5) 0.3 0.2 1 1
2 1 (-2, 0) 1 (2, 0) 0.5 0.1 0.4 1

Таблица 4.3: Параметры численных экспериментов.

Во всех тестах показатель адиабаты Пуассона равен 1.4. Результаты рас-
чётов приведены на рисунках 4.1, 4.2 и 4.3. На графиках изображены распре-
деления функции плотности в момент времени T по координате x1 с фикси-
рованным значением x2 = 0.5.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0 100x50 точек
200x50 точек
400x50 точек
кочное решенТе

Рис. 4.1: Результаты теста 1.
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

100x50 точче
200x50 точче
400x50 точче

Рис. 4.2: Результаты теста 2.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0 ТестТ1еТ200xт0Тточек
ТестТ1сjtvеТ200xт0Тточек

Рис. 4.3: Сравнение результатов тестов 1 и 1-jtv.

Как и следовало ожидать, предложенный метод в силу использования на-
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правленных разностей довольно сильно размывает ударную волну. Однако
данная схема показывает хорошие результаты при расчёте волн разрежения
во втором тесте.

4.8.2 Дозвуковая, сверхзвуковая и трансзвуковая волны разреже-
ния

Теперь приведём результаты решения некоторых тестовых задач, которые
были просчитаны в [34] для схемы Кабаре для случая политропного газа.

Тест ρL uL ρR uR x0 T N a Xmax

3 1 (0, 0) 0.5 (1.828, 0) 5.0 0.4146093 140 1 10
4 1 (2, 0) 0.5 (2.828, 0) 5.0 0.4146093 200 1 10
5 1 (1, 0) 0.5 (1.828, 0) 0.5 0.5611959 200 1 10
6 1 (0, 0) 10−6 (2.828, 0) 0.5 0.5 200 1 10

Таблица 4.4: Параметры численных экспериментов.

Во всех тестах показатель адиабаты Пуассона равен 1.4. Сетка использо-
валась ортогональная с постоянным шагом по вертикали и по горизонтали,
равным 1/64. Тест 3 соответствует дозвуковой волне разрежения, тест 4 —
сверхзвуковой волне разрежения, тест 5 — трансзвуковой волне разрежения,
а тест 6 — разлёту газа в пустоту. В тестах 3–5 величина правого инварианта
Римана r = u1 +

2
√
aγ

γ−1 ρ
(γ−1)/2 остаётся постоянной и составляет 2.83 для тре-

тьего теста, 4.83 для четвёртого и 3.83 для пятого.

Результаты расчётов приведены на рисунках 4.4–4.7. На графиках изоб-
ражены распределения функции плотности в момент времени T по коорди-
нате x1 с фиксированным значением x2 = 5.
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Рис. 4.4: Результаты расчёта теста 3.

5.0 5.5 6.0

0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

Рис. 4.5: Результаты расчёта теста 4.
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Рис. 4.6: Результаты расчёта теста 5.
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Рис. 4.7: Результаты расчёта теста 6.

4.9 Решение двумерных тестовых задач

В этом разделе приведём результаты расчётов некоторых двумерных тестов
из работы [23]. Рассмотрим задачу (4.1.1) в области Ω = [0, 1]× [0, 1] на вре-
менном интервале [0, T ]. Проведём прямые x1 = 0.5 и x2 = 0.5. Эти пря-
мые делят область Ω на четыре квадрата: левый верхний ΩUL, правый верх-
ний ΩUR, левый нижний ΩLL и правый нижний ΩLR. Пусть в начальный мо-
мент времени значения функций плотности и скорости постоянны в каждой
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подобласти и равны

ρ0(x) =



ρUL, x ∈ ΩUL,

ρUR, x ∈ ΩUR,

ρLL, x ∈ ΩLL,

ρLR, x ∈ ΩLR,

u0(x) =



uUL, x ∈ ΩUL,

uUR, x ∈ ΩUR,

uLL, x ∈ ΩLL,

uLR, x ∈ ΩLR

Граничные условия зададим следующие:

∂u(t,x)

∂n
= 0,

∂ρ(t,x)

∂n
= 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ].

Тест Лево Право T a

ρ u ρ u

4 Верх 0.5065 (0.8939, 0.0) 1.0 (0.0, 0.0) 0.25 1.0
Низ 1.1 (0.8939, 0.8939) 0.5065 (0.0, 0.8939)

12 Верх 1.0 (0.7276, 0.0) 0.5313 (0.0, 0.0) 0.25 1.0
Низ 0.8 (0.0, 0.0) 1.0 (0.0, 0.7276)

15 Верх 0.5197 (-0.6259, -0.3) 1.0 (0.1, -0.3) 0.2 1.0
Низ 0.8 (0.1, -0.3) 0.5313 (0.1, 0.4276)

17 Верх 2.0 (0.0, -0.3) 1.0 (0.0, -0.4) 0.3 1.0
Низ 1.0625 (0.0, 0.2145) 0.5197 (0.0, -1.1259)

Таблица 4.5: Начальные значения функций скорости и плотности в каждой из подобла-
стей, а также параметры экспериментов.

Расчёт проводился как на ортогональных, так и на неструктурированных
сетках. Ортогональная сетка состояла из 90 тысяч узлов: 300 узлов по го-
ризонтали и 300 узлов по вертикали. Треугольная сетка строилась с помо-
щью программного пакета Gmsh [38]. В численном эксперименте использова-
лась сетка, состоящая из 105 тысяч треугольников, причём число тупоуголь-
ных треугольников не превосходило 2%. Кроме того, был проведён контроль-
ный расчёт задачи (4.1.1) по методу адаптивной искусственной вязкости [24]
на треугольной сетке. На рисунках 4.8–4.19 цветом отмечено распределение
давления в момент времени T . Линиями отмечена скорость в момент време-
ни T , причём толщина линии пропорциональна модулю скорости.
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Рис. 4.8: Результаты расчёта теста 4 на ор-
тогональной сетке.
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Рис. 4.9: Результаты расчёта теста 4 на тре-
угольной сетке.
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Рис. 4.10: Результаты расчёта теста 4 по ме-
тоду АИВ на треугольной сетке.
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Рис. 4.11: Результаты расчёта теста 12 на ор-
тогональной сетке.
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Рис. 4.12: Результаты расчёта теста 12
на треугольной сетке.
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Рис. 4.13: Результаты расчёта теста 12 по ме-
тоду АИВ на треугольной сетке.
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Рис. 4.14: Результаты расчёта теста 15 на ор-
тогональной сетке.
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Рис. 4.15: Результаты расчёта теста 15
на треугольной сетке.
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Рис. 4.16: Результаты расчёта теста 15 по ме-
тоду АИВ на треугольной сетке.
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Рис. 4.17: Результаты расчёта теста 17 на ор-
тогональной сетке.
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Рис. 4.18: Результаты расчёта теста 17
на треугольной сетке.
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Рис. 4.19: Результаты расчёта теста 17 по ме-
тоду АИВ на треугольной сетке.

4.10 Выводы

В данной главе предложена разностная схема на неструктурированных тре-
угольных сетках для уравнений динамики баротропного газа со степен-
ной зависимостью давления от плотности с показателем, большим единицы.
Для данной разностной схемы доказаны следующие утверждения:

• Имеет место сеточный аналог закона сохранения массы.



ГЛАВА 4. ДВУМЕРНЫЕ УРАВНЕНИЯ ГАЗОВОЙ ДИНАМИКИ 85

• Сеточная функция плотности является положительной на каждом шаге
по времени.

• Разностная схема обеспечивает выполнение энергетического неравенства
при однородных краевых условиях.

• Решение разностной задачи существует при любых шагах по времени и
пространству при условиях непротекания на границе.

Для предложенной разностной схемы проведена серия тестов на стандартных
модельных задачах, проведено сравнение предложенного метода с методом
адаптивной искусственной вязкости [24].



Глава 5

Метод адаптивной искусственной
вязкости для уравнений динамики
вязкого сжимаемого теплопроводного
газа

5.1 Постановка задачи

Рассмотрим систему уравнений газовой динамики [52] в области общего ви-
да Ω ∈ R3 с границей Γ:

∂ρ

∂t
+ div (ρv) = 0, (5.1.1)

∂(ρv)

∂t
+ div (ρv ⊗ v) +∇p− div (µ∇v)−∇

((
ζ +

µ

3

)
div v

)
= 0, (5.1.2)

∂

∂t

[
ρ

(
v2

2
+ ε

)]
+ div

[
ρv

(
v2

2
+ ε+

p

ρ

)
− κ∇T − 1

2
µ∇(v2)−

−
(
ζ +

µ

3

)
vdiv v

]
= 0, (5.1.3)

p = (γ − 1)ρε, (5.1.4)

где ρ—плотность, p—давление, v — вектор скорости, ε— внутренняя энергия,
γ — показатель адиабаты Пуассона. Величина µ обозначает кинематическую
вязкость, ζ — вторую вязкость. Внутренняя энергия связана с температурой
формулой ε = CvT . Величины µ, ζ, κ и Cv положим постоянными.

Будем считать, что граница Γ состоит из трёх частей: Γ = Γw ∪ Γin ∪ Γout.
На жёсткой стенке Γw заданы условие прилипания и температура, на входном

86
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участке Γin —скорость, давление и температура, на участке стока Γout считаем
равными нулю производные от скорости, плотности, давления и внутренней
энергии в направлении нормали к границе.

Сеточные уравнения будем строить на тетраэдральной сетке Ω∆,3
h , исполь-

зуя обозначения из раздела 1.3 и сеточные операторы, введённые в разде-
ле 1.4.

5.2 Аппроксимация по времени

В оригинальном методе адаптивной искусственной вязкости [24] использу-
ется схема со вторым порядком аппроксимации по времени, позволяющая
сократить количество осцилляций сеточного решения. Для достижения ап-
проксимации по времени второго порядка используются поправки Лакса-
Вендроффа [35]. Этот метод приводит к пятиточечной разностной схеме, ко-
торую в дальнейшем нетрудно монотонизировать с помощью добавления ис-
кусственной вязкости, величину которой можно оценить с помощью метода
замороженных коэффициентов. Однако, в задаче (5.1.1)–(5.1.3) эти поправки
неудобно использовать ввиду их громоздкости, которая обусловлена нали-
чием производных по пространству второго порядка. Для достижения ап-
проксимации второго порядка можно использовать метод МакКормака [36],
однако он приводит к семнадцатиточечной разностной схеме, которую трудно
монотонизировать. В данной главе предлагается совместить лучшие качества
метода МакКормака и метода Лакса-Вендроффа, а именно, ввести поправки
Лакса-Вендроффа для уравнений без учёта вязких слагаемых, а поправки,
которые появляются от наличия вязких слагаемых, ввести с помощью мето-
да МакКормака. Предложенная разностная схема становится пятиточечной
при замороженных коэффициентах и монотонизируется точно таким же спо-
собом, как и в [24].

Таким образом, поправки Лакса-Вендроффа совпадают с поправками
в [24]. Для уравнения неразрывности имеем

LWρ(ρ,v, p) = −τn
2

1

ωi

4∑
k=1

Sik

(
pik − pi
∆nik

+
(vik · nik)2ρik − (vi · nik)2ρi

∆nik

)
.
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Поправки для уравнения движения имеют вид

LWI(ρ,v, p) = −τn
2

1

ωi

4∑
k=1

Sik

(
pik − pi
∆nik

(
〈v〉ik +

(
〈v〉iknik

)
nik

)
+

+
(viknik)

2ρikvik − (vinik)
2ρivi

∆nik

)
−

− τn
2

1

ωi

4∑
k=1

Siknik

(
γp̄ik

vik − vi
∆nik

nik + 〈v〉iknik
pik − pi
∆nik

)
.

Поправки для полной энергии записываются следующим образом

LWE(ρ,v, p, E) = −τn
2

1

ωi

4∑
k=1

Sik

[
γp̄ik

(
〈v〉ik · nik

)(vik − vi
∆nik

· nik
)]
−

− τn
2

1

ωi

4∑
k=1

Sik

[
pik − pi
∆nik

(〈
E + p

ρ

〉
ik

+
(
〈v〉iknik

)2
)

+

+
(viknik)

2(Eik + pik)− (vinik)
2(Ei + pi)

∆nik

]
,

где полная энергия E = ρ

(
v2

2
+ ε

)
. Следует отметить, что в случае если хо-

тя бы одна из ячеек ωi или ωik , k = 1, 4 является тупоугольной, то для аппрок-
симации поправок Лакса–Вендроффа для уравнений неразрывности, движе-
ния и полной энергии следует использовать формулы

LWρ(ρ,v, p) = −τn
2

1

ωi

4∑
k=1

Siknik

(
div h

ik
(ρv ⊗ v) +∇h

ik
p
)

;

LWI(ρ,v, p) = −τn
2

1

ωi

4∑
k=1

Siknik

(
div h

ik
(v ⊗ v ⊗ ρv) +∇h

ik
p⊗ v + v ⊗∇h

ik
p
)
−

− τn
2
∇
(
γpLi div vQi +∇pQi · v

L
i

)∣∣∣∣
xi

;

LWE(ρ,v, p, E) = −τn
2

1

ωi

4∑
k=1

Siknik

(
div h

ik
((E + p)v ⊗ v) +

〈
E + p

ρ

〉
ik

∇h
ik
p+

+ 〈v〉ik
(
γ〈p〉ikdiv h

ik
v +∇h

ik
p · 〈v〉ik

))
,

(5.2.1)
соответственно, причём обозначения div h

ik
, ∇h

ik
и 〈·〉ik определены соглас-

но (1.4.8) и (1.4.14).
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5.3 Сеточные уравнения

Метод адаптивной искусственной вязкости состоит из двух этапов. На пер-
вом этапе вычисляется предикторное решение ρ̃, ṽ, p̃, Ẽ. На втором этапе
вычисляется корректорное решение с помощью введения искусственной вяз-
кости, то есть слагаемых второго порядка, монотонизирующих разностную
схему. Воспользовавшись полученными раннее аппроксимациями диверген-
ции и градиента, выведем аппроксимации исходных уравнений. Сначала вы-
пишем аппроксимации невязких слагаемых согласно [24]

Aρ(ρ,v) =
1

ωi

4∑
k=1

Sik〈ρv〉iknik, (5.3.1)

AI(ρ,v, p) =
1

ωi

4∑
k=1

Sik

((
〈v〉ik · nik

)1

2

(
vi + vik

)
+ p̄iknik

)
, (5.3.2)

AE(ρ,v, p, ε) =
1

ωi

4∑
k=1

Sik

((
〈ρv〉iknik

)(1

2
vivik + 〈ε〉ik

)
+ p̄ik〈v〉iknik

)
.

(5.3.3)
Отметим, что в случае, если одна из ячеек ωi, ωik , k = 1, 4 является ту-
поугольной, то в выражениях (5.3.2) и (5.3.3) следует заменить слагае-

мые
1

ωi

4∑
k=1

Sik p̄iknik и
1

ωi

4∑
k=1

Sik p̄ik〈v〉iknik на ∇h
i p и

1

ωi

4∑
k=1

Siknik〈pv〉ik соответ-

ственно, при этом обозначение 〈·〉ik в формулах (5.3.1)–(5.3.3) следует опре-
делять через (1.4.8), а ∇h

i p определяется с помощью (1.4.9). Аппроксимации
вязких слагаемых примут вид

BI(v, ε) = − 1

ωi

4∑
k=1

Siknikµ∇h
ik
v −∇

(
(ζ + µ/3)div vQi

)∣∣∣∣
xi

, (5.3.4)

BE(v, ε) = − 1

ωi

4∑
k=1

Siknik

(
κ∇h

ik
T +

1

2
µ∇h

ik
(v)2+

+ (ζ + µ/3)〈v〉ikdiv h
ik
v

)
, (5.3.5)

где температура T вычисляется через внутреннюю энергию ε, а аппроксима-
ции 〈·〉ik , ∇h

ik
и div h

ik
определяются формулами (1.4.8) и (1.4.14). С помощью
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обозначений (5.3.1)–(5.3.5) запишем сеточные уравнения без учёта поправок
Лакса-Вендроффа и МакКормака. Сеточное уравнение неразрывности при-
мет вид

ρ̃
n+1/2
i − ρni

τn
+ Aρ(ρ

n,vn) = 0. (5.3.6)

Сеточное уравнение для импульса определяется следующим образом

Ĩ
n+1/2
i − Ini

τn
+ AI(ρ

n,vn, pn) +BI(v
n, εn) = 0, (5.3.7)

где импульс I = ρv. Сеточное уравнение для полной энергии примет вид

Ẽ
n+1/2
i − En

i

τn
+ AE(ρn,vn, pn, εn) +BE(vn, εn) = 0, (5.3.8)

где полная энергия E = ρ

(
v2

2
+ ε

)
. Таким образом, величины ρ̃n+1/2, ṽn+1/2

и ε̃n+1/2 вычисляются последовательно по явным схемам (5.3.6)–(5.3.8). Дав-
ление вычисляется из соотношения p = (γ − 1)ρε.

Замечание 5.3.1. Выражения (5.3.6)–(5.3.8) аппроксимируют исходные
уравнения (5.1.1)–(5.1.3) с первым порядком по пространству и первым по-
рядком по времени.

Для определения поправок к вязким слагаемых, введём вспомогательные
величины ρ̂n+1/2 = ρn, v̂n+1/2 и ε̂n+1/2, которые вычисляются последовательно
с помощью

Î
n+1/2
i − Ini

τn
+BI(v

n, εn) = 0, (5.3.9)

Ê
n+1/2
i − En

i

τn
+BE(vn, εn) = 0. (5.3.10)

Тогда предикторное решение на (n+ 1)-ом слое с учётом поправок Лакса-
Вендроффа и МакКормака примет вид

ρ̃n+1
i =

1

2
(ρni + ρ̃

n+1/2
i )− τn

2
Aρ(ρ

n, v̂n+1/2)− τnLWρ(ρ
n,vn, pn), (5.3.11)

Ĩn+1
i =

1

2
(Ini + Ĩ

n+1/2
i )− τn

2

[
AI(ρ

n, v̂n+1/2, p̂n+1/2)+

+BI(ṽ
n+1/2, ε̃n+1/2)

]
− τnLWI(ρ

n,vn, pn), (5.3.12)
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Ẽn+1
i =

1

2
(En

i + Ẽ
n+1/2
i )− τn

2

[
AE(ρn, v̂n+1/2, p̂n+1/2, ε̂n+1/2)+

+BE(ṽn+1/2, ε̃n+1/2)
]
− τnLWE(ρn,vn, pn, En). (5.3.13)

Уравнения (5.3.9)–(5.3.13) позволяют последовательно вычислить величи-
ны ρ̃n+1, ṽn+1, ε̃n+1, p̃n+1. Это и есть предикторное решение. Шаг по вре-
мени следует выбирать таким образом, чтобы выполнялось условие (5.4.5),
накладываемое алгоритмом введения искусственной вязкости, который опи-
шем в следующем разделе.

Замечание 5.3.2. По построению выражения (5.3.11)–(5.3.13) аппрокси-
мируют исходные уравнения (5.1.1)–(5.1.3) с первым порядком по простран-
ству и вторым порядком по времени.

5.4 Введение диссипативных слагаемых

Для монотонизации разностной схемы будем добавлять к предикторному ре-
шению диссипативные слагаемые. Для определения схемной вязкости рас-
смотрим систему при замороженных значениях давления, скорости, темпера-
туры, внутренней энергии, скорости звука c =

√
p/ρ и размерах ячеек. Обра-

тим внимание, что в этом случае уравнения для импульса и полной энергии

превратятся в уравнение неразравности, умноженное на v и на

(
v2

2
+ ε

)
со-

ответственно, причём вязкие слагаемые сократятся, и разностная схема ста-
нет пятиточечной. Это даёт нам возможность вводить диссипативные слага-
емые в одном и том же виде

Λh(ν)q =
1

ωi

4∑
k=1

Sikνiknik∇h
ik
q,

где q = ρ для уравнения неразрывности, q = ρv для уравнения импульса

и q = ρ

(
v2

2
+ ε

)
для уравнения полной энергии, а сеточный оператор ∇h

ik

определяется формулой (1.4.14). Таким образом, корректорное решение на-
ходится по формулам

qn+1 − q̃n+1

τn
=

1

ωi

4∑
k=1

Sikνiknik∇h
ik
q. (5.4.1)
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Уравнение (5.4.1) позволяет последовательно найти величины ρn+1, vn+1 и
εn+1. Оценим величину схемной вязкости νik . Для этого достаточно рассмот-
реть только уравнение неразрывности. Заметим, что при замороженных ко-
эффициентах сеточные операторы (1.4.14) примут вид (1.4.10) и (1.4.13). За-

меним
pik − pk

∆nik
на

c2(ρik − ρi)
∆nik

, где c — скорость звука. Тогда при заморо-

женных коэффициентах имеем

ρn+1
i − ρni
τ

+
1

ω

4∑
k=1

S
ρni + ρnik

2
vnnik−

− τ

2ω

4∑
k=1

S

(
c2(ρnik − ρ

n
i )

∆n
+

(v · nik)2(ρnik − ρ
n
i )

∆n

)
=

1

ω

4∑
k=1

Sν
ρnik − ρ

n
i

∆n
. (5.4.2)

Заметим, что в уравнении (5.4.2) вязкие слагаемые сократились, в резуль-
тате чего оно приняло вид, рассмотренный в [24], что позволяет ввести ис-
кусственную вязкость аналогичным образом. Если собрать коэффициенты
при неизвестных, то уравнение (5.4.2) преобразуется к следующей форме:

ρn+1
i = Aiρ

n
i +

4∑
k=1

Bikρ
n
ik
,

где

Ai = 1− τ

2ω

4∑
k=1

S

(
v · nik + τ

(v · nik)2 + c2

∆n
+

2ν

∆n

)
,

Bik =
τS

2ω

(
−v · nik + τ

(v · nik)2 + c2

∆n
+

2ν

∆n

)
.

Заметим, что поскольку
4∑

k=1

v · nikSik = 0, то при замороженных коэффици-

ентах будет выполнено Ai = 1−
4∑

k=1

Bik . Значит, если выбрать схемную вяз-

кость таким образом, что Ai > 0 и Bik > 0, то будет выполнен принцип мак-
симума

|ρn+1
i | 6 max

Ω∆,3
h

|ρni |

(
Ai +

4∑
k=1

Bik

)
= max

Ω∆,3
h

|ρni |.

В свою очередь из принципа максимума и положительности коэффициентов
разностной схемы будет следовать монотонность её решения. Однако, это
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утверждение будет выполняться лишь приближённо, поскольку оно было до-
казано при замороженных коэффициентах и размерах ячеек. Теперь найдём
допустимые значения для схемной вязкости νik , такие что Ai > 0 и Bik > 0.
Для того, чтобы было выполнено Bik > 0 достаточно

ν >
∆n

2
|v · nik|

(
1− τ

∆n

√
(v · nik)2 + c2

)
.

Вернёмся к индексной записи, получим

νnik > νnmin,ik
=

∆nik
2
|v̂iknik|

(
1− τn

∆nik

√
(v̂iknik)

2 + c2
ik

)
,

где v̂ik =
vik + vi

2
, c2

ik
= γ

∣∣∣∣∣pik + pi

ρik + ρi

∣∣∣∣∣. Теперь перейдём к условию AO > 0. Учи-

тывая то, что
1

ωi

4∑
k=1

Sik
∆n1

ik

3 = 1, получим

Ai =
1

2ω

4∑
k=1

S

(
∆n

3
− τ 2((v · nik)2 + c2)

∆n
− 2τν

∆n

)
. (5.4.3)

Потребуем, чтобы в выражении (5.4.3) каждая скобка была положительна,
тогда

∆n

3
− τ 2((v · nik)2 + c2)

∆n
− 2τν

∆n
> 0.

Простыми преобразованиями получим

ν <
(∆nik)

2

2τ

(
1

3
−
(

τ

∆nik

√
(v · nik)2 + c2

)2
)
. (5.4.4)

Неравенство (5.4.4) вводит ограничение на шаг по времени√
(vni)

2 + c2 <
∆nik

τ
√

3
. Для того, чтобы оно было выполнено, потребуем

чтобы
τn < Ku ·min

Ω̃∆,3
h

∆nj√
3
(
(v · nj)2 + c2

j

) , (5.4.5)

где 0 < Ku < 1 —число Куранта. Тогда (5.4.4) преобразуется к виду

ν <
∆nik

2

√
(v · nik)2 + c2

(
1

3
−
(

τ

∆nik

√
(v · nik)2 + c2

)2
)
.
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В индексной записи верхнее ограничение на ν примет вид

νnik < νnmax,ik
=

∆nik
2

√
(v̂ik · nik)2 + c2

ik

(
1−

(
τ

∆nik

√
(v̂ik · nik)2 + c2

ik

)2
)
.

Таким образом, для монотонизации разностной схемы следует вводить искус-
ственную вязкость νnmin,ik

6 νnik 6 νnmax,ik
. Однако, введение такой вязкости

в каждом узле сильно размывает решение, поэтому необходимо наложить
некоторые ограничения на области введения вязкости. Для этого нам пона-
добится определить области ударных волн (волн сжатия), волн растяжения,
контактного разрыва [14] и области осцилляции решения.

Предположим, что мы получили предикторное решение ρ̃, p̃, ṽ, ε̃. Анало-
гично [24], для того чтобы определить, к какой области принадлежит узел xi,

построим линейное приближение ρ̃Li ,

(
p̃

ρ̃

)L

i

и ṽLi функций ρ̃,
p̃

ρ̃
и ṽ и найдём

их производные в точке xi по пространственным переменным. Далее по най-

денным производным вычислим производные функций
(
ṽLi · l

)
и

(
p̃

ρ̃

)L

i

в на-

правлении вектора l =
∇ρ̃

|∇ρ̃|
в точке xi. То есть найдём приближённые зна-

чения
Jкр
i ≈

∂

∂l

(
p̃

ρ̃

)∣∣∣∣
xi

и Jвс
i ≈

∂

∂l
(ṽ · l)

∣∣∣∣
xi

.

Теперь проанализируем значения этих производных в каждом узле. Если
Jкр
i > 0, то в узле xi нет контактного разрыва, а если Jвс

O < 0, узел xi находит-
ся в области ударной волны (волны сжатия). Области осцилляции решения
определим следующим образом: если для узла xi выполнено одно из следую-
щих соотношений

max
k=1,4

ρ̃ik < ρ̃i или min
k=1,4

ρ̃ik > ρ̃i,

то в узле xi решение осциллирует.
Аналогично [53], в потоковых узлах, граничащих с областью осцилляции

решения, введём схемную вязкость νmax,ik , а в потоковых узлах, граничащих
с областью ударных волн (волн сжатия), при условии отсутствия контакт-
ного разрыва и осцилляций введём вязкость νmin,ik . В остальных узлах вяз-
кость вводить не будем. Предложенный метод позволяет подавить осцилля-
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ции сеточного решения, однако, стоит отметить, что при расчётах на “пло-
хо” структурированных сетках иногда требуется дополнительно вводить вяз-
кость νmax,ik в соседних потоковых узлах в случае возникновения сильных
осцилляций.

5.5 Численный эксперимент

Для оценки работы алгоритма была проведена серия численных эксперимен-
тов, результаты которых приведены в сравнении с результатами реального
физического эксперимента ниже. Суть теста заключается в следующем: рас-
смотрим задачу определения давления переключения струйного транзисто-
ра. Данный прибор (Рис. 5.1) представляет из себя канал с ответвлениями,

1

2 3 4

5

6

7
8

Рис. 5.1: Загрублённая поверхностная сетка струйного элемента. Цифрой 1 обозначен ка-
нал питания. Цифрами 2 и 3 обозначаны первый и второй управляющие каналы соответ-
ственно. Цифрами 5 и 6 обозначены первое и второе выходное отверстие соответственно.
Цифрами 4, 7 и 8 обозначены вентиляционные отверстия.

имеющий несколько входных, выходных и вентиляционных отверстий. Сре-
ди входных отверстий имеется одно, на которое, как правило, нагнетается
газ постоянного давления. В дальнейшем будем называть этот вход кана-
лом питания. Остальные входные каналы называются каналами управления
и служат для перенаправления потока газа с канала питания в различные
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Рис. 5.2: Линии тока до момента переключения, вид сверху. Цифрой 1 обозначен канал пи-
тания. Цифрами 2 и 3 обозначаны первый и второй управляющие каналы соответственно.
Цифрами 5 и 6 обозначены первое и второе выходное отверстие соответственно. Цифра-
ми 4, 7 и 8 обозначены вентиляционные отверстия.

выходные отверстия. Выходных каналов всего два, причём прибор спроек-
тирован таким образом, что весь поток газа, нагнетаемый на канал питания
выходит ровно в одно из двух выходных отверстий. При этом некоторая часть
газа может выходить через вентиляционные отверстия. Целью данного экс-
перимента является численное определение давления газа на управляющих
входах, необходимое для перенаправления потока газа во второе выходное
отверстие.

Опишем условия проведения физического эксперимента. Характерные
размеры области составляют 1см × 1см × 1мм. Рабочим телом служит воз-
дух. Давление окружающей среды составляет 745 мм рт. ст., а температу-
ра 15◦C. На канал питания нагнетается газ, давление которого равно 1 кгс

см2

или 2 кгс
см2 . После того как течение установилось, на одном из управляющих

каналов плавно повышают давление (изначально оно равнялось атмосферно-
му) вплоть до того момента, пока выходной поток не переключится с первого
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Рис. 5.3: Линии тока после переключения, вид сверху

выходного отверстия на второе. При этом выходные каналы, вентиляционные
каналы и оставшиеся управляющие каналы выходят в атмосферу. Ни на ка-
кие два управляющих входа давление не нагнетается одновременно.

Численный эксперимент проводился на сетке, состоящей из 1.4 млн тет-
раэдров. Для построения сетки использовался свободный программный па-
кет Gmsh [38]. К сожалению, данный пакет не позволяет построить сетку
из преимущественно остроугольных тетраэдров. Таким образом, примерно
у половины тетраэдров центр описанной сферы находился вне ячейки. Тем
не менее, сетка оказалась “хорошо” структурирована, то есть в ней практи-
чески отсутствовали “плоские” тетраэдры, а именно средний объём тетраэд-
ра составляет 2.61 · 10−5, а средняя площадь грани 1.28 · 10−3, расстояние
измеряется в миллиметрах. Граничные условия в эксперименте следующие:
на входной границе канала питания задано постоянное давление 1 кгс

см2 или
2 кгс

см2 , на участке границы, содержащей выходные и вентиляционные отвер-
стия задано атмосферное давление и атмосферная температура. Температура
на жёсткой стенке считается равной атмосферной. Давление и температура
на участке границы, содержащей неиспользуемые в текущем эксперименте
управляющие входы, задаются атмосферные. Температура на входном отвер-
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стии питания и на активном управляющем входе определяется приближённо
исходя из баротропной модели газа, а именно p = Cργ, где p —давление газа,
ρ —плотность, γ —показатель адиабаты Пуассона, а C —некоторый коэф-
фициент, определяемый температурой и давлением газа при атмосферном
давлении. Физические величины, входящие в состав уравнений (5.1.1)–(5.1.4)
считаем постоянными и задаём их по таблице в соответствии с физическими
свойствами воздуха. Давление на активном управляющем входе повышает-
ся линейно от атмосферного давления вплоть до того момента, пока струя
не перенаправится в другое выходное отверстие. Характерный физический
временной интервал, моделируемый в данном эксперименте составляет око-
ло 15 мс.

Расчёт проводился с использованием ресурсов суперкомпьютерного ком-
плекса “Ломоносов”. Время расчёта на 128 узлах (1024 ядер) составляет около
суток. Результаты численных экспериментов показали, что алгоритм хорошо
масштабируется на несколько вычислительных узлов.
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Рис. 5.4: Ускорение работы алгоритма в зависимости от числа узлов

В частности, при использовании 128 узлов удалось достичь ускорения рас-
чётов приблизительно в 60 раз. На рисунке 5.4 показано ускорение работы
алгоритма в зависимости от числа вычислительных узлов. Стоит отметить,
что в данной работе детально не изучались способы разделения сетки на кла-
стеры таким образом, чтобы количество тетраэдров, соприкасающихся с со-
седними кластерами было минимально. Исследования в этой области могут
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существенно сократить объём пересылок и улучшить масштабируемость ме-
тода.

На рисунках 5.2 и 5.3 изображены линии тока до момента переключения
и после соответственно. На обоих рисунках в эксперименте учавствует пер-
вый управляющий канал, второй управляющий канал выходит в атмосферу.
Цветом обозначена скорость газа.

В таблице 5.1 приведены точные значения давления на первом и втором
управляющих каналах в зависимости от давления на канале питания, необ-
ходимого для перенаправления потока газа во второе выходное отверстие, а
также значения, полученные в результате численного эксперимента. Резуль-
таты численного расчёта оказались близки к результатам натурных испыта-
ний.

Давление пита-
ния,

( кгс
см2

) Управляющий
канал

Давление переклю-
чения в численном
эксперименте,

( кгс
см2

)
Давление переклю-
чения в натурном
эксперименте,

( кгс
см2

)
1 1 0.15-0.16 0.17
1 2 0.15 0.13
2 1 0.34 0.35
2 2 0.32 0.32

Таблица 5.1: Сравнение результатов численного и натурного экспериментов

5.6 Выводы

В данной главе предложено обобщение метода адаптивной искусственной вяз-
кости И.В. Попова и И.В. Фрязинова на случай уравнений вязкого сжимае-
мого теплопроводного газа, а также введены модификации сеточных опера-
торов, позволяющие обойти требование отсутствия тупоугольных элементов
сетки, являющееся критичным в случае тетраэдральных сеток. Предложена
комбинация методов МакКормака и Лакса–Вендроффа, позволяющая прове-
сти монотонизацию разностной схемы методом замороженных коэффициен-
тов. Кроме того, проведён численный эксперимент по определению давления
переключения струйного транзистора, результаты которого количественно
совпадают с результатами натурного эксперимента.
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Заключение

Основные результаты диссертации состоят в следующем.

1. Для задачи динамики вязкого баротропного газа с линейной зависимо-
стью давления от плотности в прямом канале с переменным во време-
ни сечением предложена разностная схема, обеспечивающая выполнение
сеточного аналога закона сохранения массы и гарантирующая положи-
тельность сеточной функции плотности. Для предложенной разностной
схемы доказано энергетическое неравенство и существование решения
при любых шагах по времени и пространству.

2. Предложен метод стабилизации уравнений динамики вязкого баротроп-
ного газа к стационарному решению по начальным данным. Получены
теоретические оценки на скорость сходимости для полунеявной линеа-
ризации исходной задачи.

3. Построена разностная аппроксимация уравнений динамики вязкого ба-
ротропного газа со степенной зависимостью давления от плотности
на треугольных неструктурированных сетках, обеспечивающая выпол-
нение сеточного аналога закона сохранения массы и гарантирующая по-
ложительность сеточной функции плотности. Для предложенной раз-
ностной схемы доказано энергетическое неравенство и существование
решения при любых шагах по времени и пространству.

4. Предложено обобщение метода адаптивной искусственной вязкости
для уравнений динамики вязкого сжимаемого теплопроводного газа.
Предложены модификации сеточных операторов дивергенции и гради-
ента, позволяющие обойти условие отсутствия тупоугольных элементов
в сетке, критичного в трехмерном случае. Предложена комбинация по-
правок Лакса-Вендрофа и МакКормака, позволяющая провести частич-
ную монотонизацию разностного решения тем же способом, что и в ори-
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гинальном методе адаптивной искусственной вязкости, не смотря на уве-
личенный шаблон схемы.

5. Для предложенных схем проведены численные эксперименты на модель-
ных задачах. Проведено сравнение результатов численного эксперимента
с результатами натурного эксперимента.

Результаты диссертации могут найти применение в области теории разност-
ных схем, в области вычислительной математики, а также в области числен-
ного моделирования.
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