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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû è ñòåïåíü å¼ ðàçðàáîòàííîñòè

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ îäíîãî êëàññè÷åñêîãî èíòåãðèðóåìîãî ñëó÷àÿ äèíàìèêè
òâ¼ðäîãî òåëà.

Â 1902 ãîäó Ñ.À. ×àïëûãèíûì1 áûë îáíàðóæåí íîâûé ñëó÷àé èíòåãðèðóåìîñòè â çàäà÷å
î äâèæåíèè òâ¼ðäîãî òåëà â æèäêîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî æèäêîñòü èäåàëüíàÿ, íåñæèìàå-
ìàÿ, çàïîëíÿåò áåñêîíå÷íûé îáú¼ì, îáëàäàåò îäíîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì ñêîðîñòåé è ïîêîèòñÿ
íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ äâèæåíèå òâ¼ðäîãî òåëà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé øåñòè
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íàçûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè Êèðõãîôà. Â ãàìèëü-
òîíîâîé ôîðìå ýòà ñèñòåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ṡ = s× ∂H

∂s
+ r× ∂H

∂r
;

ṙ = r× ∂H

∂s
.

(1)

Çäåñü s = (s1, s2, s3), r = (r1, r2, r3) � òð¼õìåðíûå âåêòîðû èìïóëüñèâíîãî ìîìåíòà è èìïóëü-
ñèâíîé ñèëû â ïðîåêöèÿõ íà îñè, æ¼ñòêî ñâÿçàííûå ñ òåëîì. Ýòè âåêòîðû ñâÿçàíû ñîîòâåòñòâåí-
íî ñ óãëîâîé è ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ òâ¼ðäîãî òåëà ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà. Ãàìèëüòîíèàí H
èìååò ñìûñë ñóììàðíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òåëà è æèäêîñòè è çàïèñûâàåòñÿ â ïåðåìåííûõ
s, r â âèäå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû:

H =
1

2
(As, s) + (Bs, r) +

1

2
(Cr, r),

ãäå A,B,C � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû, ïðè÷¼ì â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ òâ¼ð-
äûì òåëîì, ìàòðèöà A äèàãîíàëüíà, à B � ñèììåòðè÷íà. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ìàòðèö A,B,C
ñâÿçàí ñ ïðèñîåäèí¼ííûìè ìàññàìè è ìîìåíòàìè èíåðöèè òåëà â æèäêîñòè.

Â íàéäåííîì Ñ.À. ×àïëûãèíûì èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä

H =
1

2
(s21 + s22 + 2s23 + c(r21 − r22)), (2)

ãäå c � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â òîé æå ðàáîòå1 Ñ.À. ×àïëûãèíûì íàéäåíî âåùåñòâåííîå
ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ, ïîçâîëÿþùåå ðåøèòü çàäà÷ó â êâàäðàòóðàõ.

Â 1916 ãîäó Ä.Í. Ãîðÿ÷åâûì2 áûë îáíàðóæåí íîâûé ñëó÷àé èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé
Ýéëåðà, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå òâ¼ðäîãî òåëà â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå. Â ãàìèëüòîíîâîé ôîðìå
óðàâíåíèÿ Ýéëåðà èìåþò òàêîé æå âèä, êàê è óðàâíåíèÿ (1), íî â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð s èìååò
ñìûñë êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà, à r � íåïîäâèæíûé â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå åäèíè÷íûé
âåêòîð, çàïèñàííûé â ñèñòåìå êîîðäèíàò, æ¼ñòêî ñâÿçàííîé ñ òåëîì. Â èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå,
íàéäåííîì Ãîðÿ÷åâûì, ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

U =
1

2

(
c(r21 − r22) +

b

r23

)
,

1Ñ.À. ×àïëûãèí, Íîâîå ÷àñòíîå ðåøåíèå çàäà÷è î äâèæåíèè òâ¼ðäîãî òåëà â æèäêîñòè, Îòäåëüíûé îòòèñê

èç XI òîìà Òðóäîâ Îòäåëåíèÿ ôèçè÷åñêèõ íàóê Èìïåðàòîðñêîãî Ìîñêîâñêîãî Îáùåñòâà ëþáèòåëåé åñòåñòâî-

çíàíèÿ, àíòðîïîëîãèè è ýòíîãðàôèè, Ì.: Òèïîëèòîãð. Í.Í. Øàðàïîâà, 1902
2Ä.Í. Ãîðÿ÷åâ, Íîâûå ñëó÷àè èíòåãðèðóåìîñòè äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ýéëåðà, Èçâ. Âàðøàâñêîãî óí-òà,
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à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãàìèëüòîíèàí â äàííîì ñëó÷àå îòëè÷àåòñÿ îò ãàìèëüòîíèàíà (2) ëèøü ñëà-

ãàåìûì
b

2r23
. Òàêèì îáðàçîì, â ÷àñòíîì ñëó÷àå b = 0 ñèñòåìà Ãîðÿ÷åâà ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòåìó

×àïëûãèíà. Ïàðàìåòð c â îáåèõ çàäà÷àõ ìîæíî èñêëþ÷èòü íàäëåæàùåé ëèíåéíîé çàìåíîé ïå-
ðåìåííûõ, ïîýòîìó ñëó÷àé Ãîðÿ÷åâà � ýòî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñèñòåì, çàäàâàåìîå
ïàðàìåòðîì b. Ìû áóäåì íàçûâàòü ýòî ñåìåéñòâî ñèñòåì ñèñòåìàìè òèïà ×àïëûãèíà�Ãîðÿ÷åâà
è âûäåëÿòü òðè êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ: b = 0 (ñëó÷àé ×àïëûãèíà), b > 0 (ñëó÷àé
Ãîðÿ÷åâà ñ êîìïàêòíûìè ëèóâèëëåâûìè ñëîÿìè) è b < 0 (ñëó÷àé Ãîðÿ÷åâà ñ íåêîìïàêòíûìè
ëèóâèëëåâûìè ñëîÿìè).

Â äàííîé ðàáîòå ñèñòåìû òèïà ×àïëûãèíà�Ãîðÿ÷åâà èçó÷àþòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè òîïî-
ëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè íåâûðîæäåííûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû,
ñîçäàííîé À.Ò. Ôîìåíêî è åãî øêîëîé. Îñíîâû ýòîé òåîðèè çàëîæåíû â ðàáîòàõ À.Ò. Ôîìåíêî,
Õ. Öèøàíãà, Ñ.Â. Ìàòâååâà, À.Â. Áîëñèíîâà 3, 4, 5, à íàèáîëåå ïîëíîå å¼ èçëîæåíèå â ñîâðå-
ìåííîé òåðìèíîëîãèè ñîäåðæèòñÿ â ìîíîãðàôèè À.Â. Áîëñèíîâà è À.Ò. Ôîìåíêî6. Îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû òåîðèè À.Ò. Ôîìåíêî ñâÿçàíû ñ ïîñòðîåíèåì ïîëíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èíâàðèàí-
òà ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íà èíâàðèàíòíîì
3-ìåðíîì ïîäìíîãîîáðàçèè. Íàïîìíèì, ÷òî ñëîåíèåì Ëèóâèëëÿ, îòâå÷àþùèì èíòåãðèóåìîé ñè-
ñòåìå, íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ñîâìåñòíûõ ïî-
âåðõíîñòåé óðîâíÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Â òèïè÷íîì (íåðåçîíàíñíîì) ñëó÷àå ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ
ÿâëÿåòñÿ âàæíûì èíâàðèàíòîì ñèñòåìû, ïîçâîëÿþùèì ïîíÿòü ìíîãèå å¼ êà÷åñòâåííûå õàðàê-
òåðèñòèêè (òàêèå êàê óñòîé÷èâîñòü îñîáûõ òðàåêòîðèé, ñìåíà ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ è
äð.). Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Ëèóâèëëÿ, â êîìïàêòíîì ñëó÷àå ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ òðè-
âèàëüíî â îêðåñòíîñòè ïî÷òè âñåõ ñëî¼â, îäíàêî íàëè÷èå îñîáûõ ñëî¼â äåëàåò åãî ãëîáàëüíî
íåòðèâèàëüíûì. Ïîýòîìó âàæíîé ñîñòàâíîé ÷àñòüþ òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà ñëîåíèÿ Ëèóâèë-
ëÿ ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå áèôóðêàöèé ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â ÷åðåç îñîáûå. Îêîí÷àòåëüíûé èíâàðèàíò
ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ èìååò âèä ãðàôà (ìîëåêóëû) ñ ÷èñëîâûìè ìåòêàìè, ð¼áðà êîòîðîãî îòâå÷àþò
ñåìåéñòâàì ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â, à âåðøèíû � èõ ïåðåñòðîéêàì (àòîìàì).

Èíâàðèàíòû, ïîñòðîåííûå â òåîðèè Ôîìåíêî, áûëè ïðèìåíåíû åãî ó÷åíèêàìè è äðóãèìè àâ-
òîðàìè ê òîïîëîãè÷åñêîìó àíàëèçó ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ ìíîãèõ êëàññè÷åñêèõ èíòåãðèðóåìûõ ñè-
ñòåì, â ÷àñòíîñòè, èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ â äèíàìèêå òâ¼ðäîãî òåëà (À.À. Îøåìêîâ, À.Â. Áîë-
ñèíîâ, Ï.É. Òîïàëîâ, Ï.Â. Ìîðîçîâ, Í.Ñ. Ñëàâèíà è äð.), èíòåãðèðóåìûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïî-
òîêîâ (Ò. Ç. Íãóåí, Ë.Ñ. Ïîëÿêîâà, Å.Í. Ñåëèâàíîâà, Â.Â. Êàëàøíèêîâ (ìë.), Â.Ñ. Ìàòâååâ),
èíòåãðèðóåìûõ áèëëèàðäîâ (Â.Â. Âåäþøêèíà (Ôîêè÷åâà)). Â ðåçóëüòàòå âûÿâëåíà òîïîëîãè-
÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ìíîãèõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, ÷àñòî èìåþùèõ ðàçíîå ôèçè÷åñêîå ïðî-
èñõîæäåíèå.

Òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç ñåìåéñòâà èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ×àïëûãèíà�Ãîðÿ÷åâà áûë íà÷àò

3À.Ò. Ôîìåíêî, Òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëèóâèëëþ, Ôóíêö.

àíàëèç è åãî ïðèë., 1988, 22, � 4, ññ. 38�51
4À.Â. Áîëñèíîâ, Ñ.Â. Ìàòâååâ, À.Ò. Ôîìåíêî, Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíî-

âûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ñïèñîê ñèñòåì ìàëîé ñëîæíîñòè, Óñïåõè ìàòåì. íàóê, 1990, 45, � 2,

ññ. 49�77
5À.Ò. Ôîìåíêî, Õ. Öèøàíã, Òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò è êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè èíòåãðèðóåìûõ ãà-

ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ, 1990, 54, � 3, ññ. 546�575
6À.Â. Áîëñèíîâ, À.Ò. Ôîìåíêî, Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû. Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ, êëàññèôè-

êàöèÿ, ò. 1, 2, Èæåâñê, èçä. äîì �Óäìóðòñêèé óíèâåðñèòåò�, 1999
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Î.Å. Îð¼ë è Ï.Å. Ðÿáîâûì7, 8. Äëÿ ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà (b = 0) èìè7 áûëà íàéäåíà áèôóð-
êàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, îïðåäåëåíû òîïîëîãè÷åñêèå òèïû íåîñîáûõ èçî-
ýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, èññëåäîâàíû áèôóðêàöèè ëèóâèëëåâûõ òîðîâ è ïîñòðîåí ãðóáûé
ëèóâèëëåâ èíâàðèàíò (ìîëåêóëà). Ï. Å. Ðÿáîâûì8 áûë èññëåäîâàí ñëó÷àé Ãîðÿ÷åâà ïðè b > 0:
íàéäåíî âåùåñòâåííîå ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ (äàþùåå ðåøåíèå çàäà÷è â êâàäðàòóðàõ), íàéäå-
íà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, èçó÷åíû òèïû îñîáûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ
ìîìåíòà ðàíãà 0 è 1, èññëåäîâàíû áèôóðêàöèè òîðîâ Ëèóâèëëÿ.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà çàâåðøàåò ðåøåíèå çàäà÷è òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà ñèñòåì òèïà ×àïëû-
ãèíà�Ãîðÿ÷åâà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà b ∈ R. Â ñëó÷àå b ≥ 0 äëÿ âñåõ íåîñîáûõ òîïî-
ëîãè÷åñêè óñòîé÷èâûõ óðîâíåé ýíåðãèè âû÷èñëÿåòñÿ ïîëíûé èíâàðèàíò ëèóâèëëåâîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè (èíâàðèàíò Ôîìåíêî�Öèøàíãà, èëè ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà). Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå b = 0
âû÷èñëÿþòñÿ èíâàðèàíòû òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Êàê îêàçàëîñü, ñëó÷àé ×àïëûãèíà
(b = 0) íà âñåõ íåîñîáûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí õîðîøî èçâåñòíîìó
ñëó÷àþ Ýéëåðà â äèíàìèêå òâ¼ðäîãî òåëà, à ïðè áîëüøèõ ýíåðãèÿõ � òàêæå ñèñòåìå ßêîáè (ãåî-
äåçè÷åñêîìó ïîòîêó òð¼õîñíîãî ýëëèïñîèäà). Êðîìå òîãî, íà ñîîòâåòñòâóþùèõ óðîâíÿõ ýíåðãèè
ñèñòåìà ×àïëûãèíà îêàçûâàåòñÿ òàêæå òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìàì Ýéëåðà è ßêîáè
(òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó ñì. íèæå).

Ñëó÷àé b < 0 èíòåðåñåí òåì, ÷òî âñå ëèóâèëëåâû ñëîè îêàçûâàþòñÿ íåêîìïàêòíûìè. Îòìå-
òèì, ÷òî òåîðèÿ À.Ò. Ôîìåíêî ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò êîìïàêòíîñòü ñëî¼â. �Íåêîìïàêòíàÿ�
òåîðèÿ òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñåé÷àñ àêòèâíî ðàçðàáàòûâàåò-
ñÿ, ÷òî ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì áîëüøîãî ÷èñëà ðåàëüíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ íåêîìïàêòíûìè
ñëîåíèÿìè Ëèóâèëëÿ. Ñëó÷àé Ãîðÿ÷åâà ïðè b < 0 ïîïîëíÿåò ýòîò ñïèñîê. Â äàííîé ðàáîòå
äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ ãðóáûé ëèóâèëëåâ àíàëèç, íà âñåõ íåîñîáûõ òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâûõ
óðîâíÿõ ýíåðãèè âû÷èñëÿåòñÿ èíâàðèàíò Ôîìåíêî (ìîëåêóëà).

Îäíèì èç îñíîâíûì ìåòîäîâ òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà, èñïîëüçóåìûõ â äàííîé ðàáîòå, ÿâ-
ëÿåòñÿ ìåòîä áóëåâûõ ôóíêöèé Ì.Ï. Õàðëàìîâà9, ïîçâîëÿþùèé ýôôåêòèâíî èññëåäîâàòü òî-
ïîëîãèþ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ïðè ýòîì
òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ôàçîâûå ïåðåìåííûå �äîñòàòî÷íî õîðîøî� âûðàæàëèñü ÷åðåç ïåðåìåííûå ðàç-
äåëåíèÿ. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ íàõîæäåíèå îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, à òàêæå ÷èñëà ëèóâèëëå-
âûõ ñëî¼â â ïðîîáðàçå åãî òî÷åê ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó íåêîòîðîé ñèñòåìû Z2-ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïðåñëåäóåò ñëåäóþùèå öåëè:

1. ëèóâèëëåâà è òîïîëîãè÷åñêàÿ òðàåêòîðíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñèñòåìû ×àïëûãèíà (b = 0) íà
íåîñîáûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè â òåðìèíàõ èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî�Öèøàíãà (ìå÷åíîé ìîëåêó-
ëû) è Áîëñèíîâà�Ôîìåíêî (t-ìîëåêóëû);

2. ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ ñèñòåì òèïà Ãîðÿ÷åâà ñ êîìïàêòíûìè ëèóâèëëåâûìè ñëîÿìè
(b > 0) íà íåîñîáûõ òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè â òåðìèíàõ èíâàðèàíòà
Ôîìåíêî�Öèøàíãà (ìå÷åíîé ìîëåêóëû);

7O.E. Orel, P. E. Ryabov, Bifurcation sets in a problem on motion of a rigid body in �uid in the generalization of

this problem, Regul. Chaotic Dyn., 1998, 3, � 2, pp. 82�91
8Ï.Å. Ðÿáîâ, Ôàçîâàÿ òîïîëîãèÿ îäíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ èíòåãðèðóåìîñòè Ãîðÿ÷åâà â äèíàìèêå òâ¼ðäîãî

òåëà, Ìàòåì. ñáîðíèê, 2014, 205, � 7, ññ. 115�134
9Ì.Ï. Õàðëàìîâ, Òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç è áóëåâû ôóíêöèè. I. Ìåòîäû è ïðèëîæåíèÿ ê êëàññè÷åñêèì ñè-

ñòåìàì, Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà, 2010, 6, � 4, ññ. 769�805
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3. ãðóáàÿ ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ ñèñòåì òèïà Ãîðÿ÷åâà ñ íåêîìïàêòíûìè ëèóâèëëåâû-
ìè ñëîÿìè (b < 0) íà íåîñîáûõ òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè â òåðìèíàõ
èíâàðèàíòà Ôîìåíêî (ìîëåêóëû);

4. âûÿâëåíèå ñðåäè èññëåäîâàííûõ ñèñòåì ëèóâèëëåâûõ è òðàåêòîðíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ñ
ðàíåå èçó÷åííûìè èíòåãðèðóåìûìè ñèñòåìàìè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Âïåðâûå äå-
ìîíñòðèðóåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà áóëåâûõ ôóíêöèé Ì.Ï. Õàðëàìîâà äëÿ âû÷èñëåíèÿ òîíêèõ
èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî�Öèøàíãà.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè è âûíîñÿòñÿ íà çàùèòó:

1) äëÿ ñèñòåìû ×àïëûãèíà (b = 0):

• èìååòñÿ 6 îñîáûõ òî÷åê ðàíãà íîëü, äâå èç êîòîðûõ íåâûðîæäåíû;

• ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íà íåîñîáûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè îïèñûâàåòñÿ èíâàðèàíòàìè Ôîìåíêî�
Öèøàíãà (ìå÷åíûìè ìîëåêóëàìè) òð¼õ òèïîâ;

• òîïîëîãè÷åñêèé òðàåêòîðíûé ïîðòðåò íà íåîñîáûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè îïèñûâàåòñÿ èí-
âàðèàíòàìè Áîëñèíîâà�Ôîìåíêî (t-ìîëåêóëàìè) ÷åòûð¼õ òèïîâ;

2) äëÿ ñèñòåì òèïà Ãîðÿ÷åâà ñ êîìïàêòíûìè ëèóâèëëåâûìè ñëîÿìè (b > 0):

• ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íà íåîñîáûõ òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè îïèñû-
âàåòñÿ èíâàðèàíòàìè Ôîìåíêî�Öèøàíãà (ìå÷åíûìè ìîëåêóëàìè) òð¼õ òèïîâ;

3) äëÿ ñèñòåì òèïà Ãîðÿ÷åâà ñ íåêîìïàêòíûìè ëèóâèëëåâûìè ñëîÿìè (b < 0):

• ïðè b ∈ (−1, 0) èìååòñÿ øåñòü, à ïðè b ≤ −1 � äâå îñîáûå òî÷êè ðàíãà íîëü, êîòîðûå
íåâûðîæäåíû ïðè b 6= −1 è âûðîæäåíû ïðè b = −1;
• áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ñîñòîèò äâóõ ïàðàáîë, äâóõ ëó÷åé,
êàñàþùèõñÿ ïàðàáîë â èõ âåðøèíàõ, è îòðåçêà, êàñàþùåãîñÿ îáåèõ ïàðàáîë;

• ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íà íåîñîáûõ òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè (ãðóáî)
îïèñûâàåòñÿ èíâàðèàíòàìè Ôîìåíêî (ìîëåêóëàìè) ñåìè òèïîâ;

4) ïðè ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè ñèñòåìû ×àïëûãèíà è Ãîðÿ÷åâà ïðè b > 0 ëèóâèëëå-
âî ýêâèâàëåíòíû îñíîâíûì êëàññè÷åñêèì ñëó÷àÿì èíòåãðèðóåìîñòè â äèíàìèêå òâ¼ðäîãî
òåëà (ñëó÷àÿì Ýéëåðà, Ëàãðàíæà, Êîâàëåâñêîé�ßõüè, Ñðåòåíñêîãî, Æóêîâñêîãî, Êëåá-
øà, Ñîêîëîâà), à òàêæå íåêîòîðûì èíòåãðèðóåìûì áèëëèàðäàì (ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ
çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ïàðàìåòðîâ ýòèõ ñèñòåì);

5) ïðè ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè ñèñòåìà ×àïëûãèíà òîïîëîãè÷åñêè òðàåêòîðíî ýêâèâà-
ëåíòíà ãåîäåçè÷åñêîìó ïîòîêó òð¼õîñíîãî ýëëèïñîèäà, à òàêæå ñëó÷àþ Ýéëåðà â äèíàìèêå
òâ¼ðäîãî òåëà (ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ïàðàìåòðîâ ýòèõ ñèñòåì).
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òîïîëîãèè, ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ëèíåéíîé àëãåáðû è
àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Äëÿ îïèñàíèÿ òîïîëîãèè ëèóâèëëåâûõ ñëîåíèé èñïîëüçóþòñÿ ìåòî-
äû òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, ñîçäàííîé À.Ò. Ôîìåíêî è
åãî øêîëîé, à òàêæå ìåòîäû òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà, ðàçðàáîòàííûå Ì.Ï. Õàðëàìîâûì. Äëÿ
ýêñïåðèìåíòàëüíîãî àíàëèçà ôóíêöèé âðàùåíèÿ ïðèâëåêàåòñÿ ïðîãðàììíûé ïàêåò �Wolfram
Mathematica�.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
ïðè èçó÷åíèè òîïîëîãèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè, äëÿ óñòàíîâëåíèÿ
èçîìîðôèçìîâ ëèóâèëëåâûõ ñëîåíèé ðàçëè÷íûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Èñïîëüçîâàííûå â äèñ-
ñåðòàöèè ïðè¼ìû âû÷èñëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ïðè èññëå-
äîâàíèÿ äðóãèõ èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ. Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû íåêîìïàêòíûõ ëèóâèëëåâûõ
ñëîåíèé ìîãóò áûòü ïîëåçíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáùåé òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè èí-
òåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ íåêîìïàêòíûìè ëèóâèëëåâûìè ñëîÿìè.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îáîñíîâàíû â âèäå ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ
è ïðîøëè àïðîáàöèþ íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ:

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû¿, ïî-
ñâÿù¼ííàÿ 110-îé ãîäîâùèíå ñî äíÿ ðîæäåíèÿ âûäàþùåãîñÿ ìàòåìàòèêà È. Ã. Ïåòðîâñêîãî
(Ìîñêâà, 30 ìàÿ � 4 èþíÿ, 2011);

• International Topological Conference �Alexandro� Readings� (Moscow, May 21-25, 2012);

• XVII Geometrical Seminar (Zlatibor, Serbia, Sebtember 3-8, 2012);

• XX ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ ¾Ëîìîíîñîâ-
2013¿ (Ìîñêâà, 8-12 àïðåëÿ 2013 ã.);

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà èì. Ñ. Ã. Êðåé-
íà� (Âîðîíåæ, 26-31 ÿíâàðÿ 2014 ã.);

• XXI ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ ¾Ëîìîíîñîâ-
2014¿ (Ìîñêâà, 7-11 àïðåëÿ 2014 ã.);

• XIII Serbian Mathematical Congress (Vrnja�cka Banja, Serbia, May 22-25, 2014);

• XVIII Geometrical Seminar (Vrnja�cka Banja, Serbia, May 25-28, 2014);

• XXII ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ ¾Ëîìîíîñîâ-
2015¿ (Ìîñêâà, 13-17 àïðåëÿ 2015 ã.);

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà èì. Ñ. Ã. Êðåé-
íà� (Âîðîíåæ, 25-31 ÿíâàðÿ 2016 ã.);
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• 4th International Workshop �Geometry, Analysis and Probability� (Moscow, September 26 �
October 1, 2016);

• 4th International Conference on Finite Dimensional Integrable Systems in Geometry and Mathe-
matical Physics (Barcelona, Spain, July 3-7, 2017);

• International Conference on Topology and its Applications (Nafpaktos, Greece, July 7-11,
2018);

• 5th International Conference on Finite Dimensional Integrable Systems in Geometry and Mathe-
matical Physics (Shanghai, China, May 6-12, 2019);

• International Conference �Scienti�c Heritage of Sergey A. Chaplygin (Nonholonomic Mechanics,
Vortex Structures and Hydrodynamics)� (Cheboksary, June 2-6, 2019);

• ñåìèíàð �Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ è ïðèëîæåíèÿ� ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàä. À.Ò. Ôî-
ìåíêî (ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà);

• cåìèíàð �Ñîâðåìåííûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû� ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàä. À.Ò. Ôîìåíêî,
ïðîô. À.Ñ. Ìèùåíêî, ïðîô. À.Â. Áîëñèíîâà, ïðîô. À.À. Îøåìêîâà, ïðîô. Å.À. Êóä-
ðÿâöåâîé, äîö. È.Ì. Íèêîíîâà, äîö. À.Þ. Êîíÿåâà, àññ. Â. Â. Âåäþøêèíîé (ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà);

• ñåìèíàð �Íåêîììóòàòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ� ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. À.Ñ. Ìè-
ùåíêî, ïðîô. Â.Ì. Ìàíóéëîâà, ïðîô. È.Ê. Áàáåíêî, äîö. À.À. Èðìàòîâà (ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà).

Ïóáëèêàöèè àâòîðà

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 5 ðàáîòàõ [1-5] (ñì. ñòð. 24), èç êîòîðûõ ïÿòü
îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïóíêòó 2.3 Ïîëîæåíèÿ î ïðèñóæäåíèè ó÷¼íûõ
ñòåïåíåé â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç îãëàâëåíèÿ, ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.
Òåêñò äèññåðòàöèè èçëîæåí íà 189 ñòðàíèöàõ, ñîäåðæèò 4 òàáëèöû è 93 ðèñóíêà. Áèáëèîãðà-
ôè÷åñêèé ñïèñîê ñîäåðæèò 94 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ôîðìóëèðóåòñÿ öåëü ðàáîòû, êðàòêî èçëàãàþòñÿ å¼ ðåçóëüòàòû è ñîäåðæàíèå.
Â ãëàâå 1 äà¼òñÿ êðàòêèé îáçîð òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ

ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì À.Ò. Ôîìåíêî. Ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, èí-
òåãðèðóåìîñòè ïî Ëèóâèëëþ, ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè, îòîáðàæåíèÿ
ìîìåíòà, åãî îñîáûõ òî÷åê è áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, àòîìà, èíâàðèàíòà Ôîìåíêî (ìîëåêó-
ëû), èíâàðèàíòà Ôîìåíêî�Öèøàíãà (ìå÷åíîé ìîëåêóëû), òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè, èíâà-
ðèàíòà Áîëñèíîâà�Ôîìåíêî (t-ìîëåêóëû). Äà¼òñÿ êðàòêîå îïèñàíèå ìåòîäà áóëåâûõ ôóíêöèé
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Ì.Ï. Õàðëàìîâà, à òàêæå àëãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà èçîýíåðãåòè÷åñêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 1. Ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû � ýòî òðîéêà (M2n, ω,H),
ãäå

• M2n � ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ω;

• H ∈ C∞(M2n) � ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà (ãàìèëüòîíèàí), ïîðîæäàþùàÿ ãàìèëüòîíîâî âåê-
òîðíîå ïîëå sgradH = ω−1dH.

Îïðåäåëåíèå 2. Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (M2n, ω,H) íàçûâàåòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ïî Ëè-
óâèëëþ, åñëè îíà îáëàäàåò n ïåðâûìè èíòåãðàëàìè f1, . . . , fn, òàêèìè, ÷òî

1. f1, . . . , fn ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû íàM2n (ò.å. èõ äèôôåðåíöèàëû df1, . . . , dfn ëèíåéíî
íåçàâèñèìû ïî÷òè âñþäó íà M2n);

2. {fi, fj} = 0, i, j = 1, . . . , n (ò.å. èíòåãðàëû f1, . . . , fn íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè îòíîñèòåëüíî
ñêîáêè Ïóàññîíà, ïîðîæä¼ííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ω).

Çàìå÷àíèå 1. ×àñòî â îïðåäåëåíèå èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ëèóâèëëþ âêëþ÷àþò òðåáîâàíèå, ÷òî-
áû ãàìèëüòîíîâû ïîòîêè, ïîðîæä¼ííûå âåêòîðíûìè ïîëÿìè sgrad f1, . . . , sgrad fn, áûëè ïîëíû,
ò. å. ÷òîáû åñòåñòâåííûé ïàðàìåòð (âðåìÿ) íà èõ èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèÿõ áûë îïðåäåë¼í íà
âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé

Îïðåäåëåíèå 3. Ñëîåíèåì Ëèóâèëëÿ, îòâå÷àþùèì âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ ãà-
ìèëüòîíîâîé ñèñòåìå, íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèå ôàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿM2n íà ñâÿçíûå êîìïîíåí-
òû ñîâìåñòíûõ ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ f1, . . . , fn, íàçûâàåìûå ëèóâèëëåâûìè
ñëîÿìè.

Îïðåäåëåíèå 4. Äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (M2n
1 , ω1, H1) è (M2n

2 , ω2, H2) íà-
çûâàþòñÿ ëèóâèëëåâî (èëèòîïîëîãè÷åñêè) ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì
M2n

1 íà M2n
2 , ïåðåâîäÿùèé ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ ïåðâîé ñèñòåìû â ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ âòîðîé ñè-

ñòåìû. Èìååò ñìûñë òàêæå ãîâîðèòü î ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñèñòåì, îãðàíè÷åííûõ
íà íåêîòîðûå èíâàðèàíòíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ (íàïðèìåð, èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ
{H = const}).

Îïðåäåëåíèå 5. Ñëîé L ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, èëè íåîñîáûì, åñëè äèô-
ôåðåíöèàëû df1, . . . , dfn ëèíåéíî íåçàâèñèìû âñþäó íà L. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñëîé íàçûâàåòñÿ
îñîáûì.

Êàê ñëåäóåò èç êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ëèóâèëëÿ, ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ òðèâèàëüíî â îêðåñòíî-
ñòè íåîñîáîãî êîìïàêòíîãî ñëîÿ. Îäíàêî èç-çà íàëè÷èÿ îñîáûõ ñëî¼â îíî íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå
ãîâîðÿ, ãëîáàëüíî òðèâèàëüíûì. Â ñâÿçè ñ ýòèì èññëåäîâàíèå îñîáûõ ñëî¼â ñîñòàâëÿåò íàèáîëåå
ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü çàäà÷è îïèñàíèÿ ãëîáàëüíîé òîïîëîãèè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ.

Â ñëó÷àå ïîëíîòû ãàìèëüòîíîâûõ ïîòîêîâ, ïîðîæä¼ííûõ ïîëÿìè sgrad f1, . . . , sgrad fn, íà
êàæäîì ëèóâèëëåâîì ñëîå îïðåäåëåíî ãàìèëüòîíîâî äåéñòâèå ãðóïïû Rn ñäâèãàìè âäîëü èíòå-
ãðàëüíûõ òðàåêòîðèé ýòèõ ïîëåé. Êàæäûé ñëîé ñîñòîèò èç îäíîé èëè íåñêîëüêèõ îðáèò ýòîãî
äåéñòâèÿ. Ïðè ýòîì íåîñîáûé ñëîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíñòâåííóþ îðáèòó.
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Îïðåäåëåíèå 6. Îòîáðàæåíèå F = (f1, . . . , fn) : M
2n → Rn íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ìîìåí-

òà.

Îïðåäåëåíèå 7. Òî÷êà P ∈ M2n íàçûâàåòñÿ îñîáîé, åñëè rank dF(P ) < n, òî åñòü äèôôåðåí-
öèàëû df1, . . . , dfn ëèíåéíî çàâèñèìû â òî÷êå P . ×èñëî rank dF(P ) íàçûâàåòñÿ ðàíãîì îñîáîé
òî÷êè P . Òàêæå ìîæíî ãîâîðèòü î ðàíãå îñîáîé îðáèòû ãàìèëüòîíîâà äåéñòâèÿ ãðóïïû Rn.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Îïðåäåëåíèå 8. Áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà íàçûâàåòñÿ îáðàç F(C) ⊂
R2 ìíîæåñòâà C åãî îñîáûõ òî÷åê.

Êàê ïðàâèëî, áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ãëàäêèõ äóã, ðàçáèâàþ-
ùèõ îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà íà íåñêîëüêî îáëàñòåé (êàìåð), è îñîáûõ òî÷åê. Ïðîîáðàçû
òî÷åê êàìåð ñîñòîÿò èç íåêîòîðîãî ÷èñëà ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â, â òî âðåìÿ êàê ïðîîáðàçû òî÷åê
áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû âñåãäà ñîäåðæàò îñîáûå ñëîè. Ñìûñë áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû
ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ïîçâîëÿåò ïîíÿòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ïðîèñõîäÿò
ïåðåñòðîéêè (áèôóðêàöèè) ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â.

Äàëåå èçó÷àåòñÿ òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì óðîâíå ýíåðãèè (ò. å. ôèê-
ñèðîâàííîì çíà÷åíèè ãàìèëüòîíèàíà). Ïóñòü (M4, ω,H) � èíòåãðèðóåìàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà
ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, è K � å¼ äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïîäìíîãîîáðàçèå Q3
h = {x ∈ M4 | H(x) = h} íàçûâàåòñÿ èçîýíåðãåòè÷åñêèì

ìíîãîîáðàçèåì (èëè èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ).
Èçîýíåðãåòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Q3

h íàçûâàåòñÿ íåîñîáûì, åñëè dH|x 6= 0 äëÿ ëþáîé òî÷êè
x ∈ Q3

h.

Îïðåäåëåíèå 10. Èíòåãðàë K íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Áîòòà íà íåîñîáîì èçîýíåðãåòè÷åñêîì
ìíîãîîáðàçèè Q3

h, åñëè ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê åãî îãðàíè÷åíèÿ K|Q3
h
ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå íåâûðîæäåííûõ êðèòè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé. Íåâûðîæäåííîñòü
îçíà÷àåò, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà íà òðàíñâåðñàëÿõ ê êðèòè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèÿì
âî âñåõ èõ òî÷êàõ.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè âñå ñîäåðæàùèåñÿ â Q3
h îðáèòû ðàíãà 1 ãàìèëüòîíîâà äåéñòâèÿ ãðóïïû R2

ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè, òî ýòî àâòîìàòè÷åñêè âëå÷¼ò áîòòîâîñòü èíòåãðàëà K íà Q3
h.

Îïðåäåëåíèå 11. Èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà, îãðàíè÷åííàÿ íà èçîýíåðãåòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå
Q3

h (à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ýíåðãèè h), íàçûâàåòñÿòîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâîé, åñëè
òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íå ìåíÿåòñÿ ïðè âîçìóùåíèè çíà÷åíèÿ ýíåðãèè h (ò. å. ñèñòåìû
íà áëèçêèõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû äàííîé).

Âñþäó äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Q3
h � ñâÿçíîå íåîñîáîå èçîýíåðãåòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå

èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû c áîòòîâñêèì äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðàëîì, âñå êðèòè÷åñêèå ïîäìíîãî-
îáðàçèÿ ôóíêöèè KQ3

h
îäíîìåðíû, à ñèñòåìà òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâà íà Q3

h.

Îïðåäåëåíèå 12. 3-àòîìîì íàçûâàåòñÿ ìàëàÿ ñâÿçíàÿ èíâàðèàíòíàÿ îêðåñòíîñòü â Q3
h îñî-

áîãî ñëîÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëîéíîãî äèôôåîìîðôèçìà.
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Òàêèì îáðàçîì, 3-àòîì � ýòî èíâàðèàíò ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ âáëèçè îñîáîãî ñëîÿ, îïèñûâàþ-
ùèé áèôóðêàöèþ (ïåðåñòðîéêó) ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â. Ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ àòîì ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé 3-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, ñîñòîÿùèì èç íåêîòîðîãî ÷èñëà ðåãóëÿðíûõ
ñëî¼â. Êàê ïîêàçàíî À.Ò. Ôîìåíêî10, èìååòñÿ åñòåñòâåííîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó 3-àòîìàìè è 2-àòîìàìè, îïèñûâàþùèìè, ïî îïðåäåëåíèþ, ïåðåñòðîéêè ñëîåíèé äâóìåð-
íûõ ìíîãîîáðàçèé íà ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèé Ìîðñà. À èìåííî, êàæäûé êîìïàêòíûé 3-àòîì
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàññëîåíèå Çåéôåðòà íàä íåêîòîðûì êîìïàêòíûì 2-àòîìîì, êîòîðûé ìîæåò
ñîäåðæàòü îòìå÷åííûå òî÷êè (�çâ¼çäî÷êè�). Íà ðèñóíêå 1 èçîáðàæåíû êîìïàêòíûå 2-àòîìû A,
B, C2, P4. 2-àòîì A ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàêñíûì, ò. å. ñîîòâåòñòâóåò ëîêàëüíîìó ìèíèìóìó èëè ìàê-
ñèìóìó ôóíêöèè f , çàäàþùåé ñëîåíèå. 2-àòîìû B, C2, P4 ñîäåðæàò ëèøü ñåäëîâûå êðèòè÷åñêèå
òî÷êè ôóíêöèè f . Íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæ¼í ïðèìåð íåêîìïàêòíîãî 2-àòîìà B′′, ïðåäñòàâëÿþùå-
ãî ñîáîé îêðåñòíîñòü íåâûðîæäåííîé ñåäëîâîé îñîáîé òî÷êè. 3-àòîìû, îòâå÷àþùèå 2-àòîìàì
íà ðèñóíêàõ 1, 2, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èõ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñ îêðóæíîñòüþ (òðèâèàëüíîå
ðàññëîåíèå Çåéôåðòà) è èìåþò òå æå áóêâåííûå îáîçíà÷åíèÿ.

Ðèñ. 1: Ïðèìåðû êîìïàêòíûõ 2-àòîìîâ

Ðàññìîòðèì ãðàô Êðîíðîäà�Ðèáà ôóíêöèè K íà èçîýíåðãåòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè Q3
h, ò. å.

ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ìíîãîîáðàçèÿ Q3
h ïî òàêîìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè: òî÷êè x, y ∈ Q3

h

ýêâèâàëåíòíû, åñëè îíè ïðèíàäëåæàò îäíîìó ñëîþ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ. Ð¼áðà ãðàôà îòâå÷àþò
îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâàì ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â, à âåðøèíû � îñîáûì ñëîÿì. Ñîïîñòàâèì
òåïåðü êàæäîé âåðøèíå ãðàôà àòîì, êîäèðóþùèé ïåðåñòðîéêó ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â âáëèçè ñî-
îòâåòñòâóþùåãî îñîáîãî ñëîÿ. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé âåðøèíû ïîäðàçóìåâàåòñÿ âçàèìíî îäíî-
çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èíöèäåíòíûìè åé ð¼áðàìè è êîìïîíåíòàìè êðàÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî
àòîìà. Ïîëó÷èâøèéñÿ â ðåçóëüòàòå ãðàô ñ âåðøèíàìè�àòîìàìè íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì Ôî-
ìåíêî, èëè ìîëåêóëîé.

10À.Ò. Ôîìåíêî, Òåîðèÿ Ìîðñà èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ, 1986, 287, � 5,

ññ. 1071�1075
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Ðèñ. 2: Íåêîìïàêòíûé 2-àòîì B′′

Îïðåäåëåíèå 13. Äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ãðóáî ëèóâèëëåâî
ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ìåæäó áàçàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëîåíèé Ëè-
óâèëëÿ, êîòîðûé â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè áàçû ïîäíèìàåòñÿ äî ïîñëîéíîãî ãîìåîìîðôèçìà
ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ.

Ìîëåêóëà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâàðèàíòîì ãðóáîé ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ò. å. äâå
èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû íà èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ ãðóáî ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ìîëåêóëû ñîâïàäþò. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìîëåêóëó
èíîãäà íàçûâàþò ãðóáûì ëèóâèëëåâûì èíâàðèàíòîì, à êëàññèôèêàöèþ ñ òî÷íîñòüþ äî ãðóáîé
ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè � ãðóáûì ëèóâèëëåâûì àíàëèçîì.

Åñëè ìíîãîîáðàçèå Q3
h êîìïàêòíî, òî ÷òîáû ñíàáäèòü ìîëåêóëó ïîëíîé èíôîðìàöèåé î òî-

ïîëîãèè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, íóæíî äîáàâèòü ê íåé íåêîòîðûå ÷èñëîâûå ìåòêè ri ∈ Q/Z∪ {∞},
εi = ±1, nk ∈ Z, ïîêàçûâàþùèå, êàê èìåííî îòäåëüíûå àòîìû �ñêëåèâàþòñÿ� âäîëü ð¼áåð ìîëå-
êóëû. Ìîëåêóëà, ñíàáæ¼ííàÿ ÷èñëîâûìè ìåòêàìè ri, εi, nk, íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì Ôîìåíêî�
Öèøàíãà (èëè ìå÷åíîé ìîëåêóëîé) èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû íà äàííîì èçîýíåðãåòè÷åñêîì ìíî-
ãîîáðàçèè.

Òåîðåìà 1 (À.Ò. Ôîìåíêî, Õ. Öèøàíã5). Äâå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû íà íåîñîáûõ òð¼õìåð-
íûõ êîìïàêòíûõ ñâÿçíûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ìå÷åíûå ìîëåêóëû ñîâïàäàþò.

Â ñèëó òåîðåìû 1 ìå÷åíóþ ìîëåêóëó ÷àñòî íàçûâàþò òîíêèì ëèóâèëëåâûì èíâàðèàíòîì
(ïðîòèâîïîñòàâëÿÿ å¼ ãðóáîìó èíâàðèàíòó � ìîëåêóëå), à êëàññèôèêàöèþ ñ òî÷íîñòüþ äî ëè-
óâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè � òîíêèì ëèóâèëëåâûì àíàëèçîì.

Îïðåäåëåíèå 14. Äâå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè (ãëàäêî) òðàåêòîð-
íî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì (äèôôåîìîðôèçì) ìåæäó èõ ôàçîâûìè
ïðîñòðàíñòâàìè, ïåðåâîäÿùèé îðèåíòèðîâàííûå èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ïåðâîé ñèñòåìû â
îðèåíòèðîâàííûå èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè âòîðîé ñèñòåìû. Ïàðàìåòð íà òðàåêòîðèÿõ (âðå-
ìÿ) ïðè ýòîì íå îáÿçàí ñîõðàíÿòüñÿ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëíîãî òðàåêòîðíîãî èíâàðèàíòà èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû íà èçîýíåðãåòè-
÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè ê ìå÷åíîé ìîëåêóëå íóæíî äîáàâèòü íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå èíâà-
ðèàíòû. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì t-ìîëåêóëó (èíâàðèàíò Áîëñèíîâà�Ôîìåíêî) â òîïîëîãè÷åñêîì
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ñëó÷àå11,12 è st-ìîëåêóëó â ãëàäêîì13. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå t-ìîëåêóëà ïîëó÷àåòñÿ èç ìå÷å-
íîé ìîëåêóëû äîáàâëåíèåì èíâàðèàíòîâ äâóõ òèïîâ: R-èíâàðèàíòîâ íà ð¼áðàõ ìîëåêóëû è
b-èíâàðèàíòîâ íà íåêîòîðûõ ãðóïïàõ àòîìîâ.

Äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî îçíàêîìëåíèÿ ñ èíâàðèàíòàìè ëèóâèëëåâîé è òðàåêòîðíîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ñì. ìîíîãðàôèþ À.Â. Áîëñèíîâà, À.Ò. Ôîìåíêî6.

Â ãëàâå 2 ñòàâèòñÿ çàäà÷à òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà ñåìåéñòâà èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì òèïà
×àïëûãèíà�Ãîðÿ÷åâà. Äëÿ ýòèõ ñèñòåì èññëåäóþòñÿ îñîáûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ðàíãà
0 è 1, íàõîäèòñÿ áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà, îïðåäåëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèå òèïû íåîñîáûõ
èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà äâîéñòâåííîì ïðî-
ñòðàíñòâå e(3)∗ ê àëãåáðå Ëè e(3), ñíàáæ¼ííîì ñòàíäàðòíîé ñêîáêîé Ëè�Ïóàññîíà. Â ïîäõî-
äÿùèõ êîîðäèíàòàõ s1, s2, s3, r1, r2, r3 íà e(3)∗ ñêîáêà Ëè�Ïóàññîíà çàäà¼òñÿ ôîðìóëàìè

{si, sj} = −εijksk, {si, rj} = −εijkrk, {ri, rj} = 0, i, j, k = 1, 2, 3, (3)

ãäå εijk =
1

2
(i−j)(j−k)(k−i), è èìååò äâå íåçàâèñèìûå ôóíêöèè Êàçèìèðà (ò. å. òàêèå ôóíêöèè,

ñêîáêà êîòîðûõ ñ ëþáîé äðóãîé ôóíêöèåé ðàâíà íóëþ):

f1 = r21 + r22 + r23,

f2 = s1r1 + s2r2 + s3r3.

Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà óðàâíåíèé íà e(3)∗ (êàê è íà âñÿêîì ïóàññîíîâîì ìíîãîîáðàçèè) èìååò
âèä:

ṡi = {si, H}, ṙi = {ri, H}, i = 1, 2, 3, (4)

ãäå H � ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà (ãàìèëüòîíèàí).
Ôóíêöèè f1 è f2 ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ëþáîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû íà e(3)∗

è íàçûâàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì èíòåãðàëîì è èíòåãðàëîì ïëîùàäåé ñîîòâåòñòâåííî. Íà 4-
ìåðíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ëèñòàõ M4

a,g = {x ∈ e(3)∗ | f1(x) = a, f2(x) = g}, a > 0, ñêîáêà (3)
îïðåäåëÿåò ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Ïðè ýòîì íà M4

a,g ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà èç îïðåäåëå-
íèÿ 1 ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé (4). Îãðàíè÷åíèå òåíçîðà Ïóàññîíà íàM4

a,g (êîððåêòíî îïðåäåë¼ííîå
â ñèëó òîãî, ÷òî f1, f2 � ôóíêöèè Êàçèìèðà, è çàäàâàåìîå ìàòðèöåé, îáðàòíîé ê ìàòðèöå ñèì-
ïëåêòè÷åñêîé ôîðìû) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç A.

Ðàññìàòðèâàåìîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñèñòåì ×àïëûãèíà�Ãîðÿ÷åâà íà e(3)∗ çà-
äà¼òñÿ ãàìèëüòîíèàíîì

H =
1

2

(
s21 + s22 + 2s23 + r21 − r22 +

b

r23

)
.

11Áîëñèíîâ À.Â., Ôîìåíêî À.Ò., Òðàåêòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ

äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Òåîðåìà êëàññèôèêàöèè. I, II, Ìàòåì. ñáîðíèê, 1994, 185, � 4, 5, ññ. 27�80, 27�78
12Áîëñèíîâ À.Â., Ôîìåíêî À.Ò., Òðàåêòîðíûå èíâàðèàíòû èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Ñëó÷àé

ïðîñòûõ ñèñòåì. Òðàåêòîðíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñèñòåì òèïà Ýéëåðà â äèíàìèêå òâ¼ðäîãî òåëà, Èçâåñòèÿ ÐÀÍ,

ñåð. ìàòåì., 1995, 59, � 1, ññ. 65�102
13Áîëñèíîâ À.Â., Ãëàäêàÿ òðàåêòîðíàÿ êëàññèôèêàöèÿ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòå-

ïåíÿìè ñâîáîäû, Ìàòåì. ñáîðíèê, 1995, 186, � 1, ññ. 3�28
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Íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ëèñòå M4
1,g ýòè ñèñòåìû èìåþò äâå ñòåïåíè ñâîáîäû. Ïðè íóëåâîì çíà-

÷åíèè èíòåãðàëà ïëîùàäåé (ò.å. íà M4
1,0) îíè èíòåãðèðóåìû ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîãî èí-

òåãðàëà

K =

(
s21 + s22 +

b

r23

)2

+ 2(s21 − s22)r23 + r43.

Â ñåìåéñòâå ñèñòåì ×àïëûãèíà�Ãîðÿ÷åâà âûäåëÿåòñÿ òðè ñëó÷àÿ:

• b = 0 � ñëó÷àé ×àïëûãèíà;

• b > 0 � êîìïàêòíûé ñëó÷àé Ãîðÿ÷åâà;

• b < 0 � íåêîìïàêòíûé ñëó÷àé Ãîðÿ÷åâà.

Òåîðåìà 2 (ñì. òåîðåìó 2.1; Ï. Å. Ðÿáîâ8 (b > 0), Ñ.Ñ. Íèêîëàåíêî [2] (b ≤ 0)).

1. Ãàìèëüòîíèàí H èìååò íà ìíîãîîáðàçèè M4
1,0 ñëåäóþùèå êðèòè÷åñêèå òî÷êè:

P±±1 (0, 0, 0,±
√
1−
√
−b, 0,± 4

√
−b) ïðè −1 ≤ b ≤ 0;

P±±2 (0, 0, 0, 0,±
√
1−
√
b,± 4
√
b) ïðè 0 ≤ b ≤ 1;

P±3 (0, 0, 0, 0, 0,±1) ïðè b ∈ R.

2. Ýòè òî÷êè êðèòè÷åñêèå òàêæå äëÿ èíòåãðàëà K, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ÿâëÿþòñÿ îñîáû-
ìè òî÷êàìè ðàíãà íîëü îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà F = (H,K). Äðóãèõ îñîáûõ òî÷åê ðàíãà
íîëü íåò.

3. Òî÷êè P±±1 èìåþò òèï ñåäëî-ñåäëî ïðè −1 < b < 0 è âûðîæäåíû ïðè b = −1 è b = 0;
òî÷êè P±±2 èìåþò òèï öåíòð-öåíòð ïðè 0 < b < 1 è âûðîæäåíû ïðè b = 0 è b = 1;
òî÷êè P±3 èìåþò òèï ñåäëî-ñåäëî ïðè b < −1, öåíòð-ñåäëî ïðè −1 < b < 1, öåíòð-öåíòð
ïðè b > 1 è âûðîæäåíû ïðè b = −1 è b = 1.

4. Íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå òî÷êàì P±±1 , P±±2 , P±3 ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè

F(P±±1 ) =

(
1

2
−
√
−b,−2b

)
; F(P±±2 ) =

(
−1

2
+
√
b, 2b

)
; F(P±3 ) =

(
b

2
, b2 + 1

)
.

Ïîëîæèì:

• l+ = {(h, k) ∈ R2 | k = 2b};

• l− = {(h, k) ∈ R2 | k = −2b};

• l = {(h, k) ∈ R2 | k = 4bh− b2};

• π+ = {(h, k) ∈ R2 | k = (2h+ 1)2 − 2b};

• π− = {(h, k) ∈ R2 | k = (2h− 1)2 + 2b}.

Òåîðåìà 3 (ñì. òåîðåìó 2.2; Î. Å. Îð¼ë, Ï.Å. Ðÿáîâ7 (b = 0), Ï. Å. Ðÿáîâ8 (b > 0), Ñ.Ñ. Íè-
êîëàåíêî [5] (b < 0)). Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà äëÿ ñèñòåì òèïà
×àïëûãèíà�Ãîðÿ÷åâà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè R2(h, k) çíà÷åíèé ïåðâûõ
èíòåãðàëîâ H,K:
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ïðè b = 0:

π+ ïðè h ≥ −1

2
; π− ïðè h ≥ 0; l ïðè h ≥ −1

2
;

ïðè 0 < b < 1:

π+ ïðè h ≥
√
b− 1

2
; π− ïðè h ≥ b

2
;

l+ ïðè h ∈
[√

b− 1

2
,
1

2

]
; l ïðè h ≥ b+ 1

2
;

ïðè b ≥ 1:

π+ ïðè h ≥ b

2
; π− ïðè h ≥ b

2
; l ïðè h ≥ b+ 1

2
;

ïðè b < 0:

π+ ïðè h ∈ R; π− ïðè h ∈ R;

l+ ïðè h ≥ 1

2
; l− ïðè h ≥ −1

2
; l ïðè h ∈

[
b− 1

2
,
b+ 1

2

]
.

Òåîðåìà 4 (ñì. òåîðåìó 2.8; Ï. Å. Ðÿáîâ8 (b > 0), Ñ.Ñ. Íèêîëàåíêî [2] (b ≤ 0)).

1. Â ñëó÷àå Ãîðÿ÷åâà (b 6= 0) îñîáûå îðáèòû ðàíãà 1 â ïðîîáðàçå òî÷åê êàñàíèÿ ïðÿìûõ
l, l+, l− ñ ïàðàáîëàìè π+, π− íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè. Âñå
îñòàëüíûå îñîáûå îðáèòû ðàíãà 1 ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè.

2. Â ñëó÷àå ×àïëûãèíà (b = 0) îñîáûå îðáèòû ðàíãà 1 â ïðîîáðàçå ïðÿìîé l íà áèôóðêà-
öèîííîé äèàãðàììå ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè. Âñå îñòàëüíûå îñîáûå îðáèòû ðàíãà 1
ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè.

Çàìå÷àíèå 2. Ïðè b = 0 îñîáûå îðáèòû ðàíãà 1 â ïðîîáðàçå ïðÿìîé l ïðè h ∈ (−1/2, 1/2) ∪
(1/2,+∞) ñòàíîâÿòñÿ íåâûðîæäåííûìè, åñëè â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà ðàññìîò-
ðåòü ôóíêöèþ

√
K.

Ñëåäñòâèå 5. Íà âñåõ íåîñîáûõ òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè èíòåãðàë K (èëè√
K ïðè b = 0) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Áîòòà.

Â ãëàâå 3 ïðîâîäèòñÿ òîíêèé ëèóâèëëåâ è òðàåêòîðíûé àíàëèç äëÿ ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà
(b = 0). Âû÷èñëÿþòñÿ èíâàðèàíòû ëèóâèëëåâîé (ìå÷åíûå ìîëåêóëû) è òîïîëîãè÷åñêîé òðà-
åêòîðíîé (t-ìîëåêóëû) ýêâèâàëåíòíîñòè íà âñåõ íåîñîáûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè. Óñòàíàâëèâàåòñÿ
ëèóâèëëåâà è òðàåêòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåìû ×àïëûãèíà íåêîòîðûì äðóãèì ðàíåå èçó-
÷åííûì êëàññè÷åñêèì èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì, â ÷àñòíîñòè, ñëó÷àþ Ýéëåðà â äèíàìèêå òâ¼ð-
äîãî òåëà è ãåîäåçè÷åñêîìó ïîòîêó òð¼õîñíîãî ýëëèïñîèäà.
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Ðèñ. 3: Îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è òèïû áèôóðêàöèé äëÿ ñëó-
÷àÿ ×àïëûãèíà

Â ñëó÷àå ×àïëûãèíà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà íà ïëîñêîñòè R2(h, k) ðàçáèâàåò îáðàç
îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà íà òðè îáëàñòè (êàìåðû) I, II, III (ðèñ. 3):

I : h > 1/2, 0 < k < (2h− 1)2;

II : h > 0, (2h− 1)2 < k < (2h+ 1)2;

III : − 1/2 < h < 1/2, 0 < k < min{(2h− 1)2, (2h+ 1)2}.

Ìîæíî âûäåëèòü òðè çîíû ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè:

(1) = (−1/2, 0), (2) = (0, 1/2), (3) = (1/2,+∞).

Òåîðåìà 6 (Î.Å. Îð¼ë, Ï. Å. Ðÿáîâ7). Ïàðàáîëå π+ è ïðÿìîé l íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå
â ñëó÷àå ×àïëûãèíà ñîîòâåòñòâóþò áèôóðêàöèè òèïà àòîìà A, à ïàðàáîëå π− � áèôóðêàöèè
òèïà àòîìà C2. Ïðîîáðàçû òî÷åê êàæäîé èç òð¼õ êàìåð I, II, III ñîñòîÿò èç äâóõ òîðîâ
Ëèóâèëëÿ (ðèñ. 3).

Òåîðåìà 7 (ñì. òåîðåìó 3.2; [2]). Ìå÷åíûå ìîëåêóëû äëÿ ñèñòåìû ×àïëûãèíà, îòâå÷àþùèå
çîíàì ýíåðãèè (1), (2), (3), èìåþò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñóíêå 4.

Â ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ äâà äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû. Îäíî èç íèõ îñíîâàíî íà íåêîòîðûõ
ñòàíäàðòíûõ ïðè¼ìàõ âû÷èñëåíèÿ ìåòîê (ìåòîä êðóãîâûõ ìîëåêóë14, ôîðìóëà Òîïàëîâà15).
Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò ÿâíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ òîðîâ Ëèóâèëëÿ. Òàêæå ïîêàçàíî,
êàê íåêîòîðûå ìåòêè ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà áóëåâûõ ôóíêöèé Ì.Ï. Õàðëàìîâà.

Ñëåäñòâèå 8.

14À.Â. Áîëñèíîâ, Ï. Ðèõòåð, À.Ò. Ôîìåíêî, Ìåòîä êðóãîâûõ ìîëåêóë è òîïîëîãèÿ âîë÷êà Êîâàëåâñêîé, Ìà-

òåì. ñáîðíèê, 2000, 191, � 2, ññ. 3�42
15Ï. Òîïàëîâ, Âû÷èñëåíèå òîíêîãî èíâàðèàíòà Ôîìåíêî�Öèøàíãà äëÿ îñíîâíûõ èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ

äâèæåíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà, Ìàòåì. ñáîðíèê, 1996, 187, � 3, ññ. 143�160
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Ðèñ. 4: Ìå÷åíûå ìîëåêóëû äëÿ ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà

à) Ñèñòåìà ×àïëûãèíà, ðàññìàòðèâàåìàÿ íà ïîñòîÿííîì óðîâíå ýíåðãèè èç çîíû (1), ëè-
óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà ìíîãèì êëàññè÷åñêèì èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì, â ÷àñòíîñòè,
ñëó÷àÿì Ýéëåðà, Ëàãðàíæà, Êîâàëåâñêîé, Æóêîâñêîãî, Ñðåòåíñêîãî, Êëåáøà, Ñîêîëîâà â
äèíàìèêå òâ¼ðäîãî òåëà (ðàññìàòðèâàåìûì ïðè ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è äðóãèõ
ïàðàìåòðîâ ýòèõ ñèñòåì), à òàêæå èíòåãðèðóåìûì áèëëèàðäàì â ïëîñêèõ îáëàñòÿõ,
îãðàíè÷åííûõ ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè è íå èìåþùèõ îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê ñ ôî-
êàëüíîé ïðÿìîé.

á) Ñèñòåìà ×àïëûãèíà, ðàññìàòðèâàåìàÿ íà ïîñòîÿííîì óðîâíå ýíåðãèè èç çîíû (2), ëè-
óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà èíòåãðèðóåìûì ñëó÷àÿì Êëåáøà è Ñîêîëîâà (ïðè ïîäõîäÿùèõ
çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ïàðàìåòðîâ), à òàêæå ãåîäåçè÷åñêîìó áèëëèàðäó â ýëëèïñîèäàëü-
íîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êîíôîêàëüíûì ãèïåðáîëîèäîì;

â) Ñèñòåìà ×àïëûãèíà, ðàññìàòðèâàåìàÿ íà ïîñòîÿííîì óðîâíå ýíåðãèè èç çîíû (3), ëè-
óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà èíòåãðèðóåìîìó ñëó÷àþ Êëåáøà (ïðè ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèÿõ ýíåð-
ãèè è ïàðàìåòðîâ), à òàêæå ãåîäåçè÷åñêîìó ïîòîêó äâóìåðíîãî ýëëèïñîèäà.

Òåîðåìà 9 (ñì. òåîðåìó 3.22; [3]). Äëÿ ñèñòåì ×àïëûãèíà èìååòñÿ 4 òèïà t-ìîëåêóë, êîòîðûå
ïîêàçàíû íà ðèñóíêàõ 5, 6, 7, 8.

A

A

r=0, ¶=1

R=H1+mHhL, 2L K

Ðèñ. 5: t-ìîëåêóëà äëÿ ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà, çîíà (1)

Çäåñü

m(h) =
2

π

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1− (2h+ 1)t2)

,

n(h) =
2

π

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(2h+ 1− t2)

,

15



C2

A

A

A

A

b=-2H1+@nHhLDL

r=¥, ¶=1

R=H-¥, -nHhL mod 1L
r=¥, ¶=1

R=H-¥, -nHhL mod 1L

r=0, ¶=1
R=H+¥, 2L

r=0, ¶=1
R=H+¥, 2L

K

Ðèñ. 6: t-ìîëåêóëà äëÿ ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà, çîíà (2)
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Ðèñ. 7: t-ìîëåêóëà äëÿ ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà, çîíà (3) : h < h0

h0 > 1/2 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, ξ(h) � ëîêàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèè âðàùåíèÿ ïðè h ∈
(1/2, h0).

Òåîðåìû 7 è 9 èñïîëüçóþòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áîëåå îáùåãî óòâåðæäåíèÿ î ðàçëè÷íûõ
òèïàõ ýêâèâàëåíòíîñòè ñèñòåìû ×àïëûãèíà ñèñòåìàì òèïà Ýéëåðà, îïèñûâàþùèì äâèæåíèå
òâ¼ðäîãî òåëà, çàêðåïë¼ííîãî â öåíòðå ìàññ, â ïîëå òÿæåñòè, è ãåîäåçè÷åñêîìó ïîòîêó äâóìåð-
íîãî ýëëèïñîèäà (çàäà÷à ßêîáè). Ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû Ýéëåðà ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûå âåëè÷èíû
A,B,C ê ãëàâíûì ìîìåíòàì èíåðöèè òâ¼ðäîãî òåëà, à ïàðàìåòðàìè çàäà÷è ßêîáè � êâàäðàòû
ïîëóîñåé a, b, c ýëëèïñîèäà. Êàê è â ñëó÷àå ×àïëûãèíà, â ñëó÷àå Ýéëåðà ìîæíî âûäåëèòü òðè
çîíû ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè (1)E, (2)E, (3)E (íîìåð âîçðàñòàåò ñ âîçðàñòàíèåì ýíåðãèè).

Òåîðåìà 10 (ñì. òåîðåìó 3.21; [3]). Ïóñòü vCh(h) è vE(A,B,C, χ) � ñîîòâåòñòâåííî ñèñòåìû
×àïëûãèíà è Ýéëåðà íà ðåãóëÿðíûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ {HCh = h} è {HE = χ}.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè h è χ ïðèíàäëåæàò çîíàì ñ îäíèì è òåì æå íîìåðîì.
Ïóñòü vJ(a, b, c) � ñèñòåìà ßêîáè íà íåíóëåâîì óðîâíå ýíåðãèè (òðîéêè (A,B,C) è (a, b, c) ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè). Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ.

1) Åñëè çíà÷åíèå ýíåðãèè h ñèñòåìû ×àïëûãèíà vCh(h) ïðèíàäëåæèò çîíå (1), òî îíà ëè-
óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå Ýéëåðà vE(A,B,C, χ) äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé A,B,C è äëÿ
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Ðèñ. 8: t-ìîëåêóëà äëÿ ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà, çîíà (3) : h ≥ h0

ëþáîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè χ èç çîíû (1)E. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñå-
ìåéñòâî ñèñòåì Ýéëåðà vE(A,B(A), C = 1, χ(A)), òðàåêòîðíî (òîïîëîãè÷åñêè è ãëàäêî)
ýêâèâàëåíòíûõ ñèñòåìå ×àïëûãèíà vCh(h). Ýòà òðàåêòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ìîæåò
áûòü ïðîäîëæåíà íà 4-ìåðíûå îêðåñòíîñòè èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Íî äëÿ
ëþáûõ çíà÷åíèé A,B,C, χ ñèñòåìû vCh(h) è vE(A,B,C, χ) íå ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè
ñîïðÿæ¼ííûìè (ò. å. íå ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçìà, ïåðåâîäÿùåãî ôàçîâûé ïîòîê ñè-
ñòåìû ×àïëûãèíà â ôàçîâûé ïîòîê ñèñòåìû Ýéëåðà).

2) Åñëè çíà÷åíèå ýíåðãèè h ñèñòåìû ×àïëûãèíà vCh(h) ïðèíàäëåæèò çîíå (2), òî îíà ëè-
óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå Ýéëåðà vE(A,B,C, χ) äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé A,B,C è äëÿ
ëþáîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè χ èç çîíû (2)E. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå
ñåìåéñòâî ñèñòåì Ýéëåðà vE(A,B(A), C = 1, χ(A)), òîïîëîãè÷åñêè òðàåêòîðíî ýêâèâà-
ëåíòíûõ ñèñòåìå ×àïëûãèíà vCh(h). Íî äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé A,B,C, χ ñèñòåìû vCh(h)
è vE(A,B,C, χ) íå ÿâëÿþòñÿ ãëàäêî òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíûìè (äàæå â ñìûñëå C1-
ãëàäêîñòè) è íå ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííûìè.

3) Åñëè çíà÷åíèå ýíåðãèè h ñèñòåìû ×àïëûãèíà vCh(h) ïðèíàäëåæèò çîíå (3), òî îíà ëè-
óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå Ýéëåðà vE(A,B,C) äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé A,B,C (ñî çíà-
÷åíèåì ýíåðãèè èç çîíû (3)E) è ñèñòåìå ßêîáè vJ(a, b, c) äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé a, b, c. Ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ h ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîð-
öèîíàëüíîñòè òðîéêè (A,B,C) è (a, b, c) òàêèå, ÷òî ñèñòåìà ×àïëûãèíà vCh(h) òî-
ïîëîãè÷åñêè òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå Ýéëåðà vE(A,B,C) è ñèñòåìå ßêîáè
vJ(a, b, c). Íî ýòó òðàåêòîðíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü íåëüçÿ ñäåëàòü ãëàäêîé (äàæå â ñìûñ-
ëå C1-ãëàäêîñòè). Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ òðîåê çíà÷åíèé ñèñòåìà ×àïëûãèíà vCh(h) íå
ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííîé íè ñ ñèñòåìîé Ýéëåðà vE(A,B,C), íè ñ ñèñòåìîé
ßêîáè vJ(a, b, c).

Â ãëàâå 4 ïðîâîäèòñÿ òîíêèé ëèóâèëëåâ àíàëèç äëÿ ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà ñ êîìïàêòíûìè ëè-
óâèëëåâûìè ñëîÿìè (b > 0). Íà âñåõ íåîñîáûõ òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè
âû÷èñëÿþòñÿ èíâàðèàíòû ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè (ìå÷åíûå ìîëåêóëû).

Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà äëÿ ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà ïðè 0 < b < 1
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ðàçáèâàåò îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà íà òðè êàìåðû (ðèñ. 9):

I : h > (b+ 1)/2, 4bh− b2 < k < (2h− 1)2 + 2b;

II : h > b/2, (2h− 1)2 + 2b < k < (2h+ 1)2 − 2b;

III :
√
b− 1/2 < h < 1/2, 0 < k < min{(2h− 1)2 + 2b, (2h+ 1)2 − 2b}.

k

h

2T2

T2

2T2

b -
1

2

b

2

l+

1

2

b + 1

2

Π-

Π+

l

III

II

I

A

A

A A

A
B

B

Ðèñ. 9: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà

Ìîæíî âûäåëèòü ÷åòûðå çîíû ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè:

(1) =

(√
b− 1

2
,
b

2

)
, (2) =

(
b

2
,
1

2

)
, (3) =

(
1

2
,
b+ 1

2

)
, (4) =

(
b+ 1

2
,+∞

)
.

Òåîðåìà 11 (Ï.Å. Ðÿáîâ8). Äóãè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, íàõîäÿùèåñÿ âíóòðè îáðàçà
îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (ò.å. ðàçäåëÿþùèå êàìåðû), îòâå÷àþò ñåäëîâûì ïåðåñòðîéêàì ëè-
óâèëëåâûõ òîðîâ òèïà àòîìà B. Äóãè íà ãðàíèöå îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ñîîòâåò-
ñòâóþò âûðîæäåíèþ òîðîâ â îêðóæíîñòü (ò.å. îòâå÷àþò àòîìó A). Ïðîîáðàçû òî÷åê êà-
ìåð I è III ñîñòîÿò èç äâóõ òîðîâ Ëèóâèëëÿ, êàìåðû II � èç îäíîãî òîðà (ðèñ. 9).

Â ñëó÷àå b ≥ 1 èñ÷åçàþò êàìåðà III è çîíû ýíåðãèè (1) è (2). Òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ
äëÿ çîí (3) è (4) ïðè ýòîì íå ìåíÿåòñÿ.

Òåîðåìà 12 (ñì. òåîðåìó 4.2; [4]). Ìå÷åíûå ìîëåêóëû â êîìïàêòíîì ñëó÷àå Ãîðÿ÷åâà äëÿ
÷åòûð¼õ çîí ýíåðãèè (1)− (4) èìåþò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñóíêå 10.

Ñëåäñòâèå 13.

à) Êîìïàêòíàÿ ñèñòåìà òèïà Ãîðÿ÷åâà, ðàññìàòðèâàåìàÿ íà ïîñòîÿííîì óðîâíå ýíåðãèè
èç çîí (1), (3), ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà ìíîãèì êëàññè÷åñêèì èíòåãðèðóåìûì ñèñòå-
ìàì, â ÷àñòíîñòè, ñëó÷àÿì Ýéëåðà, Ëàãðàíæà, Êîâàëåâñêîé, Æóêîâñêîãî, Ñðåòåíñêîãî,
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¶=1
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¶=1
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¶=1

r=0
¶=1 n=1

Ðèñ. 10: Ìå÷åíûå ìîëåêóëû äëÿ êîìïàêòíîãî ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà

Êëåáøà, ×àïëûãèíà â äèíàìèêå òâ¼ðäîãî òåëà (ðàññìàòðèâàåìûì ïðè ïîäõîäÿùèõ çíà-
÷åíèÿõ ýíåðãèè è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ), à òàêæå èíòåãðèðóåìûì áèëëèàðäàì â ïëîñêèõ
îáëàñòÿõ, îãðàíè÷åííûõ ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè è íå èìåþùèõ îáùèõ âíóòðåííèõ òî-
÷åê ñ ôîêàëüíîé ïðÿìîé.

á) Êîìïàêòíàÿ ñèñòåìà òèïà Ãîðÿ÷åâà, ðàññìàòðèâàåìàÿ íà ïîñòîÿííîì óðîâíå ýíåðãèè
èç çîíû (2), ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà èíòåãðèðóåìîìó ñëó÷àþ Æóêîâñêîãî (ïðè ïîäõî-
äÿùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ), à òàêæå äâóì èíòåãðèðóåìûì áèëëèàðäàì â ïëîñêèõ
îáëàñòÿõ, îãðàíè÷åííûõ ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè: ýëëèïñîì è äâóìÿ ãèïåðáîëàìè ëèáî
äâóìÿ ýëëèïñàìè è îäíîé âåòâüþ ãèïåðáîëû.

â) Êîìïàêòíàÿ ñèñòåìà òèïà Ãîðÿ÷åâà, ðàññìàòðèâàåìàÿ íà ïîñòîÿííîì óðîâíå ýíåðãèè
èç çîíû (4), ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà èíòåãðèðóåìûì ñëó÷àÿì Êëåáøà, Ñîêîëîâà, Êîâà-
ëåâñêîé�ßõüè (ïðè ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ), à òàêæå èíòåãðèðóåìîìó áèë-
ëèàðäó â ïëîñêîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýëëèïñîì.

Â ãëàâå 5 ïðîâîäèòñÿ ãðóáûé ëèóâèëëåâ àíàëèç äëÿ ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà ñ íåêîìïàêòíûìè ëè-
óâèëëåâûìè ñëîÿìè (b < 0). Íàõîäèòñÿ îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, âû÷èñëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî
ñâÿçíûõ êîìïîíåíò â ïðîîáðàçå åãî òî÷åê, à òàêæå èññëåäóþòñÿ òèïû áèôóðêàöèé ðåãóëÿðíûõ
ñëî¼â, ïîçâîëÿþùèå ïîñòðîèòü èíâàðèàíòû Ôîìåíêî ïðè ôèêñèðîâàííûõ íåîñîáûõ òîïîëîãè-
÷åñêè óñòîé÷èâûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè.

Òåîðåìà 14 (ñì. òåîðåìû 5.1, 5.2; [5]).

à) Îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà F äëÿ ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà ïðè b < 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëå-
äóþùåå ìíîæåñòâî:{
k ≥ (2h+ 1)2 − 2b, h ≤ b− 1

2

}
∪
{
k ≥ 4bh− b2, b− 1

2
< h ≤ b+ 1

2

}
∪

∪
{
k ≥ (2h− 1)2 + 2b,

b+ 1

2
< h ≤ 1

2

}
∪
{
k ≥ 2b, h >

1

2

}
(ðèñ. 11, 12).

á) Ïðîîáðàç ëþáîãî ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà F ñîñòîèò èç äâóõ èëè
÷åòûð¼õ öèëèíäðîâ S1 × R1 â çàâèñèìîñòè îò îáëàñòè â ImF (ñì. ðèñ. 11, 12).
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â) Áèôóðêàöèè ðåãóëÿðíûõ öèëèíäðîâ èìåþò òèï àòîìîâ A, B, C2, P 4 è B′′ (ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó êðèâûìè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû è àòîìàìè óêàçàíî íà ðèñóíêàõ 11,
12). Çäåñü 3-àòîìû A, B, C2, P 4 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå 2-àòîìîâ
A, B, C2, P4 (ðèñ. 1) è ïðÿìîé R1, à 3-àòîì B′′ � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå íåêîìïàêòíîãî
2-àòîìà B′′ (ðèñ. 2) è îêðóæíîñòè.

Ðèñ. 11: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è òèïû áèôóðêàöèé, b ∈ (−1, 0)

Òåîðåìà 14 ïîçâîëÿåò âûïèñàòü ãðóáûå ëèóâèëëåâû èíâàðèàíòû íà íåîñîáûõ òîïîëîãè÷åñêè
óñòîé÷èâûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè.

Ïîëîæèì

I1 =

(
−∞, b− 1

2

)
, I2 =

(
b− 1

2
,
min{−1, b}

2

)
, I3 =

(
−1

2
,
b

2

)
,

I4 =

(
b

2
,
1

2
−
√
−b
)

(â ñëó÷àå − 1 < b < 0), I5 =

(
b

2
,
1 + min{−2, b}

2

)
,

I6 =

(
max

{
1

2
−
√
−b,−1

2

}
,
b+ 1

2

)
, I7 =

(
b+ 1

2
,−1

2

)
,

I8 =

(
1 + max{−2, b}

2
,
1

2

)
, I9 =

(
1

2
,
1

2
+
√
−b
)
, I10 =

(
1

2
+
√
−b,+∞

)
.

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà b ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çîíû íåîñîáûõ òîïîëîãè÷åñêè
óñòîé÷èâûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè:

I1, I2, I3, I4, I6, I8, I9, I10 ïðè − 1 < b < 0; I1, I2, I6, I8, I9, I10 ïðè b = −1;
I1, I2, I5, I6, I8, I9, I10 ïðè − 2 < b < −1; I1, I2, I5, I8, I9, I10 ïðè b = −2;
I1, I2, I5, I7, I8, I9, I10 ïðè b < −2.
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Ðèñ. 12: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è òèïû áèôóðêàöèé, b < −1

Ñëåäñòâèå 15. Ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé äëÿ ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà ïðè
b < 0, ñîîòâåòñòâóþùèõ çîíàì ýíåðãèè I1�I10, îïèñûâàþòñÿ ìîëåêóëàìè ñåìè òèïîâ, ïðåä-
ñòàâëåííûìè íà ðèñóíêàõ 13-19.

Ðèñ. 13: Ìîëåêóëà äëÿ çîí ýíåðãèè I1, I7 Ðèñ. 14: Ìîëåêóëà äëÿ çîí ýíåðãèè I2, I5

Ðèñ. 15: Ìîëåêóëà äëÿ çîíû ýíåðãèè I3 Ðèñ. 16: Ìîëåêóëà äëÿ çîíû ýíåðãèè I4
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Ðèñ. 17: Ìîëåêóëà äëÿ çîí ýíåðãèè I6, I9 Ðèñ. 18: Ìîëåêóëà äëÿ çîíû ýíåðãèè I8

Ðèñ. 19: Ìîëåêóëà äëÿ çîíû ýíåðãèè I10

Â çàêëþ÷åíèè ïîäâîäèòñÿ èòîã ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì, à òàêæå íàìå÷àþòñÿ äàëüíåéøèå
íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü è ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ
àêàäåìèêó ÐÀÍ À.Ò. Ôîìåíêî çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó è âíèìàíèå ê
ðàáîòå, à òàêæå çà òåðïåíèå è èñêðåííåå îòíîøåíèå.

Àâòîð áëàãîäàðèò ïðîôåññîðà Å.À. Êóäðÿâöåâó è ïðîôåññîðà À.À. Îøåìêîâà çà ìíîãî÷èñ-
ëåííûå ïëîäîòâîðíûå äèñêóññèè è ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ. Àâòîð áëàãîäàðåí òàêæå ïðîôåññîðó
À.Â. Áîëñèíîâó è assistant professor À.Ì. Èçîñèìîâó çà ðÿä öåííûõ èäåé è êîììåíòàðèåâ.

Àâòîð áëàãîäàðèò âåñü êîëëåêòèâ êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèé
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ çà ò¼ïëóþ, äîáðîæåëàòåëüíóþ àòìîñôåðó, ñïîñîá-
ñòâîâàâøóþ íàïèñàíèþ ðàáîòû.

Àâòîð òàêæå áëàãîäàðèò ñâîåãî ó÷èòåëÿ À.À. Àìèðøàäÿíà çà îòêðûòèå ìèðà ìàòåìàòèêè
è ïîääåðæàíèå èíòåðåñà ê ðåøåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ â øêîëüíûå ãîäû.
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Íàêîíåö, àâòîð áëàãîäàðåí ñâîåé ñóïðóãå Êñåíèè Íèêîëàåíêî, à òàêæå ñâîèì ðîäèòåëÿì
Âèêòîðèè è Ñåðãåþ Íèêîëàåíêî çà âñåñòîðîííþþ ïîääåðæêó è ïîìîùü â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè
íàïèñàíèÿ äèññåðòàöèè.

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðîâåä¼í òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî (ñ ïàðàìåòðîì b) ñåìåéñòâà
èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì òèïà ×àïëûãèíà�Ãîðÿ÷åâà, çàäàííûõ íà êîàëãåáðå e(3)∗. Îòäåëüíî ðàñ-
ñìîòðåíû ñëó÷àè: b = 0 (ñëó÷àé ×àïëûãèíà), b > 0 (êîìïàêòíûé ñëó÷àé Ãîðÿ÷åâà), b < 0
(íåêîìïàêòíûé ñëó÷àé Ãîðÿ÷åâà). Ïðè b ≥ 0 ïðè êàæäîì íåîñîáîì òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâîì
óðîâíå ýíåðãèè ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíà òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â òåðìèíàõ èíâàðèàíòà
Ôîìåíêî�Öèøàíãà (ìå÷åíîé ìîëåêóëû). Â ðåçóëüòàòå âûÿâëåíà ëèóâèëëåâà ýêâèâàëåíòíîñòü
(ïðè ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ) ìíîãèì ðàíåå èçó÷åííûì êëàññè-
÷åñêèì èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì (ñëó÷àÿì Ýéëåðà, Ëàãðàíæà, Êîâàëåâñêîé, Æóêîâñêîãî, ×à-
ïëûãèíà, Ñðåòåíñêîãî, Êëåáøà, Êîâàëåâñêîé�ßõüè â äèíàìèêå òâ¼ðäîãî òåëà, ãåîäåçè÷åñêîìó
ïîòîêó òð¼õîñíîãî ýëëèïñîèäà, à òàêæå íåêîòîðûì èíòåãðèðóåìûì áèëëèàðäàì â îáëàñòÿõ,
îãðàíè÷åííûõ ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè). Ïðè b = 0 èññëåäîâàí òàêæå òîïîëîãè÷åñêèé òðàåê-
òîðíûé ïîðòðåò ñèñòåìû â òåðìèíàõ èíâàðèàíòà Áîëñèíîâà�Ôîìåíêî (t-ìîëåêóëû). Â ðåçóëüòà-
òå îêàçàëîñü, ÷òî ñëó÷àé ×àïëûãèíà òîïîëîãè÷åñêè òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòåí (ïðè ïîäõîäÿùèõ
çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ) äâóì äðóãèì õîðîøî èçâåñòíûì èíòåãðèðóåìûì ñè-
ñòåìàì: ñëó÷àþ Ýéëåðà â äèíàìèêå òâ¼ðäîãî òåëà è çàäà÷å ßêîáè î ãåîäåçè÷åñêîì ïîòîêå íà
òð¼õîñíîì ýëëèïñîèäå (òîïîëîãè÷åñêàÿ òðàåêòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïîñëåäíèõ äâóõ ñèñòåì
áûëà äîêàçàíà ðàíåå À.Â. Áîëñèíîâûì è À.Ò. Ôîìåíêî). Ïîêàçàíî, ÷òî ýòó òðàåêòîðíóþ ýê-
âèâàëåíòíîñòü ìîæíî ñäåëàòü ãëàäêîé ëèøü ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè, à òàêæå äîêàçàíî
îòñóòñòâèå òîïîëîãè÷åñêîé (è, ñëåäîâàòåëüíî, ãëàäêîé) ñîïðÿæ¼ííîñòè ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà ñëó-
÷àþ Ýéëåðà è çàäà÷å ßêîáè.

Ñëó÷àé b < 0 ÿâëÿåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå èíòåðåñíûì êàê ïðèìåð èíòåãðèðóåìîé ñè-
ñòåìû ñ íåêîìïàêòíûìè ëèóâèëëåâûìè ñëîÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå òîïîëîãèÿ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ
ïðè ôèêñèðîâàííîì óðîâíå ýíåðãèè èññëåäîâàíà â òåðìèíàõ èíâàðèàíòà Ôîìåíêî (ìîëåêóëû).
Îêàçàëîñü, ÷òî âñå ðåãóëÿðíûå ëèóâèëëåâû ñëîè äèôôåîìîðôíû äâóìåðíîìó öèëèíäðó, à âñå
àòîìû (áèôóðêàöèè) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíîãî äâóìåðíîãî àòîìà
íà ïðÿìóþ ëèáî îêðåñòíîñòè íåâûðîæäåííîé ñåäëîâîé äâóìåðíîé îñîáåííîñòè íà îêðóæíîñòü.

Â êà÷åñòâå íàïðàâëåíèé äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå.

• Èññëåäîâàíèå òèïîâ âûðîæäåííûõ îñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà äëÿ ñèñòåì òè-
ïà ×àïëûãèíà�Ãîðÿ÷åâà.

• Èññëåäîâàíèå òðàåêòîðíîãî ïîðòðåòà êîìïàêòíîãî ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà (b > 0). Ðàçäåëåíèå
ïåðåìåííûõ, èìåþùååñÿ â ýòîé çàäà÷å, ïîçâîëÿåò âûðàçèòü îñíîâíîé òðàåêòîðíûé èíâà-
ðèàíò � ôóíêöèþ âðàùåíèÿ � ÷åðåç ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû. Èõ àíàëèòè÷åñêîå
èññëåäîâàíèå ìîæåò áûòü çàòðóäíåíî, ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíûé âûâîä î âèäå òðàåêòîðíûõ
èíâàðèàíòîâ, ïî-âèäèìîìó, äîëæåí îïèðàòüñÿ íà ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ýêñïåðèìåí-
òà.

• Ïîñòðîåíèå îáùåé òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ íå-
êîìïàêòíûìè ëèóâèëëåâûìè ñëîÿìè. Â ýòîì íàïðàâëåíèè ñåé÷àñ àêòèâíî âåäóòñÿ ðàáî-
òû. Â ÷àñòíîñòè, àâòîðîì ïîëó÷åí àíàëîã òåîðåìû Ôîìåíêî î ñâÿçè 2-àòîìîâ è 3-àòîìîâ
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äëÿ ñëó÷àÿ íåêîìïàêòíûõ 3-àòîìîâ, à òàêæå ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ íåêîìïàêò-
íûõ 2-àòîìîâ (ïðè íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ).
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