
  
 
 
 
 
 

 
Гашков Сергей Борисович 
доктор физико
математических наук кафедры  
дискретной математики мех
мата МГУ. 

 

Пять неравенств  
и три доказательства 

 
Что общего между следующими 

задачами на доказательство нера

венств? 

 
Задача 1.  Пусть abc=1,  a,  b>0.  

Доказать, что  
1 1 1

1 1 1 1.a b c
b c a

   − + − + − + ≤   
   

 

Равенство возможно только в 
случае a=b=c=1. 

 
Задача 2.  Пусть a, b, c ≥ 0.  Дока


зать, что  

( )( )( ) .a b c a c b c b a abc+ − + − + − ≤   

Равенство возможно только в 
случае .a b c= =   

 
Задача 3. Пусть a, b, c ≥  0.  Дока


зать, что  

( )( )( ) 8 .a b b c a c abc+ + + ≥  

Равенство возможно только в 
случае .a b c= =  

Задача 4.  Пусть a, b, c ≥ 0.  Дока

зать, что  

4 4 2 2 2 22 2 2a b c a b ac b c+ + − − − +
2 2 2 0a bc b ac c ab+ + + ≥  

Равенство возможно только в случае 
.a b c= =  

 

Задача 5.  Пусть R – радиус опи

санного, а r – радиус вписанного 
круга для данного треугольника.  
Доказать, что  R ≥ 2r и равенство 
возможно только для правильного 
(равностороннего) треугольника. 

Первая из этих задач была на 
международной математической 
олимпиаде 2000 года. Вторая взята из 
книги Здравко Цветковского «Нера

венства», выпущенной на английском 
языке в 2012 году издательством 
Шпрингер. Третья тоже есть в этой 
книге, но и во многих других, напри

мер в [1] (возможно эта задача также 
была на различных олимпиадах). 

________________________ 
1 Автор  статьи узнал об этой задаче от своего бывшего однокурсника Франка 
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Четвёртая предлагалась на Москов

ской олимпиаде 1982 года для  
10 класса (её предложил В. А. Алек

сеев, тогда первокурсник, а ныне 
профессор университета Джорджии 
(США), выдающийся специалист по 
алгебраической геометрии). Пятая 
является очевидным следствием 
формулы Эйлера–Чаппла для рас

стояния d между центрами вписан

ной и описанной окружностей для 
данного треугольника:  

( )2 2 .d R r R= −   

Трудность первой задачи в том, 
что левая часть неравенства не яв

ляется полностью симметричной, и 
даже если раскрыть скобки и устра

нить одну переменную, выразив че

рез две оставшиеся, например, по 
формуле 1/ ,c ab=  всё равно получа

ется громоздкое и несимметричное 
неравенство. Поэтому при его дока

зательстве не удаётся сразу приме

нить известные симметричные не

равенства типа 

  2 2 2 .a b c ab ac bc+ + ≥ + +  

Однако при помощи подходящей 
замены переменных эту задачу 
можно свести к задаче 2, в которой 
обе части неравенства симметричны 
(т.е. не меняются при любой пере

становке переменных). В качестве 
такой замены можно взять замену  

,
A

a
B

=  
B

b
C

=  (если взять произволь


ное A > 0, то B > 0 и С > 0 всегда 
подбираются однозначно), тогда 

1
,

C
c

ab A
= =  и после очевидных пре


образований имеем: 

1 1 1
1 1 1a b c

b c a
   − + − + − + =   
   

 

1 1 1
A C B A C B

B B C C A A
   − + − + − + =   
   

 

( )( )( )
,

A B C B C A C A B

ABC

− + − + − +
=  

и неравенство задачи 1 превращает

ся в неравенство задачи 2 (точнее, 
оба неравенства оказываются рав

носильными, так как из неравенства 
задачи 1  очевидно тоже следует не

равенство задачи 2).  

Умножив обе части неравенства 
задачи 2 на неотрицательное число 
a + b + c,  получим равносильное не

равенство  

( )( )( )( )a b c a b c a c b c b a+ + + − + − + − ≤

( ) .a b c abc+ +   

Раскроем скобки в его обеих час

тях и приведём подобные члены.  
Слева, согласно формуле разности 
квадратов и формуле квадрата сум

мы, получим: 

( )( )( )( )a b c a b c a c b c b a+ + + − + − + − =  
2 2 2 2 2=( 2 )( 2 )a b ab c c a b ab+ + − − − + =  

2 2 2 2 2 24 (a )a b b c= − + − =  
2 2 2 2 2 2 4 4 42 2 2 ,a b a c b c a b c= + + − − −  

поэтому, перенося всё в правую 
часть, получаем в точности неравен

ство задачи 4. 

Это значит, что неравенства за

дач 1 и 2 равносильны неравенству 
задачи 4. Хотя это неравенство сим

метричное, вывести его из извест

ных симметричных неравенств оче

видным образом не удаётся. Напри

мер, справедливы неравенства (как 
их доказать?)  

4 4 4 2 2 2 2 2 2,a b c a b a c b c+ + ≥ + +  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 .a b a c b c a bc b ac c ac+ + ≥ + +  

Однако из них вывести неравен

ство задачи 4 не удаётся, так как 
второе неравенство «направлено не 
в ту сторону», какую нам бы хоте




лось. Для того чтобы всё же его дока

зать, вернёмся к его записи в виде  

( )( )( )( )a b c a b c a c b b c a+ + + − + − + − ≤  

( )a b c abc≤ + +  

и воспользуемся рассуждениями из 
книги [2].  

Сначала предположим, что вы

полнены неравенства  
( ) 0, ( ) 0, ( ) 0,a b c a c b b c a+ − > + − > + − >  

т.е. из отрезков длины a, b, c можно 
составить треугольник. Его полупе


риметр  равен 
( )

,
2

a b c
p

+ +=  а пло


щадь S согласно формуле Герона 
равна  

( )( )( ).S p p a p b p c= − − −  

Кроме того известна также фор

мула, выражающая  S через  радиус 
описанного вокруг него круга: 

.
4

abc
S

R
=  

Пользуясь ими, наше неравенст

во можно записать в виде 16 S2 ≤  
≤ 8pRS,  или, что равносильно, в ви


де 
2

2 ,
S

r R
p

= ≤  так как радиус r  впи


санного круга вычисляется с помо

щью известной формулы r = S/p.  
Тем самым задачи 2 и 4 в случае су

ществования треугольника со сторо

нами a, b, c сведены к задаче 5.  

Если же треугольника с указан

ными сторонами нет, то одно из этих 
чисел, например a, не меньше суммы 
двух других, т.е. b + c (в случае ра

венства a = b + c треугольник выро

ждается в отрезок), но тогда  

0, 0, 0,a b c a c b b c a+ − > + − > + − ≤  

значит  
( )( )( )( )a b c a b c a c b b c a+ + + − + − + − ≤

0 ( ) ,a b c abc≤ < + +  

и в этом случае тоже всё доказано.  

Остаётся доказать неравенство 
2r ≤  R. Для этого воспользуемся на

глядными рассуждениями из книги 
Л. Фейеша Тота «Расположения на 
плоскости, сфере и в пространстве», 
(М. Физматгиз, 1958). Впрочем, ав

тор книги указывает, что приведён

ное им доказательство известно в 
венгерском математическом фольк

лоре с 30
х годов.  

Рассмотрим вместо данного тре

угольника с описанной окружностью 
радиуса R и вписанной окружностью 
радиуса r его срединный треуголь

ник (т.е. треугольник, образованный 
его средними линиями). Так как он 
подобен данному треугольнику с ко

эффициентом 1/2 (это следует из 
свойств средних линий), то радиус 
окружности, описанной вокруг сре

динного треугольника равен R/2. 

 Но эта окружность пересекает 
все стороны данного треугольника 
или их касается (рис. 1), поэтому её 
радиус не меньше r – радиуса впи

санной в данный треугольник ок

ружности (и равен ему только в слу

чае, когда описанная вокруг средин

ного треугольника окружность каса

ется всех сторон данного треуголь

ника,  т.е. вписан в него, а это воз

можно только в случае, когда дан

ный треугольник правильный, т.е. 

).a b c= =    
 

 
Рис. 1 

 
Если это рассуждение не убеж


дает, его можно дополнить следую

щим. Уменьшив радиус построенной 
окружности радиусом R/2, получим 



окружность с тем же центром, ка

сающуюся хотя бы одной из сторон 
данного треугольника и пересекаю

щую остальные. Если она будет ка

саться только одной стороны, то пе

рекатывая её по этой стороне помес

тим её в положение, когда она будет 
касаться хотя бы двух сторон.  

Рассмотрим случай, когда она 
касается только двух сторон (если 
касается всех трёх, то она совпадает 
с окружностью радиуса r).  Тогда её 
центр, также как и центр окружно

сти радиуса r , лежит на биссектрисе 
угла между двумя этими сторонами, 
но третью сторону она пересекает. 
Тогда очевидно, что R/2 > r (так как 
при движении по указанной биссек

трисе расстояние от точки до сторон 
угла увеличивается). 

Приведённое доказательство, ис

пользующее геометрические сооб

ражения, поучительно, но можно ли 
чисто алгебраические доказательст

ва? Конечно, и далее будут рассмот

рены два разных, но похожих друг на 
друга доказательства.  Начнём с до

казательства неравенства задачи 2, 
имеющегося в упоминавшейся книге  
Здравко Цветковского. 

Достаточно рассмотреть случай, 
когда   

0, 0, 0a b c a c b b c a+ − > + − > + − >  
(противоположный случай прост и 
уже был рассмотрен выше).  Сделаем 
замену переменных 0,x a b c= + − >  

0,y a c b= + − >  0.z b c a= + − >  Она 
обратима, так как  

( )
,

2
0

x y
a >

+
=  

( )
,

2
0

x z
b >

+
=    

( )
,

2
0

y z
c >

+
=  

поэтому в новых переменных нера

венство задачи 2 превращается в 
равносильное ему неравенство, фак

тически совпадающее с неравенст

вом задачи 3: 

(x + y)(y + z)(x + z) ≥ 8xyz. 
Но это неравенство  (оно довольно 

известно и есть во многих задачни

ках, например в [1]) легко получается 
почленным перемножением нера

венств между средним арифметиче

ским и средним геометрическим: 

( )
,

2

x y
xy

+ ≥  
( )

,
2

x z
xz

+ ≥  

( )

2

y z
yz

+ ≥  

(это доказательство справедливо 
также и при условии x ≥  0, y ≥  0,  
z ≥  0, так как  

2( ) 2 ( ) 0).x y xy x y+ − = − ≥  

Для неравенства задачи 1 её ав

тор румынский математик Титу Ан

дрееску (работающий в США и тре

нирующий американскую команду, 
участвующую в международных 
олимпиадах) предложил следующее 
доказательство. 1 

Раскроем скобки в произведении 
1 1

1 1a b
b c

  − + − +  
  

 и воспользуемся 

условиями: abc = 1,  a > 0,  b > 0,  c > 0.  
Получим, что  

1 1
( 1 )( 1 )a b

b c
− + − + =  

1 1 1
1 1

a
ab b a

b c c bc
= − + − + − + − + =  

1
2 ,

a a
b

b c c
= − − + ≤  

так как 
1

2,b
b

+ ≤  согласно частному 

1 Оно приведено,  например,  в книге Джукича,  Янковича,  Матича,  Петровича 
«Коллекция задач,  предла*гаемых на международных математи*ческих олимпиадах 
с 1959 по 2004 г.»,  изданной издательством Шпрингер в 2006 году на английском языке. 



случаю приведённого выше нера

венства между средним арифмети

ческим и средним геометрическим 

при x = b, 
1

,y
b

=  причём равенство 

возможно лишь при b = 1. Аналогич

но получаем неравенства: 

1 1
1 1a c

b a
  − + − + =  
  

   

1
2 ,

c c
a

a b b
= − − + ≤   

которые обращаются в равенства 
при  a = 1,  c = 1 соответственно. 

В случае, когда 
1

1 0,a
b

− + >  
1

1 0,c
a

− + >   
1

1 0,b
c

− + >  

эти три неравенства можно почлен

но перемножить, а потом извлечь из 
обеих частей квадратный корень (в 
указанном случае при всех этих 
операциях неравенства сохраняют
 

ся), в результате чего получается 
неравенство задачи 1.  

 Рассмотрим оставшийся случай.  
В нём без ограничения общности 

можно считать, что 
1

1 0,a
b

 − + ≤ 
 

  

тогда 
1

1,a
b

 + ≤ 
 

 откуда имеем, что  

( )1 1
1 2 1 2 1,b b a b a ab

c b
 + = + ≤ + = +


>


  

1
1

1
,c

a a
+ > >   

значит  
1

1 0,a
b

− + ≤   
1

1 0,b
c

− + >  
1

1 0,c
a

− + >  

поэтому  
1 1 1

1 1 0 1.a b c
b c a

   − + − + − + ≤   
  

<


 

Значит, и в этом случае неравен

ство доказано.
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