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Ââåäåíèå.

Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Ïðåäñòàâëÿåìàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå àñèìïòîòè÷åñêèõ è ÷èñ-

ëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â åñòåñòâåííûõ ñðåäàõ.

Èíòåðåñ ê ïîäîáíûì çàäà÷àì ñâÿçàí, â ÷àñòíîñòè, ñ èíòåíñèâíûì ðàçâèòèåì

òåõíèêè àêòèâíîãî è ïàññèâíîãî äèñòàíöèîííîãî çîíäèðîâàíèÿ íåîäíîðîäíûõ

è ñëó÷àéíûõ ñðåä, ñðåäñòâ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè è ìàòåìàòèêè, ñîçäàâøèì

íåîáõîäèìûå ïðåäïîñûëêè äëÿ êà÷åñòâåííîãî ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ýêñïåðèìåí-

òàëüíûõ èçìåðåíèé è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ê ÷èñëó ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷,

âõîäÿùèõ â óêàçàííóþ êàòåãîðèþ, ñëåäóåò îòíåñòè, â ÷àñòíîñòè, ðàçëè÷íûå òåõ-

íèêè àòìîñôåðíîãî çîíäèðîâàíèÿ, â ò.÷. ëèäàðíîå çîíäèðîâàíèå àòìîñôåðû íà

ðàçëè÷íûõ âûñîòàõ, ïàññèâíûé ìîíèòîðèíã àòìîñôåðíîãî àýðîçîëÿ íàçåìíû-

ìè è êîñìè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè, ìîíèòîðèíã îçîíîðàçðóøàþùèõ è ïàðíèêîâûõ

ãàçîâ è äðóãèõ ìàëûõ ãàçîâûõ ñîñòàâëÿþùèõ â àýðîçîëüíîé àòìîñôåðå è äð.

Êðîìå òîãî, ñèñòåìû ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ëàçåðíûì èçëó÷åíèåì â àòìîñôå-

ðå è âîäå, ìîðñêèå è àâèàöèîííûå ëàçåðíûå ìàÿêè, ëàçåðíûå ãåîäåçè÷åñêèå

ïðèáîðû è äð. òàêæå ðàáîòàþò íà îñíîâå ïðåöèçèîííîãî èçìåðåíèÿ ïîëåé îï-

òè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ â ìóòíîé ñðåäå. Êàê ïðîåêòèðîâàíèå è èçãîòîâëåíèå, òàê

è ýêñïëóàòàöèÿ ïåðå÷èñëåííûõ òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ òðåáóåò ÷èñëåííîãî ìîäå-

ëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ â ñðåäå íà âûñîêîì óðîâíå òî÷íîñòè è

äîñòîâåðíîñòè.

Âñå ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, òðåáóåò ðàçðàáîòêè âûñîêîòî÷íûõ è âûñîêîýôôåê-

òèâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ è ìåòîäîâ, ðåàëèçóþùèõ ïîòåíöèàëüíî

âûñîêèå âîçìîæíîñòè ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè íà óðîâíå, ñîîò-

âåòñòâóþùåì äîñòèãíóòîìó ïðîãðåññó â òåõíèêå èçìåðåíèé.
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×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ â ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ

òàêæå íåîáõîäèìî â:

çàäà÷àõ ðàäèîëîêàöèè íåîäíîðîäíûõ ñðåä (ãëóáèííàÿ ðàäèîëîêàöèÿ íåáåñ-

íûõ òåë, ðàäèîçîíäèðîâàíèå íåîäíîðîäíîé ïëàçìû, ðàäèîëîêàöèÿ ãèäðîìåòåî-

ðîâ, ðàñòèòåëüíûõ ïîêðîâîâ è äð.)

íàòóðíûõ è ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ïî ðàñïðîñòðàíåíèþ ñâåòà â èñêóñ-

ñòâåííûõ âîçäóøíûõ è âîäíûõ ñóñïåíçèÿõ ìåëêîäèñïåðñíûõ ÷àñòèö, òóìàíàõ,

äûìàõ, áèîëîãè÷åñêèõ æèäêîñòÿõ è òêàíÿõ, ôîòîãðàôè÷åñêèõ ñëîÿõ, ëàêîêðà-

ñî÷íûõ ïîêðûòèÿõ, ìîëî÷íûõ ñòåêëàõ, áóìàãå è ïîäîáíûõ ìàòåðèàëàõ è äð.

Îáùèì äëÿ âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àåâ ÿâëÿåòñÿ ðàññåÿíèå ýëåêòðîìàãíèò-

íîãî èçëó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ äèàïàçîíîâ äëèí âîëí â ñëó÷àéíîé ñðåäå, ñîñòîÿùåé

èç áîëåå èëè ìåíåå ïëîòíî óïàêîâàííûõ ðàññåèâàòåëåé.

Òåîðèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí èç íàèáîëåå îáùèõ è

øèðîêèõ âàðèàíòîâ åäèíîãî ïîäõîäà ê îïèñàíèþ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ðàçíî-

ðîäíûõ ÿâëåíèé è ñèòóàöèé ðàññåÿíèÿ âîëí íà ñëó÷àéíûõ ñîâîêóïíîñòÿõ ðàñ-

ñåèâàþùèõ îáúåêòîâ, â ò.÷. âûøå ïåðå÷èñëåííûõ. Ôîðìàëüíûå êðèòåðèè ïðè-

ìåíèìîñòè ýòîé òåîðèè, ëåæàùèå â îñíîâå åå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî âûâîäà è

îáîñíîâàíèÿ, ïîçâîëÿþò íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíèòü åå â çíà÷èòåëüíîì ÷èñëå

ïåðå÷èñëåííûõ ñèòóàöèé.

Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî òåîðèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ìîæåò áûòü ïðèìå-

íåíà è ê äîñòàòî÷íî ïëîòíî óïàêîâàííûì ñðåäàì, ïðè óñëîâèè îòêàçà îò âû-

÷èñëåíèÿ âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå ïåðåíîñà ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñðåäû

íà îñíîâå èíäèâèäóàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ðàññåÿíèÿ îòäåëüíûìè ÷àñòèöàìè è

ïåðåõîäà ê ýôôåêòèâíûì ïàðàìåòðàì ðàññåÿíèÿ ñîâîêóïíîñòüþ êîððåëèðîâàí-

íûõ ìåæäó ñîáîé ÷àñòèö.

Â ñðåäàõ ñ íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëåíèåì êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ (òóð-

áóëåíòíîñòü) øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ àïïàðàò ôóíêöèé êîãåðåíòíîñòè ïîëÿ è óðàâ-

íåíèé ìàðêîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ. Êàê áûëî íåîäíîêðàòíî ïîêàçàíî ðàíåå [42],

óðàâíåíèå ìàðêîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè êîãåðåíòíîñòè âòîðîãî ïî-

ðÿäêà ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ìàëîóãëîâîì

ïðèáëèæåíèè.

Â çíà÷èòåëüíîì ÷èñëå ïåðå÷èñëåííûõ ñèòóàöèé ðàññåÿíèå èçëó÷åíèÿ â ñðå-

äå õàðàêòåðèçóåòñÿ âûñîêîé àíèçîòðîïèåé, ò.å ïðè íå ìàëûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ
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äëèíîé âîëíû ðàçìåðàõ ÷àñòèö ñðåäû èìååò ìåñòî ïðåèìóùåñòâåííîå ðàññåÿ-

íèå èçëó÷åíèÿ íà ìàëûå óãëû (ïî÷òè âïåðåä). Ðàññåÿíèå â äðóãèõ íàïðàâëå-

íèÿõ â òàêèõ ñðåäàõ íåâåëèêî. Êðîìå òîãî, èçâåñòíû ïðèìåðû ñðåä ñ ïðåèìó-

ùåñòâåííûì ðàññåÿíèåì â îòäåëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ íà íå ìàëûå óãëû (ðàäóãà,

ãàëî è äð.). Ýòî ïðèâîäèò ê õîðîøî èçâåñòíûì âû÷èñëèòåëüíûì òðóäíîñòÿì

ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â òàêèõ ñðåäàõ, ñâÿ-

çàííûì ñ íåîáõîäèìîñòüþ îäíîâðåìåííîãî ó÷åòà áîëüøèõ è ìàëûõ âåëè÷èí â

îäíîì óðàâíåíèè. Îáçîð áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ óêàçàí-

íîãî òèïà ìîæíî íàéòè â èçâåñòíîé ìîíîãðàôèè Æ. Ëåíîáëü [17]. Òàê, ðåøåíèå

êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäå ìå-

òîäàìè ìàòðè÷íîé àëãåáðû ñâîäèòñÿ ê ïëîõî îáóñëîâëåííûì ñèñòåìàì ëèíåé-

íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìåòîäîì ñòàòèñòè÷åñêîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ (Ìîíòå-Êàðëî) òðåáóåòñÿ îöåíêà ñòàòèñòèêè ìàëîâåðîÿòíûõ ñî-

áûòèé ñ áîëüøèì ñòàòèñòè÷åñêèì âåñîì, ÷òî ñèëüíî óâåëè÷èâàåò íåîáõîäèìûå

âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð â çàäà÷àõ ðàäèîëîêàöèè ñèëüíûõ ðàññåèâà-

òåëåé ñêâîçü àíèçîòðîïíî ðàññåèâàþùóþ ñðåäó, ðàññåÿíèåì íà íå ìàëûå óãëû â

ñðåäå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ê çàäà÷àì òàêîãî òèïà îòíîñèòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ðàäèî-

ëîêàöèÿ ïîâåðõíîñòè Çåìëè è íåáåñíûõ òåë ñêâîçü òóðáóëåíòíóþ àòìîñôåðó è

èîíîñôåðó. Ïîñêîëüêó îáðàòíîå ðàññåÿíèå â îáúåìå ñðåäû â äàííîì ñëó÷àå íå

ñóùåñòâåííî, óêàçàííûå âûøå òðóäíîñòè íå èìåþò ìåñòà â ýòîì êëàññå çàäà÷.

Ïðàêòè÷åñêè, îäíàêî, â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíû ñèñòåìû çîíäèðîâà-

íèÿ øèðîêîïîëîñíûìè è èìïóëüñíûìè ñèãíàëàìè ñî ñëîæíûìè êîíôèãóðàöèÿ-

ìè èñòî÷íèêîâ è ïðèåìíèêîâ. Àäåêâàòíîå êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå òàêèõ

ñèñòåì òðåáóåò ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ðàññåÿíèÿ â øèðîêîì ñïåêòðå ÷àñòîò äëÿ

ìíîãèõ âàðèàíòîâ ïîçèöèîíèðîâàíèÿ èñòî÷íèêà è ïðèåìíèêà ïî îòíîøåíèþ ê

ñðåäå, ÷òî ñâÿçàíî ñ áîëüøèì ðàñõîäîì âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ. Äàæå ïðè íà-

ëè÷èè ñîâðåìåííûõ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ ñóïåðêîìïüþòåðíûõ ñèñòåì, ñî-

çäàíèå ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà-

÷åé.

Ìíîãèå åñòåñòâåííûå ðàññåèâàþùèå ñðåäû (ïàäàþùèå äîæäåâûå êàïëè, ñíåã

è äðóãèå êðèñòàëëè÷åñêèå ÷àñòèöû ëüäà) îáëàäàþò àíèçîòðîïèåé, ïîñêîëüêó ñî-

ñòîÿò èç íåñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö, îáëàäàþùèõ ïðåèìóùåñòâåííîé îðèåíòàöèåé. Â
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ðàñïðîñòðàíåíèè èçëó÷åíèÿ â òàêèõ ñðåäàõ ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò ïîëÿðè-

çàöèîííûå ýôôåêòû. Ñî÷åòàíèå ýôôåêòîâ ðàññåÿíèÿ, çíà÷èòåëüíîé ïðîñòðàí-

ñòâåííîé íåîäíîðîäíîñòè âûïàäàþùèõ îñàäêîâ â àòìîñôåðå è ÷àñòè÷íî îòðà-

æàþùèõ ñâîéñòâ ïîâåðõíîñòè ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷

òåîðèè ïåðåíîñà ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ â òðåõìåðíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå,

îáëàäàþùåé äèõðîèçìîì. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè, èçâåñòíî ëèøü íåáîëüøîå

÷èñëî îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò ïî ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ

ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â òðåõìåðíî-íåîäíîðîäíûõ àíèçîòðîïíûõ ðàññåèâàþùèõ

ñðåäàõ.

Ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ

óïîìÿíóòûõ âûøå çàäà÷ ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé íå òîëüêî ñ òî÷êè çðåíèÿ

îïòèêè è ðàäèîôèçèêè, íî è ñ îáùåíàó÷íîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîñêîëüêó âñëåäñòâèå

óíèâåðñàëüíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, ðàçðàáîòàííûå â äèññåðòàöèè ïîä-

õîäû ïðèìåíèìû ê âîëíàì è ñðåäàì ðàçëè÷íîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû.

Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â:

ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ìàëîóãëîâîì

ïðèáëèæåíèè, îáåñïå÷èâàþùèõ ó÷åò äèñïåðñèè äëèí ïóòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ

ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ (ðàñïðåäåëåíèÿ äëèí ïðîáåãîâ èçëó÷åíèÿ â ñðåäå) ñ âû-

ñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè

ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó-

÷åíèÿ è çàäà÷, ñâîäÿùèõñÿ ê íèì, ñ ðàçäåëåíèåì ðåøåíèÿ íà îñîáåííóþ, ñèëüíî

àíèçîòðîïíóþ è ãëàäêóþ (ðåãóëÿðíóþ) ÷àñòü ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè

ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ øèðîêîïîëîñíîé ãëóáèííîé

ðàäèîëîêàöèè íåáåñíûõ òåë ñ ó÷åòîì ñëîèñòîé ñòðóêòóðû ïîâåðõíîñòíûõ îòëî-

æåíèé, ðåëüåôà ïîâåðõíîñòè è íåîäíîðîäíîñòåé èîíîñôåðû

ðàçðàáîòêå ìåòîäèê è ïðîâåäåíèè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëåé èçëó÷å-

íèÿ â òðåõìåðíî íåîäíîðîäíûõ ðàññåèâàþùèõ ñðåäàõ, îáëàäàþùèõ äèõðîèçìîì

ðàçðàáîòêå ìåòîäèê ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ îáðàòíûõ çàäà÷, ò.å. çàäà÷ èíòåð-

ïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ äèñòàíöèîííîãî çîíäèðîâàíèÿ, íà îñíîâå ìåòîäîâ òåîðèè

ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ðàññåèâàþùèõ ñðåäàõ

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Âïåðâûå ïîñòðîåíî ïðèáëèæåííîå ìàëîóãëîâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà

èçëó÷åíèÿ, ó÷èòûâàþùåå äèñïåðñèþ äëèí ïóòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàññåÿííîãî
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èçëó÷åíèÿ â ïðîèçâîëüíî âûñîêîì ïîðÿäêå òî÷íîñòè. Ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ äëÿ

íåñòàöèîíàðíîãî è âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ.

Íà îñíîâå ïîñòðîåííîãî ìàëîóãëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ñðåäå ñ ñèëüíî àíèçîòðîïíûì ðàññåÿíèåì

ñ âûäåëåíûìè îñîáåííûìè è íåðåãóëÿðíûìè êîìïîíåíòàìè ðåøåíèÿ.

Âïåðâûå äàíà êîëè÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ ýôôåêòà ãàëî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ óç-

êîãî ïó÷êà â ñðåäå ñ ñèëüíî âûòÿíóòîé âïåðåä èíäèêàòðèñîé ðàññåÿíèÿ. Âïåð-

âûå óêàçàí êîëè÷åñòâåííûé êðèòåðèé ïðîÿâëåíèÿ ýôôåêòà â ñðåäå ñ èçâåñòíû-

ìè ïàðàìåòðàìè..

Âïåðâûå èññëåäîâàíî ðàñïðîñòðàíåíèå óçêîãî ïó÷êà èçëó÷åíèÿ â ðàññåèâà-

þùåé ñðåäå ñ ðåôðàêöèåé.

Âïåðâûå èññëåäîâàí ýôôåêò êîãåðåíòíîãî óñèëåíèÿ îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ â

ðàññåèâàþùåé ñðåäå ñ ãðàäèåíòîì êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ.

Âïåðâûå ïðîâåäåíû êîìïüþòåðíûå ðàñ÷åòû ãëóáèííîé ðàäèîëîêàöèè ñêâîçü

ðåëüåôíóþ ïîâåðõíîñòü íåáåñíîãî òåëà è íåîäíîðîäíóþ èîíîñôåðó ñ êîððåêò-

íûì ìîäåëèðîâàíèåì àïåðòóðíîãî ñèíòåçà.

Íàó÷íàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçðàáîòêå è ðàçâèòèè ýôôåêòèâíûõ àñèìïòîòè÷å-

ñêèõ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îïòèêè è ðàäèîôèçèêè íåîäíîðîäíûõ è ñëó÷àéíûõ

ñðåä, êîòîðûå, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëèëè:

óòî÷íèòü ïðàêòè÷åñêèå ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ

â óñëîâèÿõ ñèëüíî àíèçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèÿ â ñðåäå

îáîáùèòü ðÿä ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ íà ñðåäû ñ ðåãóëÿð-

íûìè ãðàäèåíòàìè êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ

ñîçäàòü è ðåàëèçîâàòü ìåòîäèêè ïðàêòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà øèðîêîïîëîñíûõ

ñèãíàëîâ ïðè íåîäíîêðàòíîì ïðîõîæäåíèè âîëíû ñêâîçü ñëó÷àéíî íåîäíîðîä-

íóþ ñðåäó ñ ïðèìåíåíèåì ñëîæíûõ ïðîöåäóð îáðàáîòêè ñèãíàëîâ (ñîãëàñîâàí-

íàÿ ôèëüòðàöèÿ, ñèíòåç àïåðòóðû).

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îïðåäåëÿåòñÿ èõ âå-

ðèôèêàöèåé ïðè ðàçíîîáðàçíîì òåñòèðîâàíèè, âêëþ÷àþùèì ñðàâíåíèå ñ òî÷-

íûìè ðåøåíèÿìè (ïðè èõ íàëè÷èè), ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòîâ

è ðàñ÷åòîâ ïðî äðóãèì ìîäåëÿì, ÷åòêèì ôèçè÷åñêèì ñìûñëîì ïîëó÷åííûõ ðå-
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çóëüòàòîâ è ñîãëàñîâàííîñòüþ èõ ñ ñîâðåìåííûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè î ïðåäìåòå

èññëåäîâàíèÿ.

Ðåàëèçàöèÿ è âíåäðåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû.

Ðàáîòà âûïîëíÿëàñü â ðàìêàõ íàó÷íûõ ïëàíîâ ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñ-

êîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, Èíñòèòóòà ðàäèîòåõíèêè è ýëåêòðî-

íèêè èì. Â.À.Êîòåëüíèêîâà ÐÀÍ, ïðîåêòîâ Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-

íûõ èññëåäîâàíèé, äîãîâîðà î ñîòðóäíè÷åñòâå ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ

ñ Èíñòèòóòîì àýðîíîìèè Ìàêñà Ïëàíêà (Ãåðìàíèÿ), òåìàòè÷åñêèõ ïðîãðàìì

Ìåæäóíàðîäíîãî èíñòèòóòà êîñìè÷åñêîé íàóêè (Áåðí, Øâåéöàðèÿ), íàó÷íî-

èññëåäîâàòåëüñêèõ ïðîãðàìì Íåìåöêîãî àýðîêîñìè÷åñêîãî èíñòèòóòà (DLR) è

Åâðîïåéñêîãî êîñìè÷åñêîãî àãåíòñòâà (ESA). ×àñòü ðàáîòû âûïîëíåíà ïðè ïîä-

äåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ 13-02-12065 îôè-ì "Ôóíäàìåíòàëüíûå çàäà÷è ìèêðîâîë-

íîâîãî äèñòàíöèîííîãî çîíäèðîâàíèÿ Çåìëè èç êîñìîñà".

Íàó÷íûå ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèè è ðàçðàáîòàííûå íà èõ îñíîâå ìåòîäèêè,

àëãîðèòìû è ïðîãðàììû èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ñîâìåñòíûõ èññëåäîâàíèé â ñëå-

äóþùèõ îðãàíèçàöèÿõ: Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ÈÐÝ ÐÀÍ,

MPAe, Universita La Sapienza (Rome).

Ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ.

Â ñïèñîê ïîëîæåíèé, âûíîñèìûõ íà çàùèòó, âêëþ÷åíû ðåçóëüòàòû è âûâî-

äû, â êîòîðûõ âêëàä ñîèñêàòåëÿ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé îïóáëèêîâàíû â íàó÷íûõ æóðíàëàõ è

ïðåäñòàâëåíû íà êîíôåðåíöèÿõ, â ò.÷. Ìåæäóíàðîäíûõ Áàéêàëüñêèõ Êîíôå-

ðåíöèÿõ Ìîëîäûõ Ó÷åíûõ (ÁØÔÔ) (Èðêóòñê, 2002 - 2007), Ìåæäóíàðîäíûõ

Ìèêðîñèìïîçèìóìàõ ïî Ñðàâíèòåëüíîé Ïëàíåòîëîãèè (Ìîñêâà, ÃåîÕè, 2003-

2007), Ãåíåðàëüíîé Àññàìáëåå Åâðîïåéñêîãî ñîþçà Íàóê î Çåìëå (Austria, Wien,

2007), Ëîìîíîñîâñêèõ ÷òåíèÿõ (Ìîñêâà, ÌÃÓ,2004, 2005), íàó÷íîé êîíôåðåíöèè

"Ñâåðõøèðîêîïîëîñíûå ñèãíàëû â ðàäèîëîêàöèè, ñâÿçè è àêóñòèêå"(Ìóðîì, 1-3

èþëÿ 2003 ã.), Âñåðîññèéñêèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ "Ïðîåêòèðîâàíèå èíæå-

íåðíûõ è íàó÷íûõ ïðèëîæåíèé â ñðåäå MatLab"(Ñ.-Ïåòåðáóðã, 2007, Àñòðàõàíü,

ìàé 2009), åæåãîäíûõ ñåìèíàðàõ "Ôèçèêà àâðîðàëüíûõ ÿâëåíèé"(Àïàòèòû, 2008,

2009), General Assembly of the International Union of Radio Science (Chicago,

Illinois, USA August 7-16, 2008), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî àâèàöèîí-
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íîé è ñïóòíèêîâîé ìåòåîðîëîãèè ïàìÿòè ïðîôåññîðà Ñ.Â. Ñîëîíèíà (Ñàíêò-

Ïåòåðáóðã, Ðîññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ãèäðîìåòåîðîëîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,

7-10 îêòÿáðÿ 2008), XXIII Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ "Ðàñïðîñòðà-

íåíèå ðàäèîâîëí 23-26 ìàÿ 2011 ãîäà (îê. 150 ó÷àñòíèêîâ) Ìåæäóíàðîäíûõ

Ñèìïîçèóìàõ ïî Àòìîñôåðíîé Ðàäèàöèè è Äèíàìèêå "ÌÑÀÐ(Ä)"(2004, 2006,

2009, 2011, ÑïáÃÓ, Ñ.Ïåòåðáóðã-Ïåòðîäâîðåö) XVII Ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçè-

óìå "Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà. Ôèçèêà àòìîñôåðû"( 28 èþíÿ - 1 èþëÿ 2011

ãîäà, ÈÀÎ ÑÎ ÐÀÍ, ã. Òîìñê), Ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ "Ñîâðåìåííûå

ïðîáëåìû îïòèêè åñòåñòâåííûõ âîä"(2009,2011, Ñ.-Ïåòåðáóðã), Âñåðîññèéñêèõ

êîíôåðåíöèÿõ ïî ðàñïðîñòðàíåíèþ ðàäèîâîëí (2002, 2005, 2011), Ìåæäóíà-

ðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ "Ïîëÿðèçàöèîííàÿ îïòèêà"(Ìîñêâà, ÌÝÈ, 2008, 2010),

Ìåæäóíàðîäíûõ Êðûìñêèõ êîíôåðåíöèÿõ "ÑÂ× Òåõíèêà è êîììóíèêàöèîí-

íûå òåõíîëîãèè"(2003, 2008, 2010, 2011,2012, Ñåâàñòîïîëü, Êðûì, Óêðàèíà),

Âñåðîññèéñêèõ îòêðûòûõ êîíôåðåíöèÿõ "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû äèñòàíöèîí-

íîãî çîíäèðîâàíèÿ Çåìëè èç êîñìîñà"(Ìîñêâà, ÈÊÈ ÐÀÍ, 2011,2012), Òðåòüåì

ìîñêîâñêîì ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå ïî èññëåäîâàíèÿì Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû

(3MS3) (Ìîñêâà, ÈÊÈ ÐÀÍ, 2013), åæåãîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ "Ôèçèêà ïëàçìû

â Ñîëíå÷íîé ñèñòåìå"(Ìîñêâà, ÈÊÈ ÐÀÍ, 2012, 2013), êîíôåðåíöèÿõ "Òåõíè-

÷åñêîå çðåíèå â ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ"(Ìîñêâà, ÈÊÈ ÐÀÍ, 2011-2013), Âòîðûõ

Àðìàíäîâñêèõ ÷òåíèÿõ (Ìóðîì, 2012), International Radiation Symposium 2012

(Áåðëèí) è äð.

Çàùèùàåìûå ïîëîæåíèÿ.

1. Ïðåäëîæåííûé è ðàçâèòûé íîâûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ

ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ñðåäàõ ñ ñèëüíî âûòÿíóòûìè èíäèêàòðèñàìè ðàññåÿíèÿ

ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû óãëîâûõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ ðàñïðåäåëåíèé èí-

òåíñèâíîñòè è ïîëÿðèçàöèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ â ðàññåèâàþùèõ ñðå-

äàõ ñ ñèëüíî âûòÿíóòûìè âïåðåä èíäèêàòðèñàìè ðàññåÿíèÿ.

Ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ïðîâåäåí ðàñ÷åò èíòåíñèâíîñòè êîãåðåíò-

íîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ â ìóòíîé ñðåäå íà ïåðèôåðèè ïèêà îáðàòíîãî ðàññå-

ÿíèÿ.

2. Ýôôåêò ãàëî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ñâåòîâîãî ïó÷êà ïðîÿâëÿåòñÿ â ñðåäàõ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ ñôîðìóëèðîâàííîìó â ðàáîòå êðèòåðèþ äëÿ ïàðàìåòðîâ ðàñ-

ñåÿíèÿ ñâåòà â ñðåäå.
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3. Ðàçâèòûå ìåòîäèêè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàäèîëîêàöèè ñ ñèíòåçè-

ðîâàííîé àïåðòóðîé äëÿ ïðåäâàðèòåëüíîé îöåíêè è ïðîãíîçà ðåçóëüòàòîâ è èí-

òåðïðåòàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ çîíäèðîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü

îöåíêè è ïðîãíîç ðåçóëüòàòîâ ãëóáèííîé ðàäèîëîêàöèè âíóòðåííåãî ñòðîåíèÿ

íåáåñíûõ òåë, à òàêæå èíòåðïðåòàöèþ ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé.

Ïîãëîùåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ìàðñèàíñêèõ ïîëÿðíûõ îòëîæåíèÿõ

ñîãëàñíî ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àåòñÿ îò ïîãëîùåíèÿ

ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ÷èñòîì ëüäó, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î âûñîêîé ñòåïåíè

÷èñòîòû ìàðñèàíñêîãî ëüäà.

4. Ïðîñòðàíñòâåííûå è óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè è ïîëÿðèçà-

öèè òåïëîâîãî ðàäèîèçëó÷åíèÿ äîæäåâûõ îñàäêîâ â ìèëëèìåòðîâîì äèàïàçîíå

âîëí ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ÿ÷åèñòîé ñòðóêòóðîé äîæäåâûõ ïî-

ëåé. Ïîëÿðèçàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè òåïëîâîãî ðàäèîèçëó÷åíèÿ çåìíîé ïî-

âåðõíîñòè â ðàçëè÷íûõ äèàïàçîíàõ ìèëëèìåòðîâûõ âîëí ïîçâîëÿþò èäåíòèôè-

öèðîâàòü äîæäåâûå îñàäêè.
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Ãëàâà 1

Îáçîð ëèòåðàòóðû

Çíà÷èòåëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé èíòåðåñ ê ðàñïðîñòðàíåíèþ âîëí â ñðåäàõ ñ

êðóïíîìàñøòàáíûìè (ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíû) íåîäíîðîäíîñòÿìè îáó-

ñëîâëåí áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ïðèëîæåíèé. Ìíîãèå ïðè-

ðîäíûå ñðåäû, â ÷àñòíîñòè òóðáóëåíòíàÿ àòìîñôåðà, õàðàêòåðèçóþòñÿ ôðàê-

òàëüíîé ñòðóêòóðîé èëè êàêèìè-ëèáî èíûìè çàêîíàìè èåðàðõè÷åñêîãî ïîäîáèÿ

ìàñøòàáîâ, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè êðóïíîìàñøòàáíûå ñòðóêòóðû ÿâëÿþòñÿ

ïðåîáëàäàþùèìè (â ïðåäåëàõ, îãðàíè÷åííûõ âíóòðåííèì è âíåøíèì ìàñøòà-

áàìè).

Ðàññåÿíèå âîëí òàêèìè íåîäíîðîäíîñòÿìè ïðîèñõîäèò ïðåèìóùåñòâåííî íà

ìàëûå óãëû, ò.å. õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷èòåëüíîé àíèçîòðîïèåé. Ñîçäàíû è èñ-

ïîëüçóþòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ, ñïåöèàëüíî ïðåäíà-

çíà÷åííûõ äëÿ àíàëèçà ðàññåÿíèÿ âîëí â ñðåäàõ è íà îáúåêòàõ òàêîãî òèïà.

Ñþäà îòíîñÿòñÿ òàêèå ìåòîäû, êàê ìåòîä ïëàâíûõ âîçìóùåíèé (Ðûòîâà), ìåòîä

ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (Ëåîíòîâè÷à), ìàðêîâñêîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ôóíê-

öèé êîãåðåíòíîñòè ïîëÿ, ðàçëè÷íûå ôîðìû ìàëîóãëîâûõ ïðèáëèæåíèé òåîðèè

ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, ìåòîä ôàçîâûõ ýêðàíîâ è ò.ï. Âñå ýòè ìåòîäû õàðàêòåðèçó-

þòñÿ îòíîñèòåëüíî âûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòüþ è ïðîñòîòîé ïî

ñðàâíåíèþ ñ îáùèìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ

ïîëíûì ó÷åòîì ðàññåÿíèé âî âñåé ñôåðå íàïðàâëåíèé.

Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ó÷åòà íåìàëîóãëîâîãî ðàññåÿíèÿ â ñðåäàõ óêàçàííî-

ãî òèïà âîçíèêàþò çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè âû÷èñëèòåëüíîãî õàðàêòåðà. Äëÿ

êîððåêòíîãî îïèñàíèÿ ñèëüíî àíèçîòðîïíûõ óãëîâûõ ðàñïðåäåëåíèé òðåáóåòñÿ

ó÷åò áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèÿõ â ðÿäû èñêîìûõ ðåøåíèé è
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äðóãèõ ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ, ïîäëåæàùèå ðåøåíèþ (èíäèêàòðèñà

ðàññåÿíèÿ â óðàâíåíèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, íåïðèâîäèìûå âåðøèííûå ôóíêöèè

â óðàâíåíèè Áåòå-Ñîëïèòåðà è ò.ä.)

Ïðè ýòîì, äåòàëüíûé ðàñ÷åò ñèëüíî àíèçîòðîïíûõ ðàñïðåäåëåíèé èíòåí-

ñèâíîñòè ñâÿçàí ñ ñîâìåñòíûì ó÷åòîì áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ìàëûõ è áîëüøèõ

âåëè÷èí. Ýòî ïðèâîäèò ê áîëüøèì ïëîõî îáóñëîâëåííûì ñèñòåìàì óðàâíåíèé,

äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ òðåáóþòñÿ çíà÷èòåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû è ñïå-

öèàëüíûå ìåðû ïî ðåãóëÿðèçàöèè ðåøåíèÿ. Â ñëó÷àå ìåòîäà ñòàòèñòè÷åñêèõ èñ-

ïûòàíèé (Ìîíòå-Êàðëî), çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îöåíêå âåðîÿòíîñòè ìàëîâåðîÿòíûõ

ñîáûòèé, äëÿ êîòîðîé òðåáóåòñÿ çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé.

Âñå ýòî îáóñëàâëèâàåò íåîáõîäèìîñòü ðàçâèòèÿ ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ

ïîäîáíûõ çàäà÷, îáåñïå÷èâàþùèõ òðåáóåìóþ ðåãóëÿðèçàöèþ è ðàöèîíàëüíîå

èñïîëüçîâàíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ.

Ñ ðàçâèòèåì òåõíèêè èçëó÷åíèÿ è ðåãèñòðàöèè âîëí â îïòè÷åñêîì è ðà-

äèîäèàïàçîíàõ â òåõíèêå äèñòàíöèîííîãî çîíäèðîâàíèÿ ïðèðîäíîé ñðåäû âñå

áîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå è ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ïîëó÷àþò èìïóëüñíûå

è ñëîæíûå ñèãíàëû, ñëîæíûå êîíôèãóðàöèè èñòî÷íèêîâ è ïðèåìíèêîâ ïîëÿ,

ïðîöåäóðû îáðàáîòêè ñèãíàëîâ è ò.ä. Âñå ýòî ìíîãîêðàòíî óâåëè÷èâàåò âû÷èñ-

ëèòåëüíûå çàòðàòû, íåîáõîäèìûå äëÿ àäåêâàòíîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ñèòóàöèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåíäåíöèÿ ïîñòî-

ÿííîãî ðàñøèðåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ, äîñòóïíûõ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ,

îòêðûâàåò íîâûå âîçìîæíîñòè èññëåäîâàíèÿ, íåäîñòóïíûå â ïðîøëîì. Â ðà-

íåå ïðîäåëàííûõ ðàñ÷åòàõ, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ îïóáëèêîâàíû â ëèòåðàòóðå,

êàê ïðàâèëî, ïðèíèìàëèñü çíà÷èòåëüíûå óïðîùàþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ, îïðå-

äåëÿþùèå òî÷íîñòü è ïðèìåíèìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, è ïðèìåíÿëèñü

îãðàíè÷åííûå ïî ìîùíîñòè âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, íà òå-

êóùèé ìîìåíò âåñüìà àêòóàëüíî ðàçâèòèå ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà íîâîì óðîâíå òî÷íîñòè è äîñòîâåðíîñòè.

Òåîðèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà øèðîêîé è îáùåé òåîðèåé, ïðåäî-

ñòàâëÿþùåé ìîùíûé âû÷èñëèòåëüíûé àïïàðàò äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêîãî êðóãà

çàäà÷ ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèÿ â ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ. Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿ-

åòñÿ äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, è
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ñâîäÿùèõñÿ ê íèì, ïðèìåíèòåëüíî ê ïðîáëåìàì äèñòàíöèîííîãî çîíäèðîâàíèÿ

ñðåä ñ ñèëüíî àíèçîòðîïíûì ðàññåÿíèåì.

1.1 Ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ â ñðåäàõ ñ ñèëüíî àíèçî-
òðîïíûì ðàññåÿíèåì.

Ñâåòîâîé ëó÷ â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì îáúåêòîì òåîðèè ïåðå-

íîñà èçëó÷åíèÿ, âïåðâûå ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñôîðìóëèðîâàííîé Õâîëüñîíîì

[1] íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèé ëó÷åâîé (ãåîìåòðè÷åñêîé) îïòèêè. Ïîñëåäóþùèå

ïîïûòêè ñòðîãîãî âûâîäà òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ èç îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ

êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè [2, 3] ôàêòè÷åñêè ïðèâåëè ê ïîäòâåðæäåíèþ

ýòîãî ïîëîæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòàðíûì èíôèíèòåçèìàëüíûì ðåøåíè-

åì óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (ÓÏÈ) ÿâëÿåòñÿ ëó÷, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé

ñèíãóëÿðíóþ (îñîáåííóþ) ôóíêöèþ ïðîñòðàíñòâåííûõ è óãëîâûõ ïåðåìåííûõ.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííûå è óãëîâûå îñîáåííîñòè ñîõðàíÿþòñÿ â ðåøå-

íèè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, åñëè îíè ïðèñóòñòâóþò â íà÷àëüíîé êîí-

ôèãóðàöèè èñòî÷íèêîâ ñâåòà, ïîðîæäàþùèõ ñâåòîâîå ïîëå â ìóòíîé ñðåäå. Â

÷èñëåííîì ðåøåíèè ýòè îñîáåííîñòè äîëæíû áûòü àïîäèçèðîâàíû è ïðåäñòàâ-

ëåíû íà ñãóùåííîé ñåòêå óçëîâ [4] ëèáî çàïèñàíû îòäåëüíî â âèäå ôóíêöèé,

íåñóùèõ õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ [5].

Äëÿ ðÿäà ïðèðîäíûõ è àíòðîïîãåííûõ ðàññåèâàþùèõ ñðåä âî ìíîãèõ ïðàê-

òè÷åñêè âàæíûõ äèàïàçîíàõ ñïåêòðà ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí òèïè÷íû ñèëüíî

âûòÿíóòûå (àíèçîòðîïíûå) èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå âûñîêèì

(áëèçêèì ê åäèíèöå) çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà àñèììåòðèè ðàññåÿíèÿ.

Ê ýòèì ñðåäàì îòíîñÿòñÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ðàçðåæåííûå ñðåäû êðóïíûõ

÷àñòèö, íå ìàëûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíû. Ïðè áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ

ìåæäó ÷àñòèöàìè, óäîâëåòâîðÿþùèõ èñõîäíûì ïîëîæåíèÿì ôåíîìåíîëîãè÷å-

ñêîé òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, ïàðàìåòðû ïîãëîùåíèÿ è ðàññåÿíèÿ ìàëîãî

îáúåìà ñðåäû òîæäåñòâåííû ñðåäíèì èíäèâèäóàëüíûì ïàðàìåòðàì îäíîé ÷à-

ñòèöû. Ñðåäàìè òàêîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ àòìîñôåðíûå àýðîçîëè è òóìàíû [8],

èñêóññòâåííûå ëàáîðàòîðíûå òóìàíû [9] è æèäêèå ñóñïåíçèè [10], ìîðñêàÿ âîäà

[6], äûìû, ãèäðîìåòåîðû è ò.ä.
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Ñèëüíàÿ âûòÿíóòîñòü èíäèêàòðèñ ðàññåÿíèÿ õàðàêòåðíà òàêæå äëÿ ïëîòíî-

óïàêîâàííûõ ñðåä, ñîñòîÿùèõ èç êðóïíûõ ÷àñòèö. Ê íèì îòíîñÿòñÿ áèîëîãè÷å-

ñêèå æèäêîñòè è òêàíè [7], ëåäÿíûå è ñíåæíûå ïîêðîâû, ïëàíåòíûå ðåãîëèòû

è ò.ä. Â ñëó÷àå ïëîòíîé óïàêîâêè ÷àñòèö ïàðàìåòðû ðàññåÿíèÿ ñðåäû íå òîæ-

äåñòâåííû ïàðàìåòðàì ðàññåÿíèÿ îòäåëüíîé ÷àñòèöû, à ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

íåêîòîðûå ýôôåêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè àíñàìáëÿ ÷àñòèö. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ýôôåêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê ïëîòíîóïàêîâàííûõ ñðåä ñóùåñòâóþò ñïåöèàëü-

íûå ïðèåìû è ìåòîäû, âûõîäÿùèå çà ïðåäåëû öåëåé è çàäà÷ äàííîé ðàáîòû.

Êðîìå òîãî, ïðåèìóùåñòâåííî ìàëîóãëîâîå ðàññåÿíèå îïòè÷åñêèõ è ðàäèîâîëí

òèïè÷íî äëÿ ñïëîøíûõ ñðåä ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì ôëóêòóàöèé (êîìïëåêñ-

íîãî) ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ, â ò.÷. òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðû è íåîäíîðîäíîé

ïëàçìû. Â ýòîì ñëó÷àå èñõîäíûå ïðåäïîñûëêè ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïå-

ðåíîñà îêàçûâàþòñÿ ïîëíîñòüþ íàðóøåííûìè. Îäíàêî, â ýòèõ ñðåäàõ ðàáîòà-

åò òåîðèÿ ôóíêöèé êîãåðåíòíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ â ìàðêîâñêîì ïðèáëèæåíèè

[275], ýêâèâàëåíòíàÿ ìàëîóãëîâîìó ïðèáëèæåíèþ òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ.

Ñîñðåäîòî÷åííûå è êîëëèìèðîâàííûå èñòî÷íèêè ïîðîæäàþò â òàêèõ ñðå-

äàõ ñèëüíî àíèçîòðîïíûå ïîëÿ ÿðêîñòè, òðóäíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ êîòîðûõ õîðîøî èçâåñòíû [17]. Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òàêèõ

ïîëåé èñïîëüçóþòñÿ ñïåöèàëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû, â òîì ÷èñëå, ïåðå-

íîðìèðîâêà êîýôôèöèåíòîâ ðàññåÿíèÿ [18, 11], ðàçëè÷íûå ïðèåìû ðàçäåëåíèÿ

èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ íà íåñêîëüêî ñîñòàâëÿþùèõ [12] ìåòîä êâàçèäèôôóçèè

[13] è ò.ä. Ñðåäè íèõ, áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðåäëîæåííûõ ðåøåíèé ìîãóò áûòü

ñâåäåíû â åäèíûé îáùèé ïîäõîä, çàêëþ÷àþùèéñÿ â âûäåëåíèè èç îáùåãî ðå-

øåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (ÓÏÈ) îñîáåííûõ è ñèëüíîàíèçîòðîïíûõ

÷àñòåé, êîòîðûå ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿþòñÿ êàêèì-ëèáî ïðèáëèæåííûì ìåòî-

äîì. Ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è ìîæåò áûòü çàòåì íàéäåíî â âèäå

L = La + LD , (1.1)

ãäå La � âûäåëåííàÿ àíèçîòðîïíàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ. Îñòàëüíàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ

(äèôôóçíàÿ êîìïîíåíòà LD) îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ãëàäêîé, ÷åì ïîë-

íîå ðåøåíèå L, è åå íàõîæäåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãîðàçäî áîëåå ïðîñòóþ

çàäà÷ó. Êðîìå òîãî, ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè ïåðåíîðìèðîâêè êî-
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ýôôèöèåíòîâ äàííûé ïîäõîä ñâîáîäåí îò èñêàæåíèé èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ è

âîçíèêàþùåé âñëåäñòâèå ýòîãî ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè.

Â ïðîñòåéøåé êëàññè÷åñêîé çàäà÷å îá îäíîðîäíîì ïëîñêîì ñëîå ìóòíîé

ñðåäû, îñâåùåííîì îäíîðîäíûì ïîòîêîì ïàðàëëåëüíûõ êîëëèìèðîâàííûõ ëó-

÷åé ïëîñêîãî ìîíîíàïðàâëåííîãî (ÏÌ) èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ, îñîáåííîé ÷àñòüþ

ñâåòîâîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ íåðàññåÿííàÿ (îñëàáëåííàÿ) ÷àñòü ïàäàþùåãî ïîòîêà.

×àíäðàñåêàð [14] âûäåëèë ýòó ÷àñòü èçëó÷åíèÿ â âèäå îòäåëüíîãî ñëàãàåìîãî â

ðåøåíèè ÓÏÈ, è ïðåäëîæèë ñïîñîá íàõîæäåíèÿ îñòàëüíîé ÷àñòè ðåøåíèÿ ìå-

òîäîì äèñêðåòíûõ îðäèíàò íà îñíîâå êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë Ãàóññà. Ðîìàíîâà

[15] è Èðâèí [16] âìåñòå ñ íåðàññåÿííûì ïîòîêîì èçëó÷åíèÿ âûäåëèëè â îòäåëü-

íîå ñëàãàåìîå â ðåøåíèè òàêæå ÷àñòü èçëó÷åíèÿ, ðàññåÿííîãî íà ìàëûå óãëû,

íà îñíîâå ìàëîóãëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ (ÌÓÏ), ñôîðìóëèðîâàííîãî Ãàóäñìèòîì

è Ñàóíäåðñîíîì [19]. Ïðåäëàãàëèñü òàêæå è äðóãèå âàðèàíòû àíàëèòè÷åñêèõ

âûðàæåíèé äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ÷àñòåé ñâåòîâîãî ïîëÿ, â ÷àñòíîñòè, îäíîêðàòíî

ðàññåÿííîå èçëó÷åíèå [20], ðàññåÿííîå âïåðåä èçëó÷åíèå â ïðèáëèæåíèè Êèðõ-

ãîôà íà ñôåðàõ ýêâèâàëåíòíîãî ðàäèóñà [21], è ò.ä.

1.2 Ìàëîóãëîâûå ïðèáëèæåíèÿ òåîðèè ïåðåíîñà
èçëó÷åíèÿ.

Ïîñêîëüêó óêàçàííûå ïðèåìû âûäåëåíèÿ îñîáåííîñòåé ñâåòîâîãî ïîëÿ òåñíî

ñâÿçàíû ñ ðåøåíèÿìè ÓÏÈ â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè, êðàòêî îñòàíîâèìñÿ

íà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòàõ â ýòîé îáëàñòè. Ìàëîóãëîâîå ïðèáëèæåíèå â òåîðèè

ðàññåÿíèÿ áûëî âïåðâûå ïðèìåíåíî Âåíöåëåì â ðàáîòå [22], â êîòîðîé òðàåê-

òîðèè ìíîãîêðàòíî ðàññåÿííûõ íà ìàëûå óãëû ÷àñòèö ïðèáëèæåííî çàìåíåíû

ïðÿìûìè è òåì ñàìûì ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå. Áîòå [23] ïðèìåíèë

íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èíòåãðàëüíîãî ñëàãàåìîãî ÓÏÈ è ïîêàçàë, ÷òî óã-

ëîâîå ðàñïðå-äåëåíèå ÿðêîñòè ïðèáëèæåííî ìîæíî ñ÷èòàòü ãàóññîâûì. Ãàóä-

ñìèò è Ñàóíäåðñîí [19] èñïîëüçîâàëè ðàçëîæåíèå óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿð-

êîñòè ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì è ïîëó÷èëè õîðîøî èçâåñòíîå ðåøåíèå ÓÏÈ

â çàìêíóòîé àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå, ìíîãîêðàòíî èñïîëüçîâàííîå ðàçëè÷íûìè

èññëåäîâàòåëÿìè â äàëüíåéøåì. Êîìïàíååö [24] è äðóãèå àâòîðû ëîêàëüíî àï-

ïðîêñèìèðîâàëè ñôåðó íàïðàâëåíèé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ è ïîëó÷èëè ðå-

17



øåíèå â ôîðìå ìíîãîìåðíîé ñâåðòêè â ýòîé ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ÿâèëàñü íîâîé

íåçàâèñèìîé ôîðìîé ìàëîóãëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Âñå ïåðå÷èñëåííûå ôîðìû ÌÓÏ íå ó÷èòûâàþò äèñïåðñèè äëèí ïóòåé ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ â ñèëó ãðóáîñòè äîïóùåíèÿ µ = 1. Âñå ïîïûòêè ó÷åòà äèñïåðñèè

ïóòåì óòî÷íåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ êîñèíóñà ñëåäóþùèì ÷ëåíîì òåéëîðîâñêîãî ðÿ-

äà µ = cos θ ≈ 1 − θ2/2, ñäåëàííûå ðÿäîì èññëåäîâàòåëåé (ñì. îáçîðû [25, 26]

è öèòèðîâàííóþ òàì ëèòåðàòóðó), íåèçìåííî ïðèâîäèëè ê ïðåîáðàçîâàíèþ èí-

òåãðàëüíîãî ñëàãàåìîãî ÓÏÈ ïî Áîòå è â êîíå÷íîì èòîãå ê äèôôóçèîííîìó

ïðèáëèæåíèþ [2]. Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðóáûì è ñâîäèòñÿ ê ãàóññîâ-

ñêîìó âûðàæåíèþ äëÿ óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿðêîñòè.

Äëÿ ñëó÷àÿ ñèëüíîãî ïîãëîùåíèÿ ðàçðàáîòàíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñ ó÷å-

òîì äèñïåðñèè [27, 28] (la << ltr), ãäå la è ltr � äëèíà ïîãëîùåíèÿ ôîòîíîâ è

òðàíñïîðòíàÿ äëèíà óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ. Äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî ÓÏÈ ïðåäëî-

æåíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå [29] Îäíàêî, ýòî ðåøåíèå ÓÏÈ, êîòîðîå ó÷èòû-

âàåò ôëóêòóàöèè äëèí ïóòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôîòîíîâ, ìîæåò áûòü ïîëó÷å-

íî ëèøü â äèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì â èíòåãðàëå

óïðóãèõ ñòîëêíîâåíèé. Èçâåñòíî, ÷òî äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå (ïðèáëèæå-

íèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà) ïðèìåíèìî ëèøü äëÿ èíäèêàòðèñ, óáûâàþùèõ áûñòðåå

÷åòâåðòîé ñòåïåíè óãëà ðàññåÿíèÿ. Íà ïðàêòèêå, ýòî óñëîâèå îáû÷íî íå âûïîë-

íÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåçóëüòàòû [27, 28, 29] ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ëèøü äëÿ

ïðèáëèæåííîãî àíàëèçà êà÷åñòâåííûõ çàêîíîìåðíîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâå-

òà â òàêèõ ñðåäàõ. Âî ìíîãèõ ïðèðîäíûõ è åñòåñòâåííûõ ñðåäàõ, èíäèêàòðèñû

ðàññåÿíèÿ óáûâàþò ìåäëåííåå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè óãëà ðàññåÿíèÿ, è äëÿ èññëåäî-

âàíèÿ òàêèõ ñðåä òðåáóþòñÿ äðóãèå ïðèáëèæåííûå ìåòîäû [30, 31, 32]. Îäíàêî,

ïîñêîëüêó òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìàëîóãëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ ñ ó÷åòîì ïî-

ãëîùåíèÿ äëÿ òàêèõ èíäèêàòðèñ ðàññåÿíèÿ íå íàéäåíî, òî÷íîñòü ýòèõ ìåòîäîâ

ìîæåò áûòü îöåíåíà ëèøü â ñðàâíåíèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè èëè

ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.

Ìàëîóãëîâîå ïðèáëèæåíèå òåîðèè ïåðåíîñà ñ ó÷åòîì ïîëÿðèçàöèè âïåðâûå

áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [33], ãäå áûëà ðàññìîòðåíà ýêâèâàëåíòíàÿ ïðîáëåìà

ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö ñî ñïèíîì. Ýòî è ïîñëåäóþùèå [34] ðåøåíèÿ äëÿ ïîëÿðèçî-

âàííîãî èçëó÷åíèÿ òàêæå íå ó÷èòûâàþò äèñïåðñèþ äëèí ïóòåé ðàñïðîñòðàíå-

íèÿ, ÷òî ïðèâîäèò êî âñåì òåì æå òðóäíîñòÿì, ÷òî è áåç ó÷åòà ïîëÿðèçàöèè.
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Ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå Ìàðêîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ îáîáùåííûõ ïàðà-

ìåòðîâ Ñòîêñà, ýêâèâàëåíòíîå ÌÓÏ äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà

èçëó÷åíèÿ, äëÿ ìàãíèòîàêòèâíûõ ñðåä áûëî ïîëó÷åíî â íåñêîëüêèõ ðàáîòàõ

[35, 36].

Òî÷íîñòü ðàíåå ïðåäëîæåííûõ ìàëîóãëîâûõ ïðèáëèæåíèé ÷àñòî îêàçûâàåò-

ñÿ íåäîñòàòî÷íîé. Â ÷àñòíîñòè, äèñïåðñèÿ äëèí ïóòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàññå-

ÿííîãî èçëó÷åíèÿ ó÷èòûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðóáî [37, 38] èëè íå ó÷èòûâàåòñÿ

âîîáùå [39, 40, 19, 41, 42, 43, 44, 45]. Ýòî ïðèâîäèò ê ñèñòåìàòè÷åñêèì îøèá-

êàì â ðåøåíèè, êîòîðûå ðàñòóò ñ äëèíîé îïòè÷åñêîãî ïóòè èçëó÷åíèÿ â ñðå-

äå. Òàêèå ðåøåíèÿ îãðàíè÷åííî ïðèìåíèìû ê íåñòàöèîíàðíûì çàäà÷àì äëÿ

ÓÏÈ, ãäå äèñïåðñèÿ äëèí ïðîáåãîâ â ñðåäå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì ýôôåê-

òîì [37, 46, 47, 48, 49, 50]. Êðîìå òîãî, â ýòèõ ðåøåíèÿõ îòñóòñòâóþò âàæíûå

ôèçè÷åñêèå ýôôåêòû, íàáëþäàåìûå â ýêñïåðèìåíòå, â òîì ÷èñëå ïîâîðîò òåëà

ÿðêîñòè ñ ãëóáèíîé [6].

Åñëè òàêîå ðåøåíèå ïðèìåíÿåòñÿ â ÷èñëåííîé ñõåìå ñ âûäåëåíèåì îñîáåí-

íûõ è àíèçîòðîïíûõ ÷àñòåé ðåøåíèÿ òèïà (1.1), çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü àíèçîòðîï-

íîé ÷àñòè ðåøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ âêëþ÷åííîé â äèôôóçíóþ êîìïîíåíòó LD. Ýòî

ïðèâîäèò ê ðîñòó âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè åå íàõîæäåíèÿ è ê óâåëè÷åíèþ

îøèáêè, ò.å. ñíèæàåò ýôôåêòèâíîñòü ÷èñëåííîé ñõåìû â öåëîì.

Íåêîòîðîå âðåìÿ íàçàä áûëè ïðåäëîæåíû ýôôåêòèâíûå âàðèàíòû ìàëîóã-

ëîâûõ ïðèáëèæåíèé, îáåñïå÷èâàþùèå ó÷åò äèñïåðñèè äëèí ïðîáåãîâ â ñðåäå

ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ äëÿ ïëîñêîãî ìîíîíàïðàâëåííî-

ãî (ÏÌ) èñòî÷íèêà â ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäå áûëè ñôîðìóëèðîâàíû â ðàáîòàõ

[51, 52]. Â ðàáîòå [46] ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ äëÿ èìïóëüñíûõ ÏÌ èñòî÷íèêîâ, â

òîì ÷èñëå ñ ó÷åòîì ïîëÿðèçàöèè èçëó÷åíèÿ. Â ðàáîòàõ [53, 54] ïîëó÷åíû ðåøå-

íèÿ äëÿ óçêèõ ïó÷êîâ, â ò.÷. íåñòàöèîíàðíûõ. Â ðàáîòå [55] ïîëó÷åíî ðåøåíèå

äëÿ òî÷å÷íîãî èçîòðîïíîãî (ÒÈ) èñòî÷íèêà â äâóìåðíîé ðàññåèâàþùåé ñðåäå

[56]. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà, ðàçâèòûõ â óêàçàííûõ ðàáîòàõ, ïîëó÷åíî

òàêæå ðåøåíèå çàäà÷è î êîãåðåíòíîì óñèëåíèè îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ (ñëàáîé

ëîêàëèçàöèè âîëí) â ñðåäå ñ ñèëüíî àíèçîòðîïíûì ðàññåÿíèåì.
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1.3 Ïîëå òî÷å÷íîãî ìîíîíàïðàâëåííîãî èñòî÷íè-
êà � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ.

Ñîñðåäîòî÷åííûé êîëëèìèðîâàííûé èñòî÷íèê èçëó÷åíèÿ (òî÷å÷íûé ìîíîíà-

ïðàâëåííûé, ÒÌ) ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ýëåìåíòàðíûì èñòî÷íèêîì â òåîðèè ïåðå-

íîñà èçëó÷åíèÿ, â êîòîðîé ëþáàÿ êîíôèãóðàöèÿ èñòî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå íåêîòîðîé ëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè ýëåìåíòàðíûõ. Ðå-

øåíèÿ óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ òàêî-

ãî èñòî÷íèêà ôàêòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè Ãðèíà ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷,

÷åðåç êîòîðûå ìîãóò áûòü âûðàæåíû èõ îáùèå ðåøåíèÿ. Ñ ïîÿâëåíèåì ëàçåðîâ

è äðóãèõ ñîñðåäîòî÷åííûõ èñòî÷íèêîâ âûñîêîêîëëèìèðîâàííîãî èçëó÷åíèÿ çà-

äà÷à î âû÷èñëåíèè ïîëÿ ÒÌ èñòî÷íèêà â ðàññåèâàþùåé ñðåäå ïðèîáðåëà òàêæå

è âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå.

Îí æå ÿâëÿåòñÿ è íàèáîëåå ñëîæíûì â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ äðóãèìè òèïàìè èñòî÷íèêîâ [57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 53]. Ïîëå

ÒÌ èñòî÷íèêà îáëàäàåò íàèáîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðîé ïðîñòðàíñòâåííûõ è óã-

ëîâûõ îñîáåííîñòåé èíòåíñèâíîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè îñíîâíûìè òèïàìè

èñòî÷íèêîâ , êîòîðûå ïðèñóòñòâóþò â ïîëå ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ äî òðåòüåé

êðàòíîñòè ðàññåÿíèÿ âêëþ÷èòåëüíî [4]. Ïðè ýòîì óêàçàííàÿ ñòðóêòóðà îñîáåí-

íîñòåé èìååò ìåñòî ïðè ïðàêòè÷åñêè ëþáîé èíäèêàòðèñå ðàññåÿíèÿ â ñðåäå,

â ò.÷. áëèçêîé ê èçîòðîïíîé. Â ñëó÷àå ñèëüíî âûòÿíóòîé âïåðåä èíäèêàòðè-

ñû ðàññåÿíèÿ ñîîòâåòñòâåííî óñèëèâàåòñÿ âêëàä àíèçîòðîïíîé ÷àñòè ïîëÿ, ò.å.

èçëó÷åíèÿ, ðàññåÿííîãî íà ìàëûå óãëû.

Â ðÿäå ðàáîò [66, 67] äëÿ âûâîäà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèè ðàñ-

ñåÿíèÿ ÒÌ èñòî÷íèêà â êîíå÷íîì, ïëîñêî-ïàðàëëåëüíîì, íåîäíîðîäíîì íåèçëó-

÷àþùåì ñëîå ñ èçîòðîïíûì ðàññåÿíèåì èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï èíâàðèàíòíîãî

ïîãðóæåíèÿ [68].

Òàêæå äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé óñïåøíî ïðèìåíÿëîñü ìîäåëèðîâàíèå

ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî [69, 70]. Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ìîùíûì,

íî òðåáóåò áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò è õàðàêòåðèçóåòñÿ ïëîõîé ñõîäèìî-

ñòüþ. Ïðåèìóùåñòâî ìåòîäà â ïðèãîäíîñòè äëÿ èíäèêàòðèñ âåñüìà ïðîèçâîëü-

íîãî âèäà, â ò.÷. ñ ñèëüíîé è ñëàáîé àíèçîòðîïèåé ðàññåÿíèÿ. Òàê íàçûâàåìûé
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ïîëóàíàëèòè÷åñêèé ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî [71, 72] çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàåò âû÷èñ-

ëèòåëüíûå çàòðàòû. Â ðàáîòå [73] ïîêàçàíî, êàê ïðèìåíåíèå íåêîòîðûõ ïðîñòûõ

ôîðìóë ïîäîáèÿ â ïðîöåäóðå Ìîíòå-Êàðëî âåäåò ê äàëüíåéøåìó ñîêðàùåíèþ

ðàñ÷åòíîãî âðåìåíè. Ïðåäñòàâëåíî äâå âåðñèè ïðîöåäóðû, äëÿ ìàëîóãëîâîãî

ðàññåÿíèÿ è äëÿ íåìàëîóãëîâîãî. Âû÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ñèëü-

íîé àíèçîòðîïèåé ðàññåÿíèÿ, ñîõðàíÿþòñÿ òàêæå è ïðè ýòèõ ïîäõîäàõ.

Òàêèì îáðàçîì, òàê æå êàê è â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å ñ ÏÌ èñòî÷íèêîì, â

ïðàêòè÷åñêîé ÷èñëåííîé ñõåìå ðåøåíèÿ äîëæíû áûòü ïðèíÿòû êàêèå-òî ìåðû

ê ðåãóëÿðèçàöèè îñîáåííîñòåé è àíèçîòðîïèè ðåøåíèÿ, â ò.÷. âûäåëåíèå íåðå-

ãóëÿðíûõ ÷àñòåé ðåøåíèÿ â îòäåëüíûå ñëàãàåìûå, à òàêæå àïîäèçàöèÿ. Òàê, â

ðàáîòå [43] ïîëå ÒÌ èñòî÷íèêà â ñðåäå âû÷èñëÿëîñü â âèäå ñóììû íåðàññåÿííî-

ãî èçëó÷åíèÿ è ìàëîóãëîâîãî ðàññåÿíèÿ âïåðåä â äèôôóçèîííîì ìàëîóãëîâîì

ïðèáëèæåíèè. Â ðàáîòå [74] ïîëå áûëî íàéäåíî â âèäå ñóììû íàïðàâëåííîé è

äèôôóçíîé êîìïîíåíò, â ìàëîóãëîâîì äèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè è äèôôó-

çèîííîì ïðèáëèæåíèè, ñîîòâåòñòâåííî.

Îäíàêî, âïîñëåäñòâèè áûëà óñòàíîâëåíà ñèììåòðèÿ ñòðóêòóðû îñîáåííîñòåé

óãëîâîãî è ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè òî÷å÷íîãî ìîíî-

íàïðàâëåííîãî (ÒÌ) èñòî÷íèêà â ñðåäå, èìåþùàÿ ìåñòî êàê äëÿ îäíîêðàòíî

ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ [75, 76], òàê è äëÿ ïðîèçâîëüíîé êðàòíîñòè ðàññåÿíèÿ

[77]. Òåì ñàìûì, â ÷èñëåííîé ñõåìå ñ âûäåëåíèåì îñîáåííîñòåé îáðàòíûé ïîòîê

èçëó÷åíèÿ äîëæåí áûòü òàêæå âûäåëåí â âèäå îòäåëüíîé êîìïîíåíòû, îñíîâ-

íîé âêëàä â êîòîðóþ îïðåäåëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåì êâàçèîäíîêðàòíîãî îáðàòíîãî

ðàññåÿíèÿ.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ñõåìû ðåøåíèÿ áûëè ïðåäëîæåíû è ðåàëèçîâàíû äëÿ ïî-

ëÿ òî÷å÷íîãî ìîíîíàïðàâëåííîãî èñòî÷íèêà â äâóìåðíîé [53] è òðåõìåðíîé [54]

ðàññåèâàþùèõ ñðåäàõ, ñîîòâåòñòâåííî, è äëÿ ðàñ÷åòà êîãåðåíòíîãî óñèëåíèÿ

îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ [78], ïðè íåêîòîðûõ äîïóùåíèÿõ ýêâèâàëåíòíîãî ðàññìàò-

ðèâàåìîé çäåñü çàäà÷å.

Òåññåíäîðô [64] ñ ïîìîùüþ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà ïîëó-

÷èë ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ ÷åðåç ýâîëþöèîííûé îïåðàòîð çàäà÷è. Îä-

íàêî, ïîëó÷åííûå èì ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ ê ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî-

ìó ñëó÷àþ èçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ. Â ðàáîòå [79] ïðè ìàëûõ ðàçìåðàõ ÷àñòèö
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ê ïðîáëåìå ïðèìåíÿëñÿ äâóìåðíûé ðàñ÷åò ìåòîäîì äèñêðåòíûõ îðäèíàò (êîä

TWOTRAN).

Ñðåäè ðàííèõ ðàáîò ïî ÒÌ èñòî÷íèêàì ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòó Ýëèîòòà

[80], â êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ àíàëèç íà îñíîâå äâóìåðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

è ïîëó÷åíî îäíî èç íåìíîãèõ èçâåñòíûõ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü àíàëèòè÷åñêèõ

ðåøåíèé. Îáøèðíûé îáçîð ðàííèõ ðàáîò ïî ÒÌ èñòî÷íèêàì â ñðåäàõ ñ èçîòðîï-

íûì ðàññåÿíèåì ïðèâîäèòñÿ â ðàáîòå Ðûáèöêîãî [81].

Â ðàáîòå [82] ÷èñëåííî íàéäåíî ðàñïðåäåëåíèå z-êîìïîíåíòû ïîòîêà èçëó÷å-

íèÿ ÒÌ èñòî÷íèêà â ïëîñêîì ñëîå ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ (5 çíàêîâ). Èñïîëüçî-

âàíà âåðñèÿ äèñêðåòíî îðäèíàòíîãî ìåòîäà â ñî÷åòàíèè ñ äâóìåðíûì ïðåîáðà-

çîâàíèåì Ôóðüå è ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ëèíåéíîé àëãåáðû, äëÿ íîðìàëüíîãî

è íàêëîííîãî ïàäåíèÿ ïó÷êà ñâåòà íà ïëîñêèé ñëîé.

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä îñíîâàí ãëàâíûì îáðàçîì íà ðàáîòå [83], íî âìåñòî

ðåøåíèÿ ïñåâäîçàäà÷è ìåòîäîì FN [84] èñïîëüçóþòñÿ âàðèàíòû äèñêðåòíî îð-

äèíàòíîãî ìåòîäà [85, 86]è ïîëó÷åíî íîâîå, àëüòåðíàòèâíîå ðåøåíèå.

Õåëëèâåëë [62] ïîïûòàëñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíèòü ê ðåøåíèþ íåÿâíóþ

êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ ñõåìó Êàðëñîíîâñêîãî òèïà [87]. Íèêàêèõ ìåð äëÿ ðåãóëÿ-

ðèçàöèè îñîáåííîñòåé ñâåòîâîãî ïîëÿ ïðèíÿòî íå áûëî, ÷òî ÿâèëîñü âîçìîæíîé

ïðè÷èíîé ïëîõîãî êà÷åñòâà ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ, îòìå÷åííîãî ñàìèì àâòî-

ðîì.

Â îïòè÷åñêè òîíêèõ ñðåäàõ, ðåøåíèå õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ â ïðèáëè-

æåíèè îäíîêðàòíîãî èëè äâóêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ [89], âû÷èñëåíèå êîòîðîãî ñâî-

äèòñÿ ê îäíîêðàòíîìó èëè äâóêðàòíîìó ÷èñëåííîìó èíòåãðèðîâàíèþ.

Ìíîãîêðàòíîå ðàññåÿíèå â òàêèõ ñèòóàöèÿõ èññëåäîâàëîñü â ðàáîòàõ [90, 91,

92] ðåøåíèåì ÓÏÈ â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè.

Â ñðåäàõ ñ ñèëüíî àíèçîòðîïíûì ðàññåÿíèåì [6, 58, 7] ê çàäà÷å îá óçêèõ

ïó÷êàõ ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿåòñÿ ìàëîóãëîâîå ïðèáëèæåíèå. Ñîîòâåòñòâóþùèå

ðåøåíèÿ äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö èçâåñòíû ñ ñåðåäèíû ÕÕ â [24, 93]. Äëÿ

èññëåäîâàíèÿ ðàññåÿííîãî íàçàä èçëó÷åíèÿ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðèáëèæåíèå

êâàçèîäíîêðàòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ [94, 95, 96].

×àñòî ïðèíèìàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óïðîùàþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ, íàïðè-

ìåð î Ãàóññîâîì õàðàêòåðå óãëîâîãî è/èëè ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

èíòåíñèâíîñòè [58, 97, 98, 63, 61]. Ýòî ÷àñòè÷íî îïðàâäûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì õà-
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ðàêòåðîì ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, â ñòàòèñòè÷åñêîì ïðåäåëå ïðèâîäÿùèì ê

ãàóññîâñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Òàêèå äîïóùåíèÿ, âìåñòå ñ ìîäåëüíûìè ôóíê-

öèÿìè ðàññåÿíèÿ òèïà Ãàóññà [99, 100, 63], Þêàâû [58] è äðóãèõ òèïîâ [101]

ïðèâîäÿò ê çíà÷èòåëüíîìó óïðîùåíèþ ðåøåíèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ÷àñòî ìî-

ãóò áûòü ïîëó÷åíû ýëåìåíòàðíûå îöåíêè òåõ èëè èíûõ âåëè÷èí â çàìêíóòîé

àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå [59, 101].

Äëÿ ÷àñòèö ñ ñèëüíî âûòÿíóòîé èíäèêàòðèñîé, óðàâíåíèÿ ìàëîóãëîâîãî ïðè-

áëèæåíèÿ òåîðèè ïåðåíîñà ðåøåíû òî÷íî â ðàáîòàõ [102, 103, 104] è ïðèáëèæåí-

íî â [43, 44]. Â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, ïðè ðàññåÿíèè, áëèçêîì

ê èçîòðîïíîìó, õîðîøî ðàáîòàåò äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå [105, 106, 107]

Â ðàáîòå [108] ñäåëàíà ïîïûòêà îáúåäèíèòü ìàëîóãëîâîå è äèôôóçèîííîå

ïðèáëèæåíèå â öåëÿõ ïîëó÷èòü ðåøåíèå, ïðèìåíèìîå äëÿ èíäèêàòðèñ ðàññåÿ-

íèÿ îáîèõ òèïîâ. Â ðàáîòå [109] òàêæå ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

ñ ÒÌ èñòî÷íèêîì. Ãëàâíîé îñîáåííîñòüþ ïðåäïðèíÿòîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ äèô-

ôóçèîííîå îïèñàíèå ïîòîêà ìîùíîñòè â íàïðàâëåíèè, íîðìàëüíîì ê îñè ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ. Äëÿ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïîòîêîâ ïîëó÷åíà ïàðà çàöåïëåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñïðàâåäëèâûõ â ïàðàêñèàëüíîì ïðèáëèæåíèè.

Ðåøåíèÿ çàïèñàíû â îáùåì àíàëèòè÷åñêîì âèäå, ïðèãîäíîì ê íåîäíîðîäíîé

àýðîçîëüíîé ñðåäå.

Â ðàáîòå [60] Ñòîòòñ ïðîàíàëèçèðîâàë îãðàíè÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîãî äèàïà-

çîíà Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ ñâåðõó è ñíèçó ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î ðàñïðîñòðà-

íåíèè óçêîãî ïó÷êà â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè [58, 42]. Ôàêòè÷åñêè, ìåòîä

âîñõîäèò ê òåîðèè ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ áûñòðûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, íà-

ïðèìåð ýëåêòðîíîâ [41] Â ðàáîòå [101] ðåçóëüòàòû ðàáîòû [60] ðàñøèðåíû è

ïðèìåíåíû ê íåñêîëüêèì ìîäåëüíûì ôàçîâûì ôóíêöèÿì (ãàóññîâñêîé, ýêñïî-

íåíöèàëüíîé, áèíîìèàëüíîé è þêàâñêîé).

1.4 Ñëàáàÿ ëîêàëèçàöèÿ

Êîãåðåíòíîå óñèëåíèå îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, èëè ñëàáàÿ ëîêàëèçàöèÿ, èíòåíñèâ-

íî èññëåäóåòñÿ íà÷èíàÿ ñ 70õ ãã ïðîøëîãî âåêà [110, 111, 10].

Ñëàáàÿ ëîêàëèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå óñòîé÷èâûì êîãåðåíòíûì ýôôåê-

òîì, èìåþùèì ìåñòî â ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå îí ïðîÿâëÿåò ñåáÿ
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âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ, â ò.÷. îáíàðóæèâàåòñÿ ïî äàííûì àñòðîíîìè÷åñêèõ íà-

áëþäåíèé [112]. Êðîìå òîãî, ñëåäóåò îæèäàòü ïðîÿâëåíèÿ ýôôåêòà ïðè îäíîïî-

çèöèîííîì ðàäàðíîì çîíäèðîâàíèè äèôôóçíî ðàññåèâàþùèõ öåëåé, â ÷àñòíî-

ñòè ðàñòèòåëüíûõ ïîêðîâîâ. Íåñìîòðÿ íà ýòî, ìíîãèå ðàñ÷åòû ïî ðàäèîëîêàöèè

ïîäîáíûõ öåëåé âûïîëíåíû â ðàìêàõ òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, ïîëíîñòüþ èã-

íîðèðóþùåé êîãåðåíòíûå ýôôåêòû [113]. Àíàëîãè÷íûå ýôôåêòû èìåþò ìåñòî

ïðè ðàññåÿíèè ÷àñòèö â âåùåñòâå [114]. Â ðàííèõ ðàáîòàõ ïî ñëàáîé ëîêàëè-

çàöèè ïðèíèìàëèñü çíà÷èòåëüíûå óïðîùåíèÿ, òèïà ïðèáëèæåíèÿ äâóêðàòíîãî

ðàññåÿíèÿ [111]. Â ïðèáëèæåíèè Òâåðñêîãî, ïðèíÿòîì â áîëüøîì êîëè÷åñòâå

ðàáîò, çàäà÷à î ñëàáîé ëîêàëèçàöèè âîëí â ñðåäå ñ ìíîãîêðàòíûì ðàññåÿíèåì

ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà â ýòîé ñðåäå.

Â èññëåäîâàíèÿõ íà îñíîâå òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ÷àñòî èñïîëüçîâàëîñü

ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé â ñâÿçè ñ ìàòåìàòè÷åñêîé ïðî-

ñòîòîé (íàïðèìåð [115]). Ìèùåíêî [116] ïðèìåíèë ýòîò ïîäõîä äëÿ èññëåäîâàíèÿ

îáùèõ õàðàêòåðèñòèê óñèëåíèÿ îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ. Èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñëå-

äîâàëî, ÷òî âêëàäû ñêðåùåííûõ è ëåñòíè÷íûõ äèàãðàìì íå âñåãäà â òî÷íîñòè

ðàâíû, êàê ýòî ðàíåå óòâåðæäàëîñü â [118] íà îñíîâå ìîäåëèðîâàíèÿ âåêòîðíîãî

ðàññåÿíèÿ.

Ðàññåÿíèå òàêæå ñ÷èòàëîñü èçîòðîïíûì [111, 10]. Ýôôåêòû ìíîãîêðàòíîãî

ðàññåÿíèÿ ÷àñòî ðàññìàòðèâàëèñü â äèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè [10], ïðåäïî-

ëàãàþùåì óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè ïîëÿ, áëèçêîå ê èçîòðîïíîìó.

Êîáàÿøè è äð. [117, 117, 117] îáîáùèëè ðåçóëüòàòû âåêòîðíîé âîëíîâîé òåî-

ðèè äëÿ ïëîñêîé âîëíû [119] íà ñëó÷àé ñôåðè÷åñêîãî âîëíîâîãî ôðîíòà, â ïðè-

áëèæåíèè äâóêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ïðè ãàóññîâñêèõ äèàãðàììàõ íàïðàâëåííîñòè

ïåðåäàþùåé è ïðèíèìàþùåé àíòåíí. Òàì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êîãåðåíòíîå óñè-

ëåíèå îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ èìååò ìåñòî â òîì ÷èñëå äëÿ ñôåðè÷åñêèõ âîëí,

èçëó÷àåìûõ ïåðåäàþùåé àíòåííîé â îãðàíè÷åííûé òåëåñíûé óãîë. Èõàðà è äð.

[120] ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîäòâåðäèëè òåîðèþ óñèëåíèÿ îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ïó÷-

êà îãðàíè÷åííîé øèðèíû. Â ýòèõ ýêñïåðèìåíòàõ èñïîëüçîâàëñÿ ëîêàòîð ñ øèðè-

íîé äèàãðàììû 10 ãðàäóñîâ ïî óðîâíþ -3 äÁ íà ÷àñòîòå 30 ÃÃö, è íàïîëíåííûå

âîäîé ñôåðû áûëè ñëó÷àéíî ðàñïðåäåëåíû â ïîëèñòèðåíîâîé ïåíå.

Ýôôåêòû ñëàáîé ëîêàëèçàöèè ïðè êîíå÷íîé øèðèíå ïó÷êà èññëåäîâàëèñü

òàêæå â ðàáîòàõ [121, 122]. Îãó÷è è Èõàðà [122] ðàçðàáîòàëè òåõíèêó êîìïüþ-
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òåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà îñíîâå ìåòîäà [116], ñ÷èòàÿ äèàãðàììó íàïðàâëåí-

íîñòè àíòåííû ãàóññîâîé. Ñôåðè÷åñêèå êàïëè âîäû îäíîðîäíîãî ðàçìåðà ñ÷è-

òàëèñü ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè â êîíå÷íîì îáúåìå ñðåäû. Â ýòèõ ðàáîòàõ

ïðîâîäèëîñü ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðàññåÿíèÿ äî 7é êðàòíîñòè, âêëþ-

÷èòåëüíî. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî òåîðèè Òâåðñêîãî [123], ñàìîïåðåñåêàþùèåñÿ òðà-

åêòîðèè ó÷èòûâàëèñü ñïåöèàëüíûì îáðàçîì.

Êîáàÿøè è äð. [121] ðàñïðîñòðàíèëè ñâîþ àíàëèòè÷åñêóþ òåîðèþ äâóêðàò-

íîãî ðàññåÿíèÿ íà ñôåðîèäàëüíûå ÷àñòèöû ëüäà è âîäû äëÿ èññëåäîâàíèÿ êî-

ãåðåíòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ îãðàíè÷åííîãî ïó÷êà èçëó÷åíèÿ. Â ÷àñòíîñòè,

îöåíèâàëèñü ðàçëè÷èÿ âêëàäîâ ëåñòíè÷íûõ è ñêðåùåííûõ äèàãðàìì, îáùèì

îáðàçîì ñôîðìóëèðîâàííûå â [116].

Ìíîãèå ïðèðîäíûå è èñêóññòâåííûå ðàññåèâàþùèå ñðåäû, èññëåäîâàííûå â

ýêñïåðèìåíòàõ [124, 125] îáëàäàþò ñèëüíî àíèçîòðîïíûìè èíäèêàòðèñàìè ðàñ-

ñåÿíèÿ. Äëÿ ðàñ÷åòà ýôôåêòîâ ñëàáîé ëîêàëèçàöèè â ýòèõ ñðåäàõ õàðàêòåðíû

òå æå òðóäíîñòè âû÷èñëèòåëüíîãî õàðàêòåðà, ÷òî è äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ.

Â ðàáîòå [126] ôîðìàëüíî ðàçäåëåíû ìàëûå è áîëüøèå êðàòíîñòè ðàññåÿíèÿ.

Îäíàêî, ïðîáëåìà ñèëüíîé àíèçîòðîïèè ðàññåÿíèÿ òàêèì îáðàçîì íå ñíèìàåòñÿ.

Èçâåñòíîé ñòåïåíè ñîãëàñèÿ ìåæäó ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè è äèôôó-

çèîííîé òåîðèåé ñëàáîé ëîêàëèçàöèè ìîæíî äîñòèãíóòü ôîðìàëüíîé çàìåíîé

äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà òðàíñïîðòíîé äëèíîé, l → ltr = l/(1− g) [10].

Çíà÷èòåëüíîå ðàñïðîñòðàíåíèå â ïðàêòèêå ðàñ÷åòîâ ñëàáîé ëîêàëèçàöèè ïî-

ëó÷èëî ïðèáëèæåíèå îäíîêðàòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ [111]. Êàê áûëî ïîêà-

çàíî Ðîãîçêèíûì [127], â ñëó÷àå ñëàáîé ëîêàëèçàöèè ýòî ïðèáëèæåíèå ñîîòâåò-

ñòâóåò ïåðèôåðèè ïèêà îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, ò.å. îòíîñèòåëüíî áîëüøèì óãëàì

îòêëîíåíèÿ îò îáðàòíîãî íàïðàâëåíèÿ. Ìàðèíþê è Ðîãîçêèí [128] ðàçäåëüíî

ðàññìîòðåëè âêëàäû äèôôóçíîãî è îäíîêðàòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ â êî-

ãåðåíòíûé ïèê è ïîëó÷èëè èõ àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè. Îäíàêî, êàêîãî-ëèáî

÷èñëåííîãî èëè àíàëèòè÷åñêîãî îáùåãî ðåøåíèÿ, êîòîðîå áû ñîäåðæàëî â ñåáå

îáà ýòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèÿ, ïðåäëîæåíî íå áûëî.

Ïðè ìàëûõ óãëàõ θ è áîëüøèõ îïòè÷åñêèõ òîëùèíàõ ñðåäû ðåøåíèå â ïðè-

áëèæåíèè îäíîêðàòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, ïðåäëîæåííîå â [128], ðàñõîäèò-

ñÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòà ðàñõîäèìîñòü ñâÿçàíà ñ îòñóòñòâèåì ó÷åòà äèñïåðñèè
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äëèí ïóòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæå-

íèè òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, èñïîëüçîâàííîì ïðè âûâîäå. Ïî ýòîé æå ïðè-

÷èíå, îíî íå âïîëíå ïðèãîäíî äëÿ âûäåëåíèÿ àíèçîòðîïíîé ÷àñòè â óñòîé÷èâîé

÷èñëåííîé ñõåìå [54].

Çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ êîãåðåíòíîãî óñèëåíèÿ îáðàò-

íîãî ðàññåÿíèÿ áûë íåäàâíî äîñòèãíóò ïðè ïîìîùè òåõíèêè Ò-ìàòðèö [130, 131,

132], êîòîðûé âåñüìà ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿåòñÿ ê ðàçëè÷íûì ïðîáëåìàì ôèçèêè

âîëí â ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ìåòîäà ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å

ñëàáîé ëîêàëèçàöèè ñ ó÷åòîì ïîëÿðèçàöèè èçëó÷åíèÿ áûëè ñôîðìóëèðîâàíû â

ðàáîòå [130]. Â ðàáîòå [131] ïîëó÷åíî ðåøåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óãëà ïàäåíèÿ

èçëó÷åíèÿ íà ñðåäó. Â [132] ïðîäåëàíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû äëÿ ïîëóáåñêîíå÷-

íîé ñðåäû. Òàì æå îòìå÷åíî, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå ìåòîäà íà ñðåäó êîíå÷íîé

òîëùèíû âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî.

Õàïêå [133, 134] ïîëó÷èë ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ èíâàðèàíòíîãî ïî-

ãðóæåíèÿ òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ è âû÷èñëèë åãî äëÿ ñðåä ñ ïàðàìåòðîì

àíèçîòðîïèè ðàññåÿíèÿ g = 0.6 [133] è g = 0.8 [134], ñîîòâåòñòâåííî. Ê çàäà÷å

ñëàáîé ëîêàëèçàöèè âîëí òàêæå ïðèìåíÿëèñü ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî [135]. Îä-

íàêî, ïîñêîëüêó íå áûëî ïðèíÿòî ñïåöèàëüíûõ ìåð äëÿ âûäåëåíèÿ àíèçîòðîïíî

ðàññåÿííîé ÷àñòè èçëó÷åíèÿ, ýòèì ìåòîäàì â ïîëíîé ìåðå ïðèñóùè âñå òðóä-

íîñòè, ñâÿçàííûå ñ àíèçîòðîïèåé ðàññåÿíèÿ. Òàêæå èçâåñòíû ïîïûòêè íåïî-

ñðåäñòâåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà [136], îäíàêî îíè îãðàíè÷åíû îò-

íîñèòåëüíî íåáîëüøèìè îáúåìàìè ñðåäû â ñâÿçè ñ áîëüøîé âû÷èñëèòåëüíîé

òðóäîåìêîñòüþ.

Íåêîòîðîå âðåìÿ íàçàä áûëè ïðåäëîæåíû ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå ñõåìû

äëÿ ñêàëÿðíîãî ÓÏÈ ñ ÒÌ èñòî÷íèêîì, ÿâíî âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ äèôôóçíóþ

è îäíîêðàòíî îáðàòíî ðàññåÿííóþ êîìïîíåíòû [53, 54]. Ñ íåçíà÷èòåëüíûìè ìî-

äèôèêàöèÿìè ýòè ñõåìû òàêæå ïðèìåíèìû ê çàäà÷å êîãåðåíòíîãî óñèëåíèÿ îá-

ðàòíîãî ðàññåÿíèÿ îò ñëó÷àéíîé ñðåäû.

1.5 Ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ â ñðåäàõ ñ ðåôðàêöèåé.

Íàèáîëåå ðàçâèòûìè â òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû ðåøåíèÿ

äëÿ ðàññåèâàþùèõ ñðåä ïðè îòñóòñòâèè ãðàäèåíòîâ êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëå-
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íèÿ. Âëèÿíèå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ íåîäíîðîäíîñòåé êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ

ñðåäû â ýôôåêòàõ êîãåðåíòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ äî ñèõ ïîð ïðàêòè÷åñêè íå

èññëåäîâàëîñü. Òàê, â ðàáîòå [137] ðàññìîòðåíî êîãåðåíòíîå óñèëåíèå îáðàòíîãî

ðàññåÿíèÿ îò ñðåäû ñ ïîñòîÿííûì îäíîðîäíûì êîýôôèöèåíòîì ïðåëîìëåíèÿ,

îòëè÷íûì îò åäèíèöû. Ñëó÷àé ñðåäû ñ íåïðåðûâíûì ãðàäèåíòîì êîýôôèöèåí-

òà ïðåëîìëåíèÿ íå áûë èññëåäîâàí äî ïîÿâëåíèÿ ðàáîò [139, 140].

Òåì íå ìåíåå, ñî÷åòàíèå ñëó÷àéíîãî ðàññåÿíèÿ ñ ðåãóëÿðíûìè ãðàäèåíòàìè

êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ õàðàêòåðíî äëÿ ðÿäà ïðèðîäíûõ è àíòðîïîãåííûõ

ñðåä ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ. Áîëüøîå ÷èñëî òåõíîëîãè÷åñêèõ ñèòóàöèé,

ãäå ãðàäèåíòû êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ îêàçûâàþò âëèÿíèå íà ëó÷èñòûé ïå-

ðåíîñ òåïëîâîé ýíåðãèè â ñðåäå, îáñóæäàåòñÿ â ðàáîòå [138]. Êðîìå òîãî, ñðåäû

òàêîãî òèïà âñòðå÷àþòñÿ ñðåäè îáúåêòîâ ðàäèîëîêàöèîííîãî çîíäèðîâàíèÿ, ãäå

ýôôåêòû êîãåðåíòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ áûëè âïåðâûå îáíàðóæåíû áîëåå

äâàäöàòè ëåò íàçàä [141]. Ê ÷èñëó òàêèõ ñðåä îòíîñÿòñÿ èîíîñôåðíàÿ è ñîëíå÷-

íàÿ êîðîíàëüíàÿ ïëàçìà, ãäå ïðèñóòñòâóþò ðàçëè÷íûå ôëóêòóàöèè ïëîòíîñòè

ïëàçìû âìåñòå ñ åå ðåãóëÿðíîé ñëîèñòîé ñòðàòèôèêàöèåé [142, 143]. Çåìíûå è

ïëàíåòíûå ëåäÿíûå è ñíåæíûå ïîêðîâû ñ âåðòèêàëüíîé ñòðàòèôèêàöèåé ïëîò-

íîñòè [144, 145] òàêæå ÿâëÿþòñÿ îáúåêòîì ðàäèîëîêàöèè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå,

ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ãðàäèåíòîâ êîýôôèöèåíòà

ïðåëîìëåíèÿ íà ýôôåêò êîãåðåíòíîãî óñèëåíèÿ îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ èçëó÷å-

íèÿ â ñðåäå.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàññåèâàþùèå ñðåäû ñ ðåôðàêöèåé íàèáîëåå èññëåäîâà-

íû â çàäà÷àõ ëó÷èñòîãî ïåðåíîñà òåïëà [138, 146]. Èçâåñòíû ðåçóëüòàòû ïî ðå-

øåíèþ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà äëÿ øèðîêèõ íàïðàâëåííûõ èñòî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ

â ñðåäàõ ñ ðåôðàêöèåé [147], à òàêæå óðàâíåíèé ìàðêîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ â

òàêèõ ñðåäàõ [148]. Ðàáîòû ïî èññëåäîâàíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ óçêèõ íàïðàâëåí-

íûõ ïó÷êîâ èçëó÷åíèÿ â ðàññåèâàþùèõ ñðåäàõ ñ ðåôðàêöèåé íåìíîãî÷èñëåííû.

Â òî æå âðåìÿ, èññëåäîâàíèå ðåôðàãèðóþùèõ ñðåä òàêæå ïðåäñòàâëÿåò çíà-

÷èòåëüíûé èíòåðåñ. Ñî÷åòàíèå ðàññåÿíèÿ íà ñëó÷àéíûõ íåîäíîðîäíîñòÿõ è ðå-

ãóëÿðíîãî ãðàäèåíòà ðåôðàêöèè èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, â èîíîñôåðíîé [143]

è ñîëíå÷íîé [142] ïëàçìå, äëÿ äèàãíîñòèêè êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ èñòî÷íèêè

íàïðàâëåííîãî èçëó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ äèàïàçîíîâ äëèí âîëí. Òàê, â íàñòîÿùåå

âðåìÿ ñîçäàíû è ýêñïëóàòèðóþòñÿ ñ ðàçëè÷íûìè öåëÿìè èñòî÷íèêè ìîùíî-
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ãî ðàäèîèçëó÷åíèÿ, îñíàùåííûå âûñîêîíàïðàâëåííûìè àíòåííûìè ñèñòåìàìè.

Ìíîãèå èç íèõ ðàñïîëîæåíû âáëèçè çîíû àâðîðàëüíîãî îâàëà, ãäå âî âðåìÿ

ìîùíûõ ñîëíå÷íûõ ñîáûòèé íàáëþäàþòñÿ âåñüìà âûñîêèå óðîâíè ñëó÷àéíûõ

ôëóêòóàöèé ïëîòíîñòè ïëàçìû, îáóñëîâëèâàþùèå èíòåíñèâíîå ðàññåÿíèå èçëó-

÷åíèÿ. Ïðè ýòîì, íåêîòîðûå èç íèõ ðàáîòàþò íà äîñòàòî÷íî íèçêèõ ÷àñòîòàõ, â

òîì ÷èñëå íèæå êðèòè÷åñêîé ÷àñòîòû èîíîñôåðû. Ïðè àíàëèçå ðàñïðîñòðàíå-

íèÿ ðàäèîâîëí â ýòîì ñëó÷àå ó÷åò ðåôðàêöèè áåçóñëîâíî íåîáõîäèì.

Ïî ïåðå÷èñëåííûì ïðè÷èíàì, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñ-

ïðîñòðàíåíèè óçêèõ ïó÷êîâ èçëó÷åíèÿ â ñðåäå ñ ðàññåÿíèåì è ðåôðàêöèåé. Ðå-

øåíèå óêàçàííîé çàäà÷è è îöåíêà ñòåïåíè âëèÿíèÿ ðåãóëÿðíîãî ãðàäèåíòà êî-

ýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ è ñîñòàâëÿåò ìîòèâàöèþ äàííîé ðàáîòû.

Â ðàáîòå [149] ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ óçêî-

íàïðàâëåííîãî ïó÷êà èçëó÷åíèÿ â ðàññåèâàþùåé ñðåäå ñ ðåôðàêöèåé. Ñôîð-

ìóëèðîâàíà ÷èñëåííàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ ñ âûäåëåíèåì îñîáåííîñòåé ïðÿìîãî è

îáðàòíîãî íàïðàâëåíèé. Ïîëó÷åíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èç-

ëó÷åíèÿ â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè.

Â ðàáîòå [139] äëÿ ñðåä ñ ñèëüíî âûòÿíóòûìè èíäèêàòðèñàìè ðàññåÿíèÿ,

äëÿ îñíîâíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ òèïîâ èñòî÷íèêîâ (ïëîñêèé ìîíîíàïðàâëåí-

íûé, òî÷å÷íûé ìîíîíàïðàâëåííûé, òî÷å÷íûé èçîòðîïíûé) ïîëó÷åíû àñèìòî-

òè÷åñêèå ðåøåíèÿ ÓÏÈ â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ

ðåçóëüòàòîâ èçâåñòíûå àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðèôåðèéíûõ îáëà-

ñòåé êîíóñà êîãåðåíòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ [128, 129] îáîáùåíû íà ñëó÷àé

ðåôðàãèðóþùèõ ñðåä. Â ðàáîòå [140] ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è î êîãåðåíòíîì

îáðàòíîì ðàññåÿíèè â äèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè, àíàëîãè÷íîå èçâåñòíîìó

ðåçóëüòàòó [10] äëÿ ñðåä ñ ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì ïðåëîìëåíèÿ.
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Ãëàâà 2

Òåîðèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â
ñðåäàõ ñ ñèëüíî
àíèçîòðîïíûì ðàññåÿíèåì è
ìàëîóãëîâûå ïðèáëèæåíèÿ.

2.1 Çàäà÷è äëÿ ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäû ñ ïëîñêèì
ìîíîíàïðàâëåííûì (ÏÌ) èñòî÷íèêîì èçëó-
÷åíèÿ.

2.1.1 Ñòàöèîíàðíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ïëîñêîñëîèñòîé

ñðåäû.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ïëîñêîñëîè-

ñòîé ñðåäå 0 < z < z0

(Ω · ∇)L = −εL+
Λε

4π

∮
L(r,Ω′)x(Ω,Ω′)dΩ′ + f(r,Ω) , (2.1)

ãäå Ω = (µx, µy, µz) � åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ, r = (x, y, z), µz = cos θ,

µx = sin θ cosϕ, µy = sin θ sinϕ, x(Ω,Ω′) � èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ, Λ � àëüáåäî

îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, L(r,Ω) � óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè èçëó-

÷åíèÿ, f(r,Ω) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ. Êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ

èçëó÷åíèÿ â ñðåäå ε = 1 áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëîæèì ðàâíûì åäèíèöå.

Óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ L óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
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(2.1) â ñðåäå è êðàåâûì óñëîâèÿì íà ãðàíèöàõ ñðåäû

L(0) = 0 ïðè µz > 0 (2.2)

è

L(z0) = 0 ïðè µz < 0 . (2.3)

Òèïè÷íîå óïðîùåíèå, âïåðâûå ñäåëàííîå â ðàáîòå [22] è ïðèíèìàåìîå â

áîëüøèíñòâå ðàáîò ïî ðåøåíèþ ÓÏÈ â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè, ñâîäèòñÿ

ê çàìåíå µz → 1, µx, µy → 0. Â ðàáîòå [23] ïóòåì ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé èíòå-

ãðàëüíîãî ÷ëåíà ÓÏÈ íàéäåíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ãàóññîâñêîãî òèïà. Â [19]

ïîëó÷åíî ðåøåíèå â ôîðìå ðàçëîæåíèÿ ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì è íàéäåíî

õîðîøî èçâåñòíîå ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ.

Êîìïàíååö [24] è ðÿä äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé ëîêàëüíî àïïðîêñèìèðîâàëè ñôåðó

íàïðàâëåíèé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ è ïîëó÷èëè ðåøåíèå â âèäå ìíîãîìåðíîé

ñâåðòêè â ýòîé ïëîñêîñòè. Áîëåå ïîäðîáíûé îáçîð ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [26].

Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ â ñèëó ãðóáîñòè ïðåäïîëîæåíèÿ µ ≈ 1 îò-

ñóòñòâîâàë ó÷åò äèñïåðñèè äëèí ïóòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Âñå ïîïûòêè ó÷åòà

äèñïåðñèè ïóòåì ñîõðàíåíèÿ ñëåäóþùåãî ÷ëåíà â ðàçëîæåíèè µ ≈ 1−θ2/2+ . . .,
ñäåëàííûå ðÿäîì èññëåäîâàòåëåé [37, 38, 48, 49], íåèçáåæíî ñâîäèëèñü ê ïðåîá-

ðàçîâàíèþ èíòåãðàëà ðàññåÿíèÿ ñîãëàñíî ðàáîòå [23] è ðåøåíèþ ãàóññîâñêîãî

âèäà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óêàçàí íîâûé ïîäõîä ê ó÷åòó äèñïåðñèè äëèí ïóòåé

ðàñïðîñòðàíåíèÿ íà ìàëûõ óãëàõ è îáñóæäàåòñÿ åãî ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå

ê ðåãóëÿðèçàöèè èçâåñòíûõ ÷èñëåííûõ ñõåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó-

÷åíèÿ.

Âìåñòî ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà cos θ ≈ 1− θ2/2 + . . ., ðàçäåëèì (2.1) íà

µz

∂

∂z
L+

1

µz
µx

∂

∂x
L+

1

µz
µy

∂

∂y
L = − 1

µz
L+

1

µz

Λ

4π

∮
L(x, y, z,Ω)x(Ω,Ω′)dΩ′+

1

µz
f(x, y, z) ,

(2.4)

è ðàçëîæèì µ−1 â ðÿä Òåéëîðà ïî µ âáëèçè çíà÷åíèÿ µz = 1, â ñëó÷àå íîðìàëü-

íîãî ïàäåíèÿ íà ñëîé ñîîòâåòñòâóþùåãî íàïðàâëåíèþ ìàêñèìàëüíîé àíèçîòðî-

ïèè óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿðêîñòè

1

µz
≈ 1 + (1− µz) + (1− µz)

2 + . . .+ (1− µz)
n + o((1− µz)

n) ≡ µ−z . (2.5)
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

∂

∂z
L+µ−z µx

∂

∂x
L+µ−z µy

∂

∂y
L = −µ−z L+µ−z

Λ

4π

∮
L(x, y, z,Ω)x(Ω,Ω′)dΩ′+µ−z f(x, y, z) ,

(2.6)

ðåøåíèå êîòîðîãî La è åñòü èñêîìîå ðåøåíèå â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè ñ

ó÷åòîì äèñïåðñèè äëèí ïóòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ â n-ì ïîðÿäêå ïî óãëó θ, ñîîò-

âåòñòâóþùèì ïîðÿäêó èñïîëüçîâàííîãî Òåéëîðîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ µ−1. Ïðå-

íåáðåãàÿ îáðàòíûì ðàññåÿíèåì â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, äëÿ óãëîâîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ìîæíî ïîñòàâèòü íà÷àëüíîå óñëîâèå íà ïåðåäíåé ãðàíèöå

ñðåäû L(0) = 0, è òàêèì îáðàçîì ñôîðìóëèðîâàòü äëÿ íåãî çàäà÷ó Êîøè.

Óðàâíåíèå (2.6) ãîðàçäî ïðîùå ïðèáëèæåííûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ ñ ïî-

ìîùüþ ðàçëîæåíèÿ µz ≈ 1−θ2/2. Â ðàìêàõ ìåòîäà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê (ÑÃ),

óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå ÿðêîñòè ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì

L =
∞∑
n=0

n∑
m=−n

cnmY
m
n (θ, ϕ) , (2.7)

ãäå Y m
n (θ, ϕ) � ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè [150]. Èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ òàêæå ðàç-

ëàãàåòñÿ â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì

x(Ω,Ω′) = 4π
∞∑
n=0

n∑
m=−n

xnY
m
n (θ, ϕ)Y m

n (θ′, ϕ′) . (2.8)

Ìíîæèòåëÿì µx, µy, µz â ïðåäñòàâëåíèè ÑÃ ñîîòâåòñòâóþò ëèíåéíûå ìàòðè÷-

íûå îïåðàòîðû µ̂x, µ̂y, µ̂z, òàê ÷òî óðàâíåíèÿ (2.1), (2.6) ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìàì

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ðàçëîæåíèé. Â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, èõ ìîæíî

ðåøèòü ñðåäñòâàìè ìàòðè÷íîé àëãåáðû [34] èëè êàêèì ëèáî ÷èñëåííûì ìåòî-

äîì, íàïðèìåð ìåòîäîì ðàçíîñòíûõ ñõåì [87]. Â ìàòðè÷íîé ôîðìóëèðîâêå ïðåä-

ëàãàåìûé ïîäõîä íåïîñðåäñòâåííî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ

ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (ÂÓÏÈ) äëÿ ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ (ñì. ðàçäåë 2.1.4).
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2.1.2 Íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ.

Íåñòàöèîíàðíîå ïîëå èçëó÷åíèÿ â ïëîñêîñëîèñòîé ðàññåèâàþùåé ñðåäå áåç ó÷å-

òà ïîëÿðèçàöèè ñîîòâåòñòâåííî ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ [88]

∂

∂t
L+ µ

∂

∂τ
L+ L− Λ

4π

∮
L(t, τ, θ′, ϕ′)x(θ, ϕ, θ′, ϕ′)dΩ = 0 . (2.9)

Ïðè àíàëèçå ðàñïðîñòðàíåíèÿ êîðîòêèõ èìïóëüñîâ áåç ó÷åòà ðàññåÿíèÿ íà áîëü-

øèå óãëû óäîáíûì ÿâëÿåòñÿ Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèå â ñîïðîâîæäàþùåé ñèñòåìå

êîîðäèíàò:

L(t, τ, µ, ϕ) =
1

2π

+∞∫
−∞

exp (iω(t− τ)) L̃(ω, τ, µ, ϕ)dω . (2.10)

Ñïåêòð óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè L̃ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

iω(1− µ)L̃+ µ
∂

∂τ
L̃+ L̃− Λ

4π

∮
L̃(t, τ, θ′, ϕ′)x(θ, ϕ, θ′, ϕ′)dΩ = 0 . (2.11)

Ýòîò ñïåêòð ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû ðÿäà ïî ñôåðè÷åñêèì ãàð-

ìîíèêàì (2.7). Ïîäñòàíîâêîé ýòîãî ðàçëîæåíèÿ â óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ

(2.11) çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

äëÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðàÿ çàòåì ðåøàåòñÿ òåì èëè èíûì ìå-

òîäîì. Çàäà÷à äëÿ ðàâíîìåðíî îñâåùåííîé ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäû äîïóñêàåò

ðàçäåëåíèå ãàðìîíèê ïî àçèìóòàëüíîìó íîìåðó m. Â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíè-

ÿõ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ãàðìîíèê èìååò

âèä

µ̂
∂

∂τ
C⃗m(τ) = −(1̂− Λx̂)C⃗m(τ)− iω(1̂− µ̂)C⃗m(τ) , (2.12)

ãäå x̂ - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì êî-

ýôôèöèåíòàì ðàçëîæåíèÿ èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ xl èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ

x(θ) ïî ñèñòåìå ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê (2.8), µ̂ � äâóõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà

îïåðàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî óìíîæåíèþ òåëà ÿðêîñòè íà µ, 1̂ � åäèíè÷íàÿ

ìàòðèöà C⃗m � ñòîëáåö êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ (2.7). Âû÷èñëåíèå ýëåìåí-

òîâ ìàòðèöû µ̂ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ èíòåãðàëîâ îò òðîéíûõ ïðîèçâåäåíèé

ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç 3j-ñèìâîëû Âèãíåðà [151].

ßâíûå âûðàæåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ â ëèòåðàòóðå [87].
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Â ñëó÷àå îäíîðîäíîé ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäû êîíå÷íîé îïòè÷åñêîé òîëùèíû

τ0, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Èíòåãðèðóÿ

(2.12) îò 0 äî τ0, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé â ìàòðè÷íîé çàïèñè

exp(−B̂τ)L̃(τ)− L̃(0) = 0 , (2.13)

ãäå B̂ = −µ̂−1(1−Λx̂k)− iω(µ̂−1− 1). Ýòè óðàâíåíèÿ âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.2), (2.3) ñîñòàâëÿþò ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

äëÿ íåèçâåñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé èíòåíñèâíîñòè íà ãðàíèöàõ ñðåäû. Â ñòàöèî-

íàðíîì ñëó÷àå (ω = 0), ïðèìåíåíèå ê ýòîé ñèñòåìå óðàâíåíèé òàê íàçûâàåìîãî

ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ [152] ïðèâîäèò ê õîðîøî îáóñëîâëåííîé ñèñòåìå,

ïðèãîäíîé äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

Â íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå (ω ̸= 0), îäíàêî, ïðèìåíåíèå ìàñøòàáíîãî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ íå ïîçâîëÿåò â äîñòàòî÷íîé ñòåïåíè óëó÷øèòü ñòåïåíü îáóñëîâëåííî-

ñòè àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.13), ÷òî èëëþñòðèðóåò ñîîòâåòñòâó-

þùèé ãðàôèê ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ( ðèñ. 2.1).
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Ðèñ. 2.1: Ãðàôèê ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè äèñêðåòèçîâàííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî ÓÏÈ â ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäå.
Èíäèêàòðèñà Õåíüè-Ãðèíñòåéíà, ïàðàìåòð àíèçîòðîïèè g = 0.9, îïòè÷åñêàÿ
òîëùèíà ñðåäû τ0 = 10, àëüáåäî îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ Λ = 0.999, êâàäðàòóð-
íàÿ ôîðìóëà Ãàóññà 64ãî ïîðÿäêà

Íà ýòîì ãðàôèêå ïîêàçàíà òèïè÷íàÿ çàâèñèìîñòü ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè

ñèñòåìû (2.13) îò ÷àñòîòû ω â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Íà ãðàôèêå ïðåäñòàâëåí

ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ: èíäèêàòðèñà Õåíüè-

Ãðèíñòåéíà, ïàðàìåòð àíèçîòðîïèè g = 0.9, îïòè÷åñêàÿ òîëùèíà ñðåäû τ0 = 10,

àëüáåäî îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ Λ = 0.999. Ñèñòåìà (2.13), ñîñòîÿùàÿ èç N =

64 óðàâíåíèé, áûëà äîïîëíåíà íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ âõîäÿùåãî

èçëó÷åíèÿ (ñâîáîäíûå ãðàíèöû)

L̃(0) = 0, µ > 0 , (2.14)

L̃(τ0) = 0, µ < 0 (2.15)

àïïðîêñèìèðîâàííûìè â ÑÃ â ôîðìå Ìàðøàêà [153]. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ÷èñëî

îáóñëîâëåííîñòè íà äåéñòâèòåëüíîé îñè ÷àñòîò íåóäîâëåòâîðèòåëüíî âåçäå, êðî-

ìå ω = 0 (ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àé). Äåôîðìàöèÿ êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ â êîì-
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ïëåêñíîé ïëîñêîñòè (Imω > 0) çàòðóäíèòåëüíà â ñâÿçè ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì

îñîáåííîñòåé. Ïî ýòèì ïðè÷èíàì, ïðè ðåøåíèè íåñòàöèîíàðíîãî ÓÏÈ îáû÷íî

ïðèìåíÿþòñÿ ÷èñëåííûå ñõåìû (êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå è äð.) [47], èëè êàêèå-ëèáî

ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ [48, 49] íåïîñðåäñòâåííî âî âðåìåííîé îáëàñòè.

Â ïðèáëèæåííûõ ìàëîóãëîâûõ ðåøåíèÿõ íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðå-

íîñà, ïðèìåíåííûõ â ðÿäå ðàáîò [48, 49], èñïîëüçóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå âû-

÷èñëåíèå ðàçëè÷íûõ êðàòíîñòåé ðàññåÿíèÿ. Â îïòè÷åñêè òîëñòûõ ñðåäàõ, ãäå

ïðåîáëàäàåò ìíîãîêðàòíî ðàññåÿííîå èçëó÷åíèå, ïðèìåíåíèå òàêîãî ïîäõîäà çà-

òðóäíèòåëüíî. Â ðàáîòàõ [51, 52] è äð. ïðåäëàãàåòñÿ äðóãîé ïîäõîä, ïðèãîäíûé

äëÿ ñðåä ïðîèçâîëüíîé îïòè÷åñêîé òîëùèíû, è ïðè ýòîì ñâîáîäíûé îò êàêèõ-

ëèáî óïðîùåíèé ôàçîâîé ôóíêöèè ðàññåÿíèÿ.

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.11) íà êîñèíóñ óãëà ðàñïðîñòðàíåíèÿ èç-

ëó÷åíèÿ íà µ, àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ (2.4):

iω

(
1

µ
− 1

)
L̃+

∂

∂τ
L̃+

1

µ
L̃− 1

µ

Λ

4π

∮
L̃(θ′, ϕ′)x(θ, ϕ, θ′, ϕ′)dΩ = 0 . (2.16)

Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëîæåíèÿ µ−1 (2.4), ïðèñóòñòâóþùèå â óðàâíåíèè (2.16), â

ÿâíîì âèäå çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

0 1

1 2− µ

2 µ2 − 3µ+ 3

3 −µ3 + 4µ2 − 6µ+ 4

4 µ4 − 5µ3 + 10µ2 − 10µ+ 5

. . . . . .

(2.17)

Â ìàòðè÷íîé ôîðìå óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (2.9) ïîñëå òàêîé çàìåíû

áóäåò èìåòü âèä

∂

∂τ
Cm

l (τ) = −µ̂−(1− Λx̂k)C
m
l (τ)− iω(µ̂− − 1)Cm

l (τ) , (2.18)

ãäå ìàòðèöà îïåðàòîðà µ̂− áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü óìíîæåíèþ óãëîâîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ íà µ−1. Ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ òåéëîðîâñêèõ ðàçëîæåíèé òàêæå
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èìåþò âèä ìíîãî÷ëåíîâ, ïðèâåäåííûé â òàáëèöå, ñ çàìåíîé ñòåïåíåé µ ñîîòâåò-

ñòâóþùèìè ñòåïåíÿìè ìàòðèöû µ̂.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.18) âûðàæàåòñÿ â ôîðìå ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû

Cm
k (τ) = exp(Âτ)Cm

0k(τ) , (2.19)

ãäå

Â = −µ̂−(1− Λx̂k)− iω(µ̂− − 1) , (2.20)

Cm
0k(τ) � ñòîëáåö êîýôôèöèåíòîâ ãàðìîíèê òåëà ÿðêîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèé íà-

÷àëüíûì óñëîâèÿì ïàäàþùåìó èçëó÷åíèþ íà ãðàíèöå ñðåäû. Ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ (2.10) ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî ñïåêòðó (2.19) ÷èñëåííûì îáðàùåíèåì ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Ñëåäóÿ öèòèðîâàííûì ðàáîòàì, ìû òàêæå îãðàíè÷èâàåìñÿ àíàëèçîì íîð-

ìàëüíîãî ïàäåíèÿ èçëó÷åíèÿ íà ïëîñêóþ ãðàíèöó ñðåäû. Òåì ñàìûì, ëèøü îñ-

íîâíàÿ àçèìóòàëüíàÿ ãàðìîíèêàm = 0 ïðèñóòñòâóåò â (2.7) è äðóãèõ âûðàæåíè-

ÿõ. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ êîðîòêèõ èìïóëüñîâ èçëó-

÷åíèÿ â ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäå ïî ôîðìóëàì (2.19) - (2.20), ïðèâåäåííûå íà ðèñ.

2.2 ïîëó÷åíû äëÿ èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ Õåíüè-Ãðèíñòåéíà ñî ñðåäíèì êîñè-

íóñîì ðàññåÿíèÿ g = 0.9 è àëüáåäî îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ Λ = 1. Ñîîòâåòñòâó-

þùåå ðåøåíèå ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.2 ñïëîøíûìè êðèâûìè. Äëÿ ó÷åòà äèñïåðñèè

èñïîëüçîâàëàñü ïðîñòåéøàÿ òåéëîðîâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ µ̂− = 2̂− µ̂, îáåñïå÷è-
âàþùàÿ ó÷åò äèñïåðñèè â ïåðâîì ïîðÿäêå (ò.å. êâàäðàòè÷íîì ïî θ). Ýòàëîííîå

ðåøåíèå ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî [154] ïðèâåäåíî äëÿ ñðàâíåíèÿ (ïóíêòèðíûå ëè-

íèè). Çíà÷åíèÿ îïòè÷åñêèõ òîëùèí äëÿ êàæäîé ïàðû èìïóëüñîâ óêàçàíû öèô-

ðàìè ïðè êàæäîé ïàðå êðèâûõ. Äëÿ íàãëÿäíîñòè êðèâûå óñëîâíî ðàçíåñåíû ïî

îñè âðåìåí. Ïîêàçàíî èçëó÷åíèå, ðàññåÿííîå íà íåáîëüøîé óãîë (θ = 6◦).
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Ðèñ. 2.2: ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íåñòàöèîíàðíîãî ìàëîóãëîâîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà (2.19).

2.1.3 Ìàëîóãëîâîå ïðèáëèæåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà

ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ.

Ìàëîóãëîâîå ïðèáëèæåíèå òåîðèè ïåðåíîñà ñ ó÷åòîì ïîëÿðèçàöèè âïåðâûå áû-

ëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [33], ãäå áûëà ðàññìîòðåíà ýêâèâàëåíòíàÿ ïðîáëåìà ðàññå-

ÿíèÿ ÷àñòèö ñî ñïèíîì. Ýòî è ïîñëåäóþùèå [34] ðåøåíèÿ íå ó÷èòûâàþò äèñïåð-

ñèþ äëèí ïóòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò êî âñåì òåì æå òðóäíîñòÿì, ÷òî

è áåç ó÷åòà ïîëÿðèçàöèè. Ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå Ìàðêîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ

äëÿ îáîáùåííûõ ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà, ýêâèâàëåíòíîå ÌÓÏ äëÿ íåñòàöèîíàðíî-

ãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, äëÿ ìàãíèòîàêòèâíûõ ñðåä áûëî ïîëó÷åíî

â íåñêîëüêèõ ðàáîòàõ [35, 36] . Â ðàáîòå [46] ðåøåíèå âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ

ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (ÂÓÏÈ) â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè ñ ó÷åòîì äèñïåðñèè

ïîëó÷åíî íåïîñðåäñòâåííî, ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ðàáîòàì [51, 52] äëÿ ñêàëÿð-

íîãî ÓÏÈ.

37



Ñîãëàñíî [34], ñïåêòð íåñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ L̃(ω, τ, µ, ϕ)

L(t, τ, µ, ϕ) =
1

2π

+∞∫
−∞

exp (iω(t− τ)) L̃(ω, τ, µ, ϕ)dω . (2.21)

âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ïëîñêîñëîèñòîé îäíîðîäíîé ñðåäå

iω(1− µ)L̃(τ, l⃗) + µ
∂

∂τ
L̃(τ, l⃗) + L̃(τ, l⃗) (2.22)

=
Λ

4π

∮
R̂(⃗l× l⃗′ → l⃗× l⃗0)x̂(⃗l, l⃗

′)R(⃗l× l⃗0 → l⃗ × l⃗′)L̃(τ, l⃗′)d⃗l′

â öèðêóëÿðíîì ïðåäñòàâëåíèè [155] ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ôîðìå

L̃(τ, l⃗) =
∞∑

m=−∞

∞∑
k=0

2k + 1

4π
Ŷ k
m(µ)f⃗

k
m(τ) exp(−imϕ) , (2.23)

ãäå ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä

x(τ, l⃗ · l⃗′)
∣∣∣
r,s

=
∞∑
k=0

(2k + 1)xkr,s(τ)P
k
r,s , (2.24)

ïî îáîáùåííûì ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì P k
r,s, Ŷ

k
m(µ) = diag{P k

m,+2, P
k
m,+0, P

k
m,−0, P

k
m,−2}

� ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, l⃗ � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ñôåðå íà-

ïðàâëåíèé. Âåêòîðíûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ f⃗m = {f⃗ 0m, f⃗ 1m, . . . , f⃗km, . . .}
óäîâëåòâîðÿþò áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíèàëüíûõ óðàâíå-

íèé

iω(1̂− µ̂)f⃗m +
∂

∂τ
µ̂f⃗m +

[
1̂− Λx̂

]
f⃗m(τ) = 0 , (2.25)

ãäå ìàòðè÷íûé îïåðàòîð µ̂, ïðèñóòñòâóþùèé â äèôôåðåíöèàëüíîì ñëàãàåìîì,

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

(µ̂f⃗)km ≡ 1

2k + 1

[
Âk+1

m f⃗k+1
m + B̂k

mf⃗
k
m + Âk

mf⃗
k−1
m

]
, (2.26)

Âk
m

∣∣∣
r,s

=
1

k

√
(k2 −m2)(k2 − s2)δr,s , (2.27)

B̂k
m

∣∣∣
r,s

=
ms(2k + 1)

k(k + 1)
δr,s , (2.28)
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1̂ � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà, x̂ � ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ

ðàññåÿíèÿ (2.24) [34]. Àíàëîãè÷íî âûâîäó óðàâíåíèé ñêàëÿðíîé òåîðèè ïåðåíî-

ñà, ðàçäåëèì âåêòîðíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà (2.22) íà µ è àïïðîêñèìèðóåì µ−1

òåéëîðîâñêèì ðàçëîæåíèåì íåîáõîäèìîãî ïîðÿäêà. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè, ñè-

ñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.25) äëÿ âåêòîðíûõ êî-

ýôôèöèåíòîâ f⃗m ñâîäèòñÿ ê âèäó

iω(µ̂− − 1̂)f⃗m +
∂

∂τ
f⃗m + µ̂−

[
1̂− Λx̂

]
f⃗m(τ) = 0 , (2.29)

àíàëîãè÷íî (2.18). Ìàòðè÷íûé îïåðàòîð µ̂− îçíà÷àåò òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå

(2.17), â êîòîðîì µ̂ òåïåðü ñîîòâåòñòâóåò ìàòðè÷íîìó îïåðàòîðó (2.26). Ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (2.29) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó, àíàëîãè÷íî (2.19).

Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ f⃗m ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèþ ïîëÿðèçàöèè ïàäàþùåãî íà

ñðåäó èçëó÷åíèÿ (â öèðêóëÿðíîì ïðåäñòàâëåíèè) [34]

f⃗km(0) ∝

 pe−2iϕ0δm,2

(1− q)δm,0

(1 + q)δm,0

pe+2iϕ0δm,−2

 , (2.30)

ãäå p è q � ñòåïåíü ïîëÿðèçàöèè è ñòåïåíü ýëëèïòè÷íîñòè, ñîîòâåòñòâåííî.

2.1.4 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîëÿðè-

çîâàííûõ èìïóëüñîâ â ñðåäå

Â ðàáîòå [156] áûëà ïðåäëîæåíà ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ, îáîáùàþùàÿ ìîäåëüíóþ

èíäèêàòðèñó Õýíüè-Ãðèíñòåéíà íà ñëó÷àé ó÷åòà ïîëÿðèçàöèè:

x̂HG(γ) =
1− g2

(1 + g2 − 2gγ)3/2

 1 Pm(1− γ2) 0 0
Pm(1− γ2) (1 + γ)2/4 0 0

0 0 (1 + γ)2/4 Qm(1− γ2)
0 0 −Qm(1− γ2) 1

 ,

(2.31)

ãäå γ = cos θ � êîñèíóñ óãëà ðàññåÿíèÿ Pm è Qm � ïîñòîÿííûå, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèå íåêîòîðûì îãðàíè÷åíèÿì. Ïðîôèëè èìïóëüñîâ èçëó÷åíèÿ ïîñëå ïðîõîæ-

äåíèÿ îïòè÷åñêîãî ïóòè τ = 15 â ñðåäå c ìàòðèöåé ðàññåÿíèÿ (2.31) ïîêàçàíû

íà ðèñ. 2.3, a). Àëüáåäî îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ Λ = 1, ïàðàìåòðû ìàòðèöû

Õýíüè-Ãðèíñòåéíà Pm = 0.5 è Qm = 0.2 áûëè âûáðàíû äëÿ ÷èñëåííîãî ìî-

äåëèðîâàíèÿ, ñëåäóÿ ðàáîòå [34]. Ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû äëÿ êðóãîâîé (p = 0,
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q = 1) è ëèíåéíîé (p = 1, q = 0) ïîëÿðèçàöèè ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ (ñïëîøíàÿ

è ïóíêòèðíàÿ êðèâûå, ñîîòâåòñòâåííî). Äëÿ ó÷åòà äèñïåðñèè èñïîëüçîâàëàñü

ïðîñòåéøàÿ òåéëîðîâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ (2.17) ïåðâîãî ïîðÿäêà µ̂− = 2̂ − µ̂,

ò.å. êâàäðàòè÷íàÿ ïî θ. Ñòåïåíü ïîëÿðèçàöèèm =
√
Q2 + U 2 + V 2/I [105] ïîêà-

çàíà æèðíûìè êðèâûìè íà îäíîì ãðàôèêå ñ èíòåíñèâíîñòüþ I (òîíêèå êðèâûå,

ïðîèçâîëüíûå åäèíèöû) äëÿ êàæäîé èç äâóõ ïîëÿðèçàöèé. Ðåçóëüòàòû, ïðèâå-

äåííûå íà ðèñ. 2.3, a) êà÷åñòâåííî ñîãëàñóþòñÿ ñ óñòàíîâëåííûì ôàêòîì [157]

î ïðåèìóùåñòâåííîé äåïîëÿðèçàöèè ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ ïðè

ìíîãîêðàòíîì ìàëîóãëîâîì ðàññåÿíèè.

Òàêæå áûëè ïðîâåäåíû âû÷èñëåíèÿ ñ ôóíêöèåé ðàññåÿíèÿ Ìè, ñòðîãî âû-

÷èñëåííîé äëÿ ìàëîêîíòðàñòíûõ ðàññåèâàòåëåé [158] (ñôåðû ðàäèóñà r = λ è

êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ n = 1.0005, Λ = 1). Íà ðèñ. 2.3, á) ïîêàçàíû ïðî-

ôèëè èìïóëüñîâ, ïðîøåäøèõ îïòè÷åñêèé ïóòü τ = 15 äëÿ êðóãîâîé è ëèíåéíîé

ïîëÿðèçàöèè, ñîîòâåòñòâåííî. Òàê æå êàê è äëÿ ìàòðèöû Õýíüè-Ãðèíñòåéíà,

íàáëþäàåòñÿ ðàçëè÷íûé õàðàêòåð äåïîëÿðèçàöèè èçëó÷åíèÿ ñ êðóãîâîé è ëè-

íåéíîé ïîëÿðèçàöèåé.

5 10 15 20
τ

1

I, p

5 10 15 20
τ

0.4

0.6

0.8

1
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a) б)

0.2
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0.2

0.6

0.8

Ðèñ. 2.3: Ïîëÿðèçîâàííûå èìïóëüñû. a) Ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ Õåíüè-Ãðèíñòåéíà
[156]. τ = 15. Ñïëîøíûå êðèâûå � êðóãîâàÿ ïîëÿðèçàöèÿ, ïóíêòèðíûå êðèâûå
� ëèíåéíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ. Æèðíûå êðèâûå � ñòåïåíü ïîëÿðèçàöèè m, òîíêèå
êðèâûå � èíòåíñèâíîñòü (ïåðâûé ïàðàìåòð Ñòîêñà) I, ïðîèçâîëüíûå åäèíèöû).
á) Ìîäåëü ìàëîêîíòðàñòíûõ ðàññåèâàòåëåé [158] τ = 15. Ñïëîøíûå êðèâûå �
êðóãîâàÿ ïîëÿðèçàöèÿ, ïóíêòèðíûå êðèâûå � ëèíåéíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ. Æèðíûå
êðèâûå � ñòåïåíü ïîëÿðèçàöèè m, òîíêèå êðèâûå � èíòåíñèâíîñòü (ïåðâûé ïà-
ðàìåòð Ñòîêñà) I, ïðîèçâîëüíûå åäèíèöû).
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2.1.5 Âûäåëåíèå ñèëüíî àíèçîòðîïíîé ñîñòàâëÿþùåé ïîë-

íîãî ðåøåíèÿ.

Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñâåòîâîãî ïîëÿ â ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäå ôîðìóëèðóåòñÿ â

âèäå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà (2.1) ñ íåêîòîðîé ôóíêöèåé èñòî÷íèêîâ â ïðàâîé ÷à-

ñòè è êðàåâûõ óñëîâèé, îïðåäåëÿåìûõ çàêîíàìè îòðàæåíèÿ/ïðîïóñêàíèÿ èçëó-

÷åíèÿ íà ãðàíèöàõ ðàññìàòðèâàåìîé ñðåäû, íàïðèìåð (2.14,2.15). Ïîäñòàâëÿÿ

ïðèíÿòîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â âèäå ñóììû ðåãóëÿðíîé è àíèçîòðîïíîé ÷à-

ñòè (1.1) â êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ (2.1) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.2),

(2.3), äëÿ ðåãóëÿðíîé ÷àñòè ðåøåíèÿ LD ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâ-

íåíèÿ (2.1) ñ íåêîòîðîé ôóíêöèåé èñòî÷íèêîâ fD è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè,

çàâèñÿùèìè îò ïðåäâàðèòåëüíî íàéäåííîé àíèçîòðîïíîé ÷àñòè ðåøåíèÿ La.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ÓÏÈ â öåëîì, ïîäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå ñóììû

L = La + Ls â óðàâíåíèå (2.1).
Äëÿ îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ðåøåíèÿ Ls ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå (2.1) ñ ôóíêöèåé

èñòî÷íèêîâ fs(x, y, z) â ïðàâîé ÷àñòè

fs(x, y, z) = −µx
∂

∂x
La − µy

∂

∂y
La − µz

∂

∂z
La + La −

Λ

4π

∮
La(x, y, z,Ω)x(Ω,Ω′)dΩ′ + f(x, y, z) .

(2.32)
Èñïîëüçóÿ (2.4) è (2.5), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ ðàâíà

fs(x, y, z) = (1− µ−
z µz)

(
−µx

∂

∂x
La − µy

∂

∂y
La − µz

∂

∂z
La + La −

Λ

4π

∮
La(x, y, z,Ω)x(Ω,Ω′)dΩ′ + f(x, y, z)

)
.

(2.33)

Â ïåðåäíåé ïîëóñôåðå ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ ýôôåêòèâíî ïîäàâëåíà ìíîæèòå-

ëåì (1− µ−z µz) = o((1− µz)
n), ñòðåìÿùèìñÿ ê íóëþ â íàïðàâëåíèè âïåðåä, ò.å.

â íàïðàâëåíèè ìàêñèìàëüíîé àíèçîòðîïèè ïîëÿ ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ. Òàêèì

îáðàçîì, ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ fs(x, y, z) ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ãëàäêîé ôóíêöèåé íà-

ïðàâëåíèÿ Ω, òàê ÷òî çàäà÷à ðåøåíèÿ ÓÏÈ ñ ãëàäêîé ôóíêöèåé èñòî÷íèêîâ

è ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ íàõîæäåíèÿ Ls îêàçûâàåòñÿ

ãîðàçäî ïðîùå èñõîäíîé çàäà÷è.

Ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ fD ïî ñôåðè-

÷åñêèì ãàðìîíèêàì çàïèñûâàåòñÿ â âèäå [52]

∆⃗SH(τ) = (µ̂µ̂− − 1̂)(1̂− Λx̂+ iω)C⃗a(τ) , (2.34)

ãäå C⃗a(τ) - âåêòîð-ñòîëáåö êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ àíèçîòðîïíîé ÷àñòè ðå-

øåíèÿ. Ïðè óäà÷íî íàéäåííîé àíèçîòðîïíîé ÷àñòè ïîëÿ ðåøåíèå êðàåâîé çà-
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äà÷è ÿâëÿåòñÿ ïëàâíîé, ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé, êîòîðóþ íåòðóäíî íàéòè ëþáûì

÷èñëåííûì ìåòîäîì. Èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå àíèçîòðîïíîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ

(2.19) ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà ïðèáëèæåíèÿ (2.17) ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðî-

âàòü âåñüìà ðåãóëÿðíóþ çàäà÷ó äëÿ ãëàäêîé ÷àñòè ðåøåíèÿ.

Â ñëó÷àå ïëîñêîñëîèñòîé çàäà÷è ðåøåíèå ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî íàéäåíî

ñðåäñòâàìè ìàòðè÷íîé àëãåáðû ñ ðàçäåëåíèåì ïî àçèìóòàëüíûì ãàðìîíèêàìm.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ÓÏÈ â âèäå ñóììû (1.1), ãäå La � âûäåëåííàÿ îñîáåííàÿ

÷àñòü ðåøåíèÿ. Äëÿ îñòàâøåéñÿ ãëàäêîé ÷àñòè òåëà ÿðêîñòè LD ôîðìóëèðóåòñÿ

êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ íåîäíîðîäíîãî ÓÏÈ

µ
∂

∂τ
LD + LD − Λ

4π

∮
LD(t, τ, θ

′, ϕ′)x(θ, ϕ, θ′, ϕ′)dΩ = SF , (2.35)

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ SF

SF = −iωLa − µ
∂

∂τ
La − La +

Λ

4π

∮
La(t, τ, θ

′, ϕ′)x(θ, ϕ, θ′, ϕ′)dΩ . (2.36)

ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ïîäñòàíîâêîé ðàçëîæåíèÿ àíèçîòðîïíîé

÷àñòè (2.19) â ÓÏÈ â ÑÃ ïðåäñòàâëåíèè (2.12) ìîæåò áûòü íàéäåíà â âèäå ðàç-

ëîæåíèÿ â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì äëÿ äàííîãî àçèìóòàëüíîãî ÷èñëà

m

SFSH = (µ̂µ̂− − 1)(1 + iω − Λx̂k) exp(Âτ)C
m
k (0) . (2.37)

Ãëàäêóþ ÷àñòü òåëà ÿðêîñòè óäîáíî èñêàòü ìåòîäîì äèñêðåòíûõ îðäèíàò.

Ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðÿìîóãîëüíóþ ìàòðèöó Ŵ

Ŵi,l = Y m
l (µi) (2.38)

äëÿ ïåðåõîäà îò ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ê äèñêðåòíûì îðäèíàòàì, ãäå µi - óçëû

èñïîëüçóåìîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû. Óðàâíåíèå äëÿ ãëàäêîé ÷àñòè â äèñêðåò-

íûõ îðäèíàòàõ çàïèøåì â âèäå

iωLi + µi
∂

∂τ
Li = −Li + 2πΛ

∞∑
l=0

∑
j

ajxlY
0
l (µi)Y

0
l (µj)Lj + SFi , (2.39)

ãäå ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ ñîîòâåòñòâåííî âûðàæàåòñÿ â âèäå

SFi = ŴSFSH . (2.40)
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Ïî âîçìîæíîñòè ñîõðàíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå â ðàáîòå [159], çàïèøåì (2.39)

â ìàòðè÷íîé ôîðìå
∂

∂τ
Li = B̂Li + µ−1

i SFi . (2.41)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ âûðàæàåòñÿ â êâàäðàòóðàõ

exp(−B̂τ)Li(τ)− Li(0) =

τ∫
0

exp(−B̂τ) 1
µi
SFidτ . (2.42)

Ìàòðèöû A è B äèàãîíàëèçóåìû, ò.å. ïðåäñòàâèìû â âèäå

Â = V̂ ∆̂V̂ −1 , (2.43)

B̂ = Û Γ̂Û−1 , (2.44)

ãäå V̂ è Û � ìàòðèöû ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèö A è B ñîîòâåòñòâåííî, ∆̂ è Γ̂

� ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïîäñòàâëÿÿ

âûðàæåíèÿ (2.37),(2.38),(2.40) â ïðàâóþ ÷àñòü (2.42), ìû ïîëó÷èì

τ∫
0

exp(−B̂τ) 1
µi
Ŵ (µ̂µ̂− − 1)(1 + iω − Λx̂k) exp(Âτ)C

m
k (0)dτ = (2.45)

τ∫
0

Û exp(−Γ̂τ)Û−1 1

µi
Ŵ (µ̂µ̂− − 1)(1 + iω − Λx̂k)V̂ exp(∆̂τ)V̂ −1Cm

k (0)dτ .

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå

Ξ̂ ≡ Û−1 1

µi
Ŵ (µ̂µ̂− − 1)(1 + iω − Λx̂k)V̂ , (2.46)

ïåðåïèøåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ ïðàâîé ÷àñòè (2.42) â âèäå

τ∫
0

Û exp(−Γ̂τ)Ξ̂ exp(∆̂τ)V̂ −1Cm
k (0)dτ . (2.47)

Êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, óìíîæåíèå ìàòðèöû Ξ̂ ñïðàâà è ñëåâà ñîîòâåòñòâåí-

íî íà äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû exp(−Γ̂τ) è exp(∆̂τ) ýêâèâàëåíòíî óìíîæåíèþ

êàæäîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû Ξ̂i,j íà exp((∆j − Γi)τ). Ýëåìåíòû ïðÿìîóãîëüíîé
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ìàòðèöû Ξ̂i,j íå çàâèñÿò îò τ , è òàêèì îáðàçîì èíòåãðàë ïî τ â (2.47) ëåãêî

âû÷èñëÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû:

τ∫
0

exp((∆j − Γi)τ)dτ =

{
(exp((∆j − Γi)τ)− 1)/(∆j − Γi) , ∆j ̸= Γi

τ , ∆j = Γi .
(2.48)

Ïðèìåíåíèå ê (2.42) îïåðàöèè ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ò.å. óìíîæåíèå ñëå-

âà íà ìàòðèöó ŜÛ−1 , ãäå Ŝ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè ñëåäóþùåãî

âèäà:

Sii =

{
exp(−Γiτ) , ReΓi > 0
1 , ReΓi < 0 , (2.49)

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü õîðîøî îáóñëîâëåííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ íåêîíñåð-

âàòèâíûõ ñðåä ïðàêòè÷åñêè íåîãðàíè÷åííîé îïòè÷åñêîé òîëùèíû. Ìàñøòàáíîå

ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ çàäà÷ ñ êîíñåðâàòèâíûìè ñðåäàìè ïðåäëîæåíî â [152].

функция

θ, градусы

Ðèñ. 2.4: Ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ ïëîñêîñëîèñòîé êðàåâîé çàäà÷è ÓÏÈ (2.1), (2.2),
(2.3). Èíäèêàòðèñà Õýíüè-Ãðèíñòåéíà g = 0.98, τ = 10,Λ = 1,µ0 = 1.

Íà ðèñ. 2.4 ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ (2.34) ïîêàçàíû â çàâèñèìîñòè îò óãëà âè-

çèðîâàíèÿ äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé îïòè÷åñêèõ òîëùèí è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ.

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè óãëîâûå ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ôóíêöèé èñòî÷íèêîâ (2.34) ïåðåìåùàþòñÿ èç ïåðåäíåé ïîëóñôåðû â çàä-

íþþ. Äëÿ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ àïïðîêñèìàöèè, ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ ÿâëÿþòñÿ
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âåñüìà ñãëàæåííûìè è â îñíîâíîì ñîñðåäîòî÷åíû â çàäíåé ïîëóñôåðå íàïðàâ-

ëåíèé âèçèðîâàíèÿ áëàãîäàðÿ ìíîæèòåëþ (µ̂µ̂−− 1̂), ïðèñóòñòâóþùåìó â âûðà-

æåíèè (2.34). Çíà÷åíèÿ ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè, òî åñòü ñòåïåíè ñîîòâåòñòâóþ-

ùåãî òåéëîðîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ (2.19) ïîêàçàíû öèôðàìè ðÿäîì ñ êàæäîé êðè-

âîé. Ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîñòåéøåé àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå

îñîáåííîé ÷àñòè ðåøåíèÿ (ò.å. â âèäå äåëüòà-ôóíêöèè δ(θ)), ïîêàçàíà æèðíîé

ïóíêòèðíîé êðèâîé. Ìîæíî íàáëþäàòü óìåíüøåíèå ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ â ïå-

ðåäíåé ïîëóñôåðå è ðîñò â çàäíåé ñ ðîñòîì íîìåðà. Íîìåðà ïîðÿäêà ïðèáëè-

æåíèÿ îáîçíà÷åíû öèôðàìè ïðè êàæäîé êðèâîé. Íà ðèñ. 2.5 ïîêàçàíû ìîäóëè

êîýôôèöèåíòîâ ãàðìîíèê ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ ÓÏÈ ðàçëè÷íîé ñòåïåíè ìàëî-

óãëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ïîðÿäêà òî÷íîñòè

àïïðîêñèìàöèè (2.34) êîýôôèöèåíòû âûñîêèõ íîìåðîâ ãàðìîíèê ôóíêöèè èñ-

òî÷íèêîâ âåñüìà áûñòðî óìåíüøàþòñÿ è äîñòèãàþò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ,

îãðàíè÷åííîãî òî÷íîñòüþ âû÷èñëèòåëüíîãî óñòðîéñòâà.

функция

Ðèñ. 2.5: Ìîäóëè êîýôôèöèåíòîâ ãàðìîíèê ôóíêöèé èñòî÷íèêîâ ïëîñêîñëîè-
ñòîé êðàåâîé çàäà÷è ÓÏÈ (2.34).
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2.2 Çàäà÷è òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ñ òî÷å÷-
íûì ìîíîíàïðàâëåííûì (ÒÌ) èñòî÷íèêîì èç-
ëó÷åíèÿ â ðàññåèâàþùåé ñðåäå.

2.2.1 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå óçêèõ ïó÷êîâ.

Ðàññìîòðèì òèïè÷íóþ êîíôèãóðàöèþ çîíäèðîâàíèÿ ñëîèñòîé àòìîñôåðû óç-

êèì ïó÷êîì íåïðåðûâíîãî èçëó÷åíèÿ [57] (ðèñ. 2.6). Ïó÷îê íîðìàëüíî ïàäàåò íà

íèæíþþ ãðàíèöó z = z1 ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñëîèñòîé ðàññåèâàþùåé ñðåäû.

Âåðõíÿÿ ãðàíèöà ñðåäû íàõîäèòñÿ íà âûñîòå z = z2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè,

êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ â ñëîå ε = 1 ïîëîæèì ðàâíûì åäèíèöå.

L0

L1

LD

z

yx A 

B 

Мутная среда

z1

z2

r2

r1

(1)

(2)

θ

θ
1

θ
2

L2

Ðèñ. 2.6: Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ãåîìåòðèè ýêñïåðèìåíòà ïî âåðòèêàëüíî-
ìó ëèäàðíîìó çîíäèðîâàíèþ.

Â ýòîì ðàçäåëå îãðàíè÷èìñÿ ðåøåíèåì ñêàëÿðíîãî ÓÏÈ â ïðèáëèæåíèè êâà-

çèîäíîêðàòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ. Ïîëÿðèçàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè èçëó-

÷åíèÿ è äèôôóçíàÿ êîìïîíåíòà ðåøåíèÿ LD ðàññìîòðåíû íå áóäóò. Òàêèì îáðà-
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çîì, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ñóììû íåðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ L0 è ïðÿìîãî

è îáðàòíîãî ïîòîêîâ L1 è L2. Ïîëå ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ ÒÌ èñòî÷íèêà â ïëî-

êîñëîèñòîé ñðåäå ñ îòêðûòûìè ãðàíèöàìè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è

äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (2.1) c ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.2), (2.3).

Íåðàññåÿííûé ïîòîê èçëó÷åíèÿ L0 èçâåñòåí òàê ÷òî L1 è L2 óäîâëåòâîðÿþò

óðàâíåíèÿì (2.56) è (2.57) ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðè L1(z1) = 0

è L2(z2) = 0, ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ñ÷èòàòü ïó÷îê áåñêîíå÷íî òîíêèì

L0 = δ(x)δ(y)δ(Ω) exp

(∫
εdz

)
, (2.50)

òîãäà ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà â óðàâíåíèè (2.1) ðàâíà

f(r,Ω) =
Λ

4π

∮
L0(r,Ω

′)x(Ω,Ω′)dΩ′ = δ(x)δ(y)
Λ

4π
x(Ω) exp

(
−
∫
εdz

)
.

(2.51)

2.2.2 Ïðèáëèæåíèå êâàçèîäíîêðàòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿ-

íèÿ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (2.1). Ïðèìåì, ÷òî óãëîâîå ðàñïðå-

äåëåíèå èíòåíñèâíîñòè èñòî÷íèêîâ f(r,Ω) ñèëüíî âûòÿíóòî â ïîëîæèòåëüíîì

íàïðàâëåíèè îñè z (µz → 1). Êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ â ñðåäå ε = 1 áåç îãðà-

íè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëîæèì ðàâíûì åäèíèöå.

Ïåðåéäåì ê ðàçäåëüíûì óðàâíåíèÿì äëÿ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïîòîêîâ â

ïðèáëèæåíèè êâàçèîäíîêðàòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ (L1 è L2, ñîîòâåòñòâåí-

íî). Ñôåðó íàïðàâëåíèé ðàçäåëèì íà ïåðåäíþþ (µz > 0)è çàäíþþ (µz < 0)

ïîëóñôåðû è ââåäåì ðàçáèåíèå åäèíèöû [160] M1(Ω) +M2(Ω) ≡ 1 òàêîå, ÷òî

M1(µz → 1) → 1, M2(µz → 1) → 0 è M1(µz → −1) → 0, M2(µz → −1) → 1

ñîîòâåòñòâåííî. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ðàçáèåíèÿ åäèíèöû ðàçäåëèì èíòåãðàë ðàññå-

ÿíèÿ è ôóíêöèþ èñòî÷íèêîâ f(r) íà âêëàäû â ïåðåäíþþ è çàäíþþ ïîëóñôåðû

è ó÷òåì îäíîêðàòíîå ðàññåÿíèå ïðÿìîãî ïîòîêà L1 â çàäíþþ ïîëóñôåðó â óðàâ-

íåíèè äëÿ L2 Ïîëó÷èì ïàðó ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé

(Ω · ∇)L1 = −L1 +M1(Ω)
Λ

4π

∮
L1(r,Ω

′)x(Ω,Ω′)dΩ′ +M1(Ω)f(r) , (2.52)

(Ω · ∇)L2 = −L2 +M2(Ω)
Λ

4π

∮
L2(r,Ω

′)x(Ω,Ω′)dΩ′ +M2(Ω)f(r) (2.53)
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+M2(Ω)
Λ

4π

∮
L1(r,Ω

′)x(Ω,Ω′)dΩ′ .

Ñëåäóÿ ðàáîòàì [52, 53, 46], ïåðåéäåì â óðàâíåíèÿõ (2.52) è (2.53) ê ìàëîóãëî-

âûì ïðèáëèæåíèÿì â ïðÿìîì è îáðàòíîì íàïðàâëåíèÿõ, ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ

ýòîãî, îáå ÷àñòè êàæäîãî óðàâíåíèÿ ðàçäåëèì íà µz è àïïðîêñèìèðóåì âåëè-

÷èíó µ−1
z òåéëîðîâñêèì ðàçëîæåíèåì ïî µz âáëèçè ïîëþñà ñîîòâåòñòâóþùåé

ïîëóñôåðû µz = ±1:

µ−z ≡ 1 + (1− µz) + (1− µz)
2 + . . .+ (1− µz)

n + o((1− µz)
n) ≈ 1

µz

∣∣∣∣
µz→+1

(2.54)

µ+z ≡ −1−(1+µz)−(1+µz)
2− . . .−(1+µz)

n+o((1−µz)n) ≈
1

µz

∣∣∣∣
µz→−1

. (2.55)

Ïîëó÷èì ïàðó óðàâíåíèé äëÿ L1 è L2 â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè ñ ó÷åòîì

äèñïåðñèè äëèí ïóòåé èçëó÷åíèÿ â êàæäîì ïîòîêå

∂

∂z
L1 + µ−z µx

∂

∂x
L1 + µ−z µy

∂

∂y
L1 = (2.56)

−µ−z L1 + µ−z M1(Ω)
Λ

4π

∮
L1(r,Ω

′)x(Ω,Ω′)dΩ′ + µ−z M1(Ω)f(r) ,

∂

∂z
L2 + µ+z µx

∂

∂x
L2 + µ+z µy

∂

∂y
L2 = (2.57)

−µ+z L2 + µ+z M2(Ω)
Λ

4π

∮
(L1(r,Ω

′) + L2(r,Ω
′))x(Ω,Ω′)dΩ′ + µ+z M2(Ω)f(r) .

Ðåøåíèå ýòîé ïàðû óðàâíåíèé (2.56), (2.57) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è î ïîëå ÒÌ èñòî÷íèêà â îäíîðîäíîé

ñðåäå â çàäàííîì ïðèáëèæåíèè. Ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è ìîæåò áûòü íàéäåíî â

âèäå ñóììû L = L1 + L2 + LD, ãäå LD � íåèçâåñòíàÿ ÷àñòü ïîëÿ, íå ó÷òåííàÿ

â ðàññìîòðåííîì ïðèáëèæåíèè. Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ñóììó â ÓÏÈ (2.1), äëÿ LD

ïîëó÷èì íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå âèäà (2.1) ôóíêöèåé èñòî÷íèêîâ fD â ïðàâîé

÷àñòè

fD = (µzµ
−
z − 1)(µx

∂

∂x
L1+µy

∂

∂y
L1+L1)+ (µzµ

+
z − 1)(µx

∂

∂x
L2+µy

∂

∂y
L2+L2)+

(2.58)

(1− µzµ
−
z M1(Ω)− µzµ

+
z M2(Ω))

Λ

4π

∮
L1(r,Ω

′)x(Ω,Ω′)dΩ′+

48



(1− µzµ
+
z M2(Ω))

Λ

4π

∮
L2(r,Ω

′)x(Ω,Ω′)dΩ′

+(1− µzµ
−
z M1(Ω)− µzµ

+
z M2(Ω))f .

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî âáëèçè íàïðàâëåíèé íàèáîëüøåé àíèçîòðîïèè µz → ±1

ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ fD ýôôåêòèâíî ïîäàâëåíà ñòðåìÿùèìèñÿ ê íóëþ ìíîæè-

òåëÿìè òèïà (1 − µzµ
±
z ) ∝ (µz ∓ 1)(n+1). Ïî ýòîé ïðè÷èíå LD ÿâëÿåòñÿ äîñòà-

òî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèåé íàïðàâëåíèÿ Ω è ìîæåò áûòü íàéäåíà èçâåñòíûìè

÷èñëåííûìè ìåòîäàìè áåç áîëüøèõ ñëîæíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ àíèçîòðîïèåé è

îñîáåííîñòÿìè ðåøåíèÿ.

Ïîëå èçëó÷åíèÿ ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì

íà ñôåðå íàïðàâëåíèé è èíòåãðàëà Ôóðüå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì

L(x, y, z,Ω) =
1

(2π)2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∑
n=0

n∑
m=−n

c̃nm(kx, ky, z)Y
m
n (θ, ϕ) exp(ikxx+ikyy)dkxdky ,

(2.59)

Íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (2.59) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

∂

∂z
C⃗1 + µ̂−z µ̂xikxC⃗1 + µ̂−z µ̂yikyC⃗1 = −µ̂−z C⃗1 + µ̂−z M̂1Λx̂C⃗1 + µ̂−z M̂1Λx̂f⃗ , (2.60)

∂

∂z
C⃗2+µ̂

+
z µ̂xikxC⃗2+µ̂

+
z µ̂yikyC⃗2 = −µ̂+z C⃗2+µ̂

+
z M̂2Λx̂(C⃗2+C⃗1)+µ̂

+
z M̂2Λx̂f⃗ , (2.61)

ãäå C⃗1, C⃗2, f⃗ � âåêòîð-ñòîëáöû êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé (2.59) äëÿ L1, L2, f ,

ñîîòâåòñòâåííî, µ̂x, µ̂y, µ̂z � ìàòðèöû îïåðàòîðîâ óìíîæåíèÿ íà µx, µy, µz. ßâ-

íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö ìîæíî íàéòè â ëèòåðàòóðå [87].

Ìàòðèöû µ̂±z � ìàòðè÷íûå ïîëèíîìû îò µ̂z, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè (2.54),

(2.55). Ìàòðèöû M̂1,2 ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèÿì M1,2(Ω), ñîñòàâëÿþùèì ðàçáè-

åíèå åäèíèöû íà ñôåðå íàïðàâëåíèé. Â ðàñ÷åòàõ ïðèìåíÿëàñü ïðèáëèæåííàÿ

÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ðàçáèåíèÿ åäèíèöû

M1(µz) = − 5

32
(µz + 1)7 +

35

32
(µz + 1)6 − 21

8
(µz + 1)5 +

35

16
(µz + 1)4 = (2.62)

√
πY0,0(θ, ϕ)+

4

3

√
π

3
Y1,0(θ, ϕ)−

2
√
7π

33
Y3,0(θ, ϕ)+

4

39

√
π

11
Y5,0(θ, ϕ)−

1

429

√
5π

3
Y7,0(θ, ϕ) ,

M2(µz) = − 5

32
(1− µz)

7 +
35

32
(1− µz)

6 − 21

8
(1− µz)

5 +
35

16
(1− µz)

4 = (2.63)
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√
πY0,0(θ, ϕ)−

4

3

√
π

3
Y1,0(θ, ϕ)+

2

33

√
7πY3,0(θ, ϕ)−

4

39

√
π

11
Y5,0(θ, ϕ)+

1

429

√
5π

3
Y7,0(θ, ϕ) .

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè

îò ïðîèçâåäåíèé òðåõ ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü âûðàæåíû

÷åðåç 3j-ñèìâîëû Âèãíåðà [151].

Ïîñêîëüêó óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè ñâåòîâîãî ïîëÿ â äàííîé

çàäà÷å ñèíãóëÿðíî, âû÷èñëèòü åãî ñóììèðîâàíèåì ðÿäîâ íåâîçìîæíî. Íà ïðàê-

òèêå, íåîáõîäèìàÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé îáû÷íî ñîãëàñîâàíà ñ òî÷íîñòüþ èçìå-

ðåíèé, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ èíñòðóìåíòàëüíûì óãëîâûì ðàçðåøåíèåì èçìå-

ðèòåëüíîãî ïðèáîðà [161, 162, 163]. Ïî ýòèì ïðè÷èíàì ïðèìåíÿåòñÿ àïîäèçàöèÿ

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïóòåì ñâåðòêè ñ íåêîòîðûì ÿäðîì M(Ω), ýôôåêòèâíî ðå-

ãóëÿðèçóþùàÿ âû÷èñëèòåëüíóþ ïðîöåäóðó è îãðàíè÷èâàþùàÿ åå óãëîâîå ðàç-

ðåøåíèå íà íåîáõîäèìîì óðîâíå.

Óäîáíûì ÿäðîì àïîäèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

M(θ) =
(s+ 1) (cos θ + 1)s

2s+2 π
, (2.64)

õàðàêòåðíàÿ óãëîâàÿ øèðèíà êîòîðîé ýôôåêòèâíî ðåãóëèðóåòñÿ ïàðàìåòðîì s.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ÑÃ-ïðåäñòàâëåíèè (2.7), (2.8) ñâåðòêå ñ ÿäðîì (2.64) ñî-

îòâåòñòâóåò óìíîæåíèå íà äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó M̂ ñ êîýôôèöèåíòàìè (s >>

n)

mn =
Γ(s+ 1)Γ(s+ 2)

Γ(s− n+ 1)Γ(n+ s+ 2)
≈ (s+ 1)s+1/2(s+ 2)s+3/2(s− n+ 1)n−s−1/2

(n+ s+ 2)n+s+3/2
.

(2.65)

Ïðèìåðû ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.7. Óðàâíåíèÿ ÌÓÏ â ïðè-

áëèæåíèè îäíîêðàòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ (2.60) è (2.61) ñ ó÷åòîì äèñïåðñèè

â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè µ̂±z = ∓2−µ̂ ðåøàëèñü ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé

ñõåìû.

Â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëàñü èíäèêàòðèñà Õåíüè-Ãðèíñòåéíà ñî

çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà àíèçîòðîïèè g = 0.9, òèïè÷íûì äëÿ èñêóññòâåííûõ ñóñ-

ïåíçèé â ýêñïåðèìåíòàõ Ýëëèîòòà [9]. Çíà÷åíèå àëüáåäî îäíîêðàòíîãî ðàññåÿ-

íèÿ Λ = 1 áûëî ïðèíÿòî êàê áëèçêîå ê òèïè÷íîìó äëÿ ìíîãèõ åñòåñòâåííûõ

ñðåä. Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû â ïðèáëèæåíèè P99 [164] ìåòîäà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìî-

íèê (ÑÃ). Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàëîñü (99+1)2 = 10000 ÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèÿõ

òèïà (2.59).
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Ðèñ. 2.7: Óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå îáðàòíî ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ (òî÷êà À íà
ðèñ. 2.6 â ïëîñêîñòè ïó÷êà íà ðàçëè÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ R îò îñè ïó÷êà (óêà-
çàíû öèôðàìè). z1 = 1.0, z2 = 5.0, êîýôôèöèåíò îáúåìíîãî ïîãëîùåíèÿ
ε = 1, g = 0.9,Λ = 1, èíäèêàòðèñà Õýíüè-Ãðèíñòåéíà. Ñïëîøíûå ëèíèè �
ïîëíàÿ èíòåíñèâíîñòü, ïóíêòèðíûå ëèíèè � îäíîêðàòíî ðàññåÿííîå èçëó÷åíèå,
øòðèõïóíêòèðíûå � äâóêðàòíî ðàññåÿííîå èçëó÷åíèå.

Íà ðèñ. 2.7 ñïëîøíûìè êðèâûìè ïîêàçàíû óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåí-

ñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ L2 â ïëîñêîñòè ïó÷êà, äëÿ ñðåäû ñ âåðõíåé ãðàíèöåé íà

óðîâíå z2 = 5.0, ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññòîÿíèÿ R îò îñè ïó÷êà äî òî÷êè íàáëþ-

äåíèÿ A óêàçàíû öèôðàìè. Àïîäèçèðîâàííûå óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåí-

ñèâíîñòè îäíîêðàòíî è äâóêðàòíî ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ ïîêàçàíû òîíêèìè è

æèðíûìè ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè, ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíêöèÿ àïîäèçèðóþùåãî

ÿäðà M(θ) (s = 5000) ïîêàçàíà íà îòäåëüíîì ãðàôèêå â ëåâîé ÷àñòè ðèñóíêà.

2.2.3 Ìîäóëèðîâàííûå è èìïóëüñíûå ïó÷êè â ðàññåèâàþ-

ùèõ ñðåäàõ.

Îáîáùåíèå ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà íà ñëó÷àé íåñòàöèîíàðíûõ ïîëåé èçëó÷åíèÿ

∂

c∂t
L+ (Ω · ∇)L = −εL+

Λε

4π

∮
L(r,Ω′)x(Ω,Ω′)dΩ′ + f(r,Ω) , (2.66)
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íå ïðåäñòàâëÿåò êàêèõ-ëèáî çàòðóäíåíèé [46]. Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòîòíûå êîì-

ïîíåíòû ñïåêòðîâ L1, L2 è LD ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèÿì (2.56), (2.57), (2.1)

ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïî ÷àñòîòíûì ñïåêòðàì ìîæíî âîññòàíî-

âèòü ïðîôèëü èìïóëüñà. Îäíàêî, â çàäà÷àõ ñâÿçè è ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ïî

îïòè÷åñêîìó êàíàëó ÷àñòî áûâàåò äîñòàòî÷íî îöåíèòü øèðèíó ïîëîñû ÷àñòîò

ìîäóëÿöèè, äîñòóïíîé äëÿ ïåðåäà÷è ïî êàíàëó [165, 65].

Ïî ýòèì ïðè÷èíàì, çäåñü îãðàíè÷èìñÿ âû÷èñëåíèåì ÷àñòîòíîãî ñïåêòðà ïðÿ-

ìîãî ïîòîêà L1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïîëîæèì ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ

èçëó÷åíèÿ â ñðåäå ðàâíîé åäèíèöå c = 1. Ñòîëáöû êîýôôèöèåíòîâ c̃
(1)
nm(kx, ky, z, ω)

â ðàçëîæåíèÿõ ÷àñòîòíûõ ñïåêòðîâ

L1(x, y, z,Ω, t) = (2.67)

1

(2π)3

∫ ∫ ∫
exp (ikxx+ ikyy + iω(t− z))

∑
m,n

c̃(1)nm(kx, ky, z, ω)Y
m
n (θ, ϕ)dkxdkydω ,

ïîä÷èíÿþòñÿ ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ

iω(1−µ̂)C⃗1+
∂

∂z
C⃗1+µ̂

−
z µ̂xikxC⃗1+µ̂

−
z µ̂yikyC⃗1 = −µ̂−z C⃗1+µ̂

−
z M̂1Λx̂C⃗1+µ̂

−
z M̂1Λx̂f⃗ .

(2.68)

Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòîòíûõ êîìïîíåíò ñïåêòðà |L1(ω, r,Ω| íà ðàçëè÷-

íûõ ðàññòîÿíèÿõ îò îñè ïó÷êà ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.8. Îïòè÷åñêàÿ òîëùèíà ñðåäû

τ0 = 10. Íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíóþ îïòè÷åñêóþ äëèíó òðàññû, ðàâíóþ îäíîé

òðàíñïîðòíîé äëèíå τ0/(1− g) = 1, ñïåêòðàëüíàÿ øèðèíà îòíîñèòåëüíî âåëèêà

(ωτ0/(1−g) > 1) äàæå íà çíà÷èòåëüíûõ ðàññòîÿíèÿõ îò îñè ïó÷êà. Ýòî îáóñëîâ-

ëåíî òåì, ÷òî âáëèçè îñè ïó÷êà ïðåèìóùåñòâåííî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ èçëó÷åíèå,

ðàññåÿííîå íà ìàëûå óãëû. Ðàññåÿííîå íà áîëüøèå óãëû èçëó÷åíèå ïîêèäàåò

îêðåñòíîñòü îñè ïó÷êà è ðàñïðåäåëÿåòñÿ ïî âñåìó îáúåìó ñðåäû, â ðåçóëüòàòå

÷åãî â öåíòðàëüíîé ÷àñòè ïó÷êà ìîãóò èçáèðàòåëüíî ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ êîìïî-

íåíòû ìîäóëèðîâàííîãî èçëó÷åíèÿ ñ âûñîêèìè ÷àñòîòàìè ìîäóëÿöèè.

2.2.4 Ðàñ÷åòû âèäèìîñòè ëàçåðíûõ íàâèãàöèîííûõ ìàÿ-

êîâ â òóìàíå.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïî ðÿäó ïðè÷èí àêòóàëüíà ïðîáëåìà ñîçäàíèÿ ëàçåðíîé èí-

ñòðóìåíòàëüíîé ñèñòåìû ïîñàäêè (ËÈÑÏ) ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ (ËÀ) [166]
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Ðèñ. 2.8: ×àñòîòíûå ñïåêòðû óãëîâûõ ðàñïðåäåëåíèé èíòåíñèâíîñòè ðàññåÿí-
íîãî âïåðåä èçëó÷åíèÿ (òî÷êà Â íà ðèñ. 2.6) â ïëîñêîñòè ïó÷êà íà ðàçëè÷íûõ
ðàññòîÿíèÿõ R îò îñè ïó÷êà (óêàçàíû öèôðàìè). z1 = 0.0, z2 = 10.0, ε = 1, g =
0.9,Λ = 1, èíäèêàòðèñà Õýíüè-Ãðèíñòåéíà. Ñïëîøíûå êðèâûå � ω = 0, ïóíê-
òèðíûå êðèâûå � ω = 10, øòðèõïóíêòèðíûå êðèâûå � ω = 35. ßäðî àïîäèçàöèè
(2.64) M(θ)(s = 5000) ïîêàçàíî íà îòäåëüíîì ãðàôèêå â ëåâîé ÷àñòè ðèñóíêà.

(ðèñ. 2.2.4). Ðåøåíèåì Ìåæäóíàðîäíîé îðãàíèçàöèè ãðàæäàíñêîé àâèàöèè îò

àïðåëÿ 1978 ã. ïðèíÿòû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû ïîëåòà â òî÷êå êàñàíèÿ âçëåòíî-

ïîñàäî÷íîé ïîëîñû (ÂÏÏ) [167] :

1. ïðîäîëüíîå ðàññòîÿíèå îò òîðöà ÂÏÏ 240...700 ì;

2. ïîëîæåíèå ïî òàíãàæó 0...5◦;

3. äîïóñòèìîå îòêëîíåíèå îò îñè ÂÏÏ 8,2 ì;

4. äîïóñòèìàÿ ñêîðîñòü áîêîâîãî ñíîñà 2,4 ì/ñ.

Òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü ñèñòåìû îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò ïðè çàõîäå íà ïîñàä-

êó ïî êàòåãîðèÿì ÌÊÀÎ - 2,0...8,5 ì. Ñôîðìóëèðîâàííûå òðåáîâàíèÿ äåëàþò

53



íåîáõîäèìûì îïðåäåëåíèå íàðÿäó ñ ëèíåéíûìè îòêëîíåíèÿìè ËÀ îò ãëèññàäû

òàêæå è åãî óãëîâîå ïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî å¼, ÷åãî íå îáåñïå÷èâàþò ñîâðå-

ìåííûå ñðåäñòâà ïîñàäêè, ðàáîòàþùèå â ðàäèîäèàïàçîíå.

Ðèñ. 2.9: Ëàçåðíàÿ ñèñòåìà ïîñàäêè ñàìîëåòà

Â ËÈÑÏ ëàçåð ñîçäàåò èçëó÷åíèå âûñîêîé íàïðàâëåííîñòè (ëó÷), ñòðîãî

îðèåíòèðîâàííûé îòíîñèòåëüíî ãëèññàäû. Öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíåíèå äëèíû

âîëíû 1,6 ìêì â áëèæíåé ÈÊ-îáëàñòè ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì:

1. âîçìîæíîñòü ïðèíÿòü äîïîëíèòåëüíûå ìåðû äëÿ îñëàáëåíèÿ èçëó÷åíèÿ

ëàçåðà, ïîïàâøåãî â ñàìîëåò, áåç îñëàáëåíèÿ èçëó÷åíèÿ â âèäèìîì äèàïà-

çîíå;

2. èçëó÷åíèå íàèáîëåå áåçîïàñíî äëÿ ãëàç [168];

3. èçëó÷åíèå ïîïàäàåò â îêíî ïðîçðà÷íîñòè àòìîñôåðû [169].

Ïîãëîùåíèå è ðàññåÿíèå àýðîçîëÿ (äûìêà) íà äëèíå âîëíû 1,6 ìêì ðàâíû

è èõ êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ ìîæåò äîñòèãàòü 0.15êì−1. Â òóìàíå ìåòåîðîëî-

ãè÷åñêàÿ äàëüíîñòü âèäèìîñòè (ÌÄÂ) ñâÿçàíà ñ êîýôôèöèåíòîì îñëàáëåíèÿ ε
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ôîðìóëîé [170]

ε =
3.9

ÌÄÂ
(2.69)

è, òàêèì îáðàçîì, ìåòåîðîëîãè÷åñêàÿ äàëüíîñòü âèäèìîñòè â òóìàíå ïðèáëèçè-

òåëüíî ñîîòâåòñòâóåò îïòè÷åñêîé òîëùèíå ñðåäû τ = 3.9 ≈ 4.

Çîíà îðèåíòèðîâàíèÿ íàõîäèòñÿ âíå ëó÷à ëàçåðà. Âñëåäñòâèå ðàññåÿíèÿ â

àòìîñôåðå ëó÷ ëàçåðà ñòàíîâèòñÿ âèäèìûì, è åãî ïðîñòðàíñòâåííîå ïîëîæå-

íèå ìîæíî îïðåäåëèòü ïî äàííûì èçìåðåíèÿ óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿðêîñòè.

Óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå ÿðêîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ÿð-

êîìåðà (ðèñ. 2.2.4) [8].

Ïó÷îê ñâåòà ñîáèðàåòñÿ îáúåêòèâîì O , â ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè êîòîðîãî

ðàñïîëîæåí ÷óâñòâèòåëüíûé ýëåìåíò (×Ý). Ïëîùàäü îáúåêòèâà è ÷óâñòâèòåëü-

íîãî ýëåìåíòà σ0 è σ, ñîîòâåòñòâåííî. Íà ÷óâñòâèòåëüíûé ýëåìåíò ïîïàäàþò

âñå ëó÷è, ðàñïîëîæåííûå â òåëåñíîì óãëå ω = σ/F 2, ãäå F � ôîêóñíîå ðàññòî-

ÿíèå îáúåêòèâà. Ïîêàçàíèå èçìåðèòåëÿ ξ = kE , ãäå k � êîýôôèöèåíò ïðîïîð-

öèîíàëüíîñòè, E � îñâåùåííîñòü íà ÷óâñòâèòåëüíîì ýëåìåíòå. Îñâåùåííîñòü

íà îáúåêòèâå E0 = L · ω, ãäå L � ÿðêîñòü ñâåòîâîãî ïîëÿ. Îòíîøåíèå ïëîùà-

äåé îáúåêòèâà è ÷óâñòâèòåëüíîãî ýëåìåíòà n = σ0/σ, ïîýòîìó îñâåùåííîñòü íà

÷óâñòâèòåëüíîì ýëåìåíòå E = nE0. Òîãäà ÿðêîñòü èçëó÷åíèÿ L = F 2ξ/σ0k.
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Ðèñ. 2.10: Ñõåìà ÿðêîìåðà

Ðèñ. 2.11: Ñõåìà âèçèðîâàíèÿ ëó÷åâîé òðàåêòîðèè.
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Òåëà ÿðêîñòè â òî÷êàõ, õàðàêòåðèçóåìûõ ðàçëè÷íûìè è ðàçëè÷íûì óäàëå-

íèåì îò ëó÷à , ãäå - ðàññòîÿíèå îò ëó÷à, L - ðàññòîÿíèå îò ëàçåðà äî îáúåêòèâà,

ðàññ÷èòûâàëèñü ÷èñëåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (ÓÏÈ) â

ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè (ÌÓÏ) ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé [54]. Â êà÷åñòâå

ìîäåëè òóìàíà èñïîëüçîâàëèñü èíäèêàòðèñû 9 êëàññà (ïîëîãàÿ), 9 (îñòðàÿ) [172]

è èíäèêàòðèñà water cloud C1, T38 [8], ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 2.2.4. Èíäèêà-

òðèñû óäîâëåòâîðÿþò åäèíè÷íîé íîðìèðîâêå íà âñåé ñôåðå íàïðàâëåíèé.

Ðèñ. 2.12: Ìîäåëüíûå èíäèêàòðèñû òóìàíà: b1 - 9 êëàññ ïîëîãàÿ [172]; b2 - 9
êëàññ îñòðàÿ [172], Ò38 - water cloud C1 [8]

Â ðàáîòå [173] èíäèêàòðèñû, òàáóëèðîâàííûå â [172], èñïîëüçîâàëèñü äëÿ

îöåíîê â âèäèìîé è áëèæíåé ÈÊ-îáëàñòè ñïåêòðà. Â íàøåì ðàñ÷åòå èíäèêàòðè-

ñû 9 (ïîëîãàÿ) è T38 ïðèáëèæåííî çàìåíÿëèñü èíäèêàòðèñàìè Õåíüè-Ãðèñòåéíà

[176] ñî çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà àñèììåòðèè g = 0.7 è g = 0.94. Èíäèêàòðèñà

êëàññà 9 (îñòðàÿ) ïðèáëèæåííî çàìåíÿëàñü Ãàóññîâîé èíäèêàòðèñîé ñ ñîîòâåò-
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ñòâóþùèì ïàðàìåòðîì ïîëóøèðèíû. Óêàçàííûå àïïðîêñèìàöèè îáåñïå÷èâàþò

óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñèå ñ òàáëè÷íûìè äàííûìè â ïåðåäíåé ïîëóñôåðå óã-

ëîâ ðàññåÿíèÿ.

Â ðàñ÷åòå ïðèìåíÿëîñü óñîâåðøåíñòâîâàííîå ìàëîóãëîâîå ïðèáëèæåíèå òåî-

ðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ [53, 54] ñ ó÷åòîì äèñïåðñèè äëèí ïóòåé ðàñïðîñòðàíå-

íèÿ èçëó÷åíèÿ.
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Ðèñ. 2.13: Ñå÷åíèÿ óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿðêîñòè ãðàíè÷íûìè ïëîñêîñòÿìè
ïîëÿ çðåíèÿ ÿðêîìåðà 65◦ è 35◦ (ðèñ. 2.2.4) íà ðàçëè÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ è íàïðàâ-
ëåíèÿõ îò èñòî÷íèêà. Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � ïîëíàÿ ÿðêîñòü, ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ �
ÿðêîñòü çà âû÷åòîì ïåðâîé êðàòíîñòè ðàññåÿíèÿ, øòðèõîâàÿ êðèâàÿ � ÿðêîñòü
çà âû÷åòîì ïåðâûõ äâóõ êðàòíîñòåé ðàññåÿíèÿ. Èíäèêàòðèñà Õåíüè-Ãðèíñòåéíà
[176], çíà÷åíèå ïàðàìåòðà àñèììåòðèè g = 0.94, àëüáåäî îäíîêðàòíîãî ðàññåÿ-
íèÿ Λ = 1 .

Íà ðèñ. 2.2.4 ïîêàçàíû ñå÷åíèÿ óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿðêîñòè ãðàíè÷-

íûìè ïëîñêîñòÿìè ïîëÿ çðåíèÿ ðåãèñòðèðóþùåãî ïðèáîðà íà ðàçëè÷íûõ ðàñ-

ñòîÿíèÿõ è íàïðàâëåíèÿõ îò èñòî÷íèêà. Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ

ñêàëÿðíîãî ÓÏÈ áåç ó÷åòà ïîëÿðèçàöèè ïîêàçûâàþò, ÷òî îäíîêðàòíî ðàññåÿí-

íîå èçëó÷åíèå, âèçóàëèçèðóþùåå ëó÷åâóþ òðàåêòîðèþ â ðàññåèâàþùåé ñðåäå,

÷åòêî ðàçëè÷èìî íà ôîíå âûñøèõ êðàòíîñòåé ðàññåÿíèÿ äàæå íà ðàññòîÿíè-

ÿõ, ïðåâûøàþùèõ ìåòåîðîëîãè÷åñêóþ äàëüíîñòü âèäèìîñòè (ÌÄÂ). Â ñëó÷àå

ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè èçëó÷åíèÿ ëàçåðíîãî èñòî÷íèêà ñëåäóåò îæèäàòü çíà-

÷èòåëüíîé äåïîëÿðèçàöèè âûñøèõ êðàòíîñòåé ðàññåÿíèÿ [46]. Â ýòîì ñëó÷àå
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ïðèìåíåíèå ôîòîïðèåìíîãî óñòðîéñòâà ñ îïòèìàëüíî ñîãëàñîâàííûìè ïîëÿðè-

çàöèîííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè [174] ïîçâîëèò çíà÷èòåëüíî ïîâûñèòü êà÷åñòâî

ðàñïîçíàâàíèÿ ëó÷åâîé òðàåêòîðèè [175].

2.2.5 Óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ äëÿ óçêèõ ïó÷êîâ â

ðåôðàãèðóþùåé ñðåäå.

Èññëåäîâàíèå, ïðîâåäåííîå â ðàáîòå [149] ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîäõî-

äà, ðàçâèòîãî â ðàáîòàõ [53, 54, 78], íà ñëó÷àé ñðåä ñ ãðàäèåíòîì ðåôðàêöèè.

Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííûõ òàì ðàñ÷åòíûõ ôîðìóë èñïîëüçîâàíà çäåñü áåç

èçìåíåíèÿ è ïîýòîìó â íàñòîÿùåé ðàáîòå íå ïðèâîäèòñÿ. Äåòàëüíîå îïèñàíèå

îáùåãî ïîäõîäà è íåîáõîäèìûå ôîðìóëû ìîæíî íàéòè â óêàçàííûõ ðàáîòàõ.

Ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ äëÿ îäíîìåðíî ñòðàôèöèðîâàííîé

ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäû ñ ðåôðàêöèåé çàïèñûâàåòñÿ â âèäå [146]:

(Ω · ∇)L+ γ(1− µ2z)
dL

dµz
= −εL+ 2µzγL+

Λε

4π

∮
L(r,Ω′)x(Ω,Ω′)dΩ′ + f(r,Ω) ,

(2.70)

ãäå Ω = (µx, µy, µz) � åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ, r = (x, y, z), x(Ω,Ω′)

� èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ, L(r,Ω) � óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè, Λ

� àëüáåäî îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, ε � îáúåìíûé êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ â

ñðåäå, n � êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû, γ = d lnn/dz � ëîãàðèôìè÷å-

ñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû. Â ýòîé ðàáîòå, ñëåäóÿ

[139], îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñðåä ñ γ = const, êàê íàèáîëåå ïðîñòîãî

ñëó÷àÿ, ïîçâîëÿþùåãî âûÿâèòü îñíîâíûå ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ ðåãóëÿðíûì

ãðàäèåíòîì êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ â ñðåäå. Êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ â

ñðåäå ε = 1 áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëîæèì ðàâíûì åäèíèöå.

Ïîëå â ñðåäå áóäåì èñêàòü â âèäå [54, 78]

L = L0 + L1 + L2 + LD , (2.71)

ãäå L0 � íåðàññåÿííîå ïîëå èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ, L1 � ïîòîê èçëó÷åíèÿ, ðàññå-

ÿííîãî íà ìàëûå óãëû âïåðåä, L2 � îáðàòíûé ïîòîê èçëó÷åíèÿ, ðàññåÿííîãî íà

ìàëûå óãëû ïîñëå îäíîêðàòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, LD � íåèçâåñòíàÿ ÷àñòü

ïîëÿ, íå ó÷òåííàÿ â ïðèáëèæåíèè êâàçèîäíîêðàòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ.
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Ñëåäóÿ ðàáîòàì [53, 54, 78], ïîëó÷èì ïàðó ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé äëÿ ïðÿìîãî

è îáðàòíîãî ïîòîêîâ èçëó÷åíèÿ ñ ó÷åòîì äèñïåðñèè äëèí ïóòåé èçëó÷åíèÿ â

êàæäîì ïîòîêå

∂

∂z
L1 + µ−z µx

∂

∂x
L1 + µ−z µy

∂

∂y
L1 = +2γL1 − γµ−z (1− µ2z)

dL1

dµz
(2.72)

−µ−z L1 + µ−z M1(Ω)
Λ

4π

∮
L1(r,Ω

′)x(Ω,Ω′)dΩ′ + µ−z M1(Ω)f(r) ,

∂

∂z
L2 + µ+z µx

∂

∂x
L2 + µ+z µy

∂

∂y
L2 = +2γL2 − γµ+z (1− µ2z)

dL2

dµz
(2.73)

−µ+z L2 + µ+z M2(Ω)
Λ

4π

∮
(L1(r,Ω

′) + L2(r,Ω
′))x(Ω,Ω′)dΩ′ + µ+z M2(Ω)f(r) ,

ãäå µ±z � ââåäåííûå â [54] òåéëîðîâñêèå ðàçëîæåíèÿ âåëè÷èíû µ−1
z ïî µz âáëèçè

ïîëþñà ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëóñôåðû µz = ±1 (2.54) è (2.55),M1(Ω)+M2(Ω) ≡
1 � ðàçáèåíèå åäèíèöû íà ñôåðå [160] òàêîå, ÷òî M1(µz → 1) → 1, M2(µz →
1) → 0 è M1(µz → −1) → 0, M2(µz → −1) → 1 ñîîòâåòñòâåííî.

Ðåøåíèå ýòîé ïàðû óðàâíåíèé (2.72), (2.73) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íû-

ìè óñëîâèÿìè è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è î ïîëå ÒÌ èñòî÷íèêà â îäíîðîäíîé

ñðåäå â ïðèáëèæåíèè êâàçèîäíîêðàòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ èñ-

êîìîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.71) â ÓÏÈ (2.70), äëÿ íå ó÷èòûâàåìîé â ýòîì ïðèáëè-

æåíèè ãëàäêîé ÷àñòè ðåøåíèÿ LD ïîëó÷èì íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå âèäà (2.70)

ôóíêöèåé èñòî÷íèêîâ fD â ïðàâîé ÷àñòè

fD = (µzµ
−
z − 1)(µx

∂

∂x
L1+µy

∂

∂y
L1+L1)+ (µzµ

+
z − 1)(µx

∂

∂x
L2+µy

∂

∂y
L2+L2)+

(2.74)

(1− µzµ
−
z M1(Ω)− µzµ

+
z M2(Ω))

Λ

4π

∮
L1(r,Ω

′)x(Ω,Ω′)dΩ′+

−γ(1− µzµ
−
z )(1− µ2z)

dL1

dµz
− γ(1− µzµ

+
z )(1− µ2z)

dL2

dµz

(1− µzµ
+
z M2(Ω))

Λ

4π

∮
L2(r,Ω

′)x(Ω,Ω′)dΩ′

+(1− µzµ
−
z M1(Ω)− µzµ

+
z M2(Ω))f .
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Ìîæíî âèäåòü, ÷òî âáëèçè íàïðàâëåíèé íàèáîëüøåé àíèçîòðîïèè µz → ±1

ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ fD ýôôåêòèâíî ïîäàâëåíà ñòðåìÿùèìèñÿ ê íóëþ ìíîæè-

òåëÿìè òèïà (1 − µzµ
±
z ) ∝ (µz ∓ 1)(n+1). Ïî ýòîé ïðè÷èíå LD ÿâëÿåòñÿ äîñòà-

òî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèåé íàïðàâëåíèÿ Ω è ìîæåò áûòü íàéäåíà èçâåñòíûìè

÷èñëåííûìè ìåòîäàìè áåç áîëüøèõ ñëîæíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ àíèçîòðîïèåé è

îñîáåííîñòÿìè ðåøåíèÿ.

Â ÷àñòè ïðàêòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îãðàíè÷èìñÿ âû÷èñëåíèåì ïîëÿ ÒÌ

èñòî÷íèêà â ðåôðàãèðóþùåé ñðåäå â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè ñ ó÷åòîì äèñ-

ïåðñèè, ò.å. ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.72). Òàêèì îáðàçîì, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå

â âèäå ñóììû íåðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ L0 è ðàññåÿííîãî ïî÷òè âïåðåä ïîòîêà

èçëó÷åíèÿ L1 .

Ðàññìîòðèì íîðìàëüíîå ïàäåíèå èçëó÷åíèÿ ÒÌ èñòî÷íèêà íà ãðàíèöó ïî-

ëóáåñêîíå÷íîé ðåôðàãèðóþùåé ìóòíîé ñðåäû, çàíèìàþùåé ïîëóïðîñòðàíñòâî

z > 0.

Íåðàññåÿííûé ïîòîê èçëó÷åíèÿ L0 èçâåñòåí, òàê ÷òî L1 óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-

íåíèþ (2.72) ñ íóëåâûì êðàåâûì óñëîâèåì íà ãðàíèöå ñðåäû L1(0) = 0. Áóäåì

ñ÷èòàòü ïó÷îê áåñêîíå÷íî òîíêèì

L0 = δ(x)δ(y)δ(Ω) exp

(∫
εdz

)
, (2.75)

òîãäà ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà â óðàâíåíèè (2.72) ðàâíà

f(r,Ω) =
Λ

4π

∮
L0(r,Ω

′)x(Ω,Ω′)dΩ′ = δ(x)δ(y)
Λ

4π
x(Ω) exp

(
−
∫
εdz

)
.

(2.76)

Ïîëå èçëó÷åíèÿ ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì

íà ñôåðå íàïðàâëåíèé è èíòåãðàëà Ôóðüå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì

(2.59)

L(x, y, z,Ω) =
1

(2π)2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∑
n=0

n∑
m=−n

c̃nm(kx, ky, z)Y
m
n (θ, ϕ) exp(ikxx+ikyy)dkxdky .

(2.77)

Èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ òàêæå ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì

(2.8)

x(Ω,Ω′) = 4π
∞∑
n=0

n∑
m=−n

xnY
m
n (Ω)Y m∗

n (Ω′) . (2.78)
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Íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (2.59) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

∂

∂z
C⃗1+ µ̂

−
z µ̂xikxC⃗1+ µ̂

−
z µ̂yikyC⃗1 = −µ̂−z C⃗1+2γC⃗1−γµ−z ∂̂µC⃗1+ µ̂

−
z Λx̂C⃗1+ µ̂

−
z Λx̂f⃗ ,

(2.79)

ãäå C⃗1, f⃗ � âåêòîð-ñòîëáöû êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé (2.59) äëÿ L1, f , ñîîò-

âåòñòâåííî, µ̂x, µ̂y, µ̂z � ìàòðèöû îïåðàòîðîâ óìíîæåíèÿ íà µx, µy, µz. Ìàòðèöà

∂̂µ ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîðó (1−µ2z)d/dµz. Ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ðåêóððåíòíûõ

ñîîòíîøåíèé äëÿ ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé Ëåæàíäðà ìîæíî âûâåñòè ñîîòíî-

øåíèå äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê

(1−µ)2 d
dµ
Y m
j (µ, ϕ) = (1+j)

√
(j −m)(j +m)

(2j − 1)(2j + 1)
Y m
j−1(µ, ϕ)−j

√
(1 + j −m)(1 + j +m)

(2j + 1)(2j + 3)
Y m
j+1(µ, ϕ) ,

(2.80)

èç êîòîðîãî ïîëó÷àþòñÿ ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ∂̂µ. ßâíûå

âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö µ̂x, µ̂y, µ̂z ìîæíî íàéòè â ëèòåðàòóðå [87].

Ìàòðèöû µ̂±z � ìàòðè÷íûå ïîëèíîìû îò µ̂z, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè (2.54),

(2.55). Åñëè îãðàíè÷èâàòüñÿ ðàñ÷åòîì ìàëîóãëîâîé êîìïîíåíòû ðàññåÿííîãî

âïåðåä èçëó÷åíèÿ, ðàçáèåíèå åäèíèöû íå òðåáóåòñÿ.

Ïðè ïðàêòè÷åñêèõ ïðèáëèæåííûõ ðàñ÷åòàõ ôóíêöèé ñ îñîáåííîñòÿìè, êàê

ïðàâèëî, ïðèìåíÿåòñÿ àïîäèçàöèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ [177]. Â íàñòîÿùåé ðà-

áîòå ïðèìåíåíà òà æå òåõíèêà àïîäèçàöèè, ÷òî è â [54].

Â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëàñü èíäèêàòðèñà Õåíüè-Ãðèíñòåéíà [176]

ñî çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà àíèçîòðîïèè g = 0.94, õîðîøî àïïðîêñèìèðóþùàÿ èí-

äèêàòðèñó ðàññåÿíèÿ òóìàíà Ò38 [8] â ñêàëÿðíîì ïðèáëèæåíèè. Çíà÷åíèå àëü-

áåäî îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ïðèíÿòî Λ = 1. Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû â ïðèáëèæå-

íèè P99 [164] ìåòîäà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê (ÑÃ). Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàëîñü

(99 + 1)2 = 10000 ÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèÿõ òèïà (2.59).

Ïðèìåðû ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.2.5. Óðàâíåíèå ïåðå-

íîñà èçëó÷åíèÿ â ðåôðàãèðóþùåé ñðåäå â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè ñ ó÷åòîì

äèñïåðñèè äëèí ïóòåé ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ â ïåðâîì ïîðÿäêå µ̂±z = ∓2− µ̂ â

ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè (2.79) ðåøàëîñü ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõå-

ìû.
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Ðèñ. 2.14: Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè â ñðåäå, îòí.åä. îïòè÷åñêàÿ
òîëùèíà ñðåäû z = 5, ðàññòîÿíèå äî îñè ïó÷êà R = 0.8, g = 0.94, Λ = 1,
èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ Õåíüè-Ãðèíñòåéíà [176]. Ñëåâà � ìåðèäèîíàëüíîå ñå-
÷åíèå, ñïðàâà � ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå â ïëîñêîñòè ìàêñèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòè.
Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � îòñóòñòâèå ðåôðàêöèè (γ = 0), ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � γ = 0.05,
øòðèõîâàÿ ëèíèÿ � γ = −0.1
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2.2.6 Êàëèáðîâêà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ ÒÌ èñòî÷íèêà

ïî àáñîëþòíîé èíòåíñèâíîñòè.

Ïîëå èñòî÷íèêà â ñðåäå âûðàæàåòñÿ â âèäå (2.59)

L(x, y, z,Ω) =
1

(2π)2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∑
n=0

n∑
m=−n

c̃nm(kx, ky, z)Y
m
n (θ, ϕ) exp(ikxx+ikyy)dkxdky ,

(2.81)

ãäå x, y, z � áåçðàçìåðíûå êîîðäèíàòû â åäèíèöàõ îïòè÷åñêîé òîëùèíû, ïðèíÿ-

òûå â óêàçàííîé ðàáîòå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íî òîíêîãî íàïðàâ-

ëåííîãî ëó÷à ìîùíîñòè P â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè z

L0(x, y, z) = Pδ(x)δ(y)δ(Ω) , (2.82)

ò.å. ïîëíàÿ ìîùíîñòü èñòî÷íèêà P ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì (2.82) ïî âñåé

ñôåðå Ω è ïî âñåì çíà÷åíèÿì ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò x, y∫
P δ(x)δ(y)δ(Ω) dx dy dΩ = P . (2.83)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ èñòî÷íèêà (2.82) ñïðàâåäëèâî

cnm(kx, ky, z) = PY m
n (0, 0) = Pδm0

√
2n+ 1

4π
. (2.84)

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðèðîâàíèå (2.59) ñ ó÷åòîì (2.84) ïî âñåé ñôåðå óãëîâ è

âñåì çíà÷åíèÿì ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò äàåò∫
Ldx dy dΩ = 4π c00(0, 0)

1√
4π

=
4πP

4π
= P . (2.85)

Òàêèì îáðàçîì, (2.59) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÿðêîñòü èçëó÷åíèÿ â åäèíèöàõ ìîù-

íîñòè íà êâàäðàò åäèíèöû áåçðàçìåðíîé îïòè÷åñêîé òîëùèíû íà ñòåðàäèàí.

×òîáû ïîëó÷èòü àáñîëþòíóþ ÿðêîñòü èçëó÷åíèÿ, íåîáõîäèìî ôîðìóëó (2.59)

óìíîæèòü íà ìîùíîñòü èñòî÷íèêà è êâàäðàò êîýôôèöèåíòà îñëàáëåíèÿ èçëó-

÷åíèÿ â ñðåäå, ò.å. ðàçäåëèòü íà êâàäðàò äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà.
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2.2.7 Î ñòðóêòóðå îñîáåííîñòåé ïðîñòðàíñòâåííîãî è óã-

ëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïîëÿ èçëó÷å-

íèÿ ÒÌ èñòî÷íèêà â ìóòíîé ñðåäå.

Ñòðóêòóðà ðàäèàöèîííîãî ïîëÿ óçêîãî ïó÷êà â ðàññåèâàþùåé ñðåäå äîñòàòî÷íî

ñëîæíà, è ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå ÓÏÈ ñèíãóëÿðíî. Ãåðìîãåíîâîé [4] óñòà-

íîâëåíî, ÷òî îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ ïðèñóòñòâóþò â êîìïîíåíòàõ ðåøåíèÿ äî òðå-

òüåé êðàòíîñòè ðàññåÿíèÿ âêëþ÷èòåëüíî. Ñòðóêòóðà îñîáåííîñòåé îäíîêðàòíî

ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ ÒÌ èñòî÷íèêà èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ [75, 76], â êîòî-

ðûõ ïîëó÷åíû è èññëåäîâàíû èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ åãî îñîáåííûõ êîì-

ïîíåíò. Êàê áûëî ïîêàçàíî, îñîáåííîñòè ïðèñóòñòâóþò â ïîòîêàõ ðàññåÿííî-

ãî èçëó÷åíèÿ êàê ïðÿìîãî, òàê è îáðàòíîãî íàïðàâëåíèÿ. Ïîêàæåì íåêîòîðûå

ñâîéñòâà ïîëÿ èçëó÷åíèÿ, ñïðàâåäëèâûå äëÿ êîìïîíåíò ïðîèçâîëüíîé êðàòíî-

ñòè ðàññåÿíèÿ.

Ðàññìîòðèì äèôôóçíîå ñâåòîâîå ïîëå â ñèììåòðè÷íîì îòíîñèòåëüíî íà÷àëà

êîîðäèíàò îäíîðîäíîì ïëîñêîì ñëîå ìóòíîé ñðåäû ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè

(ðèñ. Fig. 2.15. Ââåäåì ôóíêöèþ Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äàííîãî òèïà ñðåäû

G(r,Ω, r′,Ω′), ãäå r = (x, y, z) � ðàäèóñ-âåêòîð ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïðîñòðàí-

ñòâà, r′ = (x′, y′, z′) � êîîðäèíàòû èíôèíèòåçèìàëüíîãî èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ,

êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(Ω ·∇)G(r,Ω, r′,Ω′)+G(r,Ω, r′,Ω′)− Λ

4π

∮
G(r,Ω′′, r′,Ω′)x(Ω ·Ω′′)dΩ′′ (2.86)

= δ(r− r′)δ(Ω−Ω′) ,

óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì

G = 0 at z = −z0/2, µz > 0 (2.87)

and

G = 0 at z = +z0/2, µz < 0 (2.88)

íà íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèöàõ ñëîÿ, ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó îäíîðîäíîñòè ïà-

ðàìåòðîâ ðàññåèâàþùåé ñðåäû è ñèììåòðèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.87),(2.88)

îòíîñèòåëüíî çàìåíû çíàêà âñåõ êîîðäèíàò è óãëîâ ôóíêöèÿ Ãðèíà òàêæå ñèì-

ìåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî òàêîé çàìåíû

G(r,Ω, r′,Ω′) = G(−r,−Ω,−r′,−Ω′) . (2.89)
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Ïóñòü â ñðåäå âäîëü îñè z ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ èçëó÷åíèå òî÷å÷íîãî ìîíîíà-

ïðàâëåííîãî (ÒÌ) èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ [76]

L0(r,Ω) = exp(−τ)δ(x)δ(y)δ(Ω) , (2.90)

ãäå δ(·) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, τ = z′+z0/2 � îïòè÷åñêèé ïóòü ëó÷à ÒÌ èñ-

òî÷íèêà â ñðåäå (ðèñ. 2.15). Òîãäà ïîëå ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ â ñðåäå ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî ÓÏÈ

(Ω · ∇)L(r,Ω) + L(r,Ω)− Λ

4π

∮
L(r,Ω′)x(Ω ·Ω′)dΩ′ = f(r,Ω) , (2.91)

óäîâëåòâîðÿþùèì êðàåâûì óñëîâèÿì (2.87), (2.88). Ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ â ïðà-

âîé ÷àñòè (2.91) ðàâíà

f(r,Ω) =
Λ

4π

∮
L0(r

′,Ω′)x(Ω ·Ω′)dΩ′ =
Λ

4π
exp(−τ)x(Ω)δ(x)δ(y) . (2.92)

Òîãäà ïîëå èçëó÷åíèÿ ÒÌ èñòî÷íèêà â ñðåäå âûðàæàåòñÿ â âèäå

L(r,Ω) =

∫
G(r,Ω, r′,Ω′)f(r,Ω) dr′dΩ′ (2.93)

=
Λ

4π

∫
G(r,Ω, r′,Ω′) exp(−τ)x(Ω′)δ(x′)δ(y′) dr′dΩ′ ,

(çäåñü è äàëåå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåé ñôåðå íàïðàâëåíèé è ïî âñåìó

îáúåìó ñðåäû). Ïðèìåì, ÷òî èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ íåïðåðûâíà, îãðàíè÷åíà è

îòäåëåíà îò íóëÿ íà ñôåðå íàïðàâëåíèé íåíóëåâûìè êîíñòàíòàìè

0 < min
Ω
x(Ω) < x(Ω) < max

Ω
x(Ω) . (2.94)

Òîãäà ðåøåíèå (2.93) îãðàíè÷åíî ñâåðõó è ñíèçó ïîëîæèòåëüíûìè ñèììåòðè÷-

íûìè ôóíêöèÿìè óãëîâ è êîîðäèíàò. Ñïðàâåäëèâû îöåíêè

c1

∫
G(r,Ω, r′,Ω′)δ(x′)δ(y′) dr′dΩ′ ≤ (2.95)

∫
G(r,Ω, r′,Ω′) exp(−τ)x(Ω′)δ(x′)δ(y′) dr′dΩ′ ≤

c2

∫
G(r,Ω, r′,Ω′)δ(x′)δ(y′) dr′dΩ′ ,
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ãäå c1 = Λmin
Ω
x(Ω) exp(−z0), c2 = Λmax

Ω
x(Ω).

Çàïèøåì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ðàññåÿííîãî ïîëÿ â ñðåäå ïðè ïðî-

òèâîïîëîæíûõ çíà÷åíèÿõ êîîðäèíàò è íàïðàâëåíèé L(−r,−Ω):

L(−r,−Ω) =

∫
G(−r,−Ω, r′,Ω′)f(r,Ω) dr′dΩ′ (2.96)

=
Λ

4π

∫
G(−r,−Ω, r′,Ω′) exp(−τ)x(Ω′)δ(x′)δ(y′) dr′dΩ′ .

Äëÿ ðåøåíèÿ (2.96) â ñèëó (2.94) òàêæå ñïðàâåäëèâû îöåíêè

c1

∫
G(−r,−Ω, r′,Ω′)δ(x′)δ(y′) dr′dΩ′ ≤ (2.97)∫

G(−r,−Ω, r′,Ω′) exp(−τ)x(Ω′)δ(x′)δ(y′) dr′dΩ′ ≤

c2

∫
G(−r,−Ω, r′,Ω′)δ(x′)δ(y′) dr′dΩ′ ,

Ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèþ îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ íåðà-

âåíñòâà (2.97), ìîæíî çàìåíèòü çíàê (øòðèõîâàííûõ) ïåðåìåííûõ èíòåãðèðî-

âàíèÿ, ò.å. çàìåíèòü G(−r,−Ω, r′,Ω′) íà G(−r,−Ω,−r′,−Ω′). Ó÷èòûâàÿ ñèì-

ìåòðèþ ôóíêöèè Ãðèíà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî çàìåíû çíàêà

âñåõ êîîðäèíàò è óãëîâ (2.89), òàì æå ìîæíî çàìåíèòü G(−r,−Ω,−r′,−Ω′) íà

G(r,Ω, r′,Ω′). Òîãäà èç (2.95), (2.97) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà∫
G(−r,−Ω, r′,Ω′) exp(−τ)x(Ω′)δ(x′)δ(y′) dr′dΩ′ (2.98)

≤ C1

∫
G(r,Ω, r′,Ω′) exp(−τ)x(Ω′)δ(x′)δ(y′) dr′dΩ′ ,

∫
G(r,Ω, r′,Ω′) exp(−τ)x(Ω′)δ(x′)δ(y′) dr′dΩ′ (2.99)

≤ C2

∫
G(−r,−Ω, r′,Ω′) exp(−τ)x(Ω′)δ(x′)δ(y′) dr′dΩ′ ,

ò.å. ïàðà íåðàâåíñòâ

L(r,Ω) ≤ C1L(−r,−Ω) , (2.100)

L(−r,−Ω) ≤ C2L(r,Ω) , (2.101)
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îïðåäåëÿþùàÿ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

L(−r,−Ω) ∼ L(r,Ω) . (2.102)

Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé îñîáåííîñòè ñâåòîâîãî ïîëÿ L(r,Ω) →
∞ ñîîòâåòñòâóåò äðóãàÿ îñîáåííîñòü ïðîòèâîïîëîæíîãî íàïðàâëåíèÿ L(−r,−Ω) →
∞ , ýêâèâàëåíòíàÿ ïåðâîé, ò.å ðàâíàÿ åé ñ òî÷íîñòüþ äî îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó

è ñíèçó ìíîæèòåëÿ C1 ≤ C(r,Ω) ≤ C2. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ñîîòíîøåíèå ñïðàâåä-

ëèâî äëÿ îäíîêðàòíî ðàññåÿííîé êîìïîíåíòû èçëó÷åíèÿ â ñðåäå. [75, 76].

Èñïîëüçóÿ äðóãèå îòíîøåíèÿ ñèììåòðèè, õàðàêòåðíûå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà

ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãèå ñâÿçè ìåæäó îñîáåííîñòÿìè

ñâåòîâîãî ïîëÿ â ñðåäå. Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçîâàííàÿ çäåñü ñèììåòðèÿ ðåøåíèÿ

îòíîñèòåëüíî çàìåíû çíàêà âñåõ êîîðäèíàò è íàïðàâëåíèé ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ

íåíîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ ÒÌ èñòî÷íèêà íà ãðàíèöó ñðåäû. Òåì ñàìûì, ïðîâå-

äåííûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ çàäà÷è ÒÌ ÓÏÈ â îäíîðîäíîì ïëîñêîì

ñëîå ñ ïðîèçâîëüíûì óãëîì ïàäåíèÿ.

Â ñëó÷àå ÏÌ èñòî÷íèêà

L0(r,Ω) = exp(−τ/µ0)δ(Ω−Ω0) , (2.103)

ðàññåÿííîå ïîëå â ñðåäå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (2.91), (2.87), (2.88)

ñ ôóíêöèåé èñòî÷íèêîâ â ïðàâîé ÷àñòè

f(r,Ω) =
Λ

4π

∮
L0(r,Ω

′)x(Ω ·Ω′)dΩ′ =
Λ

4π
exp(−τ/µ0)x(Ω ·Ω0) , (2.104)

â ñèëó (2.94) òàêæå îãðàíè÷åííîé ñíèçó è ñâåðõó íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè

c1 ≤ f(r,Ω) ≤ c2 . (2.105)

Îòñþäà ñëåäóþò îöåíêè òèïà (2.95), (2.97) ïðèâîäÿùèå ê íåðàâåíñòâàì (2.100),

(2.101) è ñîîòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè (2.102), â ñëó÷àå ÏÌ èñòî÷íèêà èìåþ-

ùåãî ìåñòî äëÿ âñþäó îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé.
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(r,Ω)

(r’,Ω’)

Ðèñ. 2.15: Ãåîìåòðèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ÒÌ èñòî÷íèêà â ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäå.

2.3 Êîãåðåíòíîå óñèëåíèå îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ è
ñëàáàÿ ëîêàëèçàöèÿ.

2.3.1 Ìåõàíèçì ýôôåêòà êîãåðåíòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿ-

íèÿ.

Ïðèíöèï ÿâëåíèÿ êîãåðåíòíîãî óñèëåíèÿ îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ñõåìàòè÷åñêè ïî-

êàçàí íà ðèñ. 2.16. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ýôôåêò îáóñëîâëåí âêëàäîì öèê-

ëè÷åñêèõ (ìàêñèìàëüíî ñêðåùåííûõ) äèàãðàìì. Â ðàìêàõ ñêàëÿðíîé òåîðèè

âîëí áûëî íåîäíîêðàòíî ïîêàçàíî [126, 128], ÷òî îäíà èç âñòðå÷íûõ òðàåêòîðèé

äèàãðàììû ìîæåò áûòü îáðàùåíà â ñèëó ïðèíöèïà âçàèìíîñòè. Òàêèì îáðà-

çîì, óñòàíîâëåíà ýêâèâàëåíòíîñòü öèêëè÷åñêèõ è ëåñòíè÷íûõ äèàãðàìì, ò.å. èõ

âêëàäû ðàâíû äðóã äðóãó ñ òî÷íîñòüþ äî ôàçîâîãî èíòåðôåðåíöèîííîãî ìíî-

æèòåëÿ exp(ik∆yθ) (â íàïðàâëåíèè ñòðîãî íàçàä � âêëàäû â òî÷íîñòè ðàâíû).
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∆y

z
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x

X L

Ðèñ. 2.16: Ñõåìàòè÷åñêîå ïîÿñíåíèå ïðèíöèïà êîãåðåíòíîãî óñèëåíèÿ îáðàòíîãî
ðàññåÿíèÿ.

Ïîñêîëüêó óãîë θ ìàë, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü çàâèñèìîñòüþ àìïëèòóäû ðàññåÿ-

íèÿ îò ýòîãî óãëà â ïåðâîì è ïîñëåäíåì àêòàõ ðàññåÿíèÿ â êàæäîé äèàãðàììå.

Òàêîå ïðèáëèæåíèå ðàçóìíî, ïîñêîëüêó èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ îòäåëüíîãî ðàñ-

ñåèâàòåëÿ èìååò õàðàêòåðíóþ øèðèíó λ/d ðàäèàí, ãäå d � òèïè÷íûé õàðàêòåð-

íûé ðàçìåð îòäåëüíîãî ðàññåèâàòåëÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óãëîâîé ìàñøòàá ïèêà

êîãåðåíòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà λ/∆r ≪ λ/d, ïîñêîëüêó

d ≪ ∆r. Òàêèì îáðàçîì, ìàëûå èçìåíåíèÿ óãëà ðàññåÿíèÿ â ïðåäåëàõ óãëî-

âîé øèðèíû îáðàòíîãî ïèêà ñóùåñòâåííî íå âëèÿþò íà àìïëèòóäó ðàññåÿíèÿ â

îòäåëüíîì àêòå ðàññåÿíèÿ.

Àíàëîãè÷íî, âñëåäñòâèå ìàëîñòè óãëà θ ìû ïðåíåáðåãàåì ðàçëè÷èåì ìåæäó

ó÷àñòêàìè äèàãðàìì äî ïåðâîãî è ïîñëå ïîñëåäíåãî ðàññåÿíèÿ â ñðåäå (ïîêàçàíî

íà ðèñ. 2.16, ñëåâà ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè). Òàêèì îáðàçîì, äàëåå ìû ðàññìàò-

ðèâàåì ïðèáëèæåííî ýêâèâàëåíòíóþ äèàãðàììó ( ðèñ. 2.16, ñïðàâà).
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Òåì ñàìûì, âêëàä ëþáîé ìàêñèìàëüíî ñêðåùåííîé äèàãðàììû â îáðàòíî

ðàññåÿííîå èçëó÷åíèå ðàâåí

IX = IL exp(ik∆yθ) , (2.106)

ãäå IL � èíòåíñèâíîñòü íà âûõîäå ñîîòâåòñòâóþùåé ëåñòíè÷íîé äèàãðàììû.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà âêëàäîâ âñåõ ìàêñèìàëüíî ñêðåùåííûõ äèàãðàìì, ñî-

åäèíÿþùèõ äâå çàäàííûå òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè ñðåäû, âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

(2.106), ãäå IL � ñóììàðíàÿ èíòåíñèâíîñòü îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ïî âñåì ëåñò-

íè÷íûì äèàãðàììàì, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ðåøåíèå óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó-

÷åíèÿ (ÓÏÈ) ñ ÒÌ èñòî÷íèêîì [53, 54]. Çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ èññëåäîâàíèåì

ñëó÷àÿ íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ èçëó÷åíèÿ íà ãðàíèöó ñðåäû.

Äëÿ ïîëíîé èíòåíñèâíîñòè êîãåðåíòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ îòî âñåé ñðå-

äû âûðàæåíèå (2.106) íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî âñåé ïëîùàäè îñâåùåí-

íîé ïîâåðõíîñòè è ïî âñåé ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè íàáëþäåíèÿ ðàññåÿííîãî èç-

ëó÷åíèÿ

IC(θ) =

∫ ∫
IL exp(ik∆yθ) dx dy dx

′ dy′ ∝
∫
IL exp(ik∆yθ) d∆x d∆y , (2.107)

ãäå ∆x = x − x′, ∆y = y − y′, â ñëó÷àå åñëè ðàçìåðû îñâåùåííîé è íàáëþ-

äàåìîé îáëàñòåé ãðàíèöû ñðåäû âåëèêè ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíîé äàëüíî-

ñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ â ñðåäå (òðàíñïîðòíàÿ äëèíà ltr ). Ñëåäîâà-

òåëüíî, âûðàæåíèå (2.107) åñòü Ôóðüå-òðàíñôîðìàíòà ðåøåíèÿ ÓÏÈ ñ ÒÌ èñ-

òî÷íèêîì. Àíàëîãè÷íî, èíòåíñèâíîñòü íåêîãåðåíòíîãî ðàññåÿíèÿ ðàâíà íóëåâîé

Ôóðüå-êîìïîíåíòå ðåøåíèÿ ÓÏÈ IC(0). Ïîñêîëüêó ìíîãèå èçâåñòíûå ðåøåíèÿ

ÓÏÈ íàéäåíû â ôîðìå Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèÿ [93, 58, 60, 53, 54], îíè ìîãóò áûòü

íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíåíû ê çàäà÷å êîãåðåíòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ.

2.3.2 Ïîëíîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èç-

ëó÷åíèÿ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (2.1). Ñîãëàñíî ðàçä. 2.2.2, ðåøèì

êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ÓÏÈ â ïðèáëèæåíèè êâàçèîäíîêðàòíîãî îáðàòíîãî ðàñ-

ñåÿíèÿ (2.56), (2.57) è íàéäåì Ôóðüå-êîìïîíåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíî-

ñòè èçëó÷åíèÿ (2.59), ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ âûðàæàåòñÿ èíòåíñèâíîñòü îáðàòíîãî

ðàññåÿíèÿ (2.107).
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Îäíîêðàòíî ðàññåÿííîå èçëó÷åíèå íå âíîñèò âêëàäà â êîãåðåíòíîå óñèëåíèå

îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ [111] è äîëæíî áûòü âû÷òåíî èç îáùåãî ðåçóëüòàòà. Åãî

ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (2.57). Ïîëàãàÿ â ýòîì óðàâíåíèè ðàññåÿíèå

ðàâíûì íóëþ (Λ = 0), ïîëó÷èì

∂

∂z
L
(1)
2 + µ+z µx

∂

∂x
L
(1)
2 + µ+z µy

∂

∂y
L
(1)
2 = −µ+z L

(1)
2 + µ+z M2(Ω)f(r) . (2.108)

Îòäåëüíî ó÷èòûâàòü îäíîêðàòíî ðàññåÿííîå èçëó÷åíèå â óðàâíåíèè äëÿ äèô-

ôóçíîé êîìïîíåíòû LD íåò ñìûñëà, ïîñêîëüêó â èíòåðåñóþùèõ íàñ íàïðàâëå-

íèÿõ, áëèçêèõ ê îáðàòíîìó, îíî ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ó÷èòûâàåòñÿ â ìàëîóã-

ëîâîì ïðèáëèæåíèè îäíîêðàòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ (2.108).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è ìîæåò áûòü íàéäåíî â âèäå ñóììû

L = L0 + L1 + L2 + LD , (2.109)

ãäå äëÿ LD ïîëó÷àåòñÿ íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (2.58).

Èç ýòîé ñóììû äîëæíà áûòü âû÷òåíà èíòåíñèâíîñòü îäíîêðàòíîãî îáðàòíîãî

ðàññåÿíèÿ (2.108).

Íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â (2.59) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíè-

ÿì (2.60), (2.60) è

∂

∂z
C⃗

(1)
2 + µ̂+z µ̂xikxC⃗

(1)
2 + µ̂+z µ̂yikyC⃗

(1)
2 = −µ̂+z C⃗

(1)
2 + µ̂+z M̂2Λx̂f⃗ , (2.110)

ãäå C⃗1, C⃗2, C⃗
(1)
2 , f⃗ � âåêòîð-ñòîëáöû êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé (2.59) äëÿ

L1, L2, L
(1)
2 , f , ñîîòâåòñòâåííî, µ̂x, µ̂y, µ̂z � ìàòðèöû îïåðàòîðîâ óìíîæåíèÿ íà

µx, µy, µz. ßâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö ìîæíî íàéòè â ëèòå-

ðàòóðå [87]. Ìàòðèöû µ̂±z � ìàòðè÷íûå ïîëèíîìû µ̂z, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè

(2.54), (2.55). Ìàòðèöû M̂1,2 ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèÿì ðàçáèåíèÿ åäèíèöû íà

ñôåðå M1,2(Ω) [54].

Óðàâíåíèå (2.1) ñ ôóíêöèåé èñòî÷íèêîâ fD (2.58) äëÿ äèôôóçíîé ÷àñòè

èçëó÷åíèÿ LD ðåøàëîñü ìåòîäîì äèñêðåòíûõ îðäèíàò ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-

ðàçíîñòíîé ñõåìû [87, 153]. Èñïîëüçîâàëàñü ãàóññîâñêàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà

äëÿ ñôåðû G29 [178] 29-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñ 302 óçëàìè.

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðîâ ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ 3j-

ñèìâîëîâ Âèãíåðà [151]. Îáîáùåíèå ïîäõîäà íà íåñòàöèîíàðíûé ñëó÷àé íå âû-

çûâàåò çàòðóäíåíèé [54, 46].
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2.3.3 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå è îáñóæäåíèå ðåçóëüòà-

òîâ.

Íà ðèñ. 2.17 ïðåäëàãàåìîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå äëÿ ïèêà îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ

ïîêàçàíî âìåñòå ñ èçâåñòíûì ðåøåíèåì â äèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè [10] äëÿ

ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû (τ0 = ∞,Λ = 1)

α(θ) = (3a/4πl){1 + [1− exp(−q⊥a)]/q⊥a} , (2.111)

íîðìèðîâàííûì ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì. Ïîïåðå÷íîå âîëíîâîå ÷èñëî q⊥ =

kθ, ïàðàìåòð a = 2(ltr + z0), ãäå z0 ≈ 0.7 ltr.

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

klΘ
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0.8

1

Ic

Ðèñ. 2.17: Êîãåðåíòíîå óñèëåíèå îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ â êîíñåðâàòèâíîé ñðå-
äå: ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå [10], ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ
� ÷èñëåííûé ðàñ÷åò. τ0 = 200, Λ = 1, g = 0.9, èíäèêàòèñà ðàññåÿíèÿ Õåíüè-
Ãðèíñòåéíà [176]

×èñëåííîå ðåøåíèå ïîëó÷åíî äëÿ íîðìàëüíî îñâåùåííîãî ïëîñêîãî ñëîÿ ñðå-

äû ñ îïòè÷åñêîé òîëùèíîé τ0 = 200, Λ = 1, èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ Õåíüè-

Ãðèíñòåéíà, ïàðàìåòð àíèçîòðîïèè g = 0.9.

Ìàðèíþê è Ðîãîçêèí [128] èññëåäîâàëè êîãåðåíòíîå îáðàòíîå ðàññåÿíèå â

ñðåäàõ ñ ñèëüíî àíèçîòðîïíûì ðàññåÿíèåì è âûÿâèëè ðîëü ïîãëîùåíèÿ â ñðå-
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äå. Îíè óêàçàëè äâà îñíîâíûõ ðåæèìà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àÿì ñëàáîãî è

ñèëüíîãî ïîãëîùåíèÿ. Â ñëó÷àå ñëàáîãî ïîãëîùåíèÿ

(la ≫ ltr), ãäå la = ((1 − Λ)ε)−1 � äëèíà ïîãëîùåíèÿ è ltr � òðàíñïîðòíàÿ

äëèíà, ïîãëîùåíèå èçëó÷åíèÿ â ñðåäå ïðèâîäèò ê îñëàáëåíèþ èíòåíñèâíîñòè

ïðè óãëàõ

θ < λ/
√
laltr . (2.112)

ò.å. ê ñãëàæèâàíèþ âåðøèíû ïèêà. Àâòîðû [128] ðàññìîòðåëè òàêæå ñëó÷àé

ñèëüíîãî ïîãëîùåíèÿ la < ltr. Â ñìûñëå îáùåïðèíÿòîãî îïðåäåëåíèÿ òðàíñïîðò-

íîé äëèíû ltr = 1/(nσtr) [105], ãäå n � îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ðàññåèâàòåëåé â

ñðåäå è

σtr = σs(1− g) + σa (2.113)

� òðàíñïîðòíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ, σs and σa � ñîîòâåòñòâåííî ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ

è ïîãëîùåíèÿ, g � ñðåäíèé êîñèíóñ ðàññåÿíèÿ, óêàçàííîå íåðàâåíñòâî la < ltr

èìåòü ìåñòà íå ìîæåò. Ïîñêîëüêó â ðàáîòå [128] îòñóòñòâóåò ïðèíÿòîå àâòîðàìè

îïðåäåëåíèå òðàíñïîðòíîé äëèíû, â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè ïðè ñðàâíåíèè

ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçóåòñÿ çíà÷åíèå ltr = l/(1 − g) äëÿ êîíñåðâàòèâíîé ñðåäû,

êàê ðàçóìíîå ïðèáëèæåíèå.
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Ðèñ. 2.18: Êîãåðåíòíîå óñèëåíèå îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ â ñëàáî ïîãëîùàþùåé
ñðåäå: ÷èñëåííûé ðàñ÷åò. τ0 = 200, g = 0.9, èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ Õåíüè-
Ãðèíñòåéíà [176]. I � Λ = 0.99, II � Λ = 0.96, III � Λ = 0.93, IV � Λ = 0.9. D �
Λ = 1 (äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå [10]).

Íà ðèñ. 2.18 ïîêàçàíà öåíòðàëüíàÿ ÷àñòü ïèêà êîãåðåíòíîãî ðàññåÿíèÿ äëÿ

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé àëüáåäî îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ Λ = 0.9 . . . 0.99 . Õàðàê-

òåðíûé óãëîâîé ìàñøòàá klθ =
√
(1− g)(1− Λ) äëÿ êàæäîé êðèâîé îáîçíà÷åí

âåðòèêàëüíîé ëèíèåé ñåòêè. Öåíòðàëüíàÿ (ñãëàæåííàÿ) è ïåðèôåðèéíàÿ ÷àñòè

êàæäîãî ïèêà ïîêàçàíû ñïëîøíîé è ïóíêòèðíîé êðèâûìè, ñîîòâåòñòâåííî. Çíà-

÷åíèÿ àëüáåäî Λ óêàçàíû öèôðàìè ïðè êàæäîé êðèâîé.

Íà ðèñ. 2.19 ïîêàçàíû êðèâûå îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ â ðåæèìå ñèëüíîãî ïî-

ãëîùåíèÿ (ltr ≥ la) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé àëüáåäî Λ. Â ýòîì ðåæèìå íà

ïåðèôåðèè ïèêà îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ïðåîáëàäàåò âêëàä îäíîêðàòíî îáðàòíî

ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äëÿ êîãåðåíòíîé ÷àñòè îáðàòíî

ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ â êðûëüÿõ ïèêà ïîëó÷åíî â ðàáîòå [128] äëÿ èíäèêàòðè-

ñû ðàññåÿíèÿ Õýíüè-Ãðèíñòåéíà [176]

Jc(θ) ∝
τ0l∫
0

dz exp(−2z/l)×
[
exp

(
2
1− exp(−(1− g)kθz)

(1− g)kθl

)
− 1

]
, (2.114)
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Ðèñ. 2.19: Êîãåðåíòíîå óñèëåíèå îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ â ñèëüíî ïîãëîùàþùåé
ñðåäå: ÷èñëåííûé ðàñ÷åò. τ0 = 200, g = 0.9, èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ Õåíüè-
Ãðèíñòåéíà [176]. I � Λ = 0.9, II � Λ = 0.85, III � Λ = 0.8, IV � Λ = 0.75.
Ïóíêòèðíûå ëèíèè � àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå [128], øòðèõîâûå ëèíèè � ÷èñ-
ëåííîå ðåøåíèå â îáëàñòè ñïðàâåäëèâîñòè àñèìïòîòèêè. Ãîðèçîíòàëüíûå ëè-
íèè ïóíêòèðíîé ñåòêè � óðîâíè åäèíè÷íîé íîðìèðîâàííîé èíòåíñèâíîñòè äëÿ
êàæäîé êðèâîé, âåðòèêàëüíûå ëèíèè ïóíêòèðíîé ñåòêè � ãðàíèöû ïåðèôåðèé-
íûõ îáëàñòåé ïèêà êîãåðåíòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ (îáëàñòåé ñïðàâåäëèâîñòè
àñèìïòîòèêè).

àñèìïòîòè÷åñêè ñïðàâåäëèâîå ïðè θ > (λ/ltr)(ltr/la)
2. Ýòî ðåøåíèå ïîêàçàíî

äëÿ ñðàâíåíèÿ æèðíûìè ïóíêòèðíûìè êðèâûìè â ïðàâîé ÷àñòè ðèñóíêà äëÿ

êàæäîãî çíà÷åíèÿ Λ. ×èñëåííûå ðåøåíèÿ èçîáðàæåíû ñïëîøíûìè êðèâûìè

â öåíòðàëüíîé ÷àñòè ïèêà è ïóíêòèðíûìè êðèâûìè â îáëàñòè àñèìïòîòè÷å-

ñêîé ñïðàâåäëèâîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ (2.114). Ñîîòâåòñòâóþùèå óãëî-

âûå ìàñøòàáû klθ = (1 − Λ)2/(1 − g) è åäèíè÷íûå óðîâíè èíòåíñèâíîñòè äëÿ

êàæäîãî ðåøåíèÿ ïîêàçàíû ëèíèÿìè ñåòêè. Çíà÷åíèÿ Λ óêàçàíû öèôðàìè ïðè

êàæäîé êðèâîé.

2.3.4 Òåîðèÿ ñëàáîé ëîêàëèçàöèè â ñðåäàõ ñ ðåôðàêöèåé

Õîðîøî èçâåñòíî [111], ÷òî ñëàáàÿ ëîêàëèçàöèÿ èçëó÷åíèÿ â ðàññåèâàþùåé ñðå-

äå îáóñëîâëåíà òàê íàçûâàåìûìè öèêëè÷åñêèìè (ìàêñèìàëüíî ñêðåùåííûìè)
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äèàãðàììàìè ðàññåÿíèÿ. Âñëåäñòâèå èçâåñòíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó öèêëè÷å-

ñêèìè è ëåñòíè÷íûìè äèàãðàììàìè ðàññåÿíèÿ â ñèëó ïðèíöèïà âçàèìíîñòè

[179, 180], â îáùåïðèíÿòîì ïðèáëèæåíèè çàäà÷à î êîãåðåíòíîì óñèëåíèè îáðàò-

íîãî ðàññåÿíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ñ òî÷å÷íûì

ìîíîíàïðàâëåííûì (ÒÌ) èñòî÷íèêîì [78]

L0(r,Ω) = δ(x)δ(y)δ(Ω) exp(−
z∫

0

ε dz) . (2.115)

Äàííîå ïðèáëèæåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè l >> λ. Ñîãëàñíî óêàçàííûì ðàáîòàì,

èíòåíñèâíîñòü êîãåðåíòíîé êîìïîíåíòû ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ ïðîïîðöèîíàëü-

íà Ôóðüå-êîìïîíåíòå ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷å-

íèÿ ñ Ôóðüå-ïàðàìåòðîì ky = kθ, ãäå θ � ôàçîâûé óãîë (óãîë ìåæäó íàïðàâëå-

íèåì ðàññåÿíèÿ è îáðàòíûì íàïðàâëåíèåì ê íàïðàâëåíèþ ïàäåíèÿ èçëó÷åíèÿ).

Ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ äëÿ ñðåäû ñ ðåôðàêöèåé çàïèñû-

âàåòñÿ â âèäå [181]

n2
d

ds

(
L

n2

)
+ εL = S + F , (2.116)

ãäå S è F � èíòåãðàë ðàññåÿíèÿ è ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ, ñîîòâåòñòâåííî, n � êî-

ýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû. Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, ýòî óðàâíåíèå âïåð-

âûå âñòðå÷àåòñÿ â ðàáîòå Âóëè (ñì. ññûëêó â [182]). Ïîñëå ýòîãî, äëÿ îïèñàíèÿ

ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ñðåäå ñ ðåôðàêöèåé áûëî ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî äðóãèõ

óðàâíåíèé ïîäîáíîãî òèïà [183, 184, 185]. Òåì íå ìåíåå, â áîëüøèíñòâå èññëåäî-

âàíèé ïî ðåôðàãèðóþùèì ñðåäàì èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå (2.116). Â ðàáîòå [146]

ýòî óðàâíåíèå ïðèâåäåíî ê ñïåöèàëüíîìó âèäó äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîé ñëîèñòîé

ñðåäû ñ îäíîìåðíîé ñòðàòèôèêàöèåé êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ â íàïðàâëå-

íèè, íîðìàëüíîì ê ãðàíèöå. Â ðàáîòå [186] ïîëó÷åíà çàïèñü ýòîãî óðàâíåíèÿ â

öèëèíäðè÷åñêîé è ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò.

Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ñðåäå ñ ðåôðàêöèåé (2.70)

â ôîðìå çàïèñè äëÿ ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäû ñ ïðîôèëåì ðåôðàêöèè óêàçàííîãî

âèäà, ïîëó÷åííîé â ðàáîòå [146]:

(Ω · ∇)L+ γ(1− µ2z)
dL

dµz
= −εL+ µz2γL+

Λε

4π

∮
L(r,Ω′)x(Ω,Ω′)dΩ′ + f(r,Ω) ,

(2.117)
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ãäå Ω = (µx, µy, µz) � åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ, r = (x, y, z) � ðàäèóñ-

âåêòîð, x(Ω,Ω′) � èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ, L(r,Ω) � óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èí-

òåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ, Λ � àëüáåäî îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, ε � îáúåìíûé

êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ, γ = d lnn/dz � ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîýô-

ôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû. Òàêèì îáðàçîì, çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùåé Ôóðüå-êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ L̃(z,Ω) [78]

µz
dL̃

dz
−ikyµyL̃+γ(1−µ2z)

dL̃

dµz
= −εL̃+µz2γL̃+

Λε

4π

∮
L̃(z,Ω′)x(Ω,Ω′)dΩ′+f̃(z,Ω) ,

(2.118)

ãäå ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ

f̃(z,Ω) =

∫
exp(ikyy)

Λ

4π

∮
L0(r,Ω

′)x(Ω,Ω′)dΩ′ dx dy =
Λ

4π
x(Ω) exp

(
−
∫
εdz

)
.

(2.119)

Óðàâíåíèå äëÿ èíòåíñèâíîñòè îäíîêðàòíî ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ, âõîäÿùåãî

â âûðàæåíèÿ äëÿ êîãåðåíòíîé êîìïîíåíòû [179], ìîæíî ïîëó÷èòü èç (2.70),

(2.118), ïîëàãàÿ Λ = 0. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì γ = const,

ò.e. n(z) = exp(γz).

Â ðàáîòàõ [139, 140] ýôôåêò ñëàáîé ëîêàëèçàöèè â ïðåëîìëÿþùèõ ñðåäàõ

èññëåäîâàí â äèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû [10] îáîáùå-

íû íà ñëó÷àé ïëîñêîñëîèñòûõ ñðåä ñ ïîãëîùåíèåì è ðåôðàêöèåé. Ïîëó÷åíû

è ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé

è Ìîíòå-Êàðëî.

Êàê íåîäíîêðàòíî áûëî ïîêàçàíî, ïðè ελ≪ 1, ãäå ε � îáúåìíûé êîýôôèöè-

åíò îñëàáëåíèÿ, çàäà÷à î ñëàáîé ëîêàëèçàöèè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ñ òî÷å÷íûì ìîíîíàïðàâëåííûì (ÒÌ) èñòî÷íèêîì èçëó÷å-

íèÿ. Äåòàëüíîå îáñóæäåíèå ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî íàéòè â [78] è öèòèðîâàí-

íîé òàì ëèòåðàòóðå. Â ðàáîòå [139] ýôôåêò êîãåðåíòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ

â ñðåäå ñ ðåôðàêöèåé èññëåäîâàëñÿ íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ñðåäå ñ ðåôðàêöèåé [181]

n2
d

ds

(
L

n2

)
+ εL = S + F , (2.120)

ãäå L(r,Ω) � ïðîñòðàíñòâåííî-óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ,

n � êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû, S and F � èíòåãðàë ðàññåÿíèÿ è ôóíêöèÿ
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èñòî÷íèêîâ, ñîîòâåòñòâåííî. Óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (2.70) äëÿ ïëîñêî-

ñëîèñòîé ðåôðàãèðóþùåé ñðåäû [146]

(Ω · ∇)L+ γ(1− µ2z)
dL

dµz
= −εL+ 2γµzL+

Λε

4π

∮
L(r,Ω′)x(Ω,Ω′)dΩ′ + f(r,Ω)

(2.121)

(2.116) â ðàáîòå [139] ÷èñëåííî ðåøàëîñü ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé [87].

Çäåñü, Λ = µs/(µa + µs) � àëüáåäî îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ñðåäû, ε = µa + µs,

µa and µs îáúåìíûå êîýôôèöèåíòû ïîãëîùåíèÿ è ðàññåÿíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî,

γ = ∂ lnn(z)/∂z. Ïîñêîëüêó íèêàêèõ ñïåöèàëüíûõ ìåð ïî ðåãóëÿðèçàöèè ðå-

øåíèÿ ïðè ñèëüíî àíèçîòðîïíîì ðàññåÿíèè â ýòîé ðàáîòå ïðèíÿòî íå áûëî,

èññëåäîâàíèå áûëî îãðàíè÷åíî ñðåäàìè ñ óìåðåííîé àíèçîòðîïèåé ðàññåÿíèÿ

g ≤ 0.5. Â äàííîé ðàáîòå ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷è ìåòîäîì

Ìîíòå-Êàðëî, ðåçóëüòàòû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ â õîðîøåì ñîãëàñèè ñ ðåçóëüòà-

òàìè êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî ðàñ÷åòà [139].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ñëåäóÿ [139], îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì êîýôôèöè-

åíòà ïðåëîìëåíèÿ âèäà

n(z) = n(z1)e
γz, (2.122)

â îãðàíè÷åííîì ïëîñêîì ñëîå ñðåäû z1 ≤ z ≤ z2, ò.å. γ = ∂ lnn(z)/∂z = const.

Çà ïðåäåëàìè ñëîÿ, ïðèìåì êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ ïîñòîÿííûì è íåïðå-

ðûâíûì íà ãðàíèöàõ ñðåäû, ò.å. n(z) = n(0) ïðè z < z1 è n(z) = n(z1)e
γz2 ïðè

z > z2.

2.3.5 Àëãîðèòì ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïåðåíîñà

èçëó÷åíèÿ â ðåôðàãèðóþùåé ñðåäå.

Ðåàëèçàöèÿ ÷èñëåííîé ìîäåëè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ðåôðàãèðóþùåé ñðåäå ìå-

òîäîì Ìîíòå-Êàðëî âêëþ÷àåò â ñåáÿ àëãîðèòì òðàññèðîâêè ëó÷åâûõ òðàåêòî-

ðèé â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèÿìè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè [187]. Â îñòàëüíîì

òåõíèêà âû÷èñëåíèé â öåëîì ïðèíöèïèàëüíî íå îòëè÷àåòñÿ îò òðàäèöèîííûõ

ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ñðåäàõ áåç ðå-

ôðàêöèè.
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Â ïëîñêîñëîèñòîé âåðòèêàëüíî ñòðàòèôèöèðîâàííîé ñðåäå òðàåêòîðèè ëó-

÷åé ïîä÷èíÿþòñÿ çàêîíó Ñíåëëèóñà

n(z) sin θ = n0 sin θ0 = const , (2.123)

(çäåñü èíäåêñîì "0"îòìå÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ â íà÷àëüíîé òî÷êå ëó-

÷à. Ðåøàÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ëó÷à â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå â öè-

ëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò [188]

dz = µzds , (2.124)

dr =
√
1− µ2z ds (2.125)

ϕ = const , (2.126)

âìåñòå ñ (2.123) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî çäåñü ðàñïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà ïðå-

ëîìëåíèÿ n(z) (2.122) , ïîëó÷èì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ëó÷åâîé òðàåêòî-

ðèè

γ(z − z0) = ln

(
1 + µ0

2
eγs +

1− µ0
2

e−γs

)
, (2.127)

γr = 2 tg−1

(
eγs
√

1 + µ0
1− µ0

)
− 2 tg−1

(√
1 + µ0
1− µ0

)
. (2.128)

Ðàçðåøàÿ óðàâíåíèå (2.127) îòíîñèòåëüíî äëèíû ëó÷åâîé òðàåêòîðèè s, ïîëó-

÷èì

γs = ln

(
eγz ±

√
µ20 + e2γ(z−z0) − 1

µ0 + 1

)
, (2.129)

ãäå z0 � íà÷àëüíàÿ òî÷êà òðàåêòîðèè ëó÷à è µ0 = µz(z0) � ñîîòâåòñòâóþùåå

çíà÷åíèå íàïðàâëÿþùåãî êîñèíóñà â ýòîé íà÷àëüíîé òî÷êå. Ïîëàãàÿ µ = 0,

íàõîäèì òî÷êó ïîâîðîòà ëó÷åâîé òðàåêòîðèè

(zturn − z0) =
ln(1− µ20)

2γ
. (2.130)

Êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, ìåñòíûé ðàäèóñ êðèâèçíû ëó÷åâîé òðàåêòîðèè ðàâåí

R =
1

γ
√

1− µ2
. (2.131)

Ïðè óñëîâèè R ≫ l, â íåêîòîðîé òî÷êå òðàåêòîðèè ðåôðàêöèåé ìîæíî ïðå-

íåáðå÷ü, ò.å. ïðèáëèæåííî àïïðîêñèìèðîâàòü òðàåêòîðèþ âáëèçè ýòîé òî÷êè
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ïðÿìîé ëèíèåé. Ïðè ïîìîùè ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé (2.127) - (2.131), äàëü-

íåéøèé âûâîä àëãîðèòìà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà íå

ïðåäñòàâëÿåò êàêèõ-ëèáî òðóäíîñòåé è îñîáåííîñòåé. Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû

îñëàáëåíèÿ è ðàññåÿíèÿ ïðèíÿòû ïîñòîÿííûìè äëÿ âñåé ðàññåèâàþùåé ñðåäû,

ñëó÷àéíàÿ äëèíà òðàåêòîðèè ïðîáåãà ôîòîíà â ñðåäå ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà

ïî ñòàíäàðòíîé ôîðìóëå [189] s = − lnw/ε, ãäå w � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâ-

íîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå (0, 1).

2.3.6 Äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå òåîðèè ïåðåíîñà èçëó-

÷åíèÿ â ñðåäå ñ ïîãëîùåíèåì è ðåôðàêöèåé.

Â ðàáîòå [10] ðàññìîòðåí ýôôåêò êîãåðåíòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ â ïîëó-

áåñêîíå÷íîé êîíñåðâàòèâíîé èçîòðîïíî ðàññåèâàþùåé ñðåäå áåç ðåôðàêöèè è

ïîëó÷åíî ðåøåíèå äëÿ óãëîâîé çàâèñèìîñòè èíòåíñèâíîñòè ðàññåÿíèÿ â äèôôó-

çèîííîì ïðèáëèæåíèè. Ðåçóëüòàò õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ è ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè

äàííûìè äëÿ ñðåäû ñ ñèëüíîàíèçîòðîïíûì ðàññåÿíèåì, ïðè óñëîâèè ôîðìàëü-

íîé çàìåíû â ïîëó÷åííîì ðåøåíèè äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà èçëó÷åíèÿ â ñðå-

äå òðàíñïîðòíîé äëèíîé. Äàäèì îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ ýòîé ðàáîòû íà ñëó÷àé

ïëîñêîãî ñëîÿ ñðåäû êîíå÷íîé òîëùèíû ñ ïîãëîùåíèåì è ðåôðàêöèåé.

Â ðàáîòå [10] èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà äëÿ àëüáåäî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ îò

ãðàíèöû ñðåäû

α(ki,kf) =
c

4πl2

∫ ∫
dz dz′ d2ρ exp(−z/µ0l − z′/µl)Q(r, r′) {1 + cos(q · ρ)} ,

(2.132)

ãäå z è z′ � ïðîåêöèè r è r′ íà îñü z, ρ � âåêòîðíàÿ ïðîåêöèÿ ðàçíîñòè r− r′

íà ïëîñêîñòü ãðàíèöû ñðåäû, µ0 èµ � ñîîòâåòñòâåííî íàïðàâëÿþùèå êîñèíó-

ñû (ïðîåêöèè åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ íàïðàâëåíèé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàäàþùåãî

è ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ íà îñü z). q = ki − kf , q ≈ kiθ, θ � ôàçîâûé óãîë,

l = 1/(1− g)µs � òðàíñïîðòíàÿ äëèíà [105], c � ñêîðîñòü ñâåòà â ñðåäå, Q(r, r
′)

� ôóíêöèÿ Ãðèíà äèôôóçèîííîãî óðàâíåíèÿ â ñðåäå äëÿ ñòàöèîíàðíîé ïëîò-

íîñòè ýíåðãèè ñ ýëåìåíòàðíûì èíôèíèòåçèìàëüíûì èñòî÷íèêîì ðàäèàöèè (δ-

ôóíêöèÿ) â ïðàâîé ÷àñòè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíè÷íûì óñëî-

âèÿì. Åäèíèöà è êîñèíóñ â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ â ôîðìóëå (2.132) ïðåäñòàâëÿþò
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ñîáîé âêëàäû ëåñòíè÷íûõ è öèêëè÷åñêèõ äèàãðàìì (íåêîãåðåíòíóþ è êîãåðåíò-

íóþ êîìïîíåíòû ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ), ñîîòâåòñòâåííî.

Â ðàáîòå [185] ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äèôôóçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ âåëè-

÷èíû ϕ(r, r′) =
∫
4π LdΩ = cQ(r, r′) â ðåôðàãèðóþùåé ñðåäå

−∇
(
Dn2∇ϕ(r, r

′)

n2

)
+ µaϕ(r, r

′) = δ(r′) . (2.133)

Â óðàâíåíèè (2.133) n � êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû,D � êîýôôèöèåíò

äèôôóçèè, ðàâíûé

D =
1

3(µa + (1− g)µs)
(2.134)

g � ïàðàìåòð àñèììåòðèè ðàññåÿíèÿ (ñðåäíèé êîñèíóñ óãëà ðàññåÿíèÿ) [105].

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.133) âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè áóäåì èñêàòü â

ôîðìå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàíêåëÿ

ϕ(r, r′) =

∞∫
0

G(z, z′, q) J0(qρ) qdq . (2.135)

Òîãäà ïðè ïîäñòàíîâêå (2.135) â (2.132) êîãåðåíòíàÿ ÷àñòü àëüáåäî (2.132) âû-

ðàæàåòñÿ â âèäå

αc(ki,kf) =
1

2 l2

∫
exp(−z/µ0l − z′/µl)G(z, z′, q) dz dz′ . (2.136)

Òîãäà ôóíêöèÿ Ãðèíà G(z, z′, q) â ñðåäå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(
q2D + µa

)
G(z, z′, q) + 2γD

d

dz
G(z, z′, q)−D

d2

dz2
G(z, z′, q) = δ(z − z′) , (2.137)

óäîâëåòâîðÿþùèì ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Â ñëîå êîíå÷íîé òîë-

ùèíû, íàïðèìåð, ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ýêñòðàïîëèðîâàííûå ãðà-

íè÷íûå óñëîâèÿ [10, 190]

G(z1 − z0, z
′, q) = 0 , (2.138)

G(z2 + z0, z
′, q) = 0 , (2.139)

ãäå z0 � íåêîòîðîå ðàññòîÿíèå îò äåéñòâèòåëüíîé ãðàíèöû ñðåäû, íà êîòîðîì

èñêîìîå ðåøåíèå ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì íóëþ. Â [190] ìîæíî íàéòè ðàçëè÷íûå âû-

ðàæåíèÿ äëÿ z0 â ñëó÷àå ðàçðûâà êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ íà ãðàíèöå ñðåäû.
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Ïîñêîëüêó ìû ïîëàãàåì êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ íåïðåðûâíûì íà ãðàíèöàõ,

â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ ìû ïðèíèìàåì çíà÷åíèå z0 ≈ 0.7 l [10]. Îáùåå ðåøåíèå

îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (2.137) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

G(z, z′, q) = C1 exp
(
γz − z

√
q2 + γ2 + µa/D

)
+C2 exp

(
γz + z

√
q2 + γ2 + µa/D

)
.

(2.140)

Áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (2.137) ñ ãðàíè÷-

íûìè óñëîâèÿìè (2.138), (2.139) â âèäå [191]

G(z, z′, q) =

 C1(z
′) exp

(
γz − z

√
q2 + γ2 + µa/D

)
+ C2(z

′) exp
(
γz + z

√
q2 + γ2 + µa/D

)
, z1 < z < z′ < z2

C3(z
′) exp

(
γz − z

√
q2 + γ2 + µa/D

)
+ C4(z

′) exp
(
γz + z

√
q2 + γ2 + µa/D

)
, z1 < z′ < z < z2

.

(2.141)

Ôóíêöèÿ Ãðèíà (2.141) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì çàäà÷è (2.138), (2.139)

è óñëîâèÿì ñøèâêè ïðè z = z′

G(z, z′, q) = G(z′, z, q) , (2.142)

∂G(z, z′, q)|z→z′+0 − ∂G(z, z′, q)|z→z′−0 = − 1

D
. (2.143)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (2.138), (2.139), (2.142),(2.143) äëÿ íåèç-

âåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ C1(z
′)−C4(z

′) ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îäíîâðåìåí-

íîé çàìåíû z′ ↔ z, γ → −γ, òî åñòü

G(z, z′, q)|γ = G(z′, z, q)|−γ (2.144)

êàê äëÿ êîíå÷íûõ, òàê è äëÿ áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëîâ z1, z2. Ñëåäîâàòåëüíî, àëüáå-

äî êîãåðåíòíîãî ðàññåÿíèÿ (2.136) ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî çíàêà

ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ γ, ò.å.

αc(ki,kf)|γ = αc(ki,kf)|−γ . (2.145)

Â ÷àñòíîñòè, àëüáåäî êîãåðåíòíîãî ðàññåÿíèÿ äëÿ íåðåôðàãèðóþùåé íåïîãëî-

ùàþùåé ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû (γ = 0, µa = 0, z1 = 0, z2 = ∞) ñîãëàñíî

ïîëó÷åííûì çäåñü ôîðìóëàì âûðàæàåòñÿ â âèäå

αc(ki,kf) =
1

8πqD

(1 + ql)− e−2qz0

(1 + ql)2
. (2.146)
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Â ñèëó ðàçëè÷íîãî õàðàêòåðà ïðèíÿòûõ ïðè ðàñ÷åòå óïðîùåíèé îíî îòëè÷àåòñÿ

îò ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå [10].

Âûðàæåíèÿ äëÿ αc êîíå÷íîãî èëè ïîëóáåñêîíå÷íîãî ñëîÿ ñðåäû ñ ïîãëî-

ùåíèåì è ðåôðàêöèåé òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîäñòàâëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå

ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.138), (2.139), (2.142), (2.143) â (2.136).

Â ðàáîòå [10] çàäà÷à ðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåííîé äèàãðàììû ðàñ-

ñåÿíèÿ (ðèñ. 2.20, ñëåâà). Ïðè ýòîì ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ èç òî÷êè 1 â òî÷êó 2

îïèñûâàëñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà ÓÏÈ â äèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè (ïóíêòèðíàÿ

ëèíèÿ íà äèàãðàììå), à ïîëíîå ðåøåíèå çàòåì âû÷èñëÿëîñü èíòåãðèðîâàíèåì

ïî êîîðäèíàòàì òî÷åê 1 è 2 (ïåðâîå è ïîñëåäíåå ðàññåÿíèå â ñðåäå). Â ðàáîòå

[140] ýòî ðåøåíèå íåïîñðåäñòâåííî îáîáùåíî íà ñëó÷àé ñðåäû ñ ãðàäèåíòîì êî-

ýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ. Ïðè ýòîì, íà ó÷àñòêå ëó÷åâîé òðàåêòîðèè â ñðåäå

ïîñëå òî÷êè 2 (ïîñëåäíåå ðàññåÿíèå) ýôôåêòû ðåôðàêöèè íå ó÷èòûâàþòñÿ, ÷òî

âíîñèò â ðåøåíèå çíà÷èòåëüíóþ ñèñòåìàòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü. Â ÷àñòíîñòè,

ðåøåíèå îêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî çíàêà ãðàäèåíòà

êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ, ÷òî ïëîõî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ó÷åò ðåôðàêöèè íà ïîñëåäíåì ó÷àñòêå äèàãðàììû çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò

ïîëó÷åíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ ðåôðàãèðóþùåé ñðåäû â çà-

ìêíóòîé àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûäåëåíèå ïîñëåäíåãî ðàñ-

ñåÿíèÿ â äèàãðàììå, ïðîâåäåííîå â ðàáîòå [10], íå ïðîäèêòîâàíî ôèçè÷åñêèìè

ñîîáðàæåíèÿìè, à ñêîðåå îáóñëîâëåíî ïðèìåíåííûìè â ýòîé ðàáîòå âû÷èñëè-

òåëüíûìè ïðèåìàìè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîñëåäíèé àêò ðàññåÿíèÿ âìåñòå ñ

äàëüíåéøèì ðàñïðîñòðàíåíèåì èçëó÷åíèÿ â ñðåäå âêëþ÷àåòñÿ â äèôôóçèîííóþ

÷àñòü äèàãðàììû. Ýòî ïîçâîëÿåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ó÷åñòü ðåôðàêöèþ íà

ýòîì ó÷àñòêå ëó÷åâîé òðàåêòîðèè, è òàêèì îáðàçîì îäíîâðåìåííî óòî÷íèòü è

óïðîñòèòü ðåøåíèå.

84



1

2 1

I II

Ðèñ. 2.20: Ê âûâîäó ðåøåíèÿ â äèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè (2.148)

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äëÿ êîãåðåíòíîé êîìïîíåíòû ðàññåÿííîé èíòåíñèâ-

íîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåå äèàãðàììå ñ îäíèì âûäåëåííûì ðàññåÿíèåì, (2.132)

âûðàæàåòñÿ â âèäå

Ic(ki,kf) =
1

8π l

∫
exp(−z′/µl)G(z, z′, q) dz′ . (2.147)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé íåðåôðàãèðóþùåé ñðåäû ïîëó÷àåòñÿ ðå-

çóëüòàò

Ic =
1− e−2qz0

8πDq(ql + 1)
. (2.148)

2.3.7 Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëàáîé ëîêà-

ëèçàöèè â ñðåäå ñ ðåôðàêöèåé.

Â ýòîé ÷àñòè ðàáîòû, îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì óìåðåííî àíèçîòðîïíîãî,

â ò.÷. ðýëååâñêîãî ðàññåÿíèÿ áåç ó÷åòà ïîëÿðèçàöèè. Â ýòîì ñëó÷àå íå òðå-

áóåòñÿ âûäåëåíèå àíèçîòðîïíûõ êîìïîíåíò ðåøåíèÿ [78], è óðàâíåíèå (2.118)
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ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ðåøàòü êàêèì-ëèáî èç èçâåñòíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

Â äàííîì èññëåäîâàíèè ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä äèñêðåòíûõ îðäèíàò è êîíå÷íî-

ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñî âñòðå÷íûìè ðàçíîñòÿìè [87]. Èíòåãðàë ðàññåÿíèÿ âû÷èñ-

ëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ãàóññîâñêîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû G29 ñ 302 óçëàìè íà

ñôåðå [178]. Ðåôðàêöèîííîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè (2.118) àïïðîêñèìèðóåòñÿ

ðåãóëÿðíûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîé ñóììû ïî ôîðìóëå (2.80) ñ ñîîòâåò-

ñòâóþùèìè ïåðåõîäíûìè ìàòðèöàìè äëÿ ïåðåõîäà îò ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ê

äèñêðåòíûì îðäèíàòàì è îáðàòíî.

Â öåëÿõ ïðîâåðêè àëãîðèòìà, ðåøàëàñü çàäà÷à î äèôôóçíîì îòðàæåíèè [14]

îò ãðàíèöû ïëîñêîãî îäíîðîäíîãî ñëîÿ êîíñåðâàòèâíîé Ðýëååâñêîé ðàññåèâàþ-

ùåé ñðåäû (îïòè÷åñêàÿ òîëùèíà τ0 = 20, Λ = 1, γ = 0, ±0.25, ε = 1) äëÿ

íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ èçëó÷åíèÿ íà ãðàíèöó ñðåäû. Âû÷èñëåííûå óãëîâûå ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè äëÿ îòðàæåííîãî è ïðîøåäøåãî èçëó÷åíèÿ (µz < 0

è µz > 0, ñîîòâåòñòâåííî) ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.21 âìåñòå ñ êëàññè÷åñêèì ýòà-

ëîííûì ðåøåíèåì ñêàëÿðíîãî ÓÏÈ äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé êîíñåðâàòèâíîé ðý-

ëååâñêîé ðàññåèâàþùåé ñðåäû áåç ðåôðàêöèè [14]. Êàê ìîæíî âèäåòü, ïîëî-

æèòåëüíûé ãðàäèåíò ðåôðàêöèè (γ > 0, êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ ñ ãëóáèíîé

ðàñòåò) óâåëè÷èâàåò ïðîïóñêàíèå, âñëåäñòâèå îòêëîíåíèÿ ëó÷åâûõ òðàåêòîðèé â

íàïðàâëåíèè ðîñòà êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè

îñè z. Íàïðîòèâ, îòðèöàòåëüíûé ãðàäèåíò êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ (γ < 0)

îòêëîíÿåò ëó÷åâûå òðàåêòîðèè îáðàòíî ê ãðàíèöå ñðåäû è òàêèì îáðàçîì ïî-

äàâëÿåò äèôôóçíîå ïðîïóñêàíèå.

Íåêîòîðûå ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó ÷èñëåííûì ðåøåíèåì äëÿ ñëîÿ íåïðåëîìëÿ-

þùåé ñðåäû êîíå÷íîé òîëùèíû è ýòàëîííûì ðåøåíèåì äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé

ñðåäû èìåþò ìåñòî âñëåäñòâèå ðàçëè÷èÿ îïòè÷åñêèõ òîëùèí (τ0 = 20 è τ0 = ∞,

ñîîòâåòñòâåííî). Êîíå÷íûé ñëîé ñðåäû îáëàäàåò êîíå÷íûì äèôôóçíûì ïðîïóñ-

êàíèåì, â îòëè÷èå îò ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû, è ïðîïóùåííàÿ ÷àñòü èçëó÷åíèÿ

îáóñëàâëèâàåò ðàçíèöó â äèôôóçíîì îòðàæåíèè êîíå÷íîãî ñëîÿ è ïîëóáåñêî-

íå÷íîé ñðåäû, êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ äèôôóçíî îòðàæàåò âñå ïàäàþùåå íà íåå

èçëó÷åíèå. Òàêæå ïîêàçàíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå äëÿ êîíå÷íîãî ñëîÿ τ0 = 20, ïî-

ëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ÄÎÌ [34]. Îíî íàõîäèòñÿ â õîðîøåì ñîãëàñèè

ñ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ðåøåíèåì äëÿ êîíå÷íîãî ñëîÿ.
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Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êîãåðåíòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ â

ýòèõ ñëîÿõ ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.22. Â ïðàâîé ÷àñòè ðèñóíêà (klθ > 0) ïîêàçàíû

íåíîðìèðîâàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëíîé èíòåíñèâíîñòè îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ

(îáå êîìïîíåíòû â ñóììå, êîãåðåíòíàÿ è íåêîãåðåíòíàÿ, îáóñëîâëåíû ñîîòâåò-

ñòâåííî ëåñòíè÷íûìè è öèêëè÷åñêèìè äèàãðàììàìè ðàññåÿíèÿ). Ìîæíî âèäåòü,

÷òî àáñîëþòíàÿ èíòåíñèâíîñòü îáåèõ êîìïîíåíò çàâèñèò îò ëîãàðèôìè÷åñêîé

ïðîèçâîäíîé êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ γ âñëåäñòâèå çàêîíîìåðíîñòåé äèô-

ôóçíîãî ïðîïóñêàíèÿ è îòðàæåíèÿ, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 2.21. Îäíàêî, âëèÿíèå

ïðåëîìëåíèÿ íà êîãåðåíòíóþ êîìïîíåíòó ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ (íîðìèðîâàí-

íóþ íà èíòåíñèâíîñòü íåêîãåðåíòíîé êîìïîíåíòû, êàê ïîêàçàíî â ëåâîé ÷àñòè

ðèñ. 2.22, klθ < 0) ãîðàçäî ìåíåå âûðàæåíî.

Íà ðèñ. 2.24 è 2.3.7, ïîêàçàíû ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñðåäû ñ èíäèêà-

òðèñàìè ðàññåÿíèÿ Õåíüè-Ãðèíñòåéíà [176]. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ãðàäèåíòû êî-

ýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ îáîèõ çíàêîâ ïðèâîäÿò ê óøèðåíèþ ïèêà îáðàòíîãî

ðàññåÿíèÿ, êàê äëÿ Ðýëååâñêîé, òàê è äëÿ èçîòðîïíîé (g = 0) è óìåðåííî àíè-

çîòðîïíîé (g = 0.5) èíäèêàòðèñû Õåíüè-Ãðèíñòåéíà. Îäíàêî, ýôôåêò ñèëüíî

àñèììåòðè÷åí ïî îòíîøåíèþ ê çíàêó ãðàäèåíòà êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ.
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Ðèñ. 2.21: Äèôôóçíîå ïðîïóñêàíèå (µ > 0) è îòðàæåíèå (µ < 0) ñëîÿ ïðåëîì-
ëÿþùåé ñðåäû ñ Ðýëååâñêèì ðàññåÿíèåì τ0 = 20, Λ = 1. Ñïëîøíûå êðèâûå �
ðåôðàêöèÿ îòñóòñòâóåò (γ = 0), ïóíêòèðíûå è øòðèõîâûå êðèâûå � γ = +0.25
è γ = −0.25, ñîîòâåòñòâåííî. Æèðíàÿ ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ � êëàññè÷åñêîå ðåøå-
íèå äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé íåïðåëîìëÿþùåé êîíñåðâàòèâíîé ñðåäû ñ Ðýëååâñêèì
ðàññåÿíèåì [14]. Æèðíàÿ øòðèõîâàÿ êðèâàÿ � ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñêàëÿðíûì
àëãîðèòìîì ÄÎÌ [34] äëÿ ñëîÿ ñðåäû τ0 = 20, Λ = 0.9999.

Íà ðèñ. 2.23 ïîêàçàíû óãëîâûå çàâèñèìîñòè àëüáåäî (2.146), (2.148) è ñîîò-

âåòñòâóþùèì îáðàçîì íîðìèðîâàííîãî âûðàæåíèÿ èç [10]

αc(ki,kf) =
3a

4πl

1− e−2q(l+z0)

2q(l + z0)
, (2.149)

ãäå a = 2(l + z0), à òàêæå ÷èñëåííîå ðåøåíèå ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ïî-

ëóáåñêîíå÷íîé íåðåôðàãèðóþùåé íåïîãëîùàþùåé ñðåäû (èíäèêàòðèñà Õåíüè-

Ãðèíñòåéíà g = 0.9, Λ = 1 ). Óòî÷íåííîå ðåøåíèå (2.148) òàêæå ïîêàçàíî íà

ðèñ. 2.23 ñïëîøíîé êðèâîé.

88



-10 -5 5 10
klΘ

0.2

0.4

0.6

0.8

1
L

Ðèñ. 2.22: Êîãåðåíòíîå îáðàòíîå ðàññåÿíèå ñëîåì ïðåëîìëÿþùåé ñðåäû ñ êîí-
ñåðâàòèâíûì Ðýëååâñêèì ðàññåÿíèåì τ0 = 20, Λ = 1. Ñïëîøíûå êðèâûå � ðå-
ôðàêöèÿ îòñóòñòâóåò (γ = 0), ïóíêòèðíûå è øòðèõîâûå êðèâûå � γ = +0.25 è
γ = −0.25, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðàâàÿ ÷àñòü ðèñóíêà (klθ > 0) � íåíîðìèðîâàí-
íàÿ ïîëíàÿ èíòåíñèâíîñòü (êîãåðåíòíàÿ è íåêîãåðåíòíàÿ ÷àñòè â ñóììå). Ëåâàÿ
÷àñòü ðèñóíêà (klθ < 0) � íîðìèðîâàííàÿ èíòåíñèâíîñòü êîãåðåíòíîé êîìïî-
íåíòû ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ.
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Ðèñ. 2.23: Íîðìèðîâàííàÿ èíòåíñèâíîñòü êîãåðåíòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ äëÿ
ïîëóáåñêîíå÷íîé íåðåôðàãèðóþùåé êîíñåðâàòèâíîé ñðåäû. Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ
� ôîðìóëà (2.148), ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ � ôîðìóëà (2.149) [10], øòðèõîâàÿ êðè-
âàÿ � ôîðìóëà (2.146). Òî÷êàìè íà ãðàôèêå ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî [140].
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Ðèñ. 2.24: Êîãåðåíòíîå îáðàòíîå ðàññåÿíèå ñëîåì ïðåëîìëÿþùåé ñðåäû ñ êîí-
ñåðâàòèâíûì ðàññåÿíèåì. Èíäèêàòðèñà Õåíüè-Ãðèíñòåéíà, τ0 = 20, Λ = 1,
g = 0. Ñïëîøíûå êðèâûå � ðåôðàêöèÿ îòñóòñòâóåò (γ = 0), ïóíêòèðíûå è
øòðèõîâûå êðèâûå � γ = +0.25 è γ = −0.25, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðàâàÿ ÷àñòü
ðèñóíêà (klθ > 0) � íåíîðìèðîâàííàÿ ïîëíàÿ èíòåíñèâíîñòü (êîãåðåíòíàÿ è
íåêîãåðåíòíàÿ ÷àñòè â ñóììå). Ëåâàÿ ÷àñòü ðèñóíêà (klθ < 0) � íîðìèðîâàííàÿ
èíòåíñèâíîñòü êîãåðåíòíîé êîìïîíåíòû ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ.

Òèïè÷íûå ïðèìåðû ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì è

ìåòîäîìÌîíòå-Êàðëî äëÿ ñëîåâ ñ ðåôðàêöèåé ïîêàçàíû íà Ðèñ. 2.26 è 2.27,ñîîòâåòñòâåííî.

Êîãåðåíòíàÿ êîìïîíåíòà àëüáåäî êîíå÷íîãî ñëîÿ ñ ðåôðàêöèåé â äèôôóçèîí-

íîì ïðèáëèæåíèè ïîêàçàíà íà ðèñ. 2.28.

Êàê ìîæíî âèäåòü íà ðèñ. 2.26 è 2.27, ðåçóëüòàòû êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî è

ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äåìîíñòðèðóþò îïðåäåëåííóþ ñèììåòðèþ èñ-

ñëåäóåìîãî ýôôåêòà îòíîñèòåëüíî çíàêà ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé êîýô-

ôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ. Èìåííî, ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ

ãðàäèåíòà êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ ïðèâîäÿò ê óøèðåíèþ ïèêà êîãåðåíò-

íîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ. Äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå ïðåäñêàçûâàåò ïîëíóþ

ñèììåòðèþ ðåçóëüòàòà îòíîñèòåëüíî çíàêà ýòîé ïðîèçâîäíîé. Òàêèì îáðàçîì,

ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íàõîäÿòñÿ â èçâåñòíîé ñòåïåíè ñîãëàñèÿ

ñ äèôôóçèîííûì ïðèáëèæåíèåì.
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Ðèñ. 2.25: Êîãåðåíòíîå îáðàòíîå ðàññåÿíèå ñëîåì ïðåëîìëÿþùåé ñðåäû ñ êîí-
ñåðâàòèâíûì ðàññåÿíèåì. Èíäèêàòðèñà Õåíüè-Ãðèíñòåéíà, τ0 = 20, Λ = 1,
g = 0.5. Ñïëîøíûå êðèâûå � ðåôðàêöèÿ îòñóòñòâóåò (γ = 0), ïóíêòèðíûå è
øòðèõîâûå êðèâûå � γ = +0.25 è γ = −0.25, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðàâàÿ ÷àñòü
ðèñóíêà (klθ > 0) � íåíîðìèðîâàííàÿ ïîëíàÿ èíòåíñèâíîñòü (êîãåðåíòíàÿ è
íåêîãåðåíòíàÿ ÷àñòè â ñóììå). Ëåâàÿ ÷àñòü ðèñóíêà (klθ < 0) � íîðìèðîâàííàÿ
èíòåíñèâíîñòü êîãåðåíòíîé êîìïîíåíòû ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ.
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Ðèñ. 2.26: Íîðìèðîâàííîå àëüáåäî êîãåðåíòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ â êîíñåð-
âàòèâíîé ðåôðàãèðóþùåé ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäå. ×èñëåííîå ðåøåíèå ìåòîäîì
êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé [87]. Ôàçîâàÿ ôóíêöèÿ Õåíüè-Ãðèíñòåéíà, ïîëíàÿ îïòè÷å-
ñêàÿ òîëùèíà ñëîÿ ε(z2 − z1) = 40, Λ = 1, g = 0.5. Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � (γ = 0),
ïóíêòèðíàÿ è øòðèõîâàÿ êðèâûå � γ = +0.25 and γ = −0.25, ñîîòâåòñòâåííî.
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Ðèñ. 2.27: Íîðìèðîâàííîå àëüáåäî êîãåðåíòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ â êîíñåð-
âàòèâíîé ðåôðàãèðóþùåé ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäå. ×èñëåííîå ðåøåíèå ìåòîäîì
Ìîíòå-Êàðëî (109 ôîòîíîâ). Ôàçîâàÿ ôóíêöèÿ Õåíüè-Ãðèíñòåéíà, ïîëíàÿ îï-
òè÷åñêàÿ òîëùèíà ñëîÿ ε(z2 − z1) = 40, Λ = 1, g = 0.5. Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ �
(γ = 0), ïóíêòèðíàÿ è øòðèõîâàÿ êðèâûå � γ = +0.25 and γ = −0.25, ñîîòâåò-
ñòâåííî.

2.3.8 Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ ñèëüíîàíèçîòðîïíî-

ãî ðàññåÿíèÿ â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè.

Äëÿ ðåôðàãèðóþùèõ ñðåä ñ ñèëüíî âûòÿíóòûìè èíäèêàòðèñàìè ðàññåÿíèÿ ïîë-

íîñòüþ ïðèìåíèìî óñîâåðøåíñòâîâàííîå ìàëîóãëîâîå ïðèáëèæåíèå ñ ó÷åòîì

äèñïåðñèè äëèí ïóòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ [53, 54, 78]. Ïîä-

õîä ê ðåãóëÿðèçàöèè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ íà îñíîâå óêàçàííîãî ïðè-

áëèæåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü â ïîëíîé ìåðå ïðèìåíåí è ê ñëó÷àþ

ñðåäû ñ ðåôðàêöèåé. Ðàçäåëÿÿ êîìïîíåíòû èçëó÷åíèÿ, ðàññåÿííîãî âïåðåä è íà-

çàä, ñ ïîìîùüþ ðàçáèåíèÿ åäèíèöû íà ñôåðå íàïðàâëåíèé [54], ìîæåò áûòü çà-

ïèñàíà è ðåøåíà ñèñòåìà ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ äëÿ êàæäîé

èç âûäåëåííûõ êîìïîíåíò. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü èçëó÷åíèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíå-

íèþ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ñ ãëàäêîé ôóíêöèåé èñòî÷íèêîâ â ïðàâîé ÷àñòè. Ñîîò-
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Ðèñ. 2.28: Íîðìèðîâàííîå àëüáåäî êîãåðåíòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ â êîí-
ñåðâàòèâíîé ðåôðàãèðóþùåé ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäå. Äèôôóçèîííîå ïðèáëèæå-
íèå. Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � ðåôðàêöèÿ îòñóòñòâóåò (γ = 0), øòðèõîâàÿ êðèâàÿ �
γ = ±0.25. Îïòè÷åñêàÿ òîëùèíà ñëîÿ ñðåäû z2 − z1 = 20l.

âåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äèñêðåòèçîâàííîé

çàäà÷è õîðîøî îáóñëîâëåíà è ïðèãîäíà äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Êðîìå òîãî,

â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå àíàëèòè÷å-

ñêèå ðåøåíèÿ ÓÏÈ äëÿ ðåôðàãèðóþùåé ñðåäû. Ñëåäóÿ ðàáîòàì [128, 129], íà

îñíîâå ýòèõ ðåøåíèé ìîæíî ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè êîãåðåíòíîãî

îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ.

Ðàññìîòðèì èçëó÷åíèå ïëîñêîãî ìîíîíàïðàâëåííîãî (ÏÌ) èñòî÷íèêà, íîð-

ìàëüíî ïàäàþùåãî íà ãðàíèöó ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäû. Áóäåì èñêàòü ïðèáëè-

æåííîå ðåøåíèå â ôîðìå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì (ÑÃ)

L(Ω, z) =
∞∑
j=0

Cj(z)Y
0
j (Ω) . (2.150)

Èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ òàêæå ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî ÑÃ (2.8)

x(Ω,Ω′) = 4π
∞∑
n=0

j∑
m=−j

xjY
m
j (Ω)Y m∗

j (Ω′) . (2.151)
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Ðèñ. 2.29: Íîðìèðîâàííîå àëüáåäî êîãåðåíòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ â êîíñåð-
âàòèâíîé ðåôðàãèðóþùåé ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäå. Äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå
(2.148). Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � ðåôðàêöèÿ îòñóòñòâóåò (γ = 0), ïóíêòèðíàÿ è
øòðèõîâàÿ êðèâûå � γ = +0.25 and γ = −0.25, ñîîòâåòñòâåííî. Îïòè÷åñêàÿ
òîëùèíà ñëîÿ ñðåäû z2 − z1 = 20l.

Ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ïðèñîåäèíåííûõ ôóíê-

öèé Ëåæàíäðà [150] ìîæíî âûâåñòè ñîîòíîøåíèå äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê

Y m
j (·) (2.80)

(1−µ)2 d
dµ
Y m
j (µ, ϕ) = (1+j)

√
(j −m)(j +m)

(2j − 1)(2j + 1)
Y m
j−1(µ, ϕ)−j

√
(1 + j −m)(1 + j +m)

(2j + 1)(2j + 3)
Y m
j+1(µ, ϕ) .

(2.152)

Â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïîëàãàòü j >> 1, µz = 1. Ðàçëàãàÿ êî-

ýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (2.80) â ðÿäû Òåéëîðà ïî j âáëèçè j = ∞, äëÿ àçè-

ìóòàëüíî íåçàâèñèìûõ ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê (m = 0) ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå

ñîîòíîøåíèå

(1− µ2)
d

dµ
Y 0
j (µ, ϕ) ≈

(
j

2
+

1

2

)
Y 0
j−1 −

1

2
jY 0

j+1 (2.153)
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Ïðèáëèæåííî ïåðåõîäÿ ê íåïðåðûâíûì çàâèñèìîñòÿì êîýôôèöèåíòîâ ðàçëî-

æåíèé îò èíäåêñîâ [34],

Cj±1 ≈ Cj ±
∂Cj

∂j
, (2.154)

ïîëó÷àåì èç (2.70), (2.150), (2.8) è (2.80) äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìàëî-

óãëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê áåç ó÷åòà

äèñïåðñèè

d

dz
Cj(z) + γ

(
j +

1

2

)
d

dj
Cj(z) =

(γ
2
− ε+ εΛχ(j)

)
Cj(z) , (2.155)

ãäå

χ(j) =

∞∫
0

2πΘdΘJ0(jΘ)
1

σ

dσ

dΩ
(Θ) ≈ xj (2.156)

ïðåîáðàçîâàíèå Ãàíêåëÿ èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùåé

íåïðåðûâíîé àïïðîêñèìàöèåé êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ èíäèêàòðèñû ðàññå-

ÿíèÿ xj [128], σ(Ω) � ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ. Ïåðåõîäÿ ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïåðå-

ìåííîé ξ = γz− ln(2jγ+γ), íåòðóäíî ïîëó÷èòü îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëü-

íîå óðàâíåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ãàðìîíèê C(z, ξ)

d

dz
C(z, ξ) =

(γ
2
− ε+ εΛχ(j(z′, ξ))

)
C(z, ξ) , (2.157)

ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ

C(z, ξ) = C(0, ξ) exp


z∫

0

(γ
2
− ε(z′)(1− Λχ(j(z′, ξ)))

)
dz′

 . (2.158)

Ýòî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (2.158) îáîáùàåò èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû [19, 34] íà

ñëó÷àé ïëîñêîñëîèñòîé ðåôðàãèðóþùåé ðàññåèâàþùåé ñðåäû.

Äëÿ íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ èçëó÷åíèÿ ïëîñêîãî ìîíîíàïðàâëåííîãî (ÏÌ) èñ-

òî÷íèêà íà ãðàíèöó ñðåäû

L(Ω, 0) = δ(Ω) =
∞∑
j=0

√
2j + 1

4π
Y 0
j (Ω) . (2.159)

ãðàíè÷íîå óñëîâèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

C(0, ξ) =

√
2j + 1

4π
e−γz . (2.160)
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Ïîëàãàÿ Λ = 0 â (2.158), ïîëó÷àåì ðåøåíèå

C(z, ξ) =

√
2j + 1

4π
exp

−
z∫

0

εdz

 , (2.161)

ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàññåÿííîé êîìïîíåíòå èçëó÷åíèÿ èñòî÷íèêà

L0(Ω, z) = δ(Ω) exp

−
z∫

0

εdz

 . (2.162)

Äëÿ èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ Õåíüè-Ãðèíñòåéíà [176] χ(j) ≈ gj, òàê ÷òî ðå-

øåíèå (2.158) äëÿ ε = const âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èçâåñòíûå òàáóëèðîâàííûå ôóíê-

öèè

Cj(z) =

√
2j + 1

4π
exp

(
−εz + Λε

γ
√
g
Ei

(
2j + 1

2
ln g

)
− Λε

γ
√
g
Ei

(
2j + 1

2
e−γz ln g

))
,

(2.163)

ãäå

Ei(z) = −
∞∫

−z

e−t

t
dt (2.164)

� èíòåãðàëüíàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ [150].

Ïîëíîå ðåøåíèå ÓÏÈ (2.116) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â âèäå ñóììû (2.150),

(2.158) è íåèçâåñòíîé (ãëàäêîé) ÷àñòè ðåøåíèÿ LD [34, 54]. Ïîäñòàâëÿÿ ñóììó

L = La + LD â (2.70), äëÿ àíèçîòðîïíîé ÷àñòè ðåøåíèÿ La â âèäå (2.150),

(2.158) ïîëó÷àåòñÿ âåñüìà ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ (íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû

âû÷èñëåíèé ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.3.8). Â öåëÿõ ñðàâíåíèÿ, ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ

äëÿ àíèçîòðîïíîé ÷àñòè â âèäå íåðàññåÿííîé êîìïîíåíòû èçëó÷åíèÿ èñòî÷íèêà

La = L0 (2.162 ) ïðåäñòàâëåíà íà òîì æå ðèñóíêå.
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Ðèñ. 2.30: Ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ ÓÏÈ. Èíäèêàòðèñà Õåíüè-Ãðèíñòåéíà, g = 0.9,
τ = 1, Λ = 1, ε = 1. Ïðàâàÿ ÷àñòü äèàãðàììû: âûäåëåííàÿ íåðåãóëÿðíàÿ êîì-
ïîíåíòà â ôîðìå ìàëîóãëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ (2.150), (2.158). Ñïëîøíûå êðèâûå
� ðåôðàêöèÿ îòñóòñòâóåò (γ = 0), ïóíêòèðíûå è øòðèõîâûå êðèâûå � γ = +0.2
è γ = −0.2, ñîîòâåòñòâåííî. Ëåâàÿ ÷àñòü ðèñóíêà � ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ, ïî-
ðîæäàåìàÿ ïðîñòåéøåé ôîðìîé íåðåãóëÿðíîé ÷àñòè ðåøåíèÿ (δ − ôóíêöèÿ),
ðåôðàêöèÿ îòñóòñòâóåò.

Ïîäîáíûì îáðàçîì, ìåòîä õàðàêòåðèñòèê ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê âû÷èñëå-

íèþ ðåøåíèÿ äëÿ òî÷å÷íîãî èçîòðîïíîãî (ÒÈ) è òî÷å÷íîãî ìîíîíàïðàâëåííîãî

(ÒÌ) èñòî÷íèêîâ [34] â ñôåðè÷åñêîé èëè äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Èç ýòèõ
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ðåøåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó äëÿ êîãåðåíòíî ðàññåÿííîé êîìïîíåíòû

èçëó÷åíèÿ [128].

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äëÿ ïåðèôåðèéíûõ îáëàñòåé ïèêà êîãåðåíòíîãî îá-

ðàòíîãî ðàññåÿíèÿ â íåïðåëîìëÿþùåé ñðåäå, ïîëó÷åííîå â ðàáîòå [128], â äåé-

ñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé ìàëîóãëîâûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé äëÿ ïðÿ-

ìîãî ïîòîêà èçëó÷åíèÿ ÒÌ èñòî÷íèêà è îáðàòíîãî ïîòîêà èçëó÷åíèÿ âòîðè÷-

íûõ ÒÈ èñòî÷íèêîâ îäíîêðàòíî ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ, ò.å. â òàê íàçûâàåìîì

ïðèáëèæåíèè êâàçèîäíîêðàòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ [111]. ×òîáû ñêîíñòðóè-

ðîâàòü ðåøåíèå òàêîãî òèïà äëÿ ïðåëîìëÿþùåé ñðåäû, íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü

ïðèáëèæåííûå ìàëîóãëîâûå ðåøåíèÿ äëÿ ÒÌ è ÒÈ èñòî÷íèêîâ â ýòîé ñðåäå è

ñâåðíóòü èõ äðóã ñ äðóãîì (ðèñ. 2.3.8).

L 0

ТМ

ТИ

σb

L b

граница среды

xy

z

q

Ðèñ. 2.31: Ê ïîÿñíåíèþ âûâîäà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (2.176).

Ïîñêîëüêó ìû èíòåðåñóåìñÿ â îñíîâíîì èçëó÷åíèåì, ðàñïðîñòðàíÿþùèìñÿ

ïî íîðìàëè ê ãðàíèöàì ñðåäû, â çàäà÷å äëÿ ÒÈ èñòî÷íèêà ïðèáëèæåííî áó-

äåì ñ÷èòàòü êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé
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n(r) ≈ n(z). Çàïèøåì ÓÏÈ â ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ïðåëîìëÿþùåé ñðåäå

[186] is

µ
∂L

∂r
+
1− µ2

r

∂L

∂µ
+γ(1−µ2)∂L

∂µ
+εL−2γµL =

Λε

4π

∮
L(r,Ω′)x(Ω,Ω′)dΩ′ , (2.165)

ãäå γ = d lnn(r)/dr. Ñëåäóÿ ðàáîòå [34], áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ðàçëîæå-

íèÿ â ðÿä ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà

L(µ, r) =
∞∑
j=0

2j + 1

4πr2
Cj(r)Pj(µ) . (2.166)

Èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíóþ àïïðîêñèìàöèþ èíäåêñà j [34], ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå

âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé ∂L/∂µ. Ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ

ñîîòíîøåíèé äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà

(µ2 − 1)
dPj(µ)

dµ
=
j(j + 1)

2j + 1
(Pj+1(µ)− Pj−1(µ)) (2.167)

ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå:

(µ2 − 1)
∂L

∂µ
=
∑
j

2j + 1

4πr2
Cj(µ

2 − 1)
dPj(µ)

dµ
=
∑
j

j(j + 1)

4πr2
Cj(Pj+1(µ)− Pj−1(µ))

(2.168)

=
1

4πr2

∑
j

(
(j − 1)jCj−1 −

(
j2 + 3j + 2

)
Cj+1

)
Pj(µ) ≈ − 1

4πr2

∑
j

(2j(j+1)
∂Cj

∂j
+4jCj+o(j))Pj(µ) .

Â ðàáîòå [34] ó÷òåíà ëèøü ãëàâíàÿ àñèìïòîòèêà (2j(j + 1)∂Cj/∂j â (2.168) äëÿ

ó÷åòà ñôåðè÷åñêîé ðàñõîäèìîñòè â (2.165) è ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

çàäà÷è äëÿ íåïðåëîìëÿþùåé ñðåäû. Ìû àïïðîêñèìèðóåì ñôåðè÷åñêîå è ðå-

ôðàêöèîííîå ñëàãàåìîå â (2.165) îäíèì è äâóìÿ ñëàãàåìûìè (2.168), ñîîòâåò-

ñòâåííî, è ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ Cj

∂C

∂r
+

2j(j + 1)

2j + 1

1

r

∂C

∂j
+ γ

2j(j + 1)

2j + 1

∂C

∂j
+ γ

4j

2j + 1
C = −εC + 2γC + Λεχ(j)C .

(2.169)

Ïåðåõîäÿ ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïåðåìåííîé η = exp(γr)r/
√
j(j + 1), ïîëó÷èì

ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (2.169) â âèäå

C(η, r) = C(η, 0) exp

r∫
0

ε(1− Λχ(j(η, r′)))dr′ , (2.170)
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ïðåíåáðåãàÿ ñëàãàåìûì (4j/(2j+1)−2)γC(η, r), ñòðåìÿùèìñÿ ê íóëþ ïðè j →
∞. Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ÒÈ èñòî÷íèêà [34] åñòü C(η, 0) = 1. Ïîëàãàÿ Λ = 0,

ïîëó÷èì ðåøåíèå äëÿ íåðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ èñòî÷íèêà

L0(µ, r) =
∞∑
n=0

2j + 1

4πr2
Pj(µ) exp

(
−
∫
εdr

)
=

1

4πr2
δ(µ− 1) exp

(
−
∫
εdr

)
.

(2.171)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííîå ðåøåíèå îáîáùàåò ðåçóëüòàòû ðàáîòû [34] äëÿ ñëó-

÷àÿ ïðåëîìëÿþùåé ñðåäû.

×òîáû ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äëÿ ÒÌ èñòî÷íèêà, èñïîëüçóåì ìà-

ëîóãëîâîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ÓÏÈ â ôîðìå, ïîëó÷åííîé â ðàáîòå [42]

(
∂

∂z
+ n⊥∇r⊥ − γn⊥∇n⊥

)
L = −εL+2γL+

Λε

4π

∫ +∞∫
−∞

L(r,n⊥)x(n⊥ − n′
⊥)d

2n′
⊥ ,

(2.172)

ãäå r = (x, y, z), r⊥ = (x, y), n = (µx, µy, µz), n⊥ = (µx, µy), (µ
2
z − 1)∂/∂µz ≈

µx∂/∂µx + µy∂/∂µy ≈ n⊥∇n⊥. Ñîãëàñíî [42], ââåäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðå-

øåíèÿ L ïî ïîïåðå÷íûì ïðîñòðàíñòâåííûì è óãëîâûì êîîðäèíàòàì

F (q, z,p) =
1

4π2

∫ ∫ ∫ +∞∫
−∞

L exp(iqr⊥ + ipn⊥)d
2r⊥d

2n⊥ . (2.173)

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, òàêèì îáðàçîì, ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ(
∂

∂z
− q∇p + γ∇pp

)
F = −ε(1− Λχ(p))F + 2γF , (2.174)

õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïåðåìåííîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ζ = (q−γp) exp(−γz) è äëÿ
èíòåðåñóþùåãî íàñ çíà÷åíèÿ p = 0 ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

F (q, z, 0) = F

(
q, 0,

q

γ
(1− e−γz)

)
exp


z∫

0

ε

[
1− Λχ

(∣∣∣∣qγ (1− eγ(z
′−z))

∣∣∣∣)] dz′
 .

(2.175)

Íà÷àëüíîå óñëîâèå, ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷å÷íîìó ìîíîíàïðàâëåííîìó èñòî÷íè-

êó (2.115) åñòü F (q, z,p) = 1. ×òîáû ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äëÿ

êðûëüåâ ïèêà êîãåðåíòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ñâåðòêó
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ðåøåíèé (2.165) è (2.172), ò.å. ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ Ôóðüå-êîìïîíåíò.

Îäíîêðàòíî (îáðàòíî) ðàññåÿííîå èçëó÷åíèå, íå âíîñÿùåå âêëàäà â êîãåðåíòíóþ

êîìïîíåíòó [111, 179], ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé Λ = 0 â (2.170) è (2.175). Îêîí-

÷àòåëüíî, èíòåðåñóþùåå íàñ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äëÿ Ôóðüå-êîìïîíåíòû îá-

ðàòíî ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ

L̃b(q) =
σb
lσ

τ0l∫
0

e−2z/l

exp
Λ

z∫
0

χ(
∣∣∣qze(−γ)(z′−z)

∣∣∣)dz′/l + Λ

z∫
0

χ(
∣∣∣q/γ(1− eγ(z

′−z)
∣∣∣)dz′/l

− 1

 dz ,
(2.176)

ãäå l = ε−1 � äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà èçëó÷åíèÿ â ñðåäå, q = kθ, θ � ôàçî-

âûé óãîë è k � âîëíîâîå ÷èñëî èçëó÷åíèÿ [129, 78]. Îòðèöàòåëüíûé çíàê (−γ) â
ïåðâîì èíòåãðàëå ñîîòâåòñòâóåò îáðàòíîìó íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èç-

ëó÷åíèÿ ïîñëå îäíîêðàòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ. Ïàðàìåòðû ñðåäû Λ, ε, γ è

èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ ñ÷èòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè äëÿ âñåãî ïëîñêîãî ñëîÿ ñðåäû,

îïòè÷åñêàÿ òîëùèíà êîòîðîãî ìîæåò áûòü êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé. Â ïðåäå-

ëå γ → 0, ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå (2.176) ñâîäèòñÿ ê èçâåñòíîìó ðåøåíèþ äëÿ

íåïðåëîìëÿþùåé ñðåäû, ïîëó÷åííîé â ðàáîòå [128, 129].

2.4 Ãàëî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ óçêîãî ïó÷êà â ñðå-
äå ñ ñèëüíî àíèçîòðîïíûì ðàññåÿíèåì.

Íåñêîëüêî ëåò íàçàä áûë òåîðåòè÷åñê ïðåäñêàçàí ýôôåêò òàê íàçûâàåìîãî ãàëî

îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ïó÷êà â ñðåäå, ò.å. êîëüöåâîãî ìàêñèìóìà èíòåíñèâíîñòè

îáðàòíî ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ âîêðóã îñè óçêîãî ñâåòîâîãî ïó÷êà, âõîäÿùåãî

â ñðåäó ñ ñèëüíî âûòÿíóòîé âïåðåä èíäèêàòðèñîé ðàññåÿíèÿ. Ýôôåêò òåîðå-

òè÷åñêè èññëåäîâàëñÿ â ðÿäå ðàáîò [192, 193]. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âîçìîæíîå

ïðîÿâëåíèå ýôôåêòà ñâÿçàíî ñ èñêðèâëåíèåì ñâåòîâîãî ïîòîêà â ñðåäå â ðåçóëü-

òàòå ìíîãîêðàòíîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàññåÿíèÿ ôîòîíîâ íà ìàëûå óãëû (ðèñ.

2.32). Ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî [193] âûÿâèëî

ðîëü è âëèÿíèå îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ íà âîçìîæíîñòü ïðîÿâëåíèÿ ýôôåêòà. Â

÷àñòíîñòè, àâòîðû ðàáîòû [193] ïðèøëè ê âûâîäó î ãèïîòåòè÷åñêè âîçìîæíîì

ïðîÿâëåíèè ýôôåêòà â ñëó÷àå, åñëè áû êàêèì-ëèáî îáðàçîì áûëî áû óñòðàíåíî
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îáðàòíîå ðàññåÿíèå èçëó÷åíèÿ íà ÷àñòèöàõ ñðåäû. Â ðàáîòå [77] ñäåëàíû ñîîò-

âåòñòâóþùèå êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè äëÿ ðåàëüíûõ ðàññåèâàþùèõ ñðåä.

Êàê íåîäíîêðàòíî áûëî ïîêàçàíî [10, 128, 129, 78], â ïðèáëèæåíèè Òâåðñêî-

ãî, èñêëþ÷àþùåì èç ðàññìîòðåíèÿ ñàìîïåðåñåêàþùèåñÿ òðàåêòîðèè èçëó÷åíèÿ

[194]), çàäà÷à î êîãåðåíòíîì óñèëåíèè îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ïó÷êà â ñðåäå ýê-

âèâàëåíòíà çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ñ òî÷å÷íûì ìîíîíàïðàâ-

ëåííûì (ÒÌ) èñòî÷íèêîì ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Â ðÿäå ðàáîò

[127, 128, 129] áûëî òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ïåðèôåðèéíûå îáëàñòè ïèêà îáðàòíîãî

ðàññåÿíèÿ óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàþòñÿ â ïðèáëèæåíèè êâàçèîäíîêðàòíîãî

îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, ò.å. ñîñòîÿò èç èçëó÷åíèÿ, ïðåòåðïåâøåãî åäèíñòâåííûé

àêò ðàññåÿíèÿ ïî÷òè íàçàä è ìíîãèå àêòû ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû âïåðåä äî è

ïîñëå òîãî. Ñîîòâåòñòâåííî, öåíòðàëüíàÿ ÷àñòü êîíóñà êîãåðåíòíîãî îáðàòíîãî

ðàññåÿíèÿ ïðåèìóùåñòâåííî ñôîðìèðîâàíà äèôôóçíîé êîìïîíåíòíîé ðàññåÿí-

íîãî èçëó÷åíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îáðàòíî ðàññåÿííîå èçëó÷åíèå óçêîãî ïó÷êà â

ñðåäå âáëèçè è âäàëè îò îñè ïó÷êà â îñíîâíîì ôîðìèðóåòñÿ êâàçèîäíîêðàòíûì

îáðàòíûì è äèôôóçíûì ðàññåÿíèåì èçëó÷åíèÿ â ñðåäå, ñîîòâåòñòâåííî.

Ìîäåëèðîâàíèå ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî [192, 193] ïîêàçàëî, ÷òî áåç ó÷åòà îá-

ðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ÷àñòèöàìè ñðåäû, äèôôóçíàÿ ÷àñòü âûõîäÿùåãî ÷åðåç ãðà-

íèöó ñðåäû èçëó÷åíèÿ ôîðìèðóåò âîêðóã îñè ïó÷êà êîëüöåâîé ìàêñèìóì ñ ðà-

äèóñîì ïîðÿäêà îäíîé òðàíñïîðòíîé äëèíû èçëó÷åíèÿ â ñðåäå. Â ðàáîòå [77]

ñäåëàíû ñîîòâåòñòâóþùèå àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè èíòåíñèâíîñòè îáðàòíî ðàñ-

ñåÿííîãî èçëó÷åíèÿ âáëèçè è âäàëè îò îñè ïó÷êà, è óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ äëÿ

êîíñåðâàòèâíîé ñðåäû, âûïîëíåíèå êîòîðûõ íåîáõîäèìî äëÿ íàáëþäåíèÿ êîëü-

öåâîãî ãàëî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ â ðåàëüíîì ýêñïåðèìåíòå. Â îòëè÷èå îò ïðåäû-

äóùèõ ðàñ÷åòîâ, ïðîâåäåííûõ ÷èñëåííûì ìåòîäîì äëÿ ìîìåíòîâ óãëîâîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ [192, 193, 10], â öèòèðîâàííîé ðàáîòå ïî-

ëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè â ïðîñòðàí-

ñòâå óãëîâ. Ñäåëàííûå îöåíêè ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ìîäåëèðîâàíèÿ ïî

ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî.
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2.4.1 Îöåíêè êîìïîíåíò ïîëÿ ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ è

êðèòåðèé ïðîÿâëåíèÿ ýôôåêòà.

Èçâåñòíî, ÷òî êîãåðåíòíàÿ êîìïîíåíòà óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè

îáðàòíî ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ ñ ôàçîâûì óãëîì θ â äàëüíåé çîíå åñòü Ôóðüå-

òðàíñôîðìàíòà Jc(q) èíòåíñèâíîñòè îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ óçêîãî ïó÷êà, ãäå q =

kθ, k � âîëíîâîå ÷èñëî èçëó÷åíèÿ, θ � ôàçîâûé óãîë (óãîë ìåæäó ðàññåÿííûì

ïó÷êîì è íàïðàâëåíèåì, îáðàòíûì ê íàïðàâëåíèþ ïàäåíèÿ) [78]. Òàêèì îáðà-

çîì, èíòåíñèâíîñòü îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ïó÷êà â áëèæíåé çîíå ïîä÷èíÿåòñÿ

ôîðìóëå

I(ρ) =

∞∫
0

J0(qρ)Jc(q) q dq , (2.177)

ãäå J0(·) � öèëèíäðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâåííî-
óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ïó÷êà â ñðåäå ñèí-

ãóëÿðíî [75, 76], ôîðìóëà (2.177) äîëæíà ïîíèìàòüñÿ â ñìûñëå óñðåäíåíèÿ ïî

íåêîòîðîìó äèàïàçîíó çíà÷åíèé ïðîñòðàíñòâåííûõ èëè óãëîâûõ ïåðåìåííûõ.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå, â âûðàæåíèè (2.177) íåîáõîäèìî îãðàíè÷èòü âåðõíèé ïðå-

äåë èíòåãðèðîâàíèÿ íåêîòîðûì êîíå÷íûì çíà÷åíèåì q0. Ýòî çíà÷åíèå ïðèáëè-

çèòåëüíî ñîîòâåòñòâóåò êîíå÷íîìó çíà÷åíèþ òîëùèíû ïó÷êà. Â äàëüíåéøèõ

÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ, ìû ïîëàãàåì q0l = 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òîëùèíå ïó÷êà

ïîðÿäêà äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ôîòîíîâ â ñðåäå l, ò.å. ïîðÿäêà íåáîëüøîé

äîëè òðàíñïîðòíîé äëèíû â ñðåäå ñ ñèëüíî âûòÿíóòîé âïåðåä èíäèêàòðèñîé

èçëó÷åíèÿ.

Ìàðèíþê è Ðîãîçêèí [128] ïîëó÷èëè àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ êîãå-

ðåíòíîé êîìïîíåíòû èíòåíñèâíîñòè îáðàòíî ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ (2.114), àñèìï-

òîòè÷åñêè ñïðàâåäëèâîå äëÿ ïåðèôåðèéíûõ îáëàñòåé êîíóñà îáðàòíîãî ðàññåÿ-

íèÿ:

Jc(q) =
σb
lσ

∞∫
0

dz exp(−2z/l)

exp
2

z∫
0

d(z′/l)χ(qz′)

− 1

 (2.178)

ãäå

χ(ω) =

∞∫
0

2πθdθJ0(ωθ)
1

σ

dσ

dΩ
(θ) , (2.179)
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l � äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ôîòîíîâ â êîíñåðâàòèâíîé ðàññåèâàþùåé ñðåäå,

σ � ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ, σb = dσ/dΩ(θ = π) � äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññå-

ÿíèÿ â íàïðàâëåíèè íàçàä. Âûâîä ôîðìóëû (2.114) ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà

ìàëîóãëîâîå ïðèáëèæåíèå òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, è ñëåäîâàòåëüíî, ñïðà-

âåäëèâî äëÿ ñðåä ñ ñèëüíî âûòÿíóòûìè âïåðåä èíäèêàòðèñàìè ðàññåÿíèÿ. Â

ñèëó (2.177) è (2.114), îáðàòíî ðàññåÿííàÿ èíòåíñèâíîñòü íà îñè ïó÷êà ðàâíà

I(0) =

q0∫
0

σb
lσ

∞∫
0

dz exp(−2z/l)

exp
2

z∫
0

d(z′/l)χ(qz′)

− 1

 q dq . (2.180)

Ñîãëàñíî àðãóìåíòàöèè, ïðèâåäåííîé â ðàáîòàõ [127, 128, 129], ìû ïðåíåáðå-

ãàåì âêëàäîì äèôôóçíî ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ â Jc(q) è, ñëåäîâàòåëüíî, â

I(0). Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà (2.114) ïîëó÷åíà â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè

òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé

âäîëü õàðàêòåðèñòèê. Òàêîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íå ìîæåò ó÷èòûâàòü äèñ-

ïåðñèþ äëèí ïóòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ, âñëåäñòâèå ÷åãî

ðåøåíèå ðàñõîäèòñÿ ïðè ìàëûõ ôàçîâûõ óãëàõ è áîëüøèõ îïòè÷åñêèõ òîëùè-

íàõ ñðåäû. Ó÷åò äèñïåðñèè äëèí ïóòåé [54] ïðèâîäèò ê äèôôåðåíöèàëüíîìó

óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðîå â îáùåì ñëó÷àå íå ìîæåò áûòü ðåøåíî àíà-

ëèòè÷åñêè ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî õàðàêòåðèñòèêàì. Îäíàêî, îñîáåííîñòü

ïðè q = 0 â (2.180) èíòåãðèðóåìà, òàê ÷òî ìû ïðåíåáðåãàåì ñîîòâåòñòâóþùåé

îøèáêîé. Äëÿ äèôôóçíîé êîìïîíåíòû îáðàòíî ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ, ìû ïîä-

ñòàâëÿåì â ôîðìóëó (2.177) èçâåñòíîå âûðàæåíèå äëÿ êîãåðåíòíîé êîìïîíåíòû

îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ îò ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû â äèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè

[10],

Jc(q) =
3a

4πl

1− exp(−qa)
qa

, (2.181)

ãäå a = α ltr, α ≈ 3.4, ltr = l/(1 − g) � òðàíñïîðòíàÿ äëèíà, g =< cosθ > �

ïàðàìåòð àñèììåòðèè (ñðåäíèé êîñèíóñ) ðàññåÿíèÿ [105]. Ïðè ρ = ltr, ýòî äàåò

I(ρ) =
3

4πl2tr

{
1− 1√

1 + α2

}
. (2.182)

Ñðàâíèâàÿ ìåæäó ñîáîé (2.180) è (2.182), ìû ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííûé êðè-

òåðèé â âèäå íåðàâåíñòâà, èç êîòîðîãî ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùåå óñëîâèå äëÿ
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îòíîøåíèÿ σb/σ, íåîáõîäèìîå äëÿ ôàêòè÷åñêîãî ïðîÿâëåíèÿ ýôôåêòà ãàëî:

σb
σ

≤ 3

4πl2tr

{
1− 1√

1 + α2

}
/

q0∫
0

∞∫
0

d(z/l) exp(−2z/l)

exp
2

z∫
0

d(z′/l)χ(qz′)

− 1

 q dq .

(2.183)

2.4.2 Îöåíêè äëÿ íåêîòîðûõ ìîäåëüíûõ ôóíêöèé ðàññå-

ÿíèÿ.

Äëÿ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííîé ìîäåëè ôàçîâîé ôóíêöèè Õåíüè-Ãðèíñòåéíà

[176]
dσ

dΩ
=

σ

4π

1− g2

(1 + g2 − 2g cos θ)3/2
(2.184)

âû÷èñëåíèèÿ [128] äàþò:

σb
σ

= 4π
1− g

(1 + g)2
≈ π(1− g) , (2.185)

χ(ω) = exp(−(1− g)ω) . (2.186)

Îòíîøåíèå (2.185) äëÿ ôàçîâîé ôóíêöèè Õåíüè-Ãðèíñòåéíà â çàâèñèìîñòè îò

ïàðàìåòðà àñèììåòðèè g ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.33 òîíêîé ïóíêòèðíîé ëèíèåé. Äëÿ

Ãàóññîâñêîé èíäèêàòðèñû, ðàññìîòðåííîé â ðàáîòå [192]

f(cos θ) =
1

2πε

exp(−(1− cos θ)/ε)

1− exp(−2/ε)
≈ 1

2πε
exp

(
−θ

2

2ε

)
(2.187)

âû÷èñëåíèÿ äàþò

χ(ω) ≈ exp

(
−εω

2

2

)
, (2.188)

z∫
0

χ(qz′)dz′ =
1

q

√
π

2ε
erf

(
qz

√
ε

2

)
, (2.189)

g ≈ 1 − ε. Äåéñòâèòåëüíîå çíà÷åíèå íîðìèðîâàííîãî ñå÷åíèÿ îáðàòíîãî ðàññå-

ÿíèÿ äëÿ ôàçîâîé ôóíêöèè (2.187) åñòü

σb
σ

=
exp(−2/ε)

2πε
. (2.190)
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×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî îòíîøåíèå (2.190) èñ÷åçàþùå ìàëî ïî

ñðàâíåíèþ ñ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì, îïðåäåëÿåìûì ôîðìóëîé (2.183) äëÿ ôà-

çîâîé ôóíêöèè (2.187). Òàê, óñëîâèå (2.183) õîðîøî âûïîëíåíî â ýòîì ñëó÷àå.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå, â ðåçóëüòàòàõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ â ðàáîòå [192] ÿâíî ïðèñóò-

ñòâóåò ýôôåêò ãàëî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, â òî âðåìÿ êàê àâòîðàì [193] ïðèøëîñü

èñêóññòâåííî èñêëþ÷èòü èç ðàñ÷åòà íåêîòîðóþ ÷àñòü îáðàòíî ðàññåÿííîãî èç-

ëó÷åíèÿ äëÿ íàäåæíîé ÷èñëåííîé ñèìóëÿöèè èññëåäóåìîãî ýôôåêòà.

Ïîäîáíûì îáðàçîì, äëÿ Þêàâñêîé èíäèêàòðèñû [58]

f(θ) =
γ

2πθ
exp(−γθ) (2.191)

ïîëó÷èì g ≈ 1− γ−2,

χ(ω) =
γ√

γ2 + ω2
. (2.192)

Íàêîíåö, äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ

f(θ) =
1

2πθ20
exp(− θ

θ0
) (2.193)

leads to

χ(ω) =
1

(1 + ω2θ20)
3/2

, (2.194)

g ≈ (1 − 3θ20). Äëÿ îáîèõ ýòèõ ôàçîâûõ ôóíêöèé óñëîâèå (2.183) âûïîëíÿåò-

ñÿ âñëåäñòâèå èõ áûñòðîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñïàäà ñ ðîñòîì óãëà ðàññåÿíèÿ.

Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ (2.183) äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôàçîâîé ôóíêöèè (2.193)

ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.33 æèðíîé ïóíêòèðíîé êðèâîé.

×èñëåííûå îöåíêè, ïîëó÷åííûå ïî ôîðìóëå (2.183) äëÿ íåñêîëüêèõ ðàññìîò-

ðåííûõ çäåñü ðàçëè÷íûõ ôàçîâûõ ôóíêöèé, âåñüìà áëèçêè äðóã ê äðóãó. Ýòî

ïðèâîäèò ê âûâîäó îá óíèâåðñàëüíîì õàðàêòåðå çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêîãî ñå-

÷åíèÿ îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ σb/σ îò ïàðàìåòðà àñèììåòðèè g. Äëÿ ýêñïîíåíöè-

àëüíîé èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ (2.193), èíòåãðèðîâàíèå χ(ω) (2.194) in (2.180)

äàåò
z/l∫
0

χ(qz)dz/l =
z/l

(1 + q2z2θ20)
1/2

≈ z/l − z/l

2
q2z2θ20 . (2.195)
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ôîðìóëó (2.180) è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì

I(0) =
σb
σ

q0∫
0

[
Γ(4/3)

(qlθ0)2/3
− 1

2

]
q dq ≈ σb

σ

q0∫
0

Γ(4/3)

(qlθ0)2/3
q dq ∝ 3

4

Γ(4/3)q
4/3
0

(lθ0)2/3
. (2.196)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ (2.193) ïàðàìåòð

àñèììåòðèè ïðèáëèæåííî ðàâåí g ≈ 1 − 3θ20, è èñïîëüçóÿ (2.182) è(2.196), èç

óñëîâèÿ ïðîÿâëåíèÿ ýôôåêòà ãàëî I(0)/I(ltr) < 1 ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé

êðèòåðèé
σb
σ
<

(1− g)7/3
(√

α2 + 1− 1
)

3
√
3π(q0l)4/3

√
α2 + 1Γ (4/3)

∝ (1− g)7/3 (2.197)

äëÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ñå÷åíèÿ îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ σb/σ. Ýòîò ñòåïåííîé

çàêîí 7/3 òàêæå ïîêàçàí íà ðèñ 2.33 ñïëîøíîé òîíêîé êðèâîé. Î÷åâèäíî, èí-

äèêàòðèñà Õåíüè-Ãðèíñòåéíà íå óäîâëåòâîðÿåò ñôîðìóëèðîâàííîìó êðèòåðèþ,

ïîñêîëüêó σb/σ ∝ (1− g) >> (1− g)7/3 ïðè g → 1, êàê ìîæíî âèäåòü è íà ðèñ.

2.33.

2.4.3 Ðàñ÷åòû ìåòîäîìÌîíòå-Êàðëî. Îáñóæäåíèå ðåçóëü-

òàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ.

Â öåëÿõ ïðîâåðêè ïðåäëîæåííîãî êðèòåðèÿ, ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâà-

íèå ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Áûëà âûáðàíà ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü ñå÷åíèÿ ðàññåÿ-

íèÿ
dσ

dΩ
(µ) =

{
σb , µ ≤ µ0,
σf , µ > µ0

, (2.198)

ãäå µ = cos θ, dΩ = sin θdθdϕ, µ0 � ïàðàìåòð ìîäåëè. Â ñèëó íîðìèðîâêè∮
dσ

dΩ
dΩ = 2π(1 + µ0)σb + 2π(1− µ0)σf = 1 (2.199)

ñå÷åíèÿ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ σf è σb â âûáðàííîé ìîäåëè ñâÿçàíû

ñîîòíîøåíèåì

σf =
1

2π(1− µ0)
− 1 + µ0

1− µ0
σb . (2.200)

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïàðàìåòð àñèììåòðèè ðàññåÿíèÿ g =< cos θ > ðàâåí

g =

∮
µ
dσ

dΩ
(µ) dΩ = 2πσb

µ0∫
−1

µ dµ+ 2πσf

1∫
µ0

µ dµ = π(1− µ20)(σf − σb) ≈
1 + µ0

2
,

(2.201)
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ïðè σb << σf , ÷òî òèïè÷íî äëÿ ñðåä, ðàññìàòðèâàåìûõ â ýòîé ðàáîòå. Òèïè÷-

íûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ èíòåãðàëüíîãî ïîòîêà èçëó÷åíèÿ, âûõîäÿùåãî ÷åðåç

ãðàíèöó ñðåäû [192]

F (ρ) =

∫
Ω̂·ẑ<0

(
Ω̂ · (−ẑ)

)
I(Ω, ρ)

∣∣∣∣∣∣∣
z=0

dΩ (2.202)

ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.38. Òðè òèïè÷íûõ ñèòóàöèè: îòñóòñòâèå ãàëî, ñëàáîå ãàëî

(ëîêàëüíûé ìàêñèìóì F (ρ) ïðè ρ ≈ ltr) è ñèëüíîå ãàëî (ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì

F (ρ) ïðè ρ ≈ ltr ñîãëàñíî (2.183) ) ïîêàçàíû ñïëîøíîé, øòðèõîâîé è ïóíê-

òèðíûìè êðèâûìè, ñîîòâåòñòâåííî. Ïàðû çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (g, σb) òàêæå

ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.33 òðåóãîëüíûìè, êâàäðàòíûìè è êðåñòîâûìè ìàðêåðàìè,

ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïðîÿâëåíèÿ ñèëüíîãî ýô-

ôåêòà ãàëî â ðåçóëüòàòàõ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè

íà ãðàôèêå ëåæàò íèæå êðèòè÷åñêîé êðèâîé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî êðèòåðèé ñåìè

òðåòåé (2.197) îáåñïå÷èâàåò íàäåæíîå ïðåäñêàçàíèå ïðîÿâëåíèÿ ñèëüíîãî ýô-

ôåêòà ãàëî, ò.å. âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ I(0) < I(ltr), äëÿ êîòîðîãî è áûë ïîëó÷åí

êðèòåðèé (2.197).

Âñå ðàññìîòðåííûå çäåñü ôàçîâûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ìîäåëüíûìè, ò.å. íå

âïîëíå ñîîòâåòñòâóþùèìè îïòè÷åñêèì ñâîéñòâàì ðåàëüíûõ ìóòíûõ ñðåä, â îñî-

áåííîñòè ïðè íå ìàëûõ óãëàõ ðàññåÿíèÿ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, äëÿ ðåàëüíîé ñðå-

äû íåîáõîäèìû îöåíêè ââåäåííûõ çäåñü êðèòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íà îñíîâå

ñòðîãèõ ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëÿ îäíîðîä-

íûõ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö (ëàòåêñ, n = 1.59, â âîäå, n = 1.33 ) ïî òåîðèè

Ìè [195] ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.34 (êîìïüþòåðíûå êîäû îáùåäîñòóïíû ïî ññûëêå

http://atol.ucsd.edu/scatlib/scatterlib.htm ). Ìîæíî âèäåòü íåñêîëüêî ãëóáîêèõ

ìèíèìóìîâ ñå÷åíèÿ îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, äîñòèãàþùèõ óðîâíÿ íèæå êðèòè÷å-

ñêîãî. Íà ýòèõ äëèíàõ âîëí ñëåäóåò îæèäàòü ïðîÿâëåíèÿ ýôôåêòà â ýêñïåðè-

ìåíòå. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö ëàòåêñà â ãëèöåðèíå

ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.36. Íåîáõîäèìûå êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö, ñîîòâåòñòâóþùèå

çíà÷åíèþ òðàíñïîðòíîé äëèíû 5 ìì (ðàäèóñ êþâåòû) â çàâèñèìîñòè îò äëèíû

âîëíû äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö ëàòåêñà â âîäå è ãëèöåðèíå ïîêàçàíû íà ðèñ.

2.35 è 2.37, ñîîòâåòñòâåííî.
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Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû îöåíêè äëÿ êîíñåðâàòèâíîé ðàññåèâàþùåé ñðå-

äû áåç ïîòåðü. Ïðè íàëè÷èè ïîòåðü, ñëåäóåò îæèäàòü îñëàáëåíèÿ ïðîÿâëåíèÿ

ýôôåêòà, â ñâÿçè ñ áîëüøåé äëèíîé òðàåêòîðèé äèôôóçíîé êîìïîíåíòû ðàñ-

ñåÿííîãî èçëó÷åíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ êâàçèîäíîêðàòíî îáðàòíî ðàññåÿííîé, è

ñîîòâåòñòâåííî áîëüøèì ïîãëîùåíèåì èçëó÷åíèÿ íà ýòîé äëèíå. Ïî òåì æå

ñîîáðàæåíèÿì, ýôôåêò ìîæåò áûòü îñëàáëåí â ñëó÷àå ñèëüíîé ëîêàëèçàöèè,

ïðåïÿòñòâóþùåé ðàñïðîñòðàíåíèþ èçëó÷åíèÿ íà áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ [194].

ρ

I(ρ)

Ðèñ. 2.32: Ê ïîÿñíåíèþ ýôôåêòà ãàëî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ (ñõåìàòè÷åñêîå èçîá-
ðàæåíèå).

2.5 Ìîäåëü äâóìåðíîé ðàññåèâàþùåé ñðåäû.

Îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ìîäåëü äâóìåðíîé ðàññåèâàþùåé ñðåäû,

íàïðèìåð â âèäå ñëó÷àéíî ðàñïîëîæåííûõ ïàðàëëåëüíûõ âîëîêîí [196, 197, 198,

199, 200, 201, 202, 56]. Èíòåðåñ ê äâóìåðíûì ñðåäàì îáóñëîâëåí êàê àíàëèòè-

÷åñêèì è ÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè ïåðåíîñà ðàäèàöèè â ñðåäàõ ñ îðèåíòèðîâàí-
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0.990.970.950.93 0.9950.993

g

-7

-6

-5

-4

-3

-2

log   σ  /σb10

0.9

Ðèñ. 2.33: Òîëñòàÿ øòðèõîâàÿ êðèâàÿ � ÷èñëåííûå îöåíêè êðèòè÷åñêîãî íîð-
ìèðîâàííîãî ñå÷åíèÿ îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ σb/σ (2.183) äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé
èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ (2.193), ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � àíàëèòè÷åñêàÿ îöåíêà ñî-
ãëàñíî êðèòåðèþ ñåìè òðåòåé (2.197). Ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ � ñå÷åíèå îáðàòíî-
ãî ðàññåÿíèÿ èíäèêàòðèñû Õåíüè-Ãðèíñòåéíà (2.185). Ìîäåëèðîâàíèå Ìîíòå-
Êàðëî: òðåóãîëüíûå ìàðêåðû � ýôôåêò ãàëî îòñóòñòâóåò, êâàäðàòíûå ìàðêåðû
� ñëàáîå ãàëî (ëîêàëüíûé ìàêñèìóì èíòåíñèâíîñòè âáëèçè ρ ≈ ltr), êðåñòû �
ñèëüíîå ãàëî (ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì âáëèçè ρ ≈ ltr).

íûìè ñèëüíî íåñôåðè÷åñêèìè ðàññåèâàòåëÿìè [199, 200, 201], òàê è çàäà÷àìè

ëîêàëèçàöèè âîëí â ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ [196, 197, 198, 201]. Ýêñïåðèìåíòû ñ ìíî-

ãîêðàòíûì ðàññåÿíèåì â òàêèõ ñðåäàõ ïðîâîäèëèñü ñ îïòè÷åñêèìè âîëîêíàìè

[196] è àíèçîòðîïíûìè ðàññåèâàòåëÿìè, íàïðèìåð ñòåðæíåâûìè [197].

Ñ îäíîé ñòîðîíû, äâóìåðíàÿ ñðåäà ÿâëÿåòñÿ àäåêâàòíîé ôèçè÷åñêîé ìîäå-

ëüþ íåêîòîðûõ òèïîâ ñðåä, ðàññåÿíèå â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ïðåèìóùåñòâåííî

â íàïðàâëåíèÿõ, áëèçêèõ ê íåêîòîðîé ïëîñêîñòè [56]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëåííóþ ìîäåëü, óäîáíóþ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå

òåñò-îáúåêòà ïðè ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ÓÏÈ. Èçâåñòíî, ÷òî íà ðàñ-

ñòîÿíèÿõ, íå ïðåâûøàþùèõ äëèíó ëîêàëèçàöèè, â îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ

ñðåäàõ ìîæíî ñ÷èòàòü ñïðàâåäëèâûì óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ [203].

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â äâóìåðíîé ñðåäå

µx
∂

∂x
L+ µy

∂

∂y
L = −L+

Λ

2π

∮
L(x, y, ϕ)x(ϕ, ϕ′)dϕ′ + f , (2.203)
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Ðèñ. 2.34: Ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ � íîðìèðîâàííîå ñå÷åíèå îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ
ìîíîäèñïåðñíûõ ÷àñòèö σb/σ, ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � òî æå, ðàçáðîñ äèàìåòðîâ ÷à-
ñòèö 5%, øòðèõîâàÿ êðèâàÿ � êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñå÷åíèÿ îáðàòíîãî ðàññåÿ-
íèÿ ïðè ðàññ÷èòàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà àñèììåòðèè (ñôåðè÷åñêèå ÷àñòèöû
ëàòåêñà â âîäå, òåîðèÿ Ìè [195])

ãäå L = L(x, y, ϕ) � óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå ÿðêîñòè â äâóìåðíîé ñðåäå, x =

x(ϕ, ϕ′) � äâóìåðíàÿ èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ, µx = cosϕ and µy = sinϕ � íà-

ïðàâëÿþùèå êîñèíóñû.

Ðåøåíèå ìîæíî èñêàòü â âèäå ñóììû ðÿäà ïî êðóãîâûì ãàðìîíèêàì eiϕ.

Èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ òàêæå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ðÿäà

x(ϕ, ϕ′) =
∞∑

n=−∞
xn(r)e

in(ϕ−ϕ′) . (2.204)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ èíäèêàòðèñû âèäà

x(ϕ) =

√
1− a2

1− a cosϕ
, (2.205)

ãäå

a =
2g

1 + g2
, (2.206)

g � ïàðàìåòð àíèçîòðîïèè, èìåþùèé ñìûñë ñðåäíåãî êîñèíóñà ðàññåÿíèÿ, íåòðóä-

íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ èíäèêàòðèñû (2.205) ïî
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500 750 1000 1250 1500 1750 2000
Λ, nm
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2´10
15

2.5´10
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3´10
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n, m-3 n =1.33 d = 1000 nm ltr = 5 mm

Ðèñ. 2.35: Êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö â ñóñïåíçèè, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèþ òðàíñ-
ïîðòíîé äëèíû 5 ìì (ñôåðè÷åñêèå ÷àñòèöû ëàòåêñà â âîäå, òåîðèÿ Ìè [195])

êðóãîâûì ãàðìîíèêàì exp(inϕ) ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà

g

xn =
1

2π

∫ 2π

0

exp(inϕ)x(ϕ)dϕ = g|n| , (2.207)

òî åñòü èíäèêàòðèñà (2.205) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíûé àíàëîã èíäèêàòðèñû

Õåíüè-Ãðèíñòåéíà [176].

2.5.1 Ðåøåíèå çàäà÷è ÓÏÈ ñ ÒÈ èñòî÷íèêîì â äâóìåðíîé

ñðåäå.

Ñëåäóÿ [26], ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è, îïèñûâàþùåå ïîëå ÒÈ

èñòî÷íèêà â 2Ì ìóòíîé ñðåäå ïðè ìàëûõ óãëàõ. Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

ÓÏÈ óðàâíåíèå (2.203) ïðèíèìàåò âèä [62]

cos θ
∂

∂r
L− sin θ

r

∂

∂r
L = −L+

Λ

2π

∮
Lxdϕ . (2.208)

Ðàññìîòðèì ïîëå òî÷å÷íîãî èçîòðîïíîãî (ÒÈ) èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ â äâóìåð-

íîé ñðåäå. Áóäåì èñêàòü ðàñïðåäåëåíèå ÿðêîñòè â âèäå ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû êðó-
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Ðèñ. 2.36: Ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ � íîðìèðîâàííîå ñå÷åíèå îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ
ìîíîäèñïåðñíûõ ÷àñòèö σb/σ, ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � òî æå, ðàçáðîñ äèàìåòðîâ ÷à-
ñòèö 5%, øòðèõîâàÿ êðèâàÿ � êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñå÷åíèÿ îáðàòíîãî ðàññåÿ-
íèÿ ïðè ðàññ÷èòàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà àñèììåòðèè (ñôåðè÷åñêèå ÷àñòèöû
ëàòåêñà â ãëèöåðèíå, òåîðèÿ Ìè [195])

ãîâûõ ãàðìîíèê

L(r, ϕ) =
1

r

∞∑
n=−∞

Cn(r)e
inϕ . (2.209)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.209),(2.204) â óðàâíåíèå 2.208 è èíòåãðèðóÿ ïî ϕ ñ ñîïðÿæåííîé

áàçèñíîé ôóíêöèåé exp(−inϕ), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ãàðìî-

íèê Cn(r)

− n

2r2
Cn−1(r)+

n

2r2
Cn+1(r)+

1

2r

∂

∂r
Cn−1(r)+

1

2r

∂

∂r
Cn+1(r) = −1

r
Cn(r)+

Λ

r
xn(r)Cn(r) .

(2.210)

Îãðàíè÷èâàÿñü ìàëîóãëîâûì ðàññåÿíèåì, ìîæíî ïðèáëèæåííî ïðèíÿòü íåïðå-

ðûâíóþ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ Cn(r) îò èíäåêñà n [34]. Òîãäà

ïîëó÷èì
1

r

∂

∂r
Cn(r) +

n

r2
∂

∂n
Cn(r) = −1

r
Cn(r) +

Λ

r
xn(r)Cn(r) . (2.211)
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Ðèñ. 2.37: Êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö â ñóñïåíçèè, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèþ òðàíñ-
ïîðòíîé äëèíû 5 ìì (ñôåðè÷åñêèå ÷àñòèöû ëàòåêñà â ãëèöåðèíå, òåîðèÿ Ìè
[195])

Ñëåäóÿ [26] è öèòèðóåìûõ òàì ðàáîòàì, ðåøèì ýòî óðàâíåíèå ìåòîäîì õàðàê-

òåðèñòèê. Ïîëàãàÿ q = n/r, ïðèâåäåì óðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

∂

∂r
C(q, r) = −(1− Λxqr(r))C(q, r) , (2.212)

ðåøåíèåì êîòîðîãî, êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÿâëÿåòñÿ

C(q, r) = C(q, 0) exp

−
r∫

0

(1− Λxqr(r))dr

 . (2.213)

Ðàññìîòðèì ïëîñêîïàðàëëåëüíûé ñëîé (ïîëîñó) îäíîðîäíîé ìóòíîé 2Ì ñðå-

äû 0 < x < X ñ àíèçîòðîïíîé èíäèêàòðèñîé ðàññåÿíèÿ. Â íà÷àëå êîîðäèíàò

(0, 0) íàõîäèòñÿ òî÷å÷íûé èçîòðîïíûé èñòî÷íèê èçëó÷åíèÿ. Äðóãèå èñòî÷íè-

êè èçëó÷åíèÿ îòñóòñòâóþò. Ïîëå ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ ÒÈ èñòî÷íèêà â ñðåäå,

òàêèì îáðàçîì, óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ (2.203) ñ ãðàíè÷-

íûìè óñëîâèÿìè

L(0, y, ϕ) = δ(y), cosϕ > 0 (2.214)

è

L(X, y, ϕ) = 0, cosϕ < 0 (2.215)
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Ðèñ. 2.38: Ðàñïðåäåëåíèå èíòåãðàëüíîé èíòåíñèâíîñòè îáðàòíî ðàññåÿííîãî èç-
ëó÷åíèÿ F (ρ), âûõîäÿùåãî ÷åðåç ãðàíèöó ñðåäû (Ìîíòå-Êàðëî, µ0 = 0.9, ïðîèç-
âîëüíûå åäèíèöû). Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � σb/σ ≈ 8·10−3 (ãàëî îòñóòñòâóåò), øòðè-
õîâàÿ êðèâàÿ � σb/σ ≈ 8·10−5 (ñëàáîå ãàëî), ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ � σb/σ ≈ 8·10−10

(ñèëüíîå ãàëî).

íà ãðàíèöàõ ñðåäû x = 0 è x = X ñîîòâåòñòâåííî. Ðàçëîæèì ïîëå â èíòåãðàë

Ôóðüå ïî y è ðÿä ïî êðóãîâûì ãàðìîíèêàì einϕ:

L(x, y, ϕ) =
1

2π

∫
exp(ikyy)Ly(x, ky) dky =

1

2π

∫
exp(ikyy)

∞∑
n=−∞

Cn(x, ky)e
inϕ dky .

(2.216)

Áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ÿðêîñòè ïîëÿ, ñîçäàííûì èñòî÷íèêîì â

òî÷êå x = X, y = 0. Äëÿ ýòîãî âûäåëèì â ãðàíè÷íîì óñëîâèè (2.214) âêëàä èçëó-

÷åíèÿ èñòî÷íèêà â íàïðàâëåíèÿõ, áëèçêèõ ê íàïðàâëåíèþ íà òî÷êó íàáëþäåíèÿ

(ϕ = 0). Ýòà ÷àñòü èçëó÷åíèÿ èñòî÷íèêà ïîðîæäàåò â òî÷êå íàáëþäåíèÿ ñèëüíî

àíèçîòðîïíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿðêîñòè, ñîäåðæàùåå óãëîâóþ îñîáåííîñòü δ(ϕ), è

ìû íàéäåì ýòó ÷àñòü ïîëÿ L0 â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè ñ ó÷åòîì äèñïåð-

ñèè. Ïðèìåíèì ðàçáèåíèå åäèíèöû ê ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (2.214). Ïðåäñòàâèì

ðàñïðåäåëåíèå ÿðêîñòè íà ýòîé ãðàíèöå â âèäå

L(0, y, ϕ) =M(ϕ)L(0, y, ϕ) + (1−M(ϕ))L(0, y, ϕ) , (2.217)
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ãäåM(ϕ) � óãëîâàÿ ôóíêöèÿ-ìíîæèòåëü, ðàâíàÿ åäèíèöå â çàäàííîì íàïðàâëå-

íèè (ϕ = 0) è óäîâëåòâîðÿþùàÿ èçâåñòíûì óñëîâèÿì íà ãëàäêîñòü è ò.ä. [160].

Äëÿ ïðèáëèæåííîé ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ðàçáèåíèÿ åäèíèöû óäîáíî âûáðàòü

ôóíêöèþ

M(ϕ) = exp(−a+ a cosϕ) , (2.218)

ãäå a � íåêîòîðûé ÷èñëîâîé ïàðàìåòð, ðåãóëèðóþùèé ýôôåêòèâíóþ óãëîâóþ

øèðèíó âûäåëÿåìîé òàêèì îáðàçîì àíèçîòðîïíîé ÷àñòè â ãðàíè÷íîì óñëîâèè.

Íåòðóäíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ M(ϕ) ïî êðóãîâûì ãàðìîíèêàì

exp(−a+ a cosϕ) = exp(−a)
∞∑

m=−∞
Im(a) exp(imϕ) , (2.219)

ãäå Im(·) � ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà [150]. Ôîðìóëà

(2.219) ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿåò ýëåìåíòû ìàòðèöû M̂ , ñîîòâåòñòâóþùåé óìíî-

æåíèþ íà M(ϕ) â ïðîñòðàíñòâå ãàðìîíè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ Cn. Ïðàêòè÷å-

ñêè óäîáíûì äëÿ ðàñ÷åòîâ ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a = 1/(2− 2g).

Ñëåäóÿ ðàáîòå [51], ðàçäåëèì óðàâíåíèå (2.203) íà µx è çàìåíèì âåëè÷èíó

µ−1
x å¼ ðàçëîæåíèåì â ðÿä Òåéëîðà âáëèçè µx = 1:

∂

∂x
L0 + µ−x µy

∂

∂y
L0 = −µ−xL0 + µ−x

Λ

2π

∮
L0(x, y, ϕ))x(ϕ, ϕ

′)dϕ′ , (2.220)

ãäå µ−x ≈ µ−1
x = 1− (µx − 1) + . . . . Ïîäñòàâèì èíòåãðàë Ôóðüå (2.216) äëÿ L0 â

óðàâíåíèå (2.220 ). Óìíîæèì ýòî óðàâíåíèå íà ñîïðÿæåííóþ áàçèñíóþ ôóíê-

öèþ exp(−inϕ) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî÷ëåííî ïî âñåé îêðóæíîñòè 0 < ϕ < 2π.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå äëÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåí-

òîâ ãàðìîíèê C
(1)
n (x, ky) of L0

∂

∂x
C⃗(0) + µ̂−x µ̂yikyC⃗

(0) = −µ̂−x C⃗(0) + µ̂−xΛx̂C⃗
(0) , (2.221)

ãäå C⃗(0)(x, ky) � âåêòîð-ñòîëáåö êîýôôèöèåíòîâ ãàðìîíèê äëÿ L0, x̂ � äèàãîíàëü-

íàÿ ìàòðèöà ñ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ èíäèêàòðèñû (2.207), µ̂x and µ̂y �

ìàòðèöû îïåðàòîðîâ óìíîæåíèÿ íà cosϕ è sinϕ ñîîòâåòñòâåííî, µ̂−x � ìàòðèöà
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îïåðàòîðà òåéëîðîâñêîé àïïðîêñèìàöèè µ−1
x . Ìàòðèöû µ̂x è µ̂y èìåþò âèä

µ̂x =
1

2


· · · · · · · · ·
· · · 1 0 1 · · · · · · · · ·
· · · · · · 1 0 1 · · · · · ·
· · · · · · · · · 1 0 1 · · ·
· · · · · · · · · · · · 1 0 1 · · ·

(2.222)

è

µ̂y =
i

2


· · · · · · · · ·
· · · −1 0 1 · · · · · · · · ·
· · · · · · −1 0 1 · · · · · ·
· · · · · · · · · −1 0 1 · · ·
· · · · · · · · · · · · −1 0 1 · · ·

(2.223)

ñîîòâåòñòâåííî, ìàòðèöà µ̂−x ïåðâîãî ïîðÿäêà òåéëîðîâñêîé àïïðîêñèìàöèè âû-

ðàæàåòñÿ â âèäå is µ̂−x = 2Î− µ̂x, ãäå Î � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, è òàê äàëüøå. Ñäå-
ëàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôàêòè÷åñêè îçíà÷àþò ïðåíåáðåæåíèå îáðàòíûì ðàññå-

ÿíèåì â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, è ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.221) ýêñïîíåíöèàëüíî

óáûâàþò ñ ðîñòîì x. Ïîýòîìó ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ ðåøåíèÿ ïðè âñåõ çíà÷å-

íèÿõ óãëîâ ϕ íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü íà ãðàíèöå x = 0. Òàêèì îáðàçîì, áóäåì

èñêàòü àíèçîòðîïíóþ ÷àñòü ðåøåíèÿ, âêëþ÷àþùóþ â ñåáÿ îñîáåííîñòè, êàê ðå-

øåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (2.221) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ïðè x = 0

L(0, y, ϕ) =M(ϕ)δ(y) . (2.224)

Ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ïîëÿ èñòî÷íèêà â ñðåäå ìîæåò áûòü íàéäåíî

â âèäå ñóììû àíèçîòðîïíîé ÷àñòè L0 è íåèçâåñòíîé äèôôóçíîé ÷àñòè ïîëÿ

LD. Ïîäñòàâëÿÿ íåèçâåñòíîå ïîëå â âèäå ñóììû L0 + LD â óðàâíåíèå (2.203) è

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2.214), (2.215), ïîëó÷èì íåîäíîðîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ

LD.

Ðåøàòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ LD óäîáíî ìåòîäîì äèñêðåòíûõ îðäèíàò. Â ïðî-

ñòðàíñòâå óãëîâ ϕ äâóìåðíîé çàäà÷è ââåäåì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó ïîðÿäêà N∮
f(ϕ)dϕ ≈

N−1∑
m=0

amf(ϕm) , (2.225)

ãäå îðäèíàòû è âåñà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ðàâíû ϕm = 2πm/N and am =

2π/N , ñîîòâåòñòâåííî. Ýëåìåíòû ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ â äèñêðåòíûõ îðäèíàòàõ
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áóäóò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû óãëîâûõ ãàðìîíèê èíäèêàòðèñû ðàññå-

ÿíèÿ ïî ôîðìóëàì

Â(DO)i, j =
1

N

∑
m

xme
im(ϕi−ϕj) . (2.226)

Ïåðåõîäÿ â óðàâíåíèè äëÿ LD è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ îò óãëîâûõ ãàðìîíèê ê

äèñêðåòíûì îðäèíàòàì ïðè ïîìîùè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö ïåðåõîäà, ïîëó-

÷èì çàäà÷ó â äèñêðåòíûõ îðäèíàòàõ, ðåøåíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíàÿ

ãëàäêàÿ ÷àñòü ïîëÿ èçëó÷åíèÿ â ñðåäå. Åãî ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ êàêîé-

ëèáî ðàçíîñòíîé ñõåìû [87]. Íàéäåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ôàêòè÷åñêè ÿâëÿ-

þòñÿ ñïåêòðàëüíûìè êîìïîíåíòàìè èíòåãðàëîâ Ôóðüå òèïà ñîäåðæàùèå ñîîò-

âåòñòâóþùèé âîëíîâîé ìàñøòàá ky â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà. Îáðàòíûì ïðåîáðàçî-

âàíèåì Ôóðüå âîññòàíîâèì óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå ÿðêîñòè â òî÷êå íàáëþäåíèÿ

x = X, y = 0.

0 0.2 0.4 0.6 0.8

0.1

1

L

τ = 4

µ x

Ðèñ. 2.39: Óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè òî÷å÷íîãî èçîòðîïíîãî (ÒÈ)
èñòî÷íèêà â òî÷êå íàáëþäåíèÿ. Λ = 0.99, g = 0.9, X = 4. Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ
� ÷èñëåííîå ðåøåíèå, ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ � àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ìåòîäîì
õàðàêòåðèñòèê.

Òèïè÷íûé ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ ïîëÿ ÒÈ èñòî÷íèêà íà âåðõíåé ãðàíèöå

2Ì ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäû ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.39. Ïóíêòèðíîé êðèâîé ïîêàçàíî

àñèìïòîòè÷åñêîå ìàëîóãëîâîå ðåøåíèå ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê (2.209),(2.213),

ñïëîøíîé êðèâîé � ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà â äâóìåðíîé ñðå-
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äå ïî ôîðìóëàì ðàçäåëà 2.5.1. Â îáëàñòè ìàëûõ óãëîâ (µx ≃ 1) ïîëó÷åííîå

÷èñëåííîå ðåøåíèå õîðîøî îïèñûâàåòñÿ ìàëîóãëîâîé àñèìïòîòèêîé.

2.5.2 Ðàñïðîñòðàíåíèå óçêèõ ïó÷êîâ â äâóìåðíîé ñðåäå

Áóäåì èñêàòü ðàñïðåäåëåíèå ÿðêîñòè â âèäå èíòåãðàëà Ôóðüå ïî y-êîîðäèíàòå

(2.216) [53]. Ïîäñòàâëÿÿ (2.216) â óðàâíåíèå (2.203), ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ãàðìîíèê Cn(x, ky) â âèäå

1

2

(
kyCn−1(x, ky)− kyCn+1(x, ky) +

∂Cn−1(x, ky)

∂x
+
∂Cn+1(x, ky)

∂x

)
= −(1−Λxn)Cn(x, ky) .

(2.227)

Ïðèáëèæåííî ïðèíèìàÿ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ ãàðìîíèê Cn(x, ky) îò èí-

äåêñà n íåïðåðûâíîé [26], ïîëó÷èì

∂

∂x
Cn(x, ky)− ky

∂

∂n
Cn(x, ky) = −(1− Λxn)Cn(x, ky) . (2.228)

Ïåðåõîäÿ â (2.228) ê õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïåðåìåííûì p , q = (kyx ± n)/2, ïî-

ëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ãàðìîíèê â âèäå

ky
∂C(p, q, ky)

∂q
= −(1− Λxp−q)C(p, q, ky) , (2.229)

ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ

C(p, q, ky) = exp

− 1

ky

q∫
q0

(1− Λxp−q) dq

 (2.230)

(ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàí íà ðèñ. 2.40). Äëÿ ìîäåëüíûõ ðàñ-

÷åòîâ ðàññìîòðèì èíäèêàòðèñó Õåíüè-Ãðèíñòåéíà (2.205).
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x

n

путь интегрирования

q = - ky/2

2

p = - ky/2

q = + ky/2

p = + ky/2

Ðèñ. 2.40: Ê âû÷èñëåíèþ âûðàæåíèÿ (2.230) (ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå õà-
ðàêòåðèñòèê).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñâåòîâîì ïîëå íà ãðàíèöå ñâåòà è òåíè â ìóòíîé ñðå-

äå. Çàäàäèì íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè íà ãðàíèöå x = 0 â âèäå

ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè Õåâèñàéäà ïî ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòå

L(0, y, ϕ) = θ(y)δ(ϕ) , (2.231)

ãäå θ(y) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà

θ(y) =

{
1, y > 0

0, y < 0
. (2.232)

Óäîáíî ïðåäñòàâèòü ðåøåíèå â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷íîé è àíòèñèììåòðè÷íîé

÷àñòåé L(x, y, ϕ) = L+(x, y, ϕ) + L−(x, y, ϕ), òàê ÷òî

L+(0, y, ϕ) = δ(ϕ)/2 =
1

2

∞∑
n=−∞

1

2π
exp(inϕ) (2.233)

è

L−(0, y, ϕ) =

{
δ(ϕ)/2, y > 0

−δ(ϕ)/2, y < 0
. (2.234)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (2.233) ÿâëÿåòñÿ ôàêòè÷åñêè èçëó÷åíèåì ÏÌ-èñòî÷íèêà,

ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ äëÿ êîòîðîãî íàéòè íåòðóäíî. Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó

êîýôôèöèåíòû ñóììû (2.233) íå çàâèñÿò îò ky, èõ ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî íàéòè

èç óðàâíåíèÿ (2.228) Ïîëàãàÿ â (2.228) ky = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî

L+(x, y, ϕ) = δ(ϕ)/2 =
1

2

∞∑
n=−∞

1

2π
exp(−(1− Λxn)x+ inϕ) . (2.235)
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Âòîðîå ñëàãàåìîå (2.234) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî èíòåãðàëîì Ôóðüå

L−(0, y, ϕ) =
1

2π

∞∫
−∞

exp(ikyy)
dky
iky

∞∑
n=−∞

1

2π
exp(inϕ) , (2.236)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò êðàåâîìó óñëîâèþ C−
n (0, ky) = (2πiky)

−1

ïðè x = 0 . Âû÷èñëèì ðàñïðåäåëåíèå ïîëíîé (èíòåãðàëüíîé) èíòåíñèâíîñòè

ïîëÿ ïî âñåì óãëàì â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà (x, y). Î÷åâèäíî, îíà

ðàâíà êîýôôèöèåíòó ïðè íóëåâîé êðóãîâîé ãàðìîíèêå C0. Äëÿ èíäèêàòðèñû

ðàññåÿíèÿ (2.205) ðåøåíèå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ñïåêòðà

(2.216) âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì (2.230), ãäå p = kyx/2, q0 = −p, q = p, xp−q =

exp((p− q) ln g). Âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå, ïîëó÷èì

− 1

ky

q∫
q0

(1− Λxp−q) dq =
Λgkyx

ky ln g
− x− Λ

ky ln g
. (2.237)

Ïðè ñèëüíî àíèçîòðîïíîì ðàññåÿíèè (ln g → 0) äëÿ ïðèáëèæåííîé îöåíêè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëüíîé èíòåíñèâíîñòè â ýòîì âûðàæåíèè äîñòàòî÷íî îãðàíè-

÷èòüñÿ ïåðâûì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà ïî ln g :

− 1

ky

q∫
q0

(1− Λxp−q) dq ≈
1

2
kyΛx

2 ln g − (1− Λ)x . (2.238)

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â (2.216),(2.230), èçìåíèì ïîðÿäîê îïåðà-

öèé ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ. Òîãäà, âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë ïî ky â (2.216)

â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ (v.p.) ñ ó÷åòîì êðàåâîãî óñëîâèÿ (2.231), íàéäåì

àíòèñèììåòðè÷íóþ ÷àñòü ðåøåíèÿ

1

2π

∫
C−

0 (x, ky) exp(ikyy)dky =
1

2π2
exp((1− Λ)x) arctg

(
2y

x2Λ ln g

)
. (2.239)

Ñêëàäûâàÿ (2.239) ñ ïåðâûì ñëàãàåìûì â (2.235), ïîëó÷èì èñêîìîå ðàñïðåäå-

ëåíèå èíòåãðàëüíîé èíòåíñèâíîñòè

1

2π

∫
(L+ +L−)dϕ = exp(−(1−Λxn)x)

(
1

4π
+

1

2π2
arctg

(
2y

x2Λ ln g

))
. (2.240)
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Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó î òî÷å÷íîì ìîíîíàïðàâëåííîì (ÒÌ) èñòî÷íèêå.

Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿðêîñòè íà ãðàíèöå x = 0 èìååò âèä

L(0, y, ϕ) = δ(ϕ)δ(y) =
1

2π

∞∫
−∞

exp(ikyy)dky , (2.241)

ò.å. Cn(0, ky) = (2π)−1. Âû÷èñëåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëüíîé èíòåíñèâíîñòè

ïî ïðîñòðàíñòâó ïî ôîðìóëàì (2.230), (2.238) è (2.241) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

C0(x, y) = − 2x2Λ ln g

π (Λ2x4 ln g2 + 4y2)
exp(x(Λ− 1)) . (2.242)

Êðèâûå ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëüíîé èíòåíñèâíîñòè C0(x, y) â çàâèñèìîñòè îò

y äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé îïòè÷åñêîé òîëùèíû x (Λ = 1, g = 0.99) ïîêàçàíû

íà ðèñ. 2.41.

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
y
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Ðèñ. 2.41: Ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëüíîé ÿðêîñòè C0(x, y) òî÷å÷íîãî ìîíîíàïðàâ-
ëåííîãî èñòî÷íèêà â äâóìåðíîé ñðåäå (ïðîèçâîëüíûå åäèíèöû). Λ = 1, g = 0.99
. Îïòè÷åñêèå òîëùèíû óêàçàíû öèôðàìè ïðè êðèâûõ.

2.5.3 ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è î ïîëå ÒÌ èñòî÷íèêà â

ñëîå äâóìåðíîé ðàññåèâàþùåé ñðåäû.

Ðàññìîòðèì ïëîñêîïàðàëëåëüíûé ñëîé (ïîëîñó) îäíîðîäíîé ìóòíîé 2Ì ñðåäû

0 < x < X ñ àíèçîòðîïíîé ôóíêöèåé ðàññåÿíèÿ. Òî÷åíûé ìîíîíàïðàâëåííûé

(ÒÌ) èñòî÷íèê, èçëó÷àþùèé â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x, ðàñïîëîæåí

â íà÷àëå êîîðäèíàò.Â ðåçóëüòàòå ñèëüíîé àíèçîòðîïèè ðàññåÿíèÿ çíà÷èòåëüíàÿ

÷àñòü ïîëÿ ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ, â òîì ÷èñëå ìíîãîêðàòíî ðàññåÿííîãî, òàêæå
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ñèëüíî àíèçîòðîïíà. Áóäåì èñêàòü àíèçîòðîïíóþ ÷àñòü ïîëÿ â âèäå

L = L0 + L1 , (2.243)

ãäå L0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

L0(x, y, ϕ) = δ(ϕ)δ(y) exp(−x) = 1

2π

∞∫
−∞

exp(ikyy)C
(0)
n (x, ky) exp(inϕ)dky ,

(2.244)

ãäå C
(0)
n (x, ky) = (2π)−1 exp(−x). Ðàñïðåäåëåíèå ÿðêîñòè L1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

èçëó÷åíèå, ðàññåÿííîå íà ìàëûå óãëû. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∂L0/∂x = −L0, ïîäñòàâèì

ñóììó îáîèõ ñëàãàåìûõ (2.243) â óðàâíåíèå ïåðåíîñà (2.203) è ïîëó÷èì

(n · ∇)L1 = −L1 +
Λ

2π

∮
(L0(x, y, ϕ) + L1(x, y, ϕ))x(ϕ, ϕ

′)dϕ′ . (2.245)

Ñëåäóÿ ðàáîòå [51], ðàçäåëèì óðàâíåíèå (2.245) íà µx è çàìåíèì âåëè÷èíó µ−1
x

å¼ ðàçëîæåíèåì â ðÿä Òåéëîðà âáëèçè µx = 1:

∂

∂x
L1 + µ−x µy

∂

∂y
L1 = −µ−xL1 + µ−x

Λ

2π

∮
(L0(x, y, ϕ) + L1(x, y, ϕ))x(ϕ, ϕ

′)dϕ′ ,

(2.246)

ãäå µ−x ≈ µ−1
x = 1− (µx − 1) + . . .. Ïîäñòàâèì èíòåãðàë Ôóðüå (2.244) äëÿ L0 è

àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ L1 â óðàâíåíèå (2.246 ). Óìíîæèì ýòî óðàâíåíèå

íà ñîïðÿæåííóþ áàçèñíóþ ôóíêöèþ exp(−inϕ) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî÷ëåííî ïî

ïî âñåé îêðóæíîñòè 0 < ϕ < 2π. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

äëÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ãàðìîíèê C
(1)
n (x, ky) of L1

∂

∂x
C⃗(1) + µ̂−x µ̂yikyC⃗

(1) = −µ̂−x C⃗(1) + µ̂−xΛx̂C⃗
(1) + µ̂−xΛx̂C⃗

(0) , (2.247)

ãäå C⃗(0)(x, ky) and C⃗
(1)(x, ky) � âåêòîð-ñòîëáöû êîýôôèöèåíòîâ ãàðìîíèê äëÿ

L0 è L1, ñîîòâåòñòâåííî, x̂ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëî-

æåíèÿ èíäèêàòðèñû (2.207), µ̂x and µ̂y � ìàòðèöû îïåðàòîðîâ óìíîæåíèÿ íà

cosϕ and sinϕ (2.222), (2.223) ñ êîýôôèöèåíòàìè µ̂x k,j = (δk,j+1 + δk,j−1)/2 è

µ̂y k,j = i(δk,j−1 − δk,j+1)/2, ñîîòâåòñòâåííî, µ̂
−
x � ìàòðèöà îïåðàòîðà òåéëîðîâ-

ñêîé àïïðîêñèìàöèè µ−1
x (2.5).
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Ìàòðèöà µ̂−x òåéëîðîâñêîé àïïðîêñèìàöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà (äî ëèíåéíîãî

÷ëåíà âêëþ÷èòåëüíî) âûðàæàåòñÿ â âèäå µ̂−x = 2Î − µ̂x, ãäå Î � åäèíè÷íàÿ ìàò-

ðèöà. Êðîìå L0, äðóãèå èñòî÷íèêè èçëó÷åíèÿ îòñóòñòâóþò, òàê ÷òî äëÿ îñòàâ-

øåéñÿ ÷àñòè ïîëÿ èçëó÷åíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñ îäíîðîäíûìè

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òèïà (2.14), (2.15). Ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.247) ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþò ñ ðîñòîì x. Ïðåíå-

áðåãàÿ îáðàòíûì ðàññåÿíèåì, ïîòðåáóåì C⃗(1) = 0 ïðè x = 0. Äîïîëíÿÿ ñèñòåìó

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.247) êðàåâûìè óñëîâèÿìè íà

èñêîìûå êîýôôèöèåíòû ãàðìîíèê, ïîëó÷àåì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ýòèõ êîýôôè-

öèåíòîâ, êîòîðóþ íåòðóäíî ðåøèòü êàêèì-ëèáî èç èçâåñòíûõ ÷èñëåííûõ ìåòî-

äîâ. Íàéäåííîå ðåøåíèå áóäåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ ñèíãóëÿðíóþ ÷àñòü ïîëÿ â âèäå

ïðÿìîãî èçëó÷åíèÿ èñòî÷íèêà L0 è ðàññåÿííîå âïåðåä èçëó÷åíèå, îáëàäàþùåå

ñèëüíîé àíèçîòðîïèåé. Ïðèìåíåíèå òåéëîðîâñêîé àïïðîêñèìàöèè µ̂−x äîñòàòî÷-

íî âûñîêîãî ïîðÿäêà ïîçâîëÿåò â ïåðåäíåé ïîëóñôåðå óãëîâ (µx > 0) ïîëó÷èòü

õîðîøåå ñîâïàäåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñ òî÷íûì. Îäíàêî, ïðè ýòîì ïîë-

íîñòüþ èãíîðèðóåòñÿ ðàññåÿíèå â çàäíþþ ïîëóñôåðó µx < 0.

Â çàäà÷àõ äëÿ ÏÌ èñòî÷íèêà [34] ïîëíîå ðåøåíèå èùóò â âèäå ñóììû L0+L1

è ðåãóëÿðíîé ÷àñòè LD. Ïîäñòàâëÿÿ åãî â (2.203) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïîëó-

÷àþò íåîäíîðîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ LD. Ïðè ýòîì äèôôóçíàÿ ÷àñòü èç-

ëó÷åíèÿ LD îêàçûâàåòñÿ áëèçêà ê èçîòðîïíîé è ìîæåò áûòü ëåãêî âû÷èñëåíà.

Îäíàêî, âñëåäñòâèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ çàäà÷è ñ ÒÌ èñòî÷íèêîì îáðàòíî

ðàññåÿííîå èçëó÷åíèå òàêæå ñèëüíî àíèçîòðîïíî. Â ðàáîòå [53] àíèçîòðîïíàÿ

÷àñòü îáðàòíî ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ âûäåëåíà â îòäåëüíîå ñëàãàåìîå L2, äëÿ

êîòîðîãî ñôîðìóëèðîâàíà îòäåëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Êîøè (2.246). Ïîäñòàâëÿÿ

ñóììó L0 + L1 + L2 â óðàâíåíèå (2.203), ðàçäåëèì µx è àïïðîêñèìèðóåì µ−1
x

åå ðàçëîæåíèåì â ðÿä Òåéëîðà âáëèçè µx = −1. Äëÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöè-

åíòîâ ðàçëîæåíèÿ L2 â èíòåãðàë Ôóðüå ïî y ïîëó÷èì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ìàòðè÷íîé çàïèñè

∂

∂x
C⃗(2)+µ̂+x µ̂x

∂

∂x
C⃗(1)+µ̂+x µ̂yiky(C⃗

(1)+C⃗(2)) = −µ̂+x (C⃗(1)+C⃗(2))+µ̂+xΛx̂(C⃗
(0)+C⃗(1)+C⃗(2)) ,

(2.248)

ãäå µ+x ≈ µ−1
x ≈ −1− (µx + 1) + . . ..

Ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ýêñïîíåíöèàëüíî

óáûâàþò ñ óáûâàíèåì x. Ïîýòîìó êðàåâîå óñëîâèå íà íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåí-
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òû C⃗(2) íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü íà äàëüíåé îò èñòî÷íèêà ãðàíèöå ñëîÿ x = X. Ñ

ó÷åòîì îäíîðîäíîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ íà âõîäÿùåå â ñðåäó èçëó÷åíèå åñòåñòâåí-

íî áóäåò ïîëîæèòü L2 = −L1 ïðè x = X è µx < 0. C ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ,

äëÿ êîððåêòíîãî ó÷åòà àíèçîòðîïèè äîñòàòî÷íî óäîâëåòâîðèòü êðàåâîìó óñëî-

âèþ L2 = −L1 ïðè óãëàõ, íå ñëèøêîì äàëåêèõ îò íîðìàëè. Ñôîðìóëèðóåì

êðàåâîå óñëîâèå â âèäå

L2(X,ϕ) = −M(ϕ)L1(X,ϕ) , (2.249)

ãäåM(ϕ) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ óãëà ϕ, ðàâíàÿ åäèíèöå â íàïðàâëåíèè ñòðîãî íà-

çàä è ïëàâíî óáûâàþùàÿ ïî ìåðå îòêëîíåíèÿ îò óêàçàííîãî íàïðàâëåíèÿ. Â êà-

÷åñòâå òàêîãî ìíîæèòåëÿ óäîáíî âûáðàòü ôóíêöèþM(ϕ) = exp (−a(1 + cosϕ)),

ãäå a � íåêîòîðûé ÷èñëîâîé ïàðàìåòð, ðåãóëèðóþùèé ýôôåêòèâíóþ øèðèíó

îêðåñòíîñòè, âûäåëÿåìîé ïðè ïîìîùè ýòîãî óãëîâîãî ìíîæèòåëÿ â äèàïàçîíå

óãëîâ. Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöó äëÿ óìíîæåíèÿ âåêòîð-ñòîëáöîâ

êîýôôèöèåíòîâ ãàðìîíèê. Ïóñòü L1(X,ϕ) =
∑
C

(1)
j (X) exp(ijϕ), L2(X,ϕ) =∑

C
(2)
k (X) exp(ikϕ),M(ϕ) =

∑
Mm exp(imϕ). Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óìíî-

æåíèå ôóíêöèé â êðàåâîì óñëîâèè áóäåò ýêâèâàëåíòíî ñâåðòêå ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ðÿäîâ êîýôôèöèåíòîâ ãàðìîíèê. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ëåãêî óáå-

äèòüñÿ â òîì, ÷òî

exp (−a(1 + cosϕ)) = exp(−a)
∞∑

m=−∞
(−1)mIm(a) exp(imϕ) , (2.250)

è ãðàíè÷íîå óñëîâèå (2.249) â ìàòðè÷íîé ôîðìå, òàêèì îáðàçîì, çàïèñûâàåòñÿ

êàê

C
(2)
k = − exp(−a)

∑
j

(−1)j+kIj+k(a)C
(1)
j , (2.251)

ãäå Im(·) � ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà [150].
Òàêèì îáðàçîì, êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ C⃗(2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó Êîøè

äëÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðè-

÷åì ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû óáûâàþò ñ óáûâàíèåì Ðå-

øåíèå ýòîé ñèñòåìû íåòðóäíî íàéòè êàêèì-ëèáî ÷èñëåííûì ìåòîäîì.

Ôàêòè÷åñêè ïîñòðîåííîå ñóììàðíîå ðåøåíèå L0+L1+L2 âû÷èñëåíî â ïðè-

áëèæåíèè îäíîêðàòíîãî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, ïðè÷åì äëÿ ó÷åòà ìíîãîêðàòíîãî
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ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû âî âñòðå÷íûõ ïîòîêàõ L1 è L2 ïðèìåíåíî óñîâåðøåí-

ñòâîâàííîå ìàëîóãëîâîå ïðèáëèæåíèå ñ ó÷åòîì äèñïåðñèè [51]. Ðàñïðåäåëåíèå

èíòåíñèâíîñòè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ñðåäû âû÷èñëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôó-

ðüå (2.216) ïî ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòå y.

Ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è áóäåì èñêàòü â âèäå ñóììû L0 + L1 + L2 + LD , ãäå

LD íåèçâåñòíàÿ äèôôóçíàÿ ÷àñòü èçëó÷åíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ åå â óðàâíåíèå (2.203)

è êðàåâûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì íåîäíîðîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ LD. Ó÷èòûâàÿ

îäíîðîäíûå êðàåâûå óñëîâèÿ íà âõîäÿùåå â ñðåäó èçëó÷åíèå, ïîñòàâëåííûå â

èñõîäíîé çàäà÷å, â çàäà÷å äëÿ LD ïîòðåáóåì óäîâëåòâîðåíèÿ êðàåâûì óñëîâèÿì

LD = −L1 − L2 (2.252)

ïðè x = 0 , µx > 0 è x = X ,µx < 0 íà áëèæíåé è äàëüíåé îò èñòî÷íèêà ãðà-

íèöàõ, ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è óäîáíî ìåòîäîì äèñêðåò-

íûõ îðäèíàò, èñïîëüçóÿ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó (2.225) è ìàòðèöó ðàññåÿíèÿ

(2.226). Ïåðåõîäÿ â óðàâíåíèè äëÿ LD è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ îò óãëîâûõ ãàðìî-

íèê ê äèñêðåòíûì îðäèíàòàì ïðè ïîìîùè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö ïåðåõîäà,

ïîëó÷èì çàäà÷ó â äèñêðåòíûõ îðäèíàòàõ, ðåøåíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íåèç-

âåñòíàÿ ãëàäêàÿ ÷àñòü ïîëÿ èçëó÷åíèÿ â ñðåäå. Åãî ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ

êàêîé-ëèáî ðàçíîñòíîé ñõåìû [87]. Íàéäåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ôàêòè÷åñêè

ÿâëÿþòñÿ ñïåêòðàëüíûìè êîìïîíåíòàìè èíòåãðàëîâ Ôóðüå òèïà ñîäåðæàùèå

ñîîòâåòñòâóþùèé âîëíîâîé ìàñøòàá ky â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà. Îáðàòíûì ïðå-

îáðàçîâàíèåì Ôóðüå âîññòàíîâèì óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå ÿðêîñòè âî âñåõ òî÷êàõ

ïðîñòðàíñòâà.
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Ðèñ. 2.42: Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ âûõîäÿùåãî èçëó÷åíèÿ L2 + LD. Λ = 0.99,
g = 0.9, X = 1, x = 0. y = 0 (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ), y = 0.05 (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ).
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Ðèñ. 2.43: Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ âûõîäÿùåãî èçëó÷åíèÿ L2 + LD. Λ = 0.99,
g = 0.9, X = 1, x = 0. y = 0.75 (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ), y = 1.5 (ïóíêòèðíàÿ
êðèâàÿ).

Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ ÿðêîñòè L2+LD íà áëèæíåé ê èñòî÷íèêó ïîâåðõíî-

ñòè ñëîÿ â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ äî èñòî÷íèêà ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.42-2.43.

Â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà, ðàññåÿííîå ïîëå ñèíãóëÿðíî, òàê ÷òî ïðè-

âåäåííîå íà ðèñ. 2.42 ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê

óñðåäíåííîå ïî íåêîòîðîé êîíå÷íîé àïåðòóðå (æèðíàÿ êðèâàÿ). Îñòàëüíûå ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 2.42-2.43, ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè.

2.6 Çàäà÷è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè îáëàñòè
ðàññåèâàþùåé ñðåäû.

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè ñðåäû èçëîæåííûé ïîäõîä òàêæå ìîæåò áûòü

ïðèìåíåí äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè îñîáåííîñòåé è àíèçîòðîïèè ðåøåíèÿ.
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Ôàêòè÷åñêè ïðåîáðàçîâàíèå µzµ
−
z ñæèìàåò îáëàñòü íà ñôåðå íàïðàâëåíèé,

ò.å. îòîáðàæàåò ñôåðó íàïðàâëåíèé âíóòðü íåêîòîðîãî êîíóñà, â ïðåäåëàõ êî-

òîðîãî ñîñðåäîòî÷åíû âñå õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ (2.6), ïðîõîäÿùèå ÷åðåç

äàííóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà (ðèñ. 2.44). Âûáèðàÿ îñü z ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â

íàïðàâëåíèè ïðåèìóùåñòâåííîé àíèçîòðîïèè ñâåòîâîãî ïîëÿ, ñîçäàííîãî ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé êîíôèãóðàöèåé èñòî÷íèêîâ â îáëàñòè, â êàæäîé òî÷êå ãðàíèöû

îáëàñòè ìîæíî îïðåäåëèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íà õàðàêòåðèñòèêàõ óðàâíåíèÿ,

âõîäÿùèõ âíóòðü îáëàñòè ñðåäû â äàííîé òî÷êå ãðàíèöû. Â ñëó÷àå ñëîæíîé

êîíôèãóðàöèè èñòî÷íèêîâ â íåé ìîæíî âûäåëèòü êîìïîíåíòû, ñîçäàþùèå â

ñðåäå àíèçîòðîïíûå ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè â òåõ èëè èíûõ íàïðàâëåíè-

ÿõ. Ñîîòâåòñòâóþùèå âêëàäû â ôóíêöèþ èñòî÷íèêîâ ÓÏÈ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

ìîæíî âûäåëèòü ïðè ïîìîùè ïîäõîäÿùåãî ðàçáèåíèÿ åäèíèöû. Äëÿ êàæäîãî

èç âûäåëåííûõ òàêèì îáðàçîì âêëàäîâ ìîæíî çàïèñàòü è ðåøèòü îòäåëüíóþ

çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ (2.6) c ó÷åòîì äèñïåðñèè â òðåáóåìîì ïîðÿäêå òî÷íîñòè.

Ïîäîáíûì îáðàçîì ìîæíî âûäåëèòü ñèëüíî àíèçîòðîïíûå êîìïîíåíòû â ïåð-

âîé, âòîðîé è ò.ä. êðàòíîñòÿõ ðàññåÿíèÿ, åñëè ýòî íåîáõîäèìî (ïîáî÷íûå ìàê-

ñèìóìû èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ òèïà ðàäóãè è ïð., â íàïðàâëåíèÿõ, îòëè÷íûõ

îò íàïðàâëåíèÿ âïåðåä).

входящие 

характеристики 

выходящие 

характеристики 

граница области среды

область среды

конус характеристик

сфера 

направлений 

Ðèñ. 2.44: Õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ (2.6) â òðåõìåðíîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà.
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Óðàâíåíèå äëÿ äèôôóçíîé ÷àñòè ðåøåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé â èñ-

õîäíîå ÓÏÈ ðåøåíèÿ â âèäå ñóììû âñåõ âûäåëåííûõ íåðåãóëÿðíûõ ñëàãàåìûõ

è äèôôóçíîé ÷àñòè LD ïî òèïó (1.1), è ðåøåíî êàêèì-ëèáî èçâåñòíûì ñïîñîáîì

áåç ïðèìåíåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ìåð ïî áîðüáå ñ àíèçîòðîïèåé. Ãëàäêîñòü äèôôóç-

íîé ÷àñòè óëó÷øàåòñÿ ñ óòî÷íåíèåì ó÷åòà äèñïåðñèè â âûäåëåííûõ îñîáåííûõ

÷àñòÿõ.

2.7 Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ñõåìû ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèé ìàëîóãëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ òåîðèè ïåðå-
íîñà èçëó÷åíèÿ.

Ìàëîóãëîâîå ïðèáëèæåíèå (ÌÓÏ) òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ èãðàåò âàæíóþ

ðîëü ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (ÓÏÈ) â ñðåäàõ ñ

ñèëüíî âûòÿíóòûìè âïåðåä èíäèêàòðèñàìè ðàññåÿíèÿ. Ýòî ïðèáëèæåíèå ïîçâî-

ëÿåò êàê íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷èòü ðàçóìíóþ àïïðîêñèìàöèþ òî÷íîãî ðåøåíèÿ

ÓÏÈ, òàê è ïðèìåíÿòüñÿ â ñîñòàâå ñõåì ñòðîãîãî ðåøåíèÿ ÓÏÈ äëÿ ðåãóëÿðè-

çàöèè ÷èñëåííîé ïðîöåäóðû [].

Àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìàëîóãëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ òåîðèè ïå-

ðåíîñà èçëó÷åíèÿ, âûðàæàþùèåñÿ â êâàäðàòóðàõ, èçâåñòíû ëèøü äëÿ îãðàíè-

÷åííîãî ÷èñëà ñèòóàöèé []. Êðîìå òîãî, òàêèå ðåøåíèÿ, êàê ïðàâèëî, ïîëó÷àþò-

ñÿ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê. Ïðè âíåäðåíèè òàêîé àïïðîêñèìàöèè â ÷èñëåííóþ

ñõåìó ðåøåíèÿ ÓÏÈ ñ ðàçäåëåíèåì àíèçîòðîïíîé è äèôôóçíîé êîìïîíåíò [],

ñòðóêòóðà õàðàêòåðèñòèê ÌÓÏ â îáùåì ñëó÷àå íå ñîâïàäàåò ñî ñòðóêòóðîé

ñåòêè ñõåìû ðåøåíèÿ ÓÏÈ äëÿ äèôôóçíîé (ãëàäêîé) ÷àñòè ðåøåíèÿ. Ýòî ïðè-

âîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïðèìåíåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðîöåäóð, ñíèæàþùèõ

òî÷íîñòü è óñëîæíÿþùèõ àëãîðèòì, ëèáî ê ðîñòó âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò ïðè

ðàñ÷åòå ÌÓÏ â êàæäîì óçëå ïî îòäåëüíîé õàðàêòåðèñòèêå. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâ-

ëÿåò çàäà÷à î ïàäåíèè èçëó÷åíèÿ ïëîñêîãî ìîíîíàïðàâëåííîãî (ÏÌ) èñòî÷íèêà

íà ãðàíèöó ïëîñêîñëîèñòîé ðàññåèâàþùåé ñðåäû, õàðàêòåðèñòèêè ñîîòâåòñòâó-

þùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ÌÓÏ äëÿ êîòîðîé [19] ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ëèíèÿìè.

Â îáùåì ñëó÷àå äâóìåðíîé è òðåõìåðíîé ñðåäû ðåøåíèå óðàâíåíèé ÌÓÏ

êàê ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê, òàê è ÷èñëåííî ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ
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îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì. Â ýòîì ñëó÷àå öåëåñîîáðàçíî íåïîñðåäñòâåííîå ÷èñ-

ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé ÌÓÏ ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíîé ñõåìû.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ïëîñêîì

ñëîå ðàññåèâàþùåé ñðåäû 0 < z < τ0 ñ ãðàíèöåé, îñâåùåííîé íîðìàëüíî ïà-

äàþùèì èçëó÷åíèåì ïëîñêîãî ìîíîíàïðàâëåííîãî èñòî÷íèêà ñ ïðîèçâîëüíûì

ðàñïðåäåëåíèåì èíòåíñèâíîñòè âäîëü ãðàíèöû. Óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå ÿðêîñòè

â ñðåäå L óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ

(Ω · ∇)L = −εL+
Λε

4π

∮
L(r,Ω′)x(Ω,Ω′)dΩ′ + f(r,Ω) (2.253)

âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

L =

{
0, z = 0 µz > 0
0, z = τ0 µz < 0 . (2.254)

ÇäåñüΩ = (µx, µy, µz) � åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ, r = (x, y, z), µz = cos θ,

µx = sin θ cosϕ, µy = sin θ sinϕ, x(Ω,Ω′) � èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ, L(r,Ω) �

óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ,

f(r,Ω) =
Λ

4π

∫
L0x(Ω,Ω

′)dΩ′ (2.255)

� ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ,

L0 = Lx(x)δ(Ω) exp(−z) (2.256)

� ïàäàþùåå èçëó÷åíèå ÏÌ èñòî÷íèêà, Lx(x) � ïðîèçâîëüíàÿ çàâèñèìîñòü èí-

òåíñèâíîñòè ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ îò ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòû âäîëü ãðàíèöû

ñëîÿ. Ñëåäóÿ îáùåé èäåå âûäåëåíèÿ íåðåãóëÿðíîé êîìïîíåíòû [], ðàçäåëèì ðå-

øåíèå íà àíèçîòðîïíóþ è äèôôóçíóþ ÷àñòè

L = La + LD . (2.257)

Äëÿ ìàëîóãëîâîé ÷àñòè çàïèøåì óðàâíåíèå ìàëîóãëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ ñ ó÷å-

òîì äèñïåðñèè (2.56)

∂

∂z
La + µ−z µx

∂

∂x
La = −µ−z La + µ−z

Λ

4π

∮
La(r,Ω

′)x(Ω,Ω′)dΩ′ + µ−z f(r) , (2.258)

ãäå µ−z � òåéëîðîâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ âåëè÷èíû µ−1
z çàäàííîé ñòåïåíè âáëè-

çè íàïðàâëåíèÿ ïàäåíèÿ èçëó÷åíèÿ èñòî÷íèêà µ0 [54]. Ó÷åòó äèñïåðñèè äëèí

130



ïóòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî µz ïðè íîðìàëüíîì ïàäåíèè èç-

ëó÷åíèÿ èñòî÷íèêà ñîîòâåòñòâóåò àïïðîêñèìàöèÿ µ−z = 2 − µz. Ïîòðåáóåì äëÿ

àíèçîòðîïíîé ÷àñòè ðåøåíèÿ La âûïîëíåíèÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ íà ïåðåäíåé

ãðàíèöå ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäû

La(z = 0) = 0 . (2.259)

Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è â ôîðìå (2.257) â (2.253),2.254, äëÿ

äèôôóçíîé êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ LD ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó â âèäå óðàâíåíèÿ

(2.253) ñ ôóíêöèåé èñòî÷íèêîâ

fD = (µzµ
−
z −1)(µx

∂

∂x
La+La)+(1−µzµ−z )

Λ

4π

∮
La(r,Ω

′)x(Ω,Ω′)dΩ′+(1−µzµ−z )f .
(2.260)

è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

LD =

{
0, z = 0 µz > 0

−La, z = τ0 µz < 0 . (2.261)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñóììà ãëàäêîé è àíèçîòðîïíîé ÷àñòåé (2.257),

óäîâëåòâîðÿþùèõ ñôîðìóëèðîâàííûì çäåñü äëÿ íèõ óðàâíåíèÿì è ãðàíè÷íûì

óñëîâèÿì, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (2.253),(2.254). Ïðè ýòîì,

ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ (2.260) áëàãîäàðÿ ïðèñóòñòâèþ â íåé ìíîæèòåëåé âèäà

(µzµ
−
z −1) ïðè ìàëûõ óãëàõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ θ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ êàê

ñòåïåíü âåëè÷èíû 1−µz, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòåïåíè ïðèìåíÿåìîé òåéëîðîâñêîé

àïïðîêñèìàöèè µ−z . Òåì ñàìûì, èç äèôôóçíîé ÷àñòè ðåøåíèÿ LD îêàçûâàåòñÿ

óäàëåííîé çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ðàññåÿííîãî âïåðåä íà ìàëûå óãëû èçëó÷åíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, LD ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ãëàäêîé ôóíêöèåé íàïðàâëåíèÿ Ω, ÷òî ïîç-

âîëÿåò äëÿ åå âû÷èñëåíèÿ ïîëüçîâàòüñÿ êàêèì-ëèáî èç èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ðå-

øåíèÿ ÓÏÈ áåç ïðèíÿòèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ìåð ê ðåãóëÿðèçàöèè àíèçîòðîïèè.

Âûäåëåíèå àíèçîòðîïíîé ÷àñòè ðåøåíèÿ La â âèäå èçâåñòíûõ ðåøåíèé ÓÏÈ â

ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè [] áåç ó÷åòà äèñïåðñèè èëè ñ ãðóáûì åå ó÷åòîì ÷àñòî

íå îáåñïå÷èâàåò òðåáóåìîé ìàëîñòè ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ fD ïðè ìàëûõ óãëàõ è

ñîîòâåòñòâåííî äîñòàòî÷íîé ðåãóëÿðèçàöèè àíèçîòðîïèè. Ïðåèìóùåñòâî ïðåä-

ëàãàåìîãî çäåñü ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â âûñîêîé òî÷íîñòè ó÷åòà äèñïåðñèè äëèí

ïóòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ ïðè ìàëûõ óãëàõ. Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ àíè-

çîòðîïíîé ÷àñòè ðåøåíèÿ La (2.56), (2.259) ìîæåò áûòü ðåøåíà ïðè ïîìîùè

ñïåöèàëüíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû.
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Ðàññìîòðèì ýòàëîííóþ çàäà÷ó î ïîëå èçëó÷åíèÿ â ìóòíîé ñðåäå âáëèçè ðåç-

êîé ãðàíèöû ñâåòà è òåíè. Ïóñòü ïëîñêèé ìîíîíàïðàâëåííûé èñòî÷íèê ñ íîð-

ìàëüíûì ïàäåíèåì íà ãðàíèöó ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäû îñâåùàåò åå ïîëîæèòåëü-

íóþ ïîëóïëîñêîñòü

Lx =

{
1, x > 0
0, x < 0 . (2.262)

Ïîñêîëüêó ñåòêà óçëîâ ðàçíîñòíîé ñõåìû âîçìîæíà â îáëàñòè êîíå÷íîãî ðàç-

ìåðà, íà ïðàêòèêå ýòó îáëàñòü ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäû ìîæíî îãðàíè÷èòü âåðòè-

êàëüíûìè áîêîâûìè ãðàíèöàìè, äîñòàòî÷íî óäàëåííûìè îò îáëàñòè ñóùåñòâåí-

íîé íåîäíîðîäíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ â ñðåäå. Íà äîñòàòî÷íîì óäàëåíèè îò

ýòîé îáëàñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðåøåíèå ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùåé îäíîìåðíîé ïëîñêîñëîèñòîé çàäà÷è, è íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ ïîëîæèòü

ðåøåíèå ðàâíûì ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîìåðíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ

∂

∂z
La = −µ−z La + µ−z

Λ

4π

∮
La(r,Ω

′)x(Ω,Ω′)dΩ′ + µ−z f(r) (2.263)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2.259) []. Â ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêîâ (2.262) íà

ãðàíèöå â îáëàñòè òåíè x < 0 ïðàêòè÷åñêè ðåøåíèå ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì

íóëþ (La = 0).

Óðàâíåíèå (2.56) íà ïðàêòèêå öåëåñîîáðàçíî ðåøàòü â ïðåäñòàâëåíèè ñôåðè-

÷åñêèõ ãàðìîíèê (ÑÃ). Èñêîìîå ðåøåíèå è èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ çàïèñûâàþò-

ñÿ â âèäå ðàçëîæåíèé â ðÿäû ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì Y m
n (θ, ϕ) (2.7),(2.8)

L =
∞∑
n=0

n∑
m=−n

cnmY
m
n (θ, ϕ) , (2.264)

x(Ω,Ω′) = 4π
∞∑
n=0

n∑
m=−n

xnY
m
n (θ, ϕ)Y m

n (θ′, ϕ′) , (2.265)

ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (2.56) âåëè÷èíû µ−z ,µz, µx è

èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ x ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàòðèöàìè. Ñè-

ñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëî-

æåíèÿ (2.7) â ìàòðè÷íîé çàïèñè ïðèíèìàåò âèä

∂

∂z
C⃗1 + µ̂−z µ̂x

∂

∂x
C⃗1 = −µ̂−z C⃗1 + µ̂−z Λx̂C⃗1 + µ̂−z Λx̂f⃗ , (2.266)

ãäå C1 � âåêòîð-ñòîëáåö êîýôôèöèåíòîâ cnm.

132



Óðàâíåíèå (2.266) íà äèñêðåòíîé ñåòêå óçëîâ ìîæåò áûòü ðåøåíà, íàïðè-

ìåð, ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíîé ñõåìû Ôðèäðèõñà [87]. Îäíàêî, ïðèìåíåíåííàÿ â

ýòîé ñõåìå àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèÿ íà ïðåäûäóùåì øàãå â âèäå ïîëóñóììû

çíà÷åíèé ðåøåíèÿ â ñîñåäíèõ óçëàõ ïëîõî àïïðîêñèìèðóåò ðåøåíèå íà ðàçðû-

âàõ, òèïè÷íûõ äëÿ çàäà÷ òåîðèè ïåðåíîñà ñ ðåçêèìè ãðàíèöàìè îñâåùåííûõ è

òåíåâûõ îáëàñòåé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ðàçíîñòíóþ ñõåìó Ôðèäðèõñà öåëåñîîáðàç-

íî ìîäèôèöèðîâàòü. Àïïðîêñèìèðóåì óðàâíåíèå (2.266) êîíå÷íî-ðàçíîñòíûìè

ñîîòíîøåíèÿìè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ln+1
j −(Â

Ln
j+1 + Ln

j−1

2
+B̂Ln

j ) = −µ̂−z µ̂xα
Ln
j+1 − Ln

j−1

2
−2Ln+1

j dz+µ̂zL
n
j dz+µ̂

−
z Λx̂L

n
j dz+µ̂

−
z f⃗dz ,

(2.267)

ãäå Ln
j � çíà÷åíèå âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ C1 â (j, n)-òîì óçëå ðàç-

íîñòíîé ñõåìû, dz - øàã ðàçíîñòíîé ñõåìû âäîëü îñè z, α = dx/dz � îòíîøåíèå

øàãîâ ðàçíîñòíîé ñõåìû. Çäåñü â ÿâíîì âèäå ïðèìåíåíà òåéëîðîâñêàÿ àïïðîê-

ñèìàöèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà µ−z = 2−µz. Âõîäÿùèå â (2.267) íåîïðåäåëåííûå ïîêà
êîýôôèöèåíòû Â è B̂ ïðåäîñòàâëÿþò âîçìîæíîñòü àäàïòàöèè çàïèñàííîé çäåñü

ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è. Â ÷àñòíîñòè, âûáîð çíà÷åíèé Â = 1,

B̂ = 0 ñîîòâåòñòâóåò ÿâíîé ñõåìå Ôðèäðèõñà [87].

Àïïðîêñèìàöèþ ðåøåíèÿ íà ïðåäûäóùåì øàãå â êðóãëûõ ñêîáêàõ â ëåâîé

÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.267) âûáåðåì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü õîðîøåå

ïðèáëèæåíèå ðàçðûâíîãî ðåøåíèÿ âáëèçè ãðàíèö ñâåòà è òåíè ïðè ñîõðàíåíèè

îáùåé óñòîé÷èâîñòè ñõåìû. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü êîíôèãóðàöèè èñòî÷-

íèêîâ (2.262) ïðèìåì

Â = µ̂2x , (2.268)

B̂ = 1− µ̂2x . (2.269)
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j-1            j           j+1  

n+1

n

dx

dz 

Ðèñ. 2.45: Øàáëîí ðàçíîñòíîé ñõåìû (2.267).

Ïðîàíàëèçèðóåì óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû (2.267). Çàïèøåì ïðèáëè-

æåííîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå â âèäå ðÿäà Ôóðüå

Lj =
∑
k

L̃k exp(ikj∆x) . (2.270)

Ãëàâíàÿ (íå çàâèñÿùàÿ îò øàãà ∆z) ÷àñòü ìàòðèöû ïåðåõîäà ðàçíîñòíîé ñõåìû

äëÿ k − é ãàðìîíèêè ðàâíà

Ĝ = Â cos k∆x+ B̂ − iαµ̂−z µ̂x sin k∆x . (2.271)

Âõîäÿùèå â âûðàæåíèå (2.271) âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðàìè, ëèáî îïåðàòîðà-

ìè ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ óìíîæåíèÿ íà âåùåñòâåííûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè

ïîëÿðíîãî óãëà íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ θ. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ýòè ìàò-

ðèöû êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé, è ìàòðèöà ïåðåõîäà G, òàêèì îáðàçîì, íîð-

ìàëüíà (GG∗ −G∗G = 0). Òåì ñàìûì, ïîëó÷àåì îöåíêó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
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ìàòðèöû G è åå íîðìû [87]

∥G∥ ≤ (A cos k∆x+B)2 + (αµ−z µx sin k∆x)
2 , (2.272)

ãäå âõîäÿùèå â (2.271) ìàòðèöû çàìåíåíû ñîîòâåòñòâóþùèìè ñêàëÿðíûìè ôóíê-

öèÿìè µz. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ α ïðàâàÿ ÷àñòü (2.272)

ïî ìîäóëþ íå ïðåâûøàåò åäèíèöû, ñëåäîâàòåëüíî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà óñòîé÷è-

âà ñîãëàñíî êðèòåðèþ ôîí Íåéìàíà [87]. Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè äëÿ α = 0.25

ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.7.
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Ðèñ. 2.46: ×èñëåííàÿ îöåíêà íîðìû ìàòðèöû ïåðåõîäà ðàçíîñòíîé ñõåìû (2.272)
ïðè α = 0.25.
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Ðèñ. 2.47: ×èñëåííûé ðàñ÷åò ñâåòîâîãî ïîëÿ â ìóòíîé ñðåäå âáëèçè ãðàíèöû
ñâåòà è òåíè. Óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè âûõîäÿùåãî èçëó÷åíèÿ.
τz = 1.0, τx = −0.5 . . . 0.5. Èíäèêàòðèñà Õåíüè-Ãðèíñòåéíà, g = 0.5, Λ = 1.
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Ðèñ. 2.48: ×èñëåííûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì â çàâè-
ñèìîñòè îò òî÷íîñòè ó÷åòà äèñïåðñèè äëèí ïóòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ.

Ñ öåëüþ îöåíêè ïðàêòè÷åñêîãî óëó÷øåíèÿ òî÷íîñòè è ñõîäèìîñòè ðàçíîñò-

íûõ ñõåì äëÿ ïîëíîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÓÏÈ ñ ïîìîùüþ ïðåäëàãàåìîãî ïîä-

õîäà ïðîâîäèëèñü òåñòîâûå ðàñ÷åòû ýòàëîííîé êðàåâîé çàäà÷è ÓÏÈ äëÿ íîð-

ìàëüíîãî ïàäåíèÿ êîëëèìèðîâàííîãî èçëó÷åíèÿ ïëîñêîãî ìîíîíàïðàâëåííîãî

(ÏÌ) èñòî÷íèêà íà îäíîðîäíûé ïëîñêîïàðàëëåëüíûé ñëîé ñðåäû [204]. Îïòè-

÷åñêàÿ òîëùèíà ñëîÿ τ = 1, àëüáåäî îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ Λ = 0.99, èíäè-

êàòðèñà ðàññåÿíèÿ Õýíüè-Ãðèíñòåéíà [176], ñðåäíèé êîñèíóñ ðàññåÿíèÿ g = 0.9.

Óðàâíåíèå (2.18) äëÿ àíèçîòðîïíîé ÷àñòè ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ ðåøàëîñü ñ

ïîìîùüþ ÿâíîé ñõåìû Ôðèäðèõñà ñ ó÷åòîì 256 ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèè (2.7),

çàòåì ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (2.39) ðåøàëîñü ìåòîäîì äèñ-

êðåòíûõ îðäèíàò ñ ó÷åòîì 64 ñëàãàåìûõ (ÿâíàÿ ñõåìà Ôðèäðèõñà äëÿ íåñòà-

öèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà [87], ñ÷åò íà óñòàíîâëåíèå). Òî÷íîå ðåøåíèå

çàäà÷è âû÷èñëÿëîñü ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà DOM [34]. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ïî-
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ãðåøíîñòü∆ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ òî÷íûì îöåíèâàëàñü

èíòåãðèðîâàíèåì ïî çàäíåé ïîëóñôåðå. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ â çàâèñèìîñòè

îò âðåìåíè ñ÷åòà (â åäèíèöàõ áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè, íîðìèðîâàííîãî íà îïòè-

÷åñêóþ òîëùèíó) äëÿ òåéëîðîâñêèõ àïïðîêñèìàöèé ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà (2.17)

ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2.48. Íîìåðà ïðèáëèæåíèé óêàçàíû öèôðàìè ïðè ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ êðèâûõ.
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Ãëàâà 3

Çàäà÷è ãëóáèííîãî
ðàäèîçîíäèðîâàíèÿ ñëîèñòûõ
ëåäÿíûõ ïîêðîâîâ íåáåñíûõ
òåë.

3.1 Ïðîèñõîæäåíèå è ôèçèêî-õèìè÷åñêîå ñòðîå-
íèå ìàðñèàíñêèõ ïîëÿðíûõ ëüäîâ.

Ìàðñèàíñêèå ïîëÿðíûå ëüäû â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé ïðèâëåêàþò âíè-

ìàíèå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà èññëåäîâàòåëåé. Ñòðàòèãðàôèÿ ñëîèñòûõ ïîëÿðíûõ

îòëîæåíèé Ìàðñà è åå ôèçè÷åñêîå ñòðîåíèå è õèìè÷åñêèé ñîñòàâ íåñåò â ñåáå

èíôîðìàöèþ îá èñòîðèè êëèìàòà ïëàíåòû çà ïîñëåäíèå íåñêîëüêî ìèëëèîíîâ

ìàðñèàíñêèõ ëåò. Äîëãîïåðèîäíûå âàðèàöèè êëèìàòà, â ñâîþ î÷åðåäü, îáóñëîâ-

ëåíû âåêîâûìè âîçìóùåíèÿìè îðáèòû Ìàðñà. Êðîìå òîãî, ìàðñèàíñêèå ïîëÿð-

íûå ëüäû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îäèí èç âîçìîæíûõ èñòî÷íèêîâ âîäîñíàáæåíèÿ

áóäóùèõ ìàðñèàíñêèõ ýêñïåäèöèé. Ïî ýòèì ïðè÷èíàì â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòó-

àëüíû èññëåäîâàíèÿ âíóòðåííåãî ñòðîåíèÿ ìàðñèàíñêèõ ïîëÿðíûõ ëüäîâ.

Ìàðñèàíñêèå ïîëÿðíûå îáëàñòè óäîáíû äëÿ ãëóáèííîãî ðàäèîçîíäèðîâàíèÿ

ïî ðÿäó ïðè÷èí. Èññëåäîâàíèÿ òîïîãðàôèè ïîâåðõíîñòè ñðåäñòâàìè ëàçåðíîé

àëüòèìåòðèè [205] ïîêàçàëè, ÷òî ïîëÿðíûå ëüäû, îñîáåííî íà ñåâåðíîì ïîëþñå,

îáëàäàþò âåñüìà ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ [206], ñîçäàþùåé ìèíèìàëüíûå áîêîâûå

îòðàæåíèÿ. Ïîëÿðíûå ëüäû òàêæå îáëàäàþò íèçêèì çàòóõàíèåì, ÷òî ïîçâîëÿåò
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äîñòè÷ü çíà÷èòåëüíîé ãëóáèíû çîíäèðîâàíèÿ, â òîì ÷èñëå íà îòíîñèòåëüíî âû-

ñîêèõ ÷àñòîòàõ. Ïðè áîëüøèõ ñîëíå÷íûõ çåíèòíûõ óãëàõ, òèïè÷íûõ äëÿ ïîëÿð-

íûõ îáëàñòåé, ïëîòíîñòü èîíîñôåðíîé ïëàçìû òàì íåâåëèêà, è ñîîòâåòñòâåííî

ìàëû ïîãëîùåíèå âîëí â èîíîñôåðå è âíîñèìûå åé äèñïåðñèîííûå èñêàæåíèÿ

ôàçû ñèãíàëîâ. Êðîìå òîãî, ïîëÿðíûå îðáèòû êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ, íåñó-

ùèõ îðáèòàëüíûå ðàäèîëîêàòîðû, îáåñïå÷èâàþò ïðåèìóùåñòâåííîå ïîêðûòèå

ïîëÿðíûõ îáëàñòåé ñåòüþ èçìåðåíèé. Ïî ýòèì ïðè÷èíàì, çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü

òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé è áîëüøèíñòâî îïóáëèêîâàííûõ ýêñïåðèìåíòàëü-

íûõ äàííûõ ïî ãëóáèííîìó ðàäèîçîíäèðîâàíèþ Ìàðñà îòíîñÿòñÿ ê åãî ïîëÿð-

íûì îáëàñòÿì.

Ìàðñèàíñêèå ïîëþñà ôàêòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ õîëîäíûìè ëîâóøêàìè äëÿ ðàç-

ëè÷íûõ ëåòó÷èõ âåùåñòâ, ïðèñóòñòâóþùèõ â ìàðñèàíñêîé àòìîñôåðå. Ñêîðîñòü

ñåäèìåíòàöèè è ôèçèêî-õèìè÷åñêèé ñîñòàâ îòëîæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ êëèìàòè-

÷åñêèìè ôàêòîðàìè, èìåþùèìè ìåñòî íà ïëàíåòå â öåëîì. Èññëåäîâàíèå ñòðà-

òèãðàôèè ñëîèñòûõ ïîëÿðíûõ îòëîæåíèé ìîãëî áû äàòü âàæíóþ èíôîðìàöèþ

îá èñòîðèè è ýâîëþöèè êëèìàòà ïëàíåòû, îñîáåííî â ÷àñòè åå âîäíîãî ðåæèìà.

Ìíîæåñòâåííûå äàííûå íàáëþäåíèé ïîêàçûâàþò, ÷òî âîäÿíîé ëåä ÿâëÿåò-

ñÿ îñíîâíûì ñðåäè ëåòó÷èõ âåùåñòâ, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ ñåâåðíûõ è þæíûõ

ìàðñèàíñêèõ ïîëÿðíûõ îòëîæåíèé. Îäíèìè èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ÿâëÿþòñÿ

ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: âûñîêîå äàâëåíèå âîäÿíîãî ïàðà íàä ïîâåðõíîñòüþ ïî-

ëÿðíûõ ëüäîâ â ëåòíèé ïåðèîä ïî äàííûì ïðèáîðà Mars Atmospheric Water

Detector [207, 208], òåìïåðàòóðû, çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþùèå òî÷êó çàìåðçàíèÿ

óãëåêèñëîòû CO2 [209], òåðìîèíåðöèÿ [210, 211] â ïðåäåëàõ 600 - 2000 Äæ ì−2

ñ−1/2 K−1. Íàáëþäåíèÿ àëüáåäî â âèäèìîì ñâåòå [212] è íèçêèå îöåíêè ñðåäíåé

ïëîòíîñòè ñåâåðíûõ ïîëÿðíûõ îòëîæåíèé [213, 214] ñâèäåòåëüñòâóþò â ïîëüçó

çíà÷èòåëüíîãî ñîäåðæàíèÿ ëüäà â ïîëÿðíûõ îòëîæåíèÿõ. Íèçêàÿ îòðàæàòåëü-

íàÿ ñïîñîáíîñòü ñåâåðíûõ ïîëÿðíûõ ëüäîâ â äèàïàçîíå 3.5 ñì [215] óêàçûâàåò íà

âåñüìà îäíîðîäíóþ ñòðóêòóðó âåðõíèõ ñëîåâ ñåâåðíîãî ïîëÿðíîãî ùèòà, êàêîé

ìîã áû îáëàäàòü ïðàêòè÷åñêè ÷èñòûé ëåä.

Êàê ñåâåðíûé, òàê è þæíûé ïîëÿðíûå ëåäÿíûå ùèòû Ìàðñà õàðàêòåðèçó-

þòñÿ ñëîæíîé ñëîèñòîé ñòðóêòóðîé. Ìíîãî÷èñëåííûå ñëîè ìîæíî íàáëþäàòü

íà ñíèìêàõ ñêëîíîâ è áîðòîâ ìàðñèàíñêèõ êàíàâ [216]. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè,

îíè ïðàêòè÷åñêè ãîðèçîòàëüíû è íåäåôîðìèðîâàíû. Ïî ðåçóëüòàòàì êîððåëÿ-
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öèîííîé îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé ïîâåðõíîñòè âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ [217] áûëî

ïîêàçàíî, ÷òî ñëîè ïî÷òè ãîðèçîíòàëüíû (óãîë íàêëîíà ê ãîðèçîíòàëè ïîðÿä-

êà 0.5 ãðàäóñà). Äëÿ ñåâåðíûõ ïîëÿðíûõ ëüäîâ áûëà ñäåëàíà îöåíêà òîëùèí

îòäåëüíûõ ñëîåâ â ïðåäåëàõ 14 - 45 ì [218].

Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé ïîñâÿùåíî âçàèìîñâÿçè ìàðñèàíñêîãî êëè-

ìàòà è ñòðàòèãðàôèè ìàðñèàíñêèõ ïîëÿðíûõ ëüäîâ. Îáçîð èõ ìîæíî íàéòè,

íàïðèìåð, â [216].

Êëèìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðåäïîëàãàþò öèêëè÷åñêè ïîâòîðÿþùèåñÿ ïåðèîäû

íàêîïëåíèÿ è âîçãîíêè ëåòó÷èõ âåùåñòâ (ñì. îáçîð [213]). Â òå÷åíèå ïåðèîäà

íàêîïëåíèÿ, íåêîòîðàÿ ÷àñòü ëåòó÷èõ âåùåñòâ ïîêèäàåò ïîâåðõíîñòíûé ñëîé

îòëîæåíèé. Â ðåçóëüòàòå îáðàçóåòñÿ ïûëüíàÿ êîðêà, ïðåäîòâðàùàþùàÿ äàëü-

íåéøåå èñïàðåíèå ëüäà. Òîëùèíà êîðêè, ïî îöåíêàì ðàáîòû [213], ñîñòàâëÿåò

ïîðÿäêà 1 ì. Öèêëè÷åñêîå ïîâòîðåíèå ýòîãî ïðîöåññà âåäåò ê ÷åðåäîâàíèþ ëå-

äÿíûõ è ïûëüíûõ ñëîåâ.

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ êîìåò [219], îäíàêî, ïîêàçà-

ëî, ÷òî óæå ïûëüíûé ñëîé òîëùèíîé â íåñêîëüêî ìèëëèìåòðîâ íà ïîâåðõíîñòè

ëüäà ñïîñîáåí ïîëíîñòüþ ïðåêðàòèòü äàëüíåéøåå èñïàðåíèå â óñëîâèÿõ, áëèç-

êèõ ê èìåþùèì ìåñòî íà ïîëþñàõ Ìàðñà. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííîå â [213]

çíà÷åíèå òîëùèíû ïûëüíîãî ñëîÿ 1 ì ìîæåò îêàçàòüñÿ ñèëüíî çàâûøåííûì.

Îäíàêî, èçîáðàæåíèÿ âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ [220] ïîêàçûâàþò ðàçâèòûé ðåëüåô

ïîâåðõíîñòè ñåâåðíûõ ìàðñèàíñêèõ ïîëÿðíûõ ëüäîâ íà ìåòðîâûõ ìàñøòàáàõ.

Ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû, îòâåòñòâåííûå çà ôîðìèðîâàíèå òàêîãî ðåëüåôà, ìîãóò

áûòü ñâÿçàíû ñ ïåðåìåøèâàíèåì âåùåñòâà âåðõíåãî ñëîÿ ëüäà íà ýòèõ ìàñøòà-

áàõ. Ïðè ýòîì âåðîÿòíî îáðàçîâàíèå îáîãàùåííîãî ïûëüþ ñëîÿ ìåòðîâîé òîë-

ùèíû. Ïî ýòèì ïðè÷èíàì, çíà÷åíèå òîëùèíû ïûëüíîãî ñëîÿ l2 = 1 ì ïðèíÿòî

äëÿ äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòîâ.

Ìû ðàññìîòðèì ìîäåëü ïîëÿðíûõ ëüäîâ â âèäå ïà÷êè ÷åðåäóþùèõñÿ ñëîåâ

äâóõ òèïîâ, óñëîâíî íàçûâàåìûõ "ëåäÿíûìè"è "ïûëüíûìè"ñîîòâåòñòâåííî.

Òîëùèíà êàæäîãî îòäåëüíîãî ëåäÿíîãî ñëîÿ çàâèñèò îò äëèòåëüíîñòè ñîîò-

âåòñòâóþùåãî ïåðèîäà íàêîïëåíèÿ. Òåîðåòè÷åñêèå ðàñ÷åòû òîëùèí îòäåëüíûõ

ñëîåâ íà îñíîâå êëèìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [221].

Ïîä äåéñòâèåì ãðàâèòàöèè ìîæåò ïðîèñõîäèòü ïëàñòè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ

(òå÷åíèå) âåùåñòâà. Îöåíêè ñêîðîñòè òå÷åíèÿ ðàçëè÷àþòñÿ îò òèïè÷íûõ âåëè-
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÷èí ïîðÿäêà 1 ìì/ìàðñèàíñêèé ãîä [222] äî îòñóòñòâèÿ ñóùåñòâåííîãî òå÷åíèÿ

âîîáùå [223]. Åñëè çíà÷èòåëüíîå òå÷åíèå ëüäà èìååò ìåñòî [216], îíî äîëæíî

ïðîèñõîäèòü ïðåèìóùåñòâåííî â îñíîâàíèè ëåäÿíîãî ùèòà. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî

òå÷åíèå ìîæåò ïðèâåñòè ê ñèñòåìàòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ñðåäíåé òîëùèíû ñëî-

åâ îò ãëóáèíû. Ìû, îäíàêî, íå áóäåì ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ýòîò ýôôåêò.

Âûñîòà ðåëüåôà ñåâåðíûõ ïîëÿðíûõ ëüäîâ îöåíèâàåòñÿ â 3 êì íà îñíîâå

òîïîãðàôè÷åñêèõ äàííûõ MOLA. Èçîñòàòè÷åñêèé ïðîãèá ìàðñèàíñêîé êîðû

ñîãëàñíî îöåíêàì [224] äîëæåí ñîñòàâëÿòü íå ìåíåå îäíîãî êèëîìåòðà. Ðàáî-

òà [222], îäíàêî, ñîäåðæèò âûâîäû îá îòñóòñòâèè çíà÷èòåëüíîé èçîñòàòè÷åñêîé

êîìïåíñàöèè. Òåì ñàìûì, äëÿ ïîëíîé òîëùèíû ñåâåðíîãî ïîëÿðíîãî ùèòà ïî-

ëó÷àåòñÿ îöåíêà 3-4 êì.

Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè ñåâåðíûõ ïîëÿðíûõ ëüäîâ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà

ãëàäêîé [206]. Áîëüøèíñòâî åå îòíîñèòñÿ ê ãåîëîãè÷åñêîìó ïîäðàçäåëåíèþ Api,

äëÿ êîòîðîãî õàðàêòåðíû î÷åíü ìàëûå ðåãèîíàëüíûå óêëîíû íà êèëîìåòðîâîì

ìàñøòàáå. Ñíèìêè âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ, äîñòóïíûå íà ìîìåíò ïóáëèêàöèè ðà-

áîòû [216], ïîêàçûâàþò îòñóòñòâèå ðåëüåôà è íà ìåíüøèõ ìàñøòàáàõ. Ïî ðå-

çóëüòàòàì ýêñòðàïîëÿöèè òîïîãðàôè÷åñêèõ äàííûõ MOLA â îáëàñòü ìåíüøèõ

ìàñøòàáîâ, ðåëüåô ïîâåðõíîñòè íåñïîñîáåí ñîçäàòü çàìåòíûå áîêîâûå îòðàæå-

íèÿ â ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå ðàäèîëîêàòîðà MARSIS [225] äàæå ñ ó÷åòîì íåíà-

äåæíîñòè ïðîöåäóð ýêñòðàïîëÿöèè. Õîòÿ àâòîðû óêàçûâàþò íà âîçìîæíîñòü

íåäîîöåíêè ìåëêîìàñøòàáíîãî ðåëüåôà ïî äàííûì òàêîé ýêñòðàïîëÿöèè, ýòà

íåäîîöåíêà ñêîðåå âñåãî íå ïðåâûøàåò îäíîãî ïîðÿäêà âåëè÷èíû. Áîêîâûå îò-

ðàæåíèÿ ñèãíàëîâ ðàäèîëîêàòîðà MARSIS ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ íåçíà÷èòåëüíûìè

äàæå ñ ó÷åòîì òàêîé íåäîîöåíêè.

Ïî ýòèì ïðè÷èíàì, áóäåì ñ÷èòàòü ïîâåðõíîñòü ïîëÿðíûõ îòëîæåíèé ãëàä-

êîé, ïëîñêîé è ãîðèçîíòàëüíîé. Íåêîòîðûå îöåíêè áîêîâûõ îòðàæåíèé îò ðå-

ëüåôà ïîâåðõíîñòè [145, 226] ïðèâîäÿòñÿ â ñïåöèàëüíîì ðàçäåëå.

Ôèçè÷åñêèé è õèìè÷åñêèé ñîñòàâ ïîëÿðíûõ ìàðñèàíñêèõ îòëîæåíèé îòíî-

ñèòåëüíî ìàëî èññëåäîâàí. Âûøå óêàçàíû íåêîòîðûå äàííûå, ñâèäåòåëüñòâó-

þùèå î âûñîêîì ñðåäíåì ñîäåðæàíèè âîäÿíîãî ëüäà. Êëþ÷åâûì ïàðàìåòðîì,

ðåãóëèðóþùèì ñîñòàâ îòëîæåíèé, ÿâëÿåòñÿ ìàññîâîå îòíîøåíèå ñìåñè âîäû è

ìèíåðàëüíîé ïûëè, îñåäàþùèõ íà ïîâåðõíîñòü ëåäÿíûõ ùèòîâ. Â ðàáîòàõ, öè-

òèðóåìûõ â [213], ïðåäëàãàþòñÿ çíà÷åíèÿ îò 16:1 äî 1:15. Â ðàáîòå [227] ìàññîâàÿ
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äîëÿ ïûëè ñ÷èòàåòñÿ ìàëîé (15%). Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ëåäÿíûå ñëîè ñîñòî-

ÿò èç âîäÿíîãî ëüäà, ñîäåðæàùåãî íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ìèíåðàëüíîé ïûëè. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, ìû ïîëàãàåì, ÷òî ïûëüíûå ñëîè â îñíîâíîì ñîñòîÿò èç ìèíå-

ðàëüíîé ïûëè. Âåðîÿòíî, îíè èìåþò ïîðèñòóþ ñòðóêòóðó, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü

çàïîëíåíà ëüäîì. Âîçìîæíî òàêæå, ÷òî ñëîèñòûå âàðèàöèè àëüáåäî, âèäèìûå

íà ñíèìêàõ, îáóñëîâëåíû âåñüìà ìàëûìè èçìåíåíèÿìè ñîñòàâà âåùåñòâà, òàê

÷òî åãî ýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿþòñÿ îò ñëîÿ ê ñëîþ.

Õèìè÷åñêèå ñîëè òàêæå âåðîÿòíî ïðèñóòñòâóþò â ìàðñèàíñêèõ ãðóíòàõ [228,

229], òàê ÷òî îíè ìîãóò ïåðåíîñèòüñÿ ñ ïûëüþ è íàêàïëèâàòüñÿ â ïîëÿðíûõ

îòëîæåíèÿõ. Âêëþ÷åíèÿ òâåðäûõ è æèäêèõ ðàñòâîðîâ ýòèõ ñîëåé, òèïè÷íûå

äëÿ çåìíûõ ìîðñêèõ ëüäîâ, ìîãóò âûçûâàòü äîïîëíèòåëüíîå îñëàáëåíèå ðàäèî-

âîëí â òîëùå âåùåñòâà. Êîëè÷åñòâåííàÿ îöåíêà ýôôåêòà çàòðóäíèòåëüíà â ñèëó

íåäîñòàòî÷íîñòè äàííûõ, äîñòóïíûõ íà òåêóùèé ìîìåíò. Îäíàêî, ìîäåëèðîâà-

íèå òåìïåðàòóðíîãî ðåæèìà ïîëÿðíûõ ùèòîâ [230] ïîêàçûâàåò, ÷òî òåìïåðà-

òóðà âî âñåé òîëùå çíà÷èòåëüíî íèæå ýâòåêòè÷åñêèõ òî÷åê [231, 229] âîäíûõ

ðàñòâîðîâ âñåõ ñîëåé, âåðîÿòíî ïðèñóòñòâóþùèõ â õèìè÷åñêîì ñîñòàâå ïîëÿð-

íûõ ëüäîâ, òàê ÷òî ïðèñóòñòâèå ýòèõ ðàñòâîðîâ â æèäêîé ôàçå ìàëîâåðîÿòíî.

Êðîìå òîãî, â ðåçóëüòàòå õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé ÷àñòü ýòèõ ñîëåé ïåðåøëà áû â

íåðàñòâîðèìûå ôîðìû.

Ýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ñìåñè äâóõ âåùåñòâ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ìîäåëåé [232], åñëè èçâåñòíû ýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà êîìïîíåíò

ñìåñè (ëåä è ïûëü). Äèýëåêòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ÷èñòîãî ëüäà èçâåñòíû îòíîñè-

òåëüíî õîðîøî â øèðîêîì äèàïàçîíå ÷àñòîò [233, 234, 235]. Ñâîéñòâà íåëåòó÷èõ

ìàòåðèàëîâ, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ ïîëÿðíûõ îòëîæåíèé, îïðåäåëåíû ñ ãîðàçäî

ìåíüøåé òî÷íîñòüþ. Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ [234, 235] ïðèíÿòî, ÷òî ýòè ñâîé-

ñòâà áëèçêè ê ñâîéñòâàì ëóííîãî ãðóíòà. Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ òâåðäîé

êîìïîíåíòû ëóííîãî ãðóíòà íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ îò 5.1 äî 11.6 [236]. Äëÿ çåì-

íûõ ìèíåðàëîâ õàðàêòåðåí áîëåå øèðîêèé ðàçáðîñ çíà÷åíèé äèýëåêòðè÷åñêîé

ïðîíèöàåìîñòè 3.96-15.6 [237]. Òàíãåíñ óãëà ïîòåðü âñåõ îáðàçöîâ ëóííîãî ãðóí-

òà, èññëåäîâàííûõ â ðàáîòå [236], îêàçûâàåòñÿ ïîðÿäêà 0.005. Òàêèì îáðàçîì,

äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ïûëüíûõ ñëîåâ îïðåäåëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé äè-

ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ìèíåðàëüíîé ôðàêöèè, è íåèçâåñòíûì ñîäåð-

æàíèåì ëüäà â èõ ïîðèñòûõ ñòðóêòóðàõ.
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Òåì ñàìûì, äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ïûëü-

íûõ ñëîåâ âåðîÿòíî ëåæèò â ïðåäåëàõ îò äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ÷è-

ñòîãî ëüäà (3.15) äî íàèáîëüøåé âåëè÷èíû, óïîìÿíóòîé â îáñóæäåíèè ( îêîëî

16 ).

Ëåäÿíûå ñëîè äîëæíû èìåòü ñâîéñòâà, áëèçêèå ê ñâîéñòâàì ÷èñòîãî ëüäà,

åñëè ñîäåðæàíèå ïûëè ìàëî. Ïîëàãàÿ òèïè÷íóþ ïëîòíîñòü ïûëè 3100 êã ì−3

[236], ïîëó÷èì, ÷òî äàæå äëÿ íàèáîëüøèõ çíà÷åíèé ìàññîâîãî îòíîøåíèÿ ñìå-

ñè ïûëè è ëüäà , ñîãëàñóþùèõñÿ ñ äàííûìè íàáëþäåíèé [144] (ïîðÿäêà 50 %)

ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáúåìíàÿ äîëÿ ïûëè κ ñîñòàâèò îêîëî 15 %, ò.å. çíà÷èòåëüíî

ìåíüøå åäèíèöû.

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàå-

ìîñòè ëåäÿíûõ ñëîåâ íà ÷àñòîòàõ ìàðñèàíñêèõ îðáèòàëüíûõ ðàäèîëîêàòîðîâ

MARSIS è SHARAD ìîæåò áûòü ïðèíÿòà ðàâíîé 3.15, òàêæå êàê äëÿ ÷èñòîãî

ëüäà. Îñëàáëåíèå âîëí â çàãðÿçíåííîì ëüäó ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ïðàêòè-

÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ ñîäåðæàíèåì ïðèìåñåé â íåì [234]. Îñëàáëåíèå, âíîñèìîå

ëåäÿíîé êîìïîíåíòîé, ïðè òåìïåðàòóðàõ íèæå 200 K íåçíà÷èòåëüíî ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ âëèÿíèåì ïðèìåñåé. Äëÿ êîíöåíòðàöèé ïðèìåñåé áîëåå 1% è 10%, ïî-

ãëîùåíèå, âíîñèìîå ëåäÿíîé ôðàêöèåé, ïðåíåáðåæèìî ìàëî ïðè òåìïåðàòóðàõ

íèæå 210 K è 230 K ñîîòâåòñòâåííî [234].

Ìîäåëèðîâàíèå òåìïåðàòóðíûõ ïðîôèëåé ìàðñèàíñêèõ ëüäîâ [230] ïîêàçû-

âàåò, ÷òî ïðè òåìïåðàòóðà ðàñòåò ñ ãëóáèíîé îò 150-170 K íà ïîâåðõíîñòè äî

220 K íà ãëóáèíå 3 êì. Ñëåäîâàòåëüíî, âûâîä ðàáîòû [234] î ïðåèìóùåñòâåííîì

âëèÿíèè ïðèìåñåé ñêîðåå âñåãî ñïðàâåäëèâ äëÿ ìàðñèàíñêèõ ëüäîâ, åñëè äëÿ

íèõ âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà ñìåñè Ìàêñâåëëà-Ãàðíåòòà [232]. Îòíîñèòåëüíî ñëà-

áàÿ òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü ýëåêòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìèíåðàëüíîé ôðàêöèè

òàêæå áûëà îòìå÷åíà â ðàáîòå [234], íî â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè îöåíîê, ñäåëàííîé

â ýòîé ðàáîòå, îíà ïðåíåáðåæèìî ìàëà.

Äëÿ ìàëîãî ñîäåðæàíèÿ ïðèìåñåé, îñëàáëåíèå ñîãëàñíî ðàáîòå [234] ïðîïîð-

öèîíàëüíî κ tan δs, ãäå κ è tan δs � îáúåìíàÿ äîëÿ ïðèìåñè è òàíãåíñ óãëà ïîòåðü

â âåùåñòâå ïðèìåñè, ñîîòâåòñòâåííî. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ìàêñâåëëà-Ãàðíåòòà

[232] äëÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñìåñè ëüäà è ïûëè, òàêæå èñïîëü-

çîâàííóþ â [234], â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïî κ tan δs ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ
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òàíãåíñà óãëà ïîòåðü ñìåñè, ïðèãîäíóþ äëÿ ìàëûõ κ è tan δs:

tan δ ≈ 3 ε′
2ε′s + ε′

(2ε′ + ε′s)
2
κ tan δs, (3.1)

ãäå ε′ è ε′s äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ëüäà è ïðèìå-

ñåé, ñîîòâåòñòâåííî, tan δ � òàíãåíñ ïîòåðü ñìåñè â öåëîì. Â ðàáîòå [233] äàíà

ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí âî

ëüäó

α ∼ (ω
√
ε′/2c) tan δ. (3.2)

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòó ôîðìóëó óêàçàííûå âûøå çíà÷åíèÿ ε′ è tan δ èç ôîðìóëû

(3.1), ïîëó÷èì, ÷òî íà ÷àñòîòå ïîðÿäêà 10 ÌÃö ïîëíîå îñëàáëåíèå âîëíû íà 3

êì òîëùèíû ðàâíî íåñêîëüêèì åäèíèöàì Äá.

Òàêæå âîçìîæíû è äðóãèå èñòî÷íèêè ïîãëîùåíèÿ ðàäèîâîëí â çàãðÿçíåí-

íîì ëüäó. Íåêîòîðûå äàííûå ëàáîðàòîðíûõ èçìåðåíèé ïîêàçûâàþò, ÷òî äèýëåê-

òðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü çàãðÿçíåííîãî ëüäà íå ïîä÷èíÿåòñÿ ôîðìóëå ñìåñè

Ìàêñâåëëà-Ãàðíåòòà [238]. Ýòî ìîæåò ïðèâîäèòü ê âåñüìà áîëüøèì çíà÷åíèÿì

òàíãåíñà óãëà ïîòåðü, êàê ñîîáùàåòñÿ â öèòèðîâàííîé ðàáîòå. Ïðèìåíÿÿ ðàçâè-

òóþ òàì ìåòîäèêó ýêñòðàïîëÿöèè ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé ê çàäàííûì çíà÷åíèÿì

÷àñòîòû è òåìïåðàòóðû, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íà ðàáî÷èõ ÷àñòîòàõ ðàäèîëîêàòî-

ðà MARSIS è òåìïåðàòóðàõ ëüäà, íàéäåííûõ ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì [230],

ìàòåðèàëû, èññëåäîâàííûå â ðàáîòå [238] èìåëè áû ε′′ ≈ 0.1 èëè áîëåå. Ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû, ïî äàííûì ýòèõ èçìåðåíèé çíà÷åíèÿ ε′ íà ÷àñòîòàõ èçìåðåíèé è

ðàáî÷èõ ÷àñòîòàõ MARSIS ðàçëè÷àþòñÿ íå ñëèøêîì ñèëüíî.

Ñîëè òàêæå ìîãóò âûçûâàòü ïîãëîùåíèå ðàäèîâîëí âî ëüäó. Íàäåæíàÿ ìî-

äåëü äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ ýôôåêòà, îäíàêî, â íàñòîÿùåå âðåìÿ îòñóòñòâóåò. Îáçîð

íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ ïî ïîãëîùåíèþ ðàäèîëîêàöèîííûõ ñèãíàëîâ â ñîëåíûõ

ëüäàõ ðàçëè÷íîãî òèïà ïðèâåäåí â ðàáîòå [235]. Ïî ýòèì ïðè÷èíàì, â ðàáîòå

[145] ïðèíÿòî, ÷òî ïîãëîùåíèå â ìàðñèàíñêèõ ïîëÿðíûõ ëüäàõ â äåéñòâèòåëü-

íîñòè ìîæåò çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèòü îöåíêè ïî ôîðìóëå (3.1) è ýòè âûñîêèå

çíà÷åíèÿ ó÷òåíû ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè. Îöåíêè ïî ôîðìóëàì (3.1,3.2)

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íèæíèå îöåíêè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí.

Ðàäèàöèîííûå ïîòåðè â ðåçóëüòàòå îáúåìíîãî ðàññåÿíèÿ, ñîãëàñíî îöåíêàì,

ñäåëàííûì â ðàáîòå [239], íåâåëèêè, ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ íèæíèõ ðàáî÷èõ äèà-
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ïàçîíîâ ëîêàòîðà MARSIS. Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòàõ [145, 241, 242] ýôôåêòû

îáúåìíîãî ðàññåÿíèÿ íå ïðèíèìàëèñü â ðàññìîòðåíèå.

Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ, äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìî-

ñòè ëåäÿíûõ ñëîåâ ïîëàãàëàñü ðàâíîé 3.15 òàêæå êàê äëÿ ÷èñòîãî ëüäà, â òî

âðåìÿ êàê äëÿ ïûëüíûõ ñëîåâ îíà âàðüèðîâàëàñü â ïðåäåëàõ îò 3.0 äî 16.0. Ñëå-

äóåò ïîëàãàòü, ÷òî âñå ðåàëüíî âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ýòîé âåëè÷èíû íàõîäÿòñÿ â

óêàçàííûõ ïðåäåëàõ. Òàíãåíñ óãëà ïîòåðü ñðåäû òàêæå âàðüèðîâàëñÿ îò íóëÿ äî

íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ. Îäíàêî, îòíîøåíèå òàíãåíñîâ óãëà ïîòåðü ïûëüíûõ è ëå-

äÿíûõ ñëîåâ ñîõðàíÿëîñü âî âñåõ ðàñ÷åòàõ ðàâíûì 10, ïîñêîëüêó ïîòåðè â ñëîÿõ

îáîèõ òèïîâ îáóñëîâëåíû ïðèñóòñòâèåì îäíèõ è òåõ æå ïðèìåñåé â ðàçëè÷íûõ

êîíöåíòðàöèÿõ.

Ýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ãðóíòîâ è ãîðíûõ ïîðîä, ïîäñòèëàþùèõ ïîëÿðíûå

îòëîæåíèÿ, òàêæå ìîãóò çàâèñåòü îò èõ òåìïåðàòóðíîãî ðåæèìà. Êàê äåéñòâè-

òåëüíàÿ, òàê è ìíèìàÿ ÷àñòè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ìîãóò èçìåíÿòüñÿ

îò íèçêèõ çíà÷åíèé, òèïè÷íûõ äëÿ ñóõèõ è ãëóáîêî çàìîðîæåííûõ ðåãîëèòîâ,

äî âûñîêèõ, õàðàêòåðèçóþùèõ âîäó èëè ðàñòâîðû ñîëåé â æèäêîé ôàçå. Òðîé-

íûå âîäíûå ðàñòâîðû ñîëåé ñ ýâòåêòè÷åñêèìè òî÷êàìè çíà÷èòåëüíî íèæå 225

Ê [229] ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü â æèäêîé ôàçå ïðè òåìïåðàòóðàõ, âîçìîæíûõ

â îáëàñòè ïîäîøâû ïîëÿðíûõ îòëîæåíèé [230]. Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðè÷åñêèå

ñâîéñòâà ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè òàêæå âåñüìà íåîïðåäåëåíû. Äëÿ îðèåíòè-

ðîâî÷íûõ îöåíîê ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà òèïè÷íûõ çåì-

íûõ ãðóíòîâ è æèäêîñòåé [240] (ñì. òàáëèöó 3.1). Êîìïëåêñíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ

ïðîíèöàåìîñòü ïðîâîäÿùåé ñðåäû âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ε = ε′ +
iσ

ωε0
, (3.3)

ãäå ε′ � äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ïðîíèöàåìîñòè, σ � ïðîâîäèìîñòü ñðåäû, ω = 2πf

� öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà, è è ε0 � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âàêóóìà.
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Òàáëèöà 3.1: Ýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà òèïè÷íûõ çåìíûõ ñðåä [240]
Òèï ñðåäû σ, Ñ/ì ε′

Ìîðñêàÿ âîäà 4.000 80
Îçåðíàÿ âîäà 0.004 80
Âëàæíûé ãðóíò 0.400 12
Ñóõîé ãðóíò 0.040 8

3.2 Ìîäåëü ìàðñèàíñêèõ ñëîèñòûõ ïîëÿðíûõ ëüäîâ
è îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ ïå-
ðåíîñà.

Ìàêðîñêîïè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè ñðåäó ðàñïðîñòðàíåíèÿ

èçëó÷åíèÿ â òåîðèè ïåðåíîñà, ÿâëÿþòñÿ îáúåìíûé êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ κ,

àëüáåäî îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ λ, è ýôôåêòèâíàÿ ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü âîëí â

ñðåäå c. Ýòè ïàðàìåòðû äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû äëÿ êîíêðåòíîé ìîäåëè ñðåäû

íà îñíîâå åå ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ åå ñòðóêòóðû.

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ìàðñèàíñêèõ ïîëÿðíûõ îòëîæåíèé â âèäå âåùåñòâà òèïà

1 (ëåä) ñ âíåäðåííûìè â íåå òîíêèìè ñëîÿìè âåùåñòâà òèïà 2 (ïûëü). Îáîçíà-

÷åíèÿ ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ îáîèõ âåùåñòâ (êîìïëåêñíàÿ äèýëåê-

òðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü, òàíãåíñ ïîòåðü è ò.ä.) áóäåì ñíàáæàòü èíäåêñàìè '1'

è '2', ñîîòâåòñòâåííî.

Òîëùèíà ïûëüíûõ ñëîåâ, êàê ïðåäïîëàãàëîñü â óêàçàííûõ ðàáîòàõ, ìàëà

ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíîâîãî ïàêåòà ñæàòîãî ðàäèîëîêàöèîííîãî èìïóëü-

ñà δT2 = 1/Bn′2, ãäå B � ïîëîñà Ë×Ì ñèãíàëà, n2 = n′2 + in′′2 � êîýôôèöèåíò

ïðåëîìëåíèÿ ïûëüíûõ ñëîåâ. Â ðàáîòàõ [241, 242] ýòî ïîëîæåíèå ïîäòâåðæäåíî

÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè. Âñëåäñòâèå ýòîãî, êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîïóñ-

êàíèÿ êàæäîãî îòäåëüíî âçÿòîãî ñëîÿ ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ ïîñòîÿííûìè â ïðåäåëàõ

øèðèíû ïîëîñû Ë×Ì ñèãíàëà. Òîëùèíà âñåõ ïûëüíûõ ñëîåâ ïîëàãàåòñÿ îäè-

íàêîâîé è ðàâíîé l2. Òîëùèíà ëåäÿíûõ ñëîåâ, íàïðîòèâ, ñ÷èòàåòñÿ â ñðåäíåì

áîëüøîé ïî ñðàâíåíèþ ñ δT1 = 1/Bn1 è ñëó÷àéíî ðàñïðåäåëåííîé ñî ñòàíäàðò-

íûì îòêëîíåíèåì, òàêæå áîëüøèì ïî ñðàâíåíèþ ñ δT1. Ñîãëàñíî ýòèì ïðåä-

ïîëîæåíèÿì, ðàññåÿíèå íà ïûëüíûõ ñëîÿõ ïðîèñõîäèò âçàèìíî íåêîãåðåíòíî è

íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Ïîêàæåì ýòî.
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3.2.1 Î ñïðàâåäëèâîñòè òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â îä-

íîìåðíîé ñëîèñòîé ñðåäå.

Êàê ïîêàçàíî â [], íà ðàññòîÿíèÿõ, íå ïðåâûøàþùèõ äëèíó ëîêàëèçàöèè, è ñîîò-

âåòñòâóþùèõ âðåìåíàõ, äëÿ îïèñàíèÿ âîëíîâûõ ïîëåé â ñëó÷àéíîé îäíîìåðíîé

ñðåäå ìîæåò ïðèáëèæåííî èñïîëüçîâàòüñÿ äâóõïîòîêîâîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà

èçëó÷åíèÿ []. Óáåäèìñÿ â íåçàâèñèìîñòè ðàññåÿíèÿ âîëí îòäåëüíûìè ñëîÿìè

ñðåäû, òðåáóåìîãî äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïðèìåíèìîñòè òåîðèè ïåðåíîñà.

Îöåíèì âêëàä ýôôåêòîâ êîãåðåíòíîãî ïåðåðàññåÿíèÿ ìåæäó ñëîÿìè ñðåäû,

íàðóøàþùèõ ñïðàâåäëèâîñòü ïðèáëèæåíèÿ íåçàâèñèìîãî ðàññåÿíèÿ îòäåëüíû-

ìè ñëîÿìè. Ðàññìîòðèì îäíîêðàòíîå ïåðåðàññåÿíèå âîëíû ìåæäó äâóìÿ ñî-

ñåäíèìè ñëîÿìè. Èçîáðàçèì ñîîòâåòñòâóþùóþ äèàãðàììó ðàññåÿíèÿ. Äëÿ ýòî-

ãî âîçüìåì êàêóþ ëèáî ëåñòíè÷íóþ äèàãðàììó, è ââåäåì â îäíó èç åå âåòâåé

îäíîêðàòíîå ïåðåîòðàæåíèå ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ñëîÿìè. Ïîñêîëüêó äëÿ

êàæäîé ïîäîáíîé äèàãðàììû âñåãäà ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íàÿ, èõ ñëåäóåò ðàñ-

ñìàòðèâàòü ïàðàìè. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèé âêëàä òàêîé ïàðû äèàãðàìì â

èíòåíñèâíîñòü ðàññåÿííîãî ïîëÿ áóäåò âåùåñòâåííûì.
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Л естничная диаграм м а

О днократное переотраж ение

∆x

R

Ðèñ. 3.1: Ê îáîñíîâàíèþ òåîðèè ïåðåíîñà â îäíîìåðíîé ñëîèñòîé ñðåäå. Äèà-
ãðàììû ðàññåÿíèÿ.

Èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ, ðàññåÿííîãî ïî òàêîé äèàãðàììå, áóäåò ðàâíà

ILR
4 exp(2i

ω

c
n∆x) , (3.4)

ãäå IL � èíòåíñèâíîñòü ðàññåÿíèÿ ïî èñõîäíîé ëåñòíè÷íîé äèàãðàììå, R � àì-

ïëèòóäíûé êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû ñëîÿ, ω = 2πf � öèêëè÷åñêàÿ

÷àñòîòà âîëíû, c � ñêîðîñòü ñâåòà, n � êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû ìåæäó

äâóìÿ îòðàæàþùèìè ãðàíèöàìè, ∆x � ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ãðàíè-

öàìè. Îáùèé âêëàä ïàðû äèàãðàìì (ðèñ. 3.2.1) ñîîòâåòñòâåííî ðàâåí

I1 = ILR
42 cos(2

ω

c
n∆x) (3.5)

Äëÿ ãðóáîé îöåíêè ïðèìåì âõîäÿùèé â ôîðìóëó (3.5) êîýôôèöèåíò ïðåëîìëå-

íèÿ n ïîñòîÿííûì è ðàâíûì õàðàêòåðíîìó çíà÷åíèþ äëÿ ÷èñòîãî ëüäà n ≈ 1.65.

Òîãäà, óñðåäíÿÿ çàïèñàííóþ çäåñü èíòåíñèâíîñòü (3.5) ïî ñòàòèñòè÷åñêîìó ðàñ-

ïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîé òîëùèíû ñëîÿ ∆x, áóäåì èìåòü èñêîìóþ ñðåäíþþ èí-
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òåíñèâíîñòü ðàññåÿíèÿ ïî ðàññìîòðåííîé ïàðå äèàãðàìì. Â ÷àñòíîñòè, ïðèáëè-

æåííî ïðèíèìàÿ ýòî ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíûì

p(∆x) =
1√
2πσ2

exp

(
−(∆x− < ∆x >)2

2σ2

)
, (3.6)

ïîëó÷èì îöåíêó èíòåíñèâíîñòè

I1 = 2R4 exp

(
−2n2ω2σ2

c2

)
cos

(
−2nω < ∆x >

c

)
≤ 2R4 exp

(
−2n2ω2σ2

c2

)
,

(3.7)

ãäå < ∆x > è σ � ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèÿ òîëùèíû ñëîÿ, ñîîòâåòñòâåííî.

Íàáëþäàåìûå òîëùèíû ëåäÿíûõ ñëîåâ äëÿ ñåâåðíîãî è þæíîãî ïîëÿðíûõ ùè-

òîâ Ìàðñà 30±15 è 100±20 ì, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ äëÿ ðàáî÷èõ

÷àñòîò ðàäèîëîêàòîðîâ MARSIS è SHARAD ñîãëàñíî (3.7) ïîëó÷èì ñëåäóþùèå

îöåíêè îòíîñèòåëüíîãî âêëàäà ðàññìîòðåííûõ çäåñü ïðîöåññîâ ðàññåÿíèÿ I1/IL

Òàáëèöà 3.2: Îöåíêè âêëàäà îäíîêðàòíîãî êîãåðåíòíîãî ïåðåðàññåÿíèÿ ìåæäó
ñîñåäíèìè ñëîÿìè ñðåäû.

÷àñòîòà, ÌÃö I1/IL, ñåâåð I1/IL, þã I1/IL l/d, ñåâåð I1/IL l/d, þã
1.8 0.266 0.055 44.33 2.76
3 0.0073 9.4 · 10−5 1.22 0.047
4 9.4 · 10−5 4.06 · 10−8 0.015 2.03 · 10−6

5 3.4 · 10−7 1.9 · 10−12 5.7 · 10−5 9.5 · 10−11

20 ∼ 10−108 ∼ 10−192 ∼ 10−106 ∼ 10−191

Ïðè êîíå÷íîì âðåìåíè íàáëþäåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî çàäàííîìó ðàññòîÿ-

íèþ ïðîáåãà èìïóëüñà â ñðåäå, ÷èñëî âîçìîæíûõ äèàãðàìì ðàññìîòðåííîãî òè-

ïà ôàêòè÷åñêè îãðàíè÷åíî âåëè÷èíîé ïîðÿäêà l/d, ãäå l è d � ðàññòîÿíèå ïðîáåãà

â ñðåäå è ñðåäíÿÿ òîëùèíà ñëîÿ, ñîîòâåòñòâåííî. Òåì ñàìûì, ñóììàðíûé âêëàä

äèàãðàìì ðàññìîòðåííîãî òèïà îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì I1/IL l/d (òàêæå ïðèâåäå-

íû â òàáëèöå 3.2). Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ âåðõíèõ ðàáî÷èõ

äèàïàçîíîâ äåéñòâóþùèõ ëîêàòîðîâ óêàçàííûé âêëàä, íàðóøàþùèé ñïðàâåäëè-

âîñòü ïðèáëèæåíèÿ íåçàâèñèìîãî ðàññåÿíèÿ ñëîÿìè â îäíîìåðíîé ñðåäå, ìîæåò

ñ÷èòàòüñÿ ìàëûì. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ìîæåò áûòü îöåíåíî âëèÿíèå äðóãèõ

äèàãðàìì êîãåðåíòíîãî ïåðåðàññåÿíèÿ ìåæäó ñëîÿìè. Òàêèì îáðàçîì, ìàêðî-

ñêîïè÷åñêèå ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ñðåäå ðàññìàòðèâàå-

ìîãî òèïà ìîãóò âû÷èñëÿòüñÿ ÷åðåç èíäèâèäóàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ðàññåÿíèÿ
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ïëîñêîãî ñëîÿ ìåæäó äâóìÿ ïîëóïðîñòðàíñòâàìè [243]. Ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñ-

ëåííûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [241, 242].

Ïðàêòè÷åñêè, ðåçóëüòàò íåïîñðåäñòâåííîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

ýëåêòðîäèíàìèêè ñëîèñòîé ñðåäû äëÿ ðàññìîòðåííîãî ñëó÷àÿ [145] óäîâëåòâî-

ðèòåëüíî ñîãëàñóåòñÿ ñ àñèìïòîòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èç-

ëó÷åíèÿ [242, 241].

Â ñåéñìîëîãèè âñòðå÷àåòñÿ ïðèáëèæåííîå îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ òåîðèè

ïåðåíîñà λ è κ íà îñíîâå ôîðìóëû O'Doherty-Anstey [244]. Â ýòîé ðàáîòå áû-

ëè ïðèíÿòû áîëåå ñèëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, ÷åì â ðàáîòå [241], ÷òî ïðèâîäèò ê

ïåðåîöåíêå èíòåíñèâíîñòè ðàññåÿíèÿ íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ. Äëèíà ñâîáîäíîãî

ïðîáåãà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ls =
< l1 >

8 k22 l
2
2 < |R2

j | >
, (3.8)

ãäå < |R2
j | > � ñðåäíèé êâàäðàò êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû ðàçäå-

ëà ñëîÿ è ñðåäû, N/L - ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ñëîåâ íà åäèíèöó ãëóáèíû ñðåäû.

Ñðåäíèé êâàäðàò êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû < |R2
j | > îïðåäåëÿåòñÿ

ïî ôîðìóëå

< |R2
j | >=

⟨
(Z1 − Z2)

2

(Z1 + Z2)2
,

⟩
(3.9)

ãäå Z1,2 =
√
n1/n2 � ýëåêòðè÷åñêèé èìïåäàíñ äëÿ íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ. Òàêèì

îáðàçîì, ìîæíî îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû îáúåìíîãî ïîãëîùåíèÿ è ðàññåÿíèÿ

[242] κa = l−1
a è κs = l−1

s , à òàêæå àëüáåäî λ è êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ κ

κ = κa + κs , (3.10)

λ =
κs
κ
. (3.11)

3.3 Óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â îäíîìåð-
íîé ñðåäå (äâóõïîòîêîâîå ïðèáëèæåíèå).

3.3.1 Ïîëóáåñêîíå÷íàÿ ñðåäà.

Ðàññìîòðèì ïàäåíèå íà ïîâåðõíîñòü ïîëóáåñêîíå÷íîé îäíîìåðíîé ñëîèñòîé ñðå-

äû èìïóëüñà èçëó÷åíèÿ ñ ïëîñêèì ôðîíòîì, ïàðàëëåëüíûì ãðàíèöå.
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Êàê èçâåñòíî [203], â îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ â ðåçóëü-

òàòå êîãåðåíòíûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññåÿíèè íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ

íåèçáåæíî íàñòóïàåò ëîêàëèçàöèÿ. Îäíàêî, íà ðàññòîÿíèÿõ, íå ïðåâûøàþùèõ

äëèíó ëîêàëèçàöèè [203], ðàñïðîñòðàíåíèå èçëó÷åíèÿ óäîâëåòâîðèòåëüíî îïè-

ñûâàåòñÿ òåîðèåé ïåðåíîñà. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå èì-

ïóëüñà â ñðåäå ïîä÷èíÿåòñÿ îäíîìåðíîìó íåñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþ ïåðåíîñà

[203, 88]. Åñëè íå òðåáóåòñÿ îòäåëüíûé ó÷åò êîãåðåíòíîé ñîñòàâëÿþùåé èçëó÷å-

íèÿ â èìïóëüñå, îñëàáëåííîå â ñðåäå ïðîõîäÿùåå èçëó÷åíèå è ðàññåÿííîå âïåðåä

èçëó÷åíèå â îäíîìåðíîé ìîäåëè ñðåäû íåðàçëè÷èìû. Òàêèì îáðàçîì, ñëàãàåìîå

â óðàâíåíèè ïåðåíîñà, ñîîòâåòñòâóþùåå ðàññåÿíèþ âïåðåä, ìîæåò áûòü îáðàùå-

íî â íóëü ïåðåíîðìèðîâêîé êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ:

∂I+(θ, τ)

∂θ
+
∂I+(θ, τ)

∂τ
= −I+(θ, τ) + λI−(θ, τ) , (3.12)

∂I−(θ, τ)

∂θ
− ∂I−(θ, τ)

∂τ
= −I−(θ, τ) + λI+(θ, τ) , (3.13)

ãäå dτ = κdz � îïòè÷åñêàÿ òîëùèíà, dθ = κc dt � íîðìèðîâàííîå áåçðàçìåðíîå

âðåìÿ, z � ãëóáèíà â ñðåäå, κ � îáúåìíûé êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ, λ � àëüáå-

äî îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, I+ � ïîòîê èçëó÷åíèÿ â ïðÿìîì (ïîëîæèòåëüíîì)

íàïðàâëåíèè îñè z), I− � ïîòîê èçëó÷åíèÿ â îáðàòíîì (îòðèöàòåëüíîì) íàïðàâ-

ëåíèè îñè z, è c � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ â ñðåäå. Áóäåì ñ÷èòàòü

ñðåäó îäíîðîäíîé, òî åñòü åå îïòè÷åñêèå ïàðàìåòðû � ïîñòîÿííûìè κ = const,

c = const, λ = const. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ îáîèõ ïîòîêîâ

I±(0, τ) = 0. (3.14)

Íà áåñêîíå÷íîé ãëóáèíå ñðåäû òðåáóåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèÿ

I±(θ,∞) <∞ . (3.15)

Â ìîìåíò âðåìåíè t = t0 íà ãðàíèöó ñðåäû ïàäàåò êîðîòêèé èìïóëüñ èçëó÷åíèÿ.

Ïðåíåáðåãàÿ îòðàæåíèåì îò ïîâåðõíîñòè ñðåäû,

I+(θ, 0) = δ(t− t0) = κ c δ(θ − θ0), (3.16)
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ãäå δ(·) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà. Çàäà÷è ñ îòðàæàþùèìè ãðàíèöàìè áóäóò

ðàññìîòðåíà äàëåå. Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

F (s) =

∞∫
0

f(θ)e−sθ dθ (3.17)

ïî âðåìåíè θ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (3.12,3.13) ñ íà÷àëüíûìè (3.14) è ãðàíè÷íû-

ìè óñëîâèÿìè (3.15,3.16), ïîëó÷èì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé äëÿ ëàïëàñîâñêèõ îáðàçîâ I±:

(1 + s) Ĩ+(s, τ) +
∂

∂τ
Ĩ+(s, τ) = λ Ĩ−(s, τ), (3.18)

(1 + s) Ĩ−(s, τ)− ∂

∂τ
Ĩ−(s, τ) = λ Ĩ+(s, τ), (3.19)

Ĩ+(s, 0) = κ c e−s θ0, (3.20)

Ĩ±(s,∞) <∞. (3.21)

Ìîìåíò âðåìåíè ïðèáûòèÿ èìïóëüñà íà ãðàíèöó ñðåäû θ0 áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-

íîñòè ïîëàãàåì ðàâíûì íóëþ. Ðåøåíèå óðàâíåíèé (3.18-3.19), óäîâëåòâîðÿþùåå

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, (3.20-3.21), åñòü:

Ĩ+(s, τ) = κ c e−Qτ , (3.22)

Ĩ−(s, τ) = κ c
λ

1 + s+Q
e−Qτ , (3.23)

ãäå

Q =
√
1− λ2 + 2 s+ s2. (3.24)

Âûõîäÿùåå ÷åðåç ãðàíèöó ñðåäû èçëó÷åíèå I−(θ, 0), ìîæåò áûòü íàéäåíî îáðà-

ùåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà:

I−(θ, 0) =
1

2πi

∮
Ĩ−(s, τ)esθ ds (3.25)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ïðÿìîé (γ−i∞, γ+i∞), ëåæàùåé â êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè ïðàâåå âñåõ îñîáûõ òî÷åê ðåøåíèÿ Ĩ(s, τ) êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.2.

Åäèíñòâåííûìè îñîáûìè òî÷êàìè ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ åãî òî÷êè âåòâëåíèÿ

s = −1± λ, òàê ÷òî êîíòóð ìîæíî äåôîðìèðîâàòü, âûäåëÿÿ ïåòëþ âîêðóã ðàç-

ðåçà ìåæäó òî÷êàìè âåòâëåíèÿ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.2. Êâàäðàòíûé êîðåíü Q
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Ðèñ. 3.2: Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

ïðèíèìàåò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè íà áåðåãàõ ðàçðåçà. Àíàëèòè÷åñêè âû÷èñ-

ëèòü èíòåãðàë íåâîçìîæíî, íî ìîæíî îöåíèòü àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ íà ìàëûõ

è áîëüøèõ âðåìåíàõ:∮
Ĩ−(s, 0)esθ ds ≈ κ c

4

3
θλ2 , θ → 0 , (3.26)

∮
Ĩ−(s, 0)esθ ds ≈ κ c

θ−3/2

√
2πλ

e−(1−λ)θ , θ → ∞ . (3.27)

Íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó, ÷òî â ñëó÷àå ïðèñóòñòâèÿ â èìïóëüñå êîãåðåíòíîé

êîìïîíåíòû èçëó÷åíèÿ ðåøåíèå (3.26) íà ìàëûõ âðåìåíàõ íåïðàâîìåðíî, ïî-

ñêîëüêó êîãåðåíòíîé êîìïîíåíòîé èçíà÷àëüíî ïðåíåáðåãëè â èñõîäíûõ óðàâíå-

íèÿõ. Ñøèâàÿ àñèìïòîòèêè, ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå

I−(θ, 0) ≈ κ c
θ e(−1+λ) θ

3
4λ2 +

√
2 πλ θ

5
2

(3.28)

ñòðåìÿùååñÿ ê (3.26) è (3.27) íà ìàëûõ è áîëüøèõ âðåìåíàõ, ñîîòâåòñòâåííî. Â

ðàáîòå [244] ïîëó÷åíî ðåøåíèå äëÿ áåñêîíå÷íîé ñðåäû, îòëè÷àþùååñÿ îò ðåøå-

íèÿ äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè t.

3.3.2 Ñðåäà ñ îòðàæàþùåé ãðàíèöåé.

Ðàññìîòðèì ïëîñêîïàðàëëåëüíûé ñëîé ñðåäû òîëùèíû τ0 ñ çåðêàëüíî îòðà-

æàþùåé çàäíåé ãðàíèöåé ñ êîýôôèöèåíòîì îòðàæåíèÿ R ïî èíòåíñèâíîñòè.
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Èíòåíñèâíîñòè ïîòîêîâ èçëó÷åíèÿ I± ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèÿì (3.12-3.13) ñ

ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (3.16) íà ïåðåäíåé ãðàíèöå è íà÷àëüíûì óñëîâèåì (3.14).

Òðåáîâàíèå îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè (3.15) çàìåíÿåòñÿ óñëî-

âèåì îòðàæåíèÿ

I−(θ, τ0) = RI+(θ, τ0), (3.29)

íà çàäíåé ãðàíèöå.

Ñîîòâåòñòâåííî, Ĩ±(s, τ0) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (3.18, 3.19, 3.20)

è

Ĩ−(s, τ0) = RĨ+(s, τ0), (3.30)

Èíòåðåñóþùåå íàñ ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ïîñòàâëåííûì ãðàíè÷íûì óñëî-

âèÿì, íà ïåðåäíåé ãðàíèöå ñëîÿ ðàâíî

Ĩ−(s, 0) = κ c
−R

(
Q+ e2Qτ0 (Q− σ) + σ

)
+ λ− λ e2Qτ0

σ −Q−Rλ− (Q+ σ −Rλ) e2Qτ0
, (3.31)

ãäå σ = s + 1 è Q îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (3.24). Â ïðåäåëå τ0 → ∞ è R = 0

â (3.31), ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû (3.23). Ìîæíî ïîêà-

çàòü, ÷òî âûðàæåíèå (3.31) íå çàâèñèò îò çíàêà Q→ (−Q), ñëåäîâàòåëüíî, îíî
íå èìååò òî÷åê âåòâëåíèÿ. Îäíàêî, ýòî âûðàæåíèå èìååò ïîëþñà, óäîâëåòâîðÿ-

þùèå òðàíñöåíäåíòíîìó óðàâíåíèþ

exp(2Qτ0) =
σ −Q−Rλ

σ +Q−Rλ
. (3.32)

Âñå ýòè ïîëþñà ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè Res < 0, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ.

3.3 . Ïîëþñà s±n àñèìïòîòè÷åñêè ãðóïïèðóþòñÿ âáëèçè äâóõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ

âåòâåé

Im s±n ≈ ± Rλ

2
exp (2 τ0 (−1−Re s±n)) . (3.33)

Ïîëþñ ñ íàèìåíüøåé ïî ìîäóëþ îòðèöàòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ s0

ëåæèò íà äåéñòâèòåëüíîé îñè. Äåôîðìàöèåé êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ â (3.25)

ìîæíî ïåðåíåñòè åãî ëåâåå âñåõ ïîëþñîâ. Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòèêà ïîâå-

äåíèÿ I−(θ, 0) íà áîëüøèõ âðåìåíàõ θ >> τ0 îïðåäåëÿåòñÿ âû÷åòîì (3.25) â

ãëàâíîì ïîëþñå s0

I−(θ, 0) ≈ κ c Res
[
e sθ I−(s, 0)

]∣∣
s=s0

. (3.34)
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Ðèñ. 3.3: Ïîëþñà âûðàæåíèÿ (3.31).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà àñèìïòîòèêà ñïðàâåäëèâà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

âðåìåí θ > 2τ0, ò.å. ïîñëå òîãî, êàê èìïóëüñ îòðàçèòñÿ îò çàäíåé ãðàíèöû,

ïðîéäåò ñðåäó â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè è ïîêèíåò åå. Íà áîëåå êîðîòêèõ âðåìå-

íàõ θ < 2τ0 ñïðàâåäëèâî ðåøåíèå äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû (3.22,3.23). Äëÿ

äîñòàòî÷íî òîëñòûõ ñëîåâ (τ0 ≈ 1 è áîëåå) ïîëþñ s0 ñòðåìèòñÿ ê −1−λ. Â ýòîì

ñëó÷àå, ðåøåíèå òàêæå ïðèáëèæàåòñÿ ê (3.22,3.23).

Ñõîäèìîñòü ðÿäà âû÷åòîâ ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà íåïîñðåäñòâåííî. Ïðè

|s| → ∞, óðàâíåíèå (3.32) àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê

e2τ0σ ≈ −Rλ
2σ

(3.35)

ãäå σ = s+ 1. Ïîäñòàâëÿÿ σ = x+ iy, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ìîäóëÿ

e2τ0x ≈ Rλ

2|x+ iy|
. (3.36)

Ôîðìóëà (3.33) âûðàæàåò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (3.36) äëÿ áîëüøèõ |y|. Èñ-
ïîëüçóÿ (3.33) è (3.36), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âû÷åòû ρn = Res [I−(sn, 0)] âû-

ðàæåíèÿ (3.31) â ïîëþñàõ sn ïðè áîëüøèõ |s| àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàþòñÿ

ê

|ρn| ∝
∣∣∣∣ esnθ snλτ0

∣∣∣∣ . (3.37)

Òàêèì îáðàçîì, ñóììà ðÿäà âû÷åòîâ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ

ìàæîðèðóåòñÿ âûðàæåíèåì

Σ̂ =
∑
n

∣∣snesnθ∣∣ . (3.38)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.33) â (3.38), ñõîäèìîñòü ðÿäà θ > 2τ0 ìîæíî óñòàíîâèòü ïî ïðè-

çíàêó Ä'Àëàìáåðà.
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3.3.3 Ñðåäà ñ äâóìÿ îòðàæàþùèìè ãðàíèöàìè.

Ðàññìîòðèì ñëîé îïòè÷åñêîé òîëùèíû τ0 ñ êîýôôèöèåíòàìè îòðàæåíèÿ ïî èí-

òåíñèâíîñòè R1 è R2 íà ïåðåäíåé è çàäíåé ãðàíèöàõ, ñîîòâåòñòâåííî. Êîýôôè-

öèåíòû ïðîïóñêàíèÿ ðàâíû T1 = 1 − R1 è T2 = 1 − R2, íåçàâèñèìî îò íàïðàâ-

ëåíèÿ ïîòîêà. Â ìîìåíò âðåìåíè θ = 0, íà âíåøíþþ ãðàíèöó ïàäàåò èìïóëüñ

èçëó÷åíèÿ. Âûäåëèì íåðàññåÿííóþ ÷àñòü èçëó÷åíèÿ èç îáùåãî ðåøåíèÿ. Ðàñ-

ïðîñòðàíÿþùèéñÿ â ñðåäå âïåðåä è íàçàä δ-èìïóëüñ, îòðàæàþùèéñÿ îò îáåèõ

ãðàíèö, åñòü

I+0 (θ, τ) = T1(R1R2)
ne−τ−2n τ0 δ(τ+2n τ0−θ), 2nτ0 < θ < (2n+1)τ0; 0 otherwise;

(3.39)

I−0 (θ, τ) = T1R2(R1R2)
neτ−2(n+1) τ0 δ(τ−2 (n+ 1) τ0+θ), (2n+ 1)τ0 < θ < 2(n+ 1)τ0;

(3.40)

0 otherwise .

Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ I±(θ, τ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (3.14). Ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ëàïëàñîâñêèõ îáðàçîâ äèôôóçíûõ ïîòîêîâ

èçëó÷åíèÿ I±

(1 + s) Ĩ+(s, τ) +
∂

∂τ
Ĩ+(s, τ) = λ Ĩ−(s, τ) + λ Ĩ−0 (s, τ) , (3.41)

(1 + s) Ĩ−(s, τ)− ∂

∂τ
Ĩ−(s, τ) = λ Ĩ+(s, τ) + λ Ĩ+0 (s, τ) , (3.42)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

Ĩ−(s, τ0) = R2Ĩ
+(s, τ0) , (3.43)

Ĩ+(s, 0) = R1Ĩ
−(s, 0) . (3.44)

Ëàïëàñîâñêèå îáðàçû (3.39) è (3.40) åñòü

Ĩ+0 (s, τ) =
T1 e

−σ τ

1−R1R2 e−2σ τ0
, (3.45)

Ĩ−0 (s, τ) =
R2 T1 e

σ (τ−τ0)

1−R1R2 e−2σ τ0
, (3.46)

ãäå σ = 1 + s. Ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé íà âíåøíåé ãðàíèöå

Ĩ−(s, 0) =
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Ðèñ. 3.4: Ïîëþñà âûðàæåíèÿ (3.47).

eσ τ0
(
1 + eQτ0

)
T1
((
1 + eQτ0

)
(−1 + eσ τ0) QR2 +

(
−1 + eQτ0

)
(eσ τ0 (−R2 σ + λ)−R2σ +R2

2 λ)
)

(e2σ τ0 −R1R2) (− ((1 + e2Qτ0) Q (−1 +R1R2)) + (−1 + e2Qτ0) (σ +R1R2 σ − (R1 +R2) λ))
.

(3.47)

Ïîëþñà ýòîãî ðåøåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.4. Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ θ > 2τ0,

àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå I−(θ, 0) îïðåäåëÿåòñÿ ñàìûì ïðàâûì ïîëþñîì (3.47)

â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, êîòîðûé ëåæèò íà äåéñòâèòåëüíîé îñè è ìîæåò áûòü

íàéäåí ÷èñëåííî. Åñëè τ0 äîñòàòî÷íî âåëèêî, ðåøåíèå íà áîëüøèõ âðåìåíàõ

ñòðåìèòñÿ ê ðåøåíèþ äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû (3.27).

Óðàâíåíèÿ (3.41-3.42) òàêæå ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðå-

äå ñ îòðàæàþùåé ãðàíèöåé. Ëàïëàñîâñêèé îáðàç íåðàññåÿííîãî â ñðåäå èìïóëü-

ñà èçëó÷åíèÿ I+0 (θ, τ) = (1−R1) e
−τ δ(θ − τ) is

Ĩ+0 (s, τ) = (1−R1) e
−στ , (3.48)

ïðè÷åì Ĩ−0 (s, τ) = 0. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé, óäîâëåòâîðÿ-

þùåå (3.44) íà ïîâåðõíîñòè è îãðàíè÷åííîå íà áåñêîíå÷íîñòè, (3.15), çàïèñûâà-

åòñÿ â âèäå

Ĩ−(s, 0) =
(1−R1)

2 λ

σ −R1 λ+Q
. (3.49)

Âûðàæåíèå (3.49) èìååò åäèíñòâåííûé ïîëþñ s = (−2R1 + (1 +R1
2)λ)/(2R1),

ëåæàùèé íà âåòâè Q < 0, êîòîðóþ ìû íå ðàññìàòðèâàåì. Òàêèì îáðàçîì, îñ-

íîâíîé âêëàä â èíòåãðàë (3.25) âíîñèò ïðàâûé êîíåö ðàçðåçà (ðèñ. 3.2). Ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ðåøåíèå èìååò àñèìïòîòèêó (3.27), íå çà-

âèñÿùóþ îò êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ ãðàíèöû R1.
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3.3.4 Ñëîé íà ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäå

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñðåäû λ(τ), κ(τ) , è

c(τ) ïî òîëùèíå ñëîÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ òðåáóåòñÿ ðåøàòü ÷èñëåí-

íî. Îäíàêî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íà îñíîâå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ñòðîåíèè

ñðåäû [217] ìîæíî ïðèíÿòü ìîäåëü êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ïàðàìåòðîâ. Ðàññìîò-

ðèì ïðîñòåéøóþ ìîäåëü ñðåäû òàêîãî òèïà. Ðàññìîòðèì ñëîé ñðåäû, ëåæàùèé

íà ïîëóïðîñòðàíñòâå. Ïàðàìåòðû îáåèõ ñðåä áóäåì îáîçíà÷àòü ðèìñêèìè öèô-

ðàìè 'I' è 'II' λI,II , κI,II , è cI,II äëÿ ñëîÿ è ïîëóïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâåííî. Â

íàøåé óïðîùåííîé ìîäåëè ïðèìåì κI = κII = κ è cI = cII = c. Â ýòîì ñëó÷àå

θI = θII = θ. Ïóñòü îïòè÷åñêàÿ òîëùèíà ñëîÿ ðàâíà τ0. Èíòåíñèâíîñòè ïîòîêîâ

I±I,II(θ, τ) â îáåèõ ñðåäàõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (3.12,3.13) ñ ïàðàìåòðà-

ìè λ = λI è λ = λII , ñîîòâåòñòâåííî. Íà ïîâåðõíîñòè I
+
I (θ, τ) óäîâëåòâîðÿþò

ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (3.16). Íà áåñêîíå÷íîé ãëóáèíå ñðåäû I±II(θ, τ) îãðàíè÷å-

íû. Íà ãðàíèöàõ äâóõ ñðåä I è II äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè

ïîòîêîâ èçëó÷åíèÿ

I±I (θ, τ0) = I±II(θ, τ0). (3.50)

Âñå èíòåíñèâíîñòè ïîòîêîâ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ðàâíû íóëþ (3.14).

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà êî âñåì óêàçàííûì óðàâíåíèÿì, ïîëó÷èì

ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ÷åòûðåõ ïîòîêîâ

Ĩ±I,II(s, τ). Èíòåðåñóþùåå íàñ ðåøåíèå äëÿ îòðàæåííîãî èçëó÷åíèÿ èìååò âèä

Ĩ−I (θ, 0) = (3.51)

QII

((
−1 + e2QI τ0

)
σ (λI − λII) +

(
1 + e2QI τ0

)
QI λII

)
+
(
−1 + e2QI τ0

)
λI
(
σ2 − λII

2
)

(1 + e2QI τ0) QI

(
QII σ + σ2 − λII

2
)
+ (−1 + e2QI τ0)

(
σ3 − σ λII

2 +QII (σ2 − λI λII)
) ,

ãäå σ = 1+ s, QI =
√
σ2 − λI

2, è QII =
√
σ2 − λII

2. Ìû âèäåëè, ÷òî äëÿ áåñêî-

íå÷íûõ ñðåä àñèìïòîòèêè ðåøåíèé îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ I−(s, τ), â

òî âðåìÿ êàê äëÿ ñëîåâ êîíå÷íîé òîëùèíû ýòè àñèìïòîòèêè îïðåäåëÿþòñÿ åãî

ïîëþñàìè. Ðåøåíèå (3.51) íå çàâèñèò îò âûáîðà çíàêà âåòâè QI → (−QI), íî

èìååò òî÷êè âåòâëåíèÿ s = −1 ± λII ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì âåòâëåíèÿ QII .

Ðàçðåç ïðîâîäèòñÿ ìåæäó ýòèìè äâóìÿ òî÷êàìè.

Ôèçè÷åñêè ýòî çíà÷èò, ÷òî íà áîëüøèõ ïî ñðàâíåíèþ ñ âðåìåíåì ïðîõîæäå-

íèÿ ñëîÿ âðåìåíàõ ñïàä âûõîäÿùåãî èçëó÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ åãî ðàñïðîñòðàíå-
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íèåì â ïîëóáåñêîíå÷íîé ïîäëîæêå. Òàêèì îáðàçîì, ïîëþñà ïðàâåå òî÷êè âåòâëå-

íèÿ s = −1+λII äîëæíû îòñóòñòâîâàòü, â ÷åì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ ÷èñëåííûì

ðàñ÷åòîì. Èíòåãðèðîâàíèåì ïî êîíòóðó âîêðóã ðàçðåçà 3.2, ïîëó÷àåòñÿ àñèìï-

òîòè÷åñêèé âêëàä òî÷êè âåòâëåíèÿ s = −1 + λII íà áîëüøèõ âðåìåíàõ θ:

I−I (θ, 0) =
κ c θ−

3
2 e (−1+λII) θ (λI + λII)√

2πλII (λI + λII cosh(2 τ0Λ) + Λ sinh(2 τ0Λ))
, (3.52)

ãäå Λ =
√

−λI2 + λII
2. Íà âðåìåíàõ, íå ïðåâûøàþùèõ θ < 2τ0, ðåøåíèå ïðè-

áëèæàåòñÿ ê àñèìïòîòè÷åñêîìó ðåøåíèþ äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû òèïà I.

3.4 Ìîäåëü ðàäèàöèîííîãî ïåðåíîñà â äâóìåð-
íîé è òðåõìåðíîé ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäå.

Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ïëîñêîñëîèñòóþ ìîäåëü ñðåäû, êîòîðàÿ ïðèìåíÿëàñü

äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ â ñåéñìîëîãèè [245]. Íåñòàöèîíàðíîå óðàâíå-

íèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå [246]:

1

c

∂I

∂t
+
∂I

∂s
= j − κI , (3.53)

ãäå c � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ñðåäå, I = I(r, ϕ) � óãëîâîå ðàñïðå-

äåëåíèå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ, t � âðåìÿ, s � ðàññòîÿíèå âäîëü òðàåêòîðèè

ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ, κ � îáúåìíûé êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ, j � èíòå-

ãðàë ðàññåÿíèÿ, â ñëó÷àå äâóìåðíîé ñðåäû ðàâíûé

j(ϕ) =
1

2π

π∫
−π

I(ϕ′) g(ϕ, ϕ′)dϕ′ . (3.54)

Ñðåäà ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà õàðàêòåðèçóåòñÿ èíäèêàòðèñîé ðàññåÿíèÿ ñïåöè-

àëüíîãî âèäà

g(ϕ, ϕ′) ∝ λ(ϕ)δ(π − ϕ− ϕ′) , (3.55)

ïîñêîëüêó åäèíñòâåííûì ïðîöåññîì ðàññåÿíèÿ â ñðåäå ÿâëÿåòñÿ çåðêàëüíîå îò-

ðàæåíèå îò ïëîñêîïàðàëëåëüíûõ ñëîåâ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàçäåëåíèè ïåðå-

ìåííûõ ïðîáëåìà ñâîäèòñÿ ê ê íåçàâèñèìîìó ðåøåíèþ îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé

ïåðåíîñà â äâóïîòîêîâîì ïðèáëèæåíèè I(π± ϕ) ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà

ðàçäåëåíèÿ (óãëà ϕ) [241], êàê ïîêàçàíî äàëåå.
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Z

XY

φ

(1)

(2) (3)

Ðèñ. 3.5: Ðàçëè÷íûå ñõåìû ýêñïåðèìåíòà ïî ãëóáèííîé ðàäèîëîêàöèè ñëîèñòûõ
ïîëÿðíûõ ëüäîâ: (1) � îðáèòàëüíàÿ ëîêàöèÿ, (2) � îäíîïîçèöèîííàÿ ëîêàöèÿ,
(3) � äâóõïîçèöèîííàÿ ëîêàöèÿ
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Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, óðàâíåíèÿ äâóõïîòîêîâîãî ïðèáëèæåíèÿ çà-

ïèñûâàþòñÿ â âèäå

∂I+

∂θ
+ cosϕ

∂I+

∂τ
+ sinϕ

∂I+

∂χ
= −I+ + λI− , (3.56)

∂I−

∂θ
− cosϕ

∂I−

∂τ
+ sinϕ

∂I−

∂χ
= −I− + λI+ , (3.57)

ãäå dτ = κdz � îïòè÷åñêàÿ òîëùèíà â íàïðàâëåíèè z, dχ = κdx � îïòè÷åñêàÿ

òîëùèíà â íàïðàâëåíèè x, dθ = κc dt � íîðìèðîâàííîå (áåçðàçìåðíîå) âðåìÿ, z

� ãëóáèíà â ñðåäå, κ = κ(ϕ) � îáúåìíûé êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ, λ = λ(ϕ) �

àëüáåäî îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, I+ = I(ϕ) è I− = I(π−ϕ) � âõîäÿùèé è èñõî-

äÿùèé ïîòîêè ñîîòâåòñòâåííî â ïîëîæèòåëüíîì è îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè

z, c � ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû â ñðåäå, ϕ � óãîë ïàäåíèÿ

âîëíû íà ñèñòåìó ïàðàëëåëüíûõ ñëîåâ (ñì. ðèñ 3.5)). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïà-

ðàìåòðû ñðåäû κ = κ(ϕ) è λ = λ(ϕ) íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå

è ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ôóíêöèÿìè óãëà ϕ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëüíîé èíòåí-

ñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ â ñðåäå íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðèðîâàòü óãëîâîå ðàñïðåäå-

ëåíèå èíòåíñèâíîñòè I± ïî âñåì óãëàì ϕ. Â ÷àñòíîñòè, ïîëíàÿ èíòåíñèâíîñòü

èñõîäÿùåãî èçëó÷åíèÿ, íàáëþäàåìàÿ èçîòðîïíûì ïðèåìíèêîì íà ïîâåðõíîñòè,

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

I(x, 0) =

π/2∫
0

I−(x, 0, ϕ)dϕ. (3.58)

Îïðåäåëèì íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ïðè îòñóòñòâèè èçëó÷åíèÿ â

ñðåäå äî ïîñòóïëåíèÿ èìïóëüñà íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü íóëåâûå íà÷àëüíûå óñëî-

âèÿ

I±|θ=0 = 0. (3.59)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà âåðõíåé ãðàíèöå ñðåäû ñîîòâåòñòâóþò èìïóëüñó èçëó÷å-

íèÿ òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà â òî÷êå (0, 0), â ìîìåíò âðåìåíè θ = θ0.

I+|τ=0 = f(ϕ)δ(χ)δ(θ − θ0), (3.60)

ãäå f(ϕ) ñîîòâåòñòâóåò óãëîâîìó ðàñïðåäåëåíèþ èíòåíñèâíîñòè èìïóëüñíîãî èñ-

òî÷íèêà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ýòîò ìîìåíò âðåìåíè θ0 ìîæíî ïîëîæèòü
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ðàâíûì íóëþ. Íà íèæíåé ãðàíèöå òàêæå ôîðìóëèðóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ãðà-

íè÷íîå óñëîâèå. Ïðè àíàëèçå ðàäèîëîêàöèè ìàðñèàíñêèõ ïîëÿðíûõ ëüäîâ â ðà-

áîòàõ [145, 241] îïòè÷åñêàÿ òîëùèíà ñëîÿ ñ÷èòàëàñü äîñòàòî÷íî áîëüøîé, è áûëî

ïðèáëèæåííî ïðèíÿòî óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íîé ãëóáèíå

z. Ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ óðàâíåíèÿ (3.56), (3.57) ìîãóò áûòü ñâåäåíû

ê ïàðå îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé ïåðåíîñà

∂I+

∂θ′
+ cosϕ

∂I+

∂τ
= −I+ + λI− , (3.61)

∂I−

∂θ′
− cosϕ

∂I−

∂τ
= −I− + λI+ . (3.62)

Íîâûå ïåðåìåííûå θ′, χ′ îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:(
θ′

χ′

)
=

(
1

− cosψ sinψ

tanψ

cos2 ψ

)(
θ

χ

)
, (3.63)

ãäå ψ = arctan(1/ sinϕ). Â íîâûõ ïåðåìåííûõ, íà÷àëüíîå óñëîâèå ïðèíèìàåò

âèä

I+|τ=0 = f(ϕ)δ(−θ cosψ sinψ + χ cos2 ψ)δ(θ′) (3.64)

Óðàâíåíèÿ (3.61, 3.62) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (3.64) è íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëî-

âèåì ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà [88, 241] Â ÷àñòíîì

ñëó÷àå íàáëþäåíèÿ ðàññåÿííîãî ïîëÿ â òî÷êå èñòî÷íèêà (0, 0) ëèøü I−(θ)|x,y,ϕ=0

âíîñèò âêëàä â íàáëþäàåìûé ñèãíàë. Èíòåãðèðîâàíèå ñ äåëüòà-ôóíêöèåé Äè-

ðàêà δ(·) â (3.64) ïî óãëó ϕ äàåò ìíîæèòåëü θ−1 â îêîí÷àòåëüíîì ðåçóëüòàòå

I−(θ)|x,y=0 = θ−1f(0)I−(θ, 0), (3.65)

ãäå I−(θ, 0) � ñîîòâåòñòâóþùåå íåñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñèñòåìû îäíîìåðíûõ

íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷-

íûìè óñëîâèÿìè.

Â ñëó÷àå òðåõìåðíîé ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäû, ðåøåíèå óðàâíåíèé ïåðåíîñà

èçëó÷åíèÿ àíàëîãè÷íî äâóìåðíîìó. Ââåäåì ïàðó åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ n± òàêèõ,

÷òî n+x = n−x , n
+
y = n−y , n

+
z = −n−z , ñîîòâåòñòâåííî â íàïðàâëåíèè ïàäåíèÿ è

îòðàæåíèÿ ëó÷à íà ñèñòåìó ïàðàëëåëüíûõ ñëîåâ. Óðàâíåíèÿ (3.56) è (3.57) äëÿ

ïàðöèàëüíûõ èíòåíñèâíîñòåé I± ïîòîêîâ â íàïðàâëåíèÿõ n±, èìåþò âèä

∂I+

∂θ
+ n+ · ∇τI

+ = −I+ + λI− , (3.66)
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∂I−

∂θ
+ n− · ∇τI

− = −I− + λI+ , (3.67)

ãäå ãðàäèåíò ∇τI
± ≡ κ−1{∂I±

∂x ,
∂I±

∂y ,
∂I±

∂z }, òî÷êà (·) îçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå òðåõìåðíûõ âåêòîðîâ. Ýòè óðàâíåíèÿ äîëæíû áûòü ðåøåíû ñîâìåñòíî ñ

íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.59) è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà ïîâåðõíî-

ñòè ñðåäû

I+|τ=0 = f(n+)δ(χ)δ(ξ)δ(θ) , (3.68)

ãäå dξ = κdy � âòîðàÿ íîðìèðîâàííàÿ ïîïåðå÷íàÿ êîîðäèíàòà â òðåõ èçìå-

ðåíèÿõ, f(n+) � óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ â

òî÷êå x, y, z = 0. Íà áåñêîíå÷íîé ãëóáèíå íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü îãðàíè÷åí-

íîñòè ðåøåíèÿ. Â òî÷êå èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ ðåøåíèå äëÿ ðàññåÿííîãî ïîëÿ

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå [242]

I−(θ)|x,y,z=0 = θ−2f(n0)I
−(θ, 0), (3.69)

ãäå n0 ≡ {0, 0, 1} � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè â íàïðàâëåíèè z, I−(0, t) �

èñêîìîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ.

3.5 ×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ â ñëîèñòûõ ñðåäàõ.

3.5.1 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ðàäèîëîêàöèîííûõ ñèã-

íàëîâ ñ ëèíåéíîé ÷àñòîòíîé ìîäóëÿöèåé (Ë×Ì).

Àìïëèòóäà ðàäèîëîêàöèîííîãî ñèãíàëà, ïðèíÿòîãî ïîñëå îòðàæåíèÿ îò ñðåäû,

ïîñëå ñîãëàñîâàííîé ôèëüòðàöèè âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

f(t) =
1

2π

+∞∫
−∞

R(ω)F0(ω)F̃0(ω)H(ω)e−iωtdω, (3.70)

ãäå F0(ω) � ñïåêòð èçëó÷àåìîãî ñèãíàëà, F̃0(ω) � ôóíêöèÿ ñîãëàñîâàííîãî ôèëü-

òðà [247], H(ω) � ñïåêòðàëüíîå îêíî [248], R(ω) � êîìïëåêñíûé êîýôôèöèåíò

îòðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòè ñðåäû. Ïîâåðõíîñòü ïîëÿðíûõ ëåäÿíûõ îòëîæåíèé ÿâ-

ëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé, òàê ÷òî â ðàñ÷åòå áóäåì ñ÷èòàòü åå èäåàëüíî ïëîñêîé
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ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ. Áîêîâûå îòðàæåíèÿ ñèãíàëà îò ðåëüåôà ïîâåðõ-

íîñòè áóäóò ðàññìîòðåíû îòäåëüíî.

Â ðàäèîëîêàòîðàõ MARSIS è SHARAD èñïîëüçîâàëèñü ñèãíàëû ñ ëèíåéíîé

÷àñòîòíîé ìîäóëÿöèåé (Ë×Ì). Ñïåêòð Ë×Ì ñèãíàëà F0(ω) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

èíòåãðàëû Ôðåíåëÿ [247]

F0(ω) =

√
T

2B
exp(−i(ω − ω0)

2T

4πB
) (Φ(u1)− Φ(u2)), (3.71)

ãäå

Φ(t) = C(t) + iS(t) =

t∫
0

exp(i
π

2
z2)dz (3.72)

� èíòåãðàë Ôðåíåëÿ [150],

u1 = −(ω − ω0)

π

√
T

2B
−
√
BT

2
,

u2 = −(ω − ω0)

π

√
T

2B
+

√
BT

2
,

ω0 = (ω2 − ω1)/2 � ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà ïîëîñû Ë×Ì ñèãíàëà, B è T � øèðèíà

ïîëîñû è äëèòåëüíîñòü ñèãíàëà, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ áàçû

Ë×Ì ñèãíàëà BT >> 1 ñïåêòð ñèãíàëà â ïðèáëèæåíèè ñòàöèîíàðíîé ôàçû

õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ âûðàæåíèåì

F0(ω) ≈
√
i
T

B
exp(−i(ω − ω0)

2T

4πB
) (3.73)

âíóòðè ðàáî÷åé ïîëîñû ÷àñòîò ñèãíàëà è ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëþ çà ïðåäåëà-

ìè ýòîé ïîëîñû. Â ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ MARSIS è SHARAD çíà÷åíèÿ BT

ñîñòàâëÿëè ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ñîòåí, òàê ÷òî âåçäå â íàøèõ ðàñ÷åòàõ èñïîëü-

çóåòñÿ ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå (3.73) äëÿ ñïåêòðà ñèãíàëà. Òàêèì îáðàçîì,

ôóíêöèÿ ñîãëàñîâàííîãî ôèëüòðà ðàâíà

F̃0(ω) ≈ exp(i
(ω − ω0)

2T

4πB
) , (3.74)

ò.å. ìîæíî ïðèáëèæåííî ïîëàãàòü F0(ω)F̃0(ω) ≈ const. Ýòî ïðèáëèæåíèå áóäåò

èñïîëüçîâàòüñÿ íàìè â äàëüíåéøåì.
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Â ïðîöåäóðå îáðàáîòêè ïðèíÿòûõ ñèãíàëîâ ðàäèîëîêàòîðà MARSIS íà áîðòó

êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà [249] èñïîëüçîâàëîñü ñïåêòðàëüíîå îêíî Õýííèíãà [248]

H(ω) =
1

2
(1− cos(2π

ω − ω1

ω2 − ω1
)), (3.75)

ãäå ω1 è ω2 � âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ÷àñòîòû ðàáî÷åé ïîëîñû ñèãíàëà, ñîîòâåòñòâåí-

íî, Ýòî æå ñïåêòðàëüíîå îêíî èñïîëüçóåòñÿ âåçäå â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

3.5.2 Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

â îäíîìåðíîé ñëîèñòîé ñðåäå.

Èìïåäàíñ ïà÷êè ñëîåâ ñ ïîñòîÿííûìè ýëåêòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè â ïðåäåëàõ

êàæäîãî ñëîÿ â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ âîëíû ìîæíî âû÷èñëèòü ïî èç-

âåñòíîé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå [251]:

Z(n) =
Z(n−1) − iZn tan(kndn)

Zn − iZ(n−1) tan(kndn)
Zn, (3.76)

ãäå Z(n) � èìïåäàíñ n-ñëîéíîé ñðåäû, Z(n−1) � èìïåäàíñ (n− 1)-ñëîéíîé ñðåäû,

Zn = 1/
√
εn � ñîáñòâåííûé èìïåäàíñ n-ãî ñëîÿ, kn = ω/c

√
εn � âîëíîâîå ÷èñëî â

n-ì ñëîå, εn è dn � êîìïëåêñíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü è òîëùèíà n-ãî

ñëîÿ, ñîîòâåòñòâåííî. Èç ýòîé ôîðìóëû ìîæíî âûâåñòè ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó

äëÿ àìïëèòóäíîãî êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ:

R̃n =
(kn − kn−1) + R̃n−1 exp(2ikn−1dn−1)(kn + kn−1)

(kn + kn−1) + R̃n−1 exp(2ikn−1dn−1)(kn − kn−1)
, (3.77)

ãäå R̃n = Rn exp(2iknzn), zn � ãëóáèíà ãðàíèöû ìåæäó (n− 1)-ì è n-ì ñëîÿìè.

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ñîîòíîøåíèé âû÷èñëÿåòñÿ àìïëèòóäíûé êîýôôèöèåíò îòðà-

æåíèÿ îò ìíîãîñëîéíîé ñðåäû íà äàííîé ÷àñòîòå. Ïîäñòàâëÿÿ åãî â ôîðìóëó

(3.70) , ïîëó÷èì ïðîôèëü îòðàæåííîãî îò ñðåäû ðàäèîëîêàöèîííîãî èìïóëüñà.

3.5.3 Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-

ëÿ â äâóìåðíîé ñëîèñòîé ñðåäå.

Âû÷èñëèì ðåøåíèå óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ìîäåëè äâóìåðíîé

ñëîèñòîé ñðåäû ñ òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì èçëó÷åíèÿ íà åå ïîâåðõíîñòè [242]. (
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ðèñ. 3.5). Îïðåäåëèì ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ ïîñðåäñòâîì ýëåêòðè÷å-

ñêîãî âåêòîðà Ãåðöà [250]:

E = k2εµΠe + grad divΠe , (3.78)

H = −ikε rotΠe , (3.79)

ãäå k = ω/c0 � âîëíîâîå ÷èñëî â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå, c0 = 2.9979 · 108ì/ñ �
ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå. Àíàëîãè÷íî, ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ ìîæíî

îïðåäåëèòü ïîñðåäñòâîì ìàãíèòíîãî âåêòîðà Ãåðöà:

E = ikµ rotΠm , (3.80)

H = k2εµΠm + grad divΠm . (3.81)

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ýëåêòðè÷åñêèé âåêòîð Ãåðöà. Ïóñòü òî÷å÷íûé èñòî÷íèê

èçëó÷àåò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñ âåêòîðîì Ãåðöà Πe = (0,Πe
y, 0), ñ åäèíñòâåííîé

îòëè÷íîé îò íóëÿ êîìïîíåíòîé Πe
y = H

(1)
0 (kr), êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíê-

öèþ Ãàíêåëÿ ïåðâîãî ðîäà. ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîëÿ E â ýòîì ñëó÷àå ïàðàëëåëåí ýëåêòðè÷åñêîìó âåêòîðó Ãåðöà.

Πe, êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü ïàðàëëåëåí ñëîÿì ñðåäû è íîðìàëåí ê ïëîñêîñòè

ïàäåíèÿ âîëíû íà ñðåäó (ÒÅ-ìîäà). Â ïëîñêîñòè z = 0 ýëåêòðè÷åñêèé âåêòîð

Ãåðöà Πe
y âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë Âåéëÿ [250]:

H
(1)
0 (kx) =

1

2π

+∞∫
−∞

2

kz
exp (ikxx) dkx , (3.82)

ãäå k = {kx, ky, kz} � âîëíîâîå ÷èñëî.

Ey(x) =
1

2π

+∞∫
−∞

2

kz
exp (ikxx)R(k, kx) dkx , (3.83)

ãäå R(k, kx) � êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ÒÅ-âîëíû ñ ïîïåðå÷íîé êîìïîíåíòîé

âîëíîâîãî ÷èñëà kx. Àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ R(k, kx)

äëÿ ñëîèñòûõ ñðåä õîðîøî èçâåñòíû [250, 251].

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå ðåøåíèå äëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-

ëÿ Ey(x) (3.83) â ôîðìóëó ñîãëàñîâàííîé ñâåðòêè Ë×Ì ñèãíàëà, ïîëó÷èì ïðî-

ôèëü ñæàòîãî Ë×Ì ñèãíàëà, îòðàæåííîãî îò èññëåäóåìîé ñðåäû.
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Ðåøåíèå äëÿ ÒÌ-âîëíû ïîëó÷àåòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî. Èñòî÷íèê èçëó-

÷àåò ÒÌ-âîëíó ñ ìàãíèòíûì âåêòîðîì Ãåðöà Πm = (0,Πm
y , 0), íåíóëåâàÿ êîì-

ïîíåíòà êîòîðîãî Πm
y òàêæå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ Ãàíêåëÿ ïåðâîãî ðîäà

è èíòåãðàë Âåéëÿ (3.82). Ïîïåðå÷íàÿ êîìïîíåíòà Hy îòðàæåííîãî ïîëÿ òàêæå

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (3.83), ñ ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷åíèåì êîýôôèöèåíòà

îòðàæåíèÿ ÒÌ âîëíû îò ñëîèñòîé ñðåäû R(k, kx).

3.5.4 Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-

ëÿ â òðåõìåðíîé ñëîèñòîé ñðåäå.

Â òðåõìåðíîé ìîäåëè ñðåäû ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëüíîãî

èñòî÷íèêà òàêæå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåêòðè÷åñêèé âåêòîð Ãåðöà Πe, îïðåäåëÿ-

åìîãî ôîðìóëîé [250]

Πe =
Πe

0

r
exp(ikr − iωt) , (3.84)

ãäå Πe
0 � ïîñòîÿííàÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ äèïîëüíîìó ýëåêòðè÷åñêîìó ìîìåí-

òó îñöèëëèðóþùåãî ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëÿ. Ðàññìîòðèì äèïîëüíûé èñòî÷íèê,

ðàñïîëîæåííûé íà ïîâåðõíîñòè ñëîèñòîé ñðåäû â íà÷àëå êîîðäèíàò. Â ïëîñêî-

ñòè z = 0, âåêòîð Ãåðöà, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé (3.84), ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòå-

ãðàëîì Âåéëÿ [250]:

exp(ikr)

r
=

i

2π

∫
exp(i(kxx+ kyy − kzz))

dkxdky
kz

, (3.85)

where kz =
√
k2 − k2x − k2y. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðèìåì, ÷òî äèïîëüíûé ìîìåíò

èñòî÷íèêà îðèåíòèðîâàí ïàðàëëåëüíî îñè y, ò.å.

Πe
0 = (0,Πe

0, 0) . (3.86)

Èçëó÷åíèå òàêîãî äèïîëÿ â ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè, âîîáùå ãîâîðÿ, ñîäåð-

æèò âîëíû îáåèõ ïîëÿðèçàöèé (ÒÅ è ÒÌ) îòíîñèòåëüíî ìåñòíîé ïëîñêîñòè

ïàäåíèÿ. Îòðàæåííîå ïîëå, òàêèì îáðàçîì, ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ, êîòî-

ðûå äîëæíû áûòü íåçàâèñèìî âû÷èñëåíû äëÿ îáåèõ ïîëÿðèçàöèé. Ïåðåéäåì

ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé êîìïîíåíòû âîëíîâîãî ÷èñëà

kxy = (kx, ky, 0), kx = kxy cos γ, ky = kxy sin γ. Âåêòîð Ãåðöà, îïðåäåëåííûé

ôîðìóëîé (3.86), ìîæíî ðàçëîæèòü íà ñóììó äâóõ êîìïîíåíò, íîðìàëüíîé è
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ïàðàëëåëüíîé ê çàäàííîìó âîëíîâîìó âåêòîðó kxy:

Πe
0∥ = Πe

0 cos γ , (3.87)

Πe
0⊥ = Πe

0 sin γ , (3.88)

ñîîòâåòñòâóþùèõ ÒÌ è ÒÅ âîëíàì. Åñëè íàáëþäàåìàÿ ïîëÿðèçàöèÿ îòðàæåí-

íîãî ïîëÿ ñîîòâåòñòâóåò ïîëÿðèçàöèè èçëó÷àåìîãî ïîëÿ, êàê ýòî ÷àñòî èìååò

ìåñòî â ýêñïåðèìåíòàõ ïî ãëóáèííîé ðàäèîëîêàöèè, òî íàáëþäàåìàÿ êîìïîíåí-

òà îòðàæåííîãî ïîëÿ Ey äëÿ êàæäîé èç ïîëÿðèçàöèé âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì

Âåéëÿ

E∥y =
i

2π
Πe

0

∫
kz R∥ cos2 γ kxydkxy dγ , (3.89)

E⊥y =
i

2π
Πe

0k
2

∫
R⊥ sin2 γ

kxydkxy dγ

kz
, (3.90)

ãäå kz =
√
k2 − k2xy, R⊥ è R∥ � êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòè äëÿ ÒÅ

è ÒÌ ïîëÿðèçàöèé, ñîîòâåòñòâåííî, ðàññìîòðåííûå âûøå â ìîäåëè äâóìåðíîé

ñëîèñòîé ñðåäû.

Ïîäñòàâëÿÿ íàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ (3.89) è (3.90) äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîé

âîëíû â ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå èìïóëüñíîãî ñèãíàëà (3.70), ïîëó÷èì ïðî-

ôèëü èìïóëüñíîãî ñèãíàëà.

Àáñîëþòíàÿ êàëèáðîâêà ïîäîáíûõ èçìåðåíèé íà ïðàêòèêå âåñüìà çàòðóä-

íèòåëüíà. Âû÷èñëåíèå äèàãðàììû íàïðàâëåííîñòè àíòåííû èçëó÷àòåëÿ, íåïî-

ñðåäñòâåííî ðàñïîëîæåííîé íà ãðàíèöå íåîäíîðîäíîé ñðåäû ñ çàðàíåå íåèç-

âåñòíûìè ïàðàìåòðàìè, ñ ó÷åòîì èìïåäàíñà ïåðåäàþùåãî óñòðîéñòâà è ò.ä. â

øèðîêîé ïîëîñå ÷àñòîò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòäåëüíóþ ñëîæíóþ çàäà÷ó, â ñâîþ

î÷åðåäü ðåøàåìóþ â òåõ èëè èíûõ ïðèáëèæåíèÿõ [252]. Ïî ýòîé ïðè÷èíå â ðà-

áîòàõ [242] ïðîâåäåíî îòíîñèòåëüíîå ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé äëÿ ïîëåé

ñèãíàëîâ â ñëîèñòîé ñðåäå ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî ìíîæèòåëÿ. Ïðè ýòîì

èíôîðìàòèâíîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòü ñïàäà èíòåíñèâíîñòè, ïðîïîðöè-

îíàëüíàÿ èñòèííîìó ïîãëîùåíèþ â ñðåäå [242, 164].

Çíà÷åíèÿ ïîëíîé îïòè÷åñêîé òîëùèíû τ0 = κz0 âñåãî ëåäÿíîãî ùèòà òîë-

ùèíîé z0 = 3600 , ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.6 äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷àñòîò è çíà÷åíèé ýëåê-

òðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè n′2 è tan δ2, ïðè÷åì ε′1 = 3.15, tan δ1 = 0.1 tan δ2

[145]. Êàæäàÿ ïîâåðõíîñòü íà ãðàôèêå ñîîòâåòñòâóåò îäíîé èç ÷àñòîò ñèãíà-

ëà (ïîêàçàíû öèôðàìè). Ìîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî âûñîêèõ ÷àñòîò
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Ðèñ. 3.6: Ïîëíàÿ îïòè÷åñêàÿ òîëùèíà ñëîèñòûõ îòëîæåíèé â çàâèñèìîñòè îò n′2
è òàíãåíñà ïîòåðü tan δ2.

ìîäåëü ïðåäñêàçûâàåò çíà÷åíèÿ îïòè÷åñêîé òîëùèíû τ0, çíà÷èòåëüíî ïðåâû-

øàþùèå åäèíèöó äëÿ áîëüøèíñòâà ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé n′2 è tan δ2. Ïî ýòîé

ïðè÷èíå, â ðàáîòàõ [241] îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü îïòè÷åñêè òîëñòûì (ïî-

ëóáåñêîíå÷íûì) ñðåäàì.

Åñëè ïîëíàÿ îïòè÷åñêàÿ òîëùèíà âñåãî ëåäÿíîãî ùèòà äîñòàòî÷íî âåëèêà,

ñëåäóåò îæèäàòü õîðîøåãî ñîãëàñèÿ ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ðåøåíèåì äëÿ ïîëó-

áåñêîíå÷íîé ñðåäû. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèãíàëîâ ðàäèîëî-

êàòîðîâ MARSIS (Band II) [253] è SHARAD [254], îòðàæåííûõ îò ñåâåðíîãî

ïîëÿðíîãî ùèòà, ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.7 è 3.8, ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäóÿ ðàáîòå

[145], áûëè ïðèíÿòû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ l1 = 14...45 ì (ðàâíîìåðíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì < l1 >≈ 30 ì ), l2 = 1 ì , ε1 = 3.15 (1 + i tan δ1),

ε2 = 9 (1 + i tan δ2). Òàíãåíñû ïîòåðü âàðüèðîâàëèñü, ñ ñîáëþäåíèåì ñîîòíîøå-

íèÿ < tan δ1 >=< 0.1 tan δ2 >.

Ñïëîøíûìè êðèâûìè ïîêàçàí ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèé ðàñ÷åò îòðàæåíèÿ îò

ñëîèñòîé ñðåäû [145], ïóíêòèðíûìè êðèâûìè � àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ ïåðåíîñà â äâóõïîòîêîâîì ïðèáëèæåíèè. Çíà÷åíèÿ òàíãåíñîâ ïîòåðü tg δ2

óêàçàíû öèôðàìè ïðè êàæäîé ïàðå êðèâûõ. Ïîñêîëüêó îïòè÷åñêàÿ òîëùèíà

ùèòà äîñòàòî÷íî âåëèêà, ðåçóëüòàòû îáîèõ ðàñ÷åòîâ íàõîäÿòñÿ â õîðîøåì ñî-

ãëàñèè äðóã ñ äðóãîì, â òîì ÷èñëå íà áîëüøèõ âðåìåíàõ θ > 2τ0, òî åñòü ïîñëå

îæèäàåìîãî ïðèõîäà îòðàæåííîãî ñèãíàëà îò ïîäîøâû ëåäÿíîãî ùèòà (t ≈ 40

ìêñ ). Ïóíêòèðíûå ëèíèè óðîâíÿ ïîêàçûâàþò îöåíêè óðîâíÿ øóìà [145] äëÿ

ìèíèìàëüíîé è ìàêñèìàëüíîé ðàáî÷èõ âûñîò MARSIS (250 è 800 êì, ñîîòâåò-

ñòâåííî). Äëÿ èíñòðóìåíòà SHARAD, îðèåíòèðîâî÷íûå îöåíêè óðîâíÿ øóìà
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Ðèñ. 3.7: ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñèãíàëîâ ðàäèîëîêàòîðà MARSIS band II
(ñòðîãîå ðåøåíèå è àñèìïòîòèêà ïî òåîðèè ïåðåíîñà). Öèôðàìè ó êðèâûõ óêà-
çàíû çíà÷åíèÿ ñðåäíåãî òàíãåíñà äèýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåðü â ñðåäå. Ãîðèçîíòàëü-
íûå ïóíêòèðíûå ëèíèè � ãðàíèöû îáëàñòè îæèäàåìûõ óðîâíåé øóìà ñîãëàñíî
ìîäåëè Êðàóñà [145]
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Ðèñ. 3.8: ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñèãíàëîâ ðàäèîëîêàòîðà SHARAD (ñòðî-
ãîå ðåøåíèå è àñèìïòîòèêà ïî òåîðèè ïåðåíîñà). Öèôðàìè ó êðèâûõ óêàçàíû
çíà÷åíèÿ ñðåäíåãî òàíãåíñà äèýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåðü â ñðåäå. Ãîðèçîíòàëüíàÿ
ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � îæèäàåìûé óðîâåíü øóìà ñîãëàñíî ìîäåëè Êðàóñà [145]

ñäåëàíû ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ [254]: âûñîòà îðáèòû z = 300 ,

èçëó÷àåìàÿ ìîùíîñòü P = 10W , êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ äèïîëüíîé àíòåííû

G = 2.1 , B = 10 , ÷èñëî èìïóëüñîâ â àïåðòóðå NA = 300 (îöåíåíî èñõîäÿ èç

÷àñòîòû ïîâòîðåíèÿ èìïóëüñîâ PRF ≈ 700 Ãö).

Äëÿ óìåðåííûõ çíà÷åíèé îïòè÷åñêîé òîëùèíû, êàê ýòî èìååò ìåñòî â ñëó-

÷àå þæíîãî ïîëÿðíîãî ùèòà íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ, ñëåäóåò îæèäàòü ñïðàâåäëè-

âîñòè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ îãðàíè÷åííûõ ñëîåâ. Ðåçóëüòàòû âû÷èñ-

ëåíèé äëÿ òðåòüåãî äèàïàçîíà MARSIS (3.5-4.5 ÌÃö) äëÿ þæíîãî ùèòà ïî-

êàçàíû íà ðèñ. 3.9. Äâà òèïà ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè áûëè èññëåäîâàíû:

÷èñòûé ëåä (ε = ε1) è ÷èñòàÿ ïðåñíàÿ âîäà ε ≈ 80. Áûëè ïðèíÿòû ñëåäóþ-

ùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå l1 â ïðåäåëàõ 80...120
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Ðèñ. 3.9: Ìîäåëü þæíîãî ïîëÿðíîãî ëåäÿíîãî ùèòà Ìàðñà. Èíòåíñèâíîñòü îò-
ðàæåííîãî ñèãíàëà (÷èñëåííîå ðåøåíèå è àñèìïòîòèêè). I � æèäêàÿ âîäà, II �
ëåä H20.

ì [255], ïîëíàÿ òîëùèíà 1900 ì (òèïè÷íîå çíà÷åíèå äëÿ ïåðèôåðèéíûõ îáëà-

ñòåé þæíîãî ëåäÿíîãî ùèòà), l2, ε1 è ε2 òå æå, ÷òî è äëÿ ñåâåðíîãî ïîëÿðíîãî

ùèòà (ïðè ýòîì, tan δ2 = 0.005). Êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ ìîùíîñòè R1 è

R2 íà ãðàíèöàõ ðàâíû êâàäðàòàì ñîîòâåòñòâóþùèõ àìïëèòóäíûõ êîýôôèöèåí-

òîâ RA = (Z − 1)/(Z + 1). Íà òîì æå ðèñóíêå ïîêàçàíû äâà àñèìïòîòè÷åñêèõ

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà: äëÿ îäíîé îòðàæàþùåé ãðàíèöû (3.34) (òîíêàÿ

ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ) è äëÿ äâóõ îòðàæàþùèõ ãðàíèö (3.47) (æèðíàÿ ïóíêòèð-

íàÿ êðèâàÿ). Íåñìîòðÿ íà ñèñòåìàòè÷åñêîå ðàñõîæäåíèå â àáñîëþòíîì óðîâíå

ìîùíîñòè, ñòðîãîå ðåøåíèå õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ àñèìïòîòèêàìè ïî ñêîðîñòè

ñïàäà óðîâíÿ ñèãíàëà ñî âðåìåíåì. Ïðè ýòîì ðåøåíèå (3.47), ó÷èòûâàþùåå îò-

ðàæåíèå îò îáåèõ ãðàíèö, íàõîäèòñÿ â ëó÷øåì ñîãëàñèè ñî ñòðîãèì ðåøåíèåì.

Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ èñõîäÿùåé èíòåíñèâíîñòè I−(0, t), ïîëó÷åí-

íîå â [241] [241]:

I−(θ, 0) ≈ κ c
θ−3/2

√
2πλ

e−(1−λ)θ =
t−3/2

√
2πκsc

e−κact . (3.91)

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêó íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ñðåäû κa è κc ïî ëèíåéíîé

ðåãðåññèè ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ:

−1

2
ln (2πκsc)− κacti = I−i +

3

2
ln ti , (3.92)

ãäå I−i � èíòåíñèâíîñòü â ìîìåíòû âðåìåíè ti, −1/2 ln (2πκsc) è κac � íåèçâåñò-

íûå ïàðàìåòðû ëèíåéíîé ðåãðåññèè

Íà ðèñ. 3.10 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé [242] äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷å-

íèé ïàðàìåòðîâ: ε1 = 3.15, tan δ1 = 0.0005, ε2 = 9.0, tan δ2 = 0.005. Çíà÷åíèÿ κa
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Ðèñ. 3.10: ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ðàäèîëîêàöèîííûõ ñèãíàëîâ. Ñïëîøíûå
êðèâûå � ñòðîãîå ðåøåíèå, ïóíêòèðíûå êðèâûå � àñèìïòîòèêà ïî òåîðèè ïåðå-
íîñà (3.91). Ñðåäíèå ÷àñòîòû äèàïàçîíîâ Ë×Ì ïîêàçàíû öèôðàìè.

è κs àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (ïîêàçàíî ïóíêòèðîì) îöåíåíû ïî ðåçóëüòàòàì

ñòðîãîãî ðåøåíèÿ ïî ëèíåéíîé ðåãðåññèè (3.92).

Çíà÷åíèÿ îáúåìíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîãëîùåíèÿ κa äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷àñòîò,

îöåíåííûå ïî ëèíåéíîé ðåãðåññèè (3.92) íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

ñèãíàëîâ, ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.11. Òî÷êàìè ïîêàçàíû îöåíåííûå çíà÷åíèÿ, ñïëîø-

íûìè êðèâûìè ïîêàçàíû òåîðåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ, ïðåäñêàçûâàåìûå ïî òåîðèè

ïåðåíîñà ñ îöåíêîé êîýôôèöèåíòîâ ðàññåÿíèÿ íà îñíîâå ñòðîãîãî ðåøåíèÿ çàäà-

÷è ðàññåÿíèÿ íà ñëîå, ïóíêòèðíûìè êðèâûìè ïîêàçàíû çíà÷åíèÿ κa = 2k′′1 ñî-

ãëàñíî ôîðìóëå O'Doherty-Anstey. Â ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè èñïîëüçîâàëèñü

Ë×Ì ñèãíàëû ñ ïîëîñîé B = 1 ÌÃö è öåíòðàëüíûìè ÷àñòîòàìè 1-30 ÌÃö. Íà

ðèñóíêå ïîêàçàíû òðè ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé ñðåäû ñ òàíãåíñàìè ïîòåðü ïûëü-

íûõ ñëîåâ tan δ2 = 0.001, 0.01 è 0.1 (ïîêàçàíû öèôðàìè ïðè êàæäîé êðèâîé).

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è îá îäèíî÷íîì ñëîå [243] òî÷íåå ïðè-

áëèæåííîé ôîðìóëû O'Doherty-Anstey ñîîòâåòñòâóåò îöåíêàì ïî ñðàâíåíèþ ñ

ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèåì κa = 2k′′1 . Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ñèãíàëà â ñðåäå ïðèáëè-

æåííî ïîëàãàëàñü ðàâíîé c = c1 = c/n1.

3.5.5 Äâóìåðíàÿ ìîäåëü ñëîèñòîé ñðåäû.

Ýëåêòðîôèçè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîëÿðíûõ îòëîæåíèé Ìàðñà [241], ââåäåííàÿ äëÿ

ðàñ÷åòà îäíîìåðíûõ ïëîñêèõ âîëí â ñðåäå, òàêæå èñïîëüçóåòñÿ â ÷èñëåííîì

ìîäåëèðîâàíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà â äâóõ è òðåõ èçìåðåíèÿõ. Òèïè÷íûå

çàâèñèìîñòè ìîäóëÿ êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ R(k, kx) îò óãëà ïàäåíèÿ âîëíû
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Ðèñ. 3.11: Ñðåäíèå êîýôôèöèåíòû ïîãëîùåíèÿ â ñðåäå. Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè
ïîêàçàíû çíà÷åíèÿ, ïðåäñêàçàííûå ìîäåëüþ [241], ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè � ðå-
çóëüòàòû ìîäåëè [244]. Îöåíêè ïî ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèã-
íàëîâ ïîêàçàíû òî÷êàìè.
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Ðèñ. 3.12: Ìîäóëü àìïëèòóäíîãî êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ |R(k, kx)| äëÿ ÒÌ-
è ÒÅ-ïîëÿðèçàöèè (ñëåâà è ñïðàâà, ñîîòâåòñòâåííî).

(ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîåêöèè âîëíîâîãî âåêòîðà kx) íà ÷àñòîòå 1 ÌÃö äëÿ äâóõ

âîçìîæíûõ ïîëÿðèçàöèé ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.12. Ïðèíÿòû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðîâ: ε′1 = 3.15, ε′2 = 9.0, tan δ1 = 0.0005, tan δ2 = 0.005. Ìíîãî÷èñëåí-

íûå ïèêè R(k, kx) â îáëàñòè kx > k ñîîòâåòñòâóþò âîëíîâîäíûì ìîäàì è ìîäàì

óòå÷êè, òèïè÷íûì äëÿ ñëîæíûõ ñëîèñòûõ ñðåä. Äëÿ ÒÌ ïîëÿðèçàöèè ýòè ìî-

äû âûðàæåíû çíà÷èòåëüíî ñëàáåå, ÷åì äëÿ ÒÅ ïîëÿðèçàöèè, ïî ïðè÷èíå áîëåå

ñëàáûõ îòðàæåíèé íåîäíîðîäíûõ âîëí îò âíóòðåííèõ ãðàíèö â ñðåäå.

Âû÷èñëåííûå ïðîôèëè ñèãíàëîâ äâóõïîçèöèîííîãî ãëóáèííîãî ðàäèîçîí-

äèðîâàíèÿ ìîäåëè ñåâåðíîãî ëåäÿíîãî ùèòà (äâóìåðíàÿ ìîäåëü, ÒÅ è ÒÌ ïî-

ëÿðèçàöèè) ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.13 ñëåâà è ñïðàâà, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîñà ÷à-

ñòîò Ë×Ì ñèãíàëîâ (10-15 ÌÃö) áëèçêà ê ðàáî÷åìó äèàïàçîíó, ïðåäëîæåííîìó
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Ðèñ. 3.13: Äâóõïîçèöèîííîå çîíäèðîâàíèå äâóìåðíîé ñëîèñòîé ñðåäû (ñëåâà è
ñïðàâà, ñîîòâåòñòâåííî ÒÌ è ÒÅ ïîëÿðèçàöèÿ). Ïðîôèëè îòðàæåííîãî ñèãíàëà
ïîêàçàíû â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó àíòåííàìè.

äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â [256]. Ïîêàçàíî ñåìåéñòâî îòðàæåííûõ ðàäèîëîêàöèîííûõ

ñèãíàëîâ â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïóíêòàìè ïåðåäà÷è è ïðèåìà.

Îñíîâíûå êîìïîíåíòû ñèãíàëà (ïðÿìîå ïðîõîæäåíèå âîëíû â ñâîáîäíîì ïðî-

ñòðàíñòâå, âîëíîâîäíûå ìîäû è ìîäû óòå÷êè è äèôôóçíîå ïîëå) õîðîøî ðàçëè-

÷èìû íà ðèñóíêàõ. Äëÿ ÒÌ âîëíû, ìîäû óòå÷êè ìåíåå èíòåíñèâíû, êàê è ñëå-

äóåò îæèäàòü ïî ðåçóëüòàòàì ñðàâíåíèÿ ñïåêòðîâ êîýôôèöèåíòîâ îòðàæåíèÿ

R(k, kx), ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 3.12. Ïðèíÿòû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ:

ε′1 = 3.15, ε′2 = 5.76, tan δ1 = 0.0005, tan δ2 = 0.005. Ïî ðåçóëüòàòàì âû÷èñëåíèÿ

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ áîëüøèõ óãëîâ ïàäåíèÿ ϕ, ò.å. íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ìåæ-

äó àíòåííàìè ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ, ýòè ìîäû íàðóøàþò ïðèìåíèìîñòü òåîðèè

ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Íà ìàëûõ óãëàõ ïàäåíèÿ ϕ, çàäà÷à â îñíîâíîì ïîäîáíà çà-

äà÷å îäíîïîçèöèîííîãî çîíäèðîâàíèÿ ñ âåðòèêàëüíûì ðàñïðîñòðàíåíèåì âîëíû

(ðèñ. 3.5). Òàêèì îáðàçîì, èíòåðïðåòàöèÿ íà îñíîâå òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ,

îïèñàííàÿ çäåñü, â äåéñòâèòåëüíîñòè îãðàíè÷åíà êîíôèãóðàöèÿìè, áëèçêèìè ê

îäíîïîçèöèîííîé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ðàñ÷åò òðåõìåðíîãî ïîëÿ ñèãíàëà ïðèâîäèò-

ñÿ òîëüêî äëÿ ýòîé êîíôèãóðàöèè.
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Ðèñ. 3.14: Îäíîïîçèöèîííîå çîíäèðîâàíèå òðåõìåðíîé ñëîèñòîé ñðåäû. Ñòðîãîå
ðåøåíèå óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (ñïëîøíûå ëèíèè) è àñèìïòîòèêà
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà (ïóíêòèðíûå ëèíèè). Çíà÷åíèÿ òàíãåíñà ïîòåðü
tan δ2 óêàçàíû öèôðàìè. Ïîëîñà Ë×Ì ñèãíàëà 10-15 ÌÃö.

3.5.6 Òðåõìåðíàÿ ìîäåëü ñëîèñòîé ñðåäû.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ Ë×Ì ñèãíàëîâ (10-15 ÌÃö) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷å-

íèÿõ òàíãåíñà óãëà ïîòåðü â ïûëüíûõ ñëîÿõ ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.14. Ñïëîøíûìè

êðèâûìè ïîêàçàíû ñòðîãèå ðåøåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ óðàâíåíèé äëÿ ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ ñèãíàëà, âìåñòå ñ àñèìïòîòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè ñîãëàñíî ôîðìóëå

(3.69 êîòîðûå ïîêàçàíû ïóíêòèðíûìè êðèâûìè. Ïðèíÿòû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðîâ ε′1 = 3.15, ε′2 = 9.0. Çíà÷åíèÿ òàíãåíñîâ ïîòåðü â ïûëüíûõ ñëîÿõ

îáîçíà÷åíû öèôðàìè ïðè êàæäîé ïàðå êðèâûõ. Òàíãåíñ óãëà ïîòåðü â ëåäÿ-

íûõ ñëîÿõ ðàâåí îäíîé äåñÿòîé îò òàíãåíñà ïîòåðü â ïûëüíûõ ñëîÿõ. Íà ìàëûõ

âðåìåíàõ, äèôôóçíàÿ ñòðóêòóðà ïîëÿ íå ðàçâèòà, òàê ÷òî ñòðîãèå ðåøåíèÿ íå

ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò àñèìïòîòè÷åñêèì. Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ àñèìïòîòè-

÷åñêèå ðåøåíèÿ õîðîøî îïèñûâàþò ñðåäíþþ ñêîðîñòü ñïàäà èíòåíñèâíîñòè ñèã-

íàëà, îöåíêà êîòîðîé äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå èñòèííîãî

ïîãëîùåíèÿ â ñðåäå. Ïîñêîëüêó ýòî ïîãëîùåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì

íàëè÷èåì ïðèìåñåé âî ëüäó, [257, 238, 234], åãî îöåíêà äàåò èíôîðìàöèþ î ôè-

çè÷åñêîì è õèìè÷åñêîì ñîñòàâå ïîëÿðíûõ ëåäÿíûõ îòëîæåíèé.

Âî âñåõ ðàñ÷åòàõ, ïðèâåäåííûõ â ãëàâå 3, áûëà ïðèíÿòà èäåàëüíàÿ ìîäåëü

ãëàäêèõ ïëîñêèõ ñëîåâ. Ýôôåêòû îáúåìíîãî ðàññåÿíèÿ, ðàñòóùèå ñ ðîñòîì õà-

ðàêòåðíîãî ðàçìåðà íåîäíîðîäíîñòåé ê äëèíå âîëíû [258], òàêèì îáðàçîì íå

ó÷èòûâàþòñÿ. Äëÿ ñåâåðíîãî ïîëÿðíîãî ùèòà Ìàðñà òàêîå ïðèáëèæåíèå ìîæíî

ñ÷èòàòü ðàçóìíûì, ïîñêîëüêó íà ìàñøòàáàõ îò äåñÿòêîâ ìåòðîâ äî äåñÿòêîâ êè-

ëîìåòðîâ åãî ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ãëàäêîé [206]. Àíàëèç èçîáðàæåíèé
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Òàáëèöà 3.3: Ñâîäêà èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ îöåíêè äèýëåêòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ
ìàðñèàíñêèõ ïîëÿðíûõ ëüäîâ.

Èñòî÷íèê Èíñòðóìåíò Îáúåêò çîíäèðîâàíèÿ ε σ, Ñì/ì tg δ

[260] MARSIS NPLD ≤ 10−6 ≤ 0.001
[261] MARSIS SPLD 3.0 . . . 5.0 1.0 . . . 2.0 · 10−6

[262] MARSIS SPLD, Chasma Australe 6 · 10−6 0.003
[263] SHARAD NPLD 3.1 < 0.0026
[264] SHARAD NPLD, Borealis Scopuli ≤ 3 · 10−6 ≤ 0.001

âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ [259], îäíàêî, ïîêàçûâàåò ðàçâèòûé ðåëüåô ïîâåðõíîñòè

íà ìåòðîâûõ ìàñøòàáàõ. Ïîäîáíûå íåîäíîðîäíîñòè, ïîãðåáåííûå â òîëùå ñëî-

èñòûõ îòëîæåíèé, ìîãóò âûçûâàòü ýôôåêòû îáúåìíîãî ðàññåÿíèÿ, íåó÷òåííûå

â ìîäåëè.

Íåêîòîðûå ìîäåëè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, ó÷èòûâàþùèå îáúåìíîå ðàññåÿíèå

[164], òàêæå ïðåäñêàçûâàþò ýêñïîíåíöèàëüíûé ñïàä èíòåíñèâíîñòè ïîëÿ ñî âðå-

ìåíåì ∝ exp(−κact). ×àñòî ïðåäïîëàãàþò, îäíàêî, [239] ÷òî ðîëü îáúåìíîãî

ðàññåÿíèÿ â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå íåçíà÷èòåëüíà.

Â ðÿäå ðàñ÷åòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â ýòîé ãëàâå, îòñóòñòâóþò îöåíêè îòíîøå-

íèÿ ñèãíàë/øóì. Â ñëó÷àå çîíäèðîâàíèÿ ñ ïîâåðõíîñòè, òàêèå îöåíêè çàòðóäíå-

íû ïî ðÿäó ïðè÷èí. Êàê ñëåäñòâèå, âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ýòè îöåíêè îòñóòñòâóþò

èëè ñèëüíî îãðóáëåíû. Ïðàêòè÷åñêè îòíîøåíèå ñèãíàë/øóì ìîæåò áûòü çíà-

÷èòåëüíî óëó÷øåíî êîãåðåíòíûì íàêîïëåíèåì áîëüøîãî êîëè÷åñòâà èìïóëüñîâ.

3.5.7 Ýêñïåðèìåíòàëüíûå îöåíêè äèýëåêòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ

ìàðñèàíñêèõ ïîëÿðíûõ ëüäîâ.

Â òàáëèöå 3.3 ïðèâåäåíà ñâîäêà îïóáëèêîâàííûõ ðåçóëüòàòîâ îöåíîê äèýëåêòðè-

÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàðñèàíñêèõ ïîëÿðíûõ ùèòîâ ïî äàííûì ðàäèîëîêàöèè. Âûñî-

êàÿ ñòåïåíü ðàäèîïðîçðà÷íîñòè ïîëÿðíûõ ëüäîâ äëÿ ñèãíàëîâ îáîèõ ðàäèîëî-

êàòîðîâ ïðèâîäèò ê âåñüìà íèçêèì îöåíêàì òàíãåíñà óãëà ïîòåðü âåùåñòâà è

ýêâèâàëåíòíîé îìè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè

Íà ðèñ. 3.15 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ïå-

ðåíîñà èçëó÷åíèÿ â îäíîìåðíîé ñðåäå ñ òèïè÷íûì ðàäèîëîêàöèîííûì ýõîì îò

ñåâåðíîãî ïîëÿðíîãî ùèòà Ìàðñà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ïðèâîäÿò ê âåðõíåé
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Ðèñ. 3.15: Ñðàâíåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ñ
ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ðåçóëüòàòàìè çîíäèðîâàíèÿ îðáèòàëüíûì ðàäèîëîêàòî-
ðîì SHARAD [264]. Ñèãíàë ðàäèîëîêàòîðà ïîñëå ñîãëàñîâàííîé ôèëüòðàöèè
è èîíîñôåðíîé êîððåêöèè (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ ïåðåíîñà (ïóíêòèðíûå ëèíèè). Çíà÷åíèÿ ñðåäíåãî òàíãåíñà ïîòåðü â ñðåäå
tan δ óêàçàíû öèôðàìè. Ïîëîñà Ë×Ì ñèãíàëà 15-25 ÌÃö. Íà ýêñïåðèìåíòàëü-
íîé çàïèñè õîðîøî ðàçëè÷èìû îòðàæåíèÿ îò äíåâíîé ïîâåðõíîñòè è ïîäîøâû
ëåäÿíîãî ùèòà.

îöåíêå òàíãåíñà ïîòåðü â ñðåäå íà óðîâíå tg δ < 10−3, ÷òî â öåëîì ñîãëàñóåòñÿ

ñ îöåíêàìè ïî äðóãèì ìåòîäèêàì, ïðèâåäåííûìè â òàáëèöå 3.3.
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Ãëàâà 4

Ðàññåÿíèå
ðàäèîëîêàöèîííûõ ñèãíàëîâ
íà ôëóêòóàöèÿõ ïëîòíîñòè
èîíîñôåðíîé ïëàçìû è
ïîâåðõíîñòíîì ðåëüåôå
ïëàíåòû.

Ïîäïîâåðõíîñòíàÿ ðàäèîëîêàöèÿ ñ îðáèòàëüíûõ è ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ â òå-

÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèñòàíöè-

îííîé äèàãíîñòèêè ñðåäû [265, 253, 254]. Îäíó èç îñíîâíûõ òðóäíîñòåé ïðè-

ìåíåíèÿ ýòîé òåõíèêè çîíäèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áîêîâûå îòðàæåíèÿ

ðàäèîëîêàöèîííîãî ñèãíàëà îò ðåëüåôà ïîâåðõíîñòè ñðåäû, ìàñêèðóþùèå ïî-

ëåçíûå îòðàæåíèÿ, íåñóùèå ïîäëåæàùóþ îáðàáîòêå èíôîðìàöèþ. Ïðè íàëè÷èè

èîíîñôåðû ðàññåÿíèå âîëí íà íåîäíîðîäíîñòÿõ èîíîñôåðíîé ïëàçìû ñïîñîáíî

ïðèâîäèòü ê àíàëîãè÷íûì ýôôåêòàì. Ïðîáëåìà ÷àñòè÷íî ïðåîäîëåâàåòñÿ ïðè-

ìåíåíèåì íàïðàâëåííûõ àíòåíí, ñèíòåçèðîâàííûõ àïåðòóð è ò.ä.

Âîçìîæíîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ ñèãíàëîâ â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå îãðàíè÷å-

íû äîñòóïíûìè íà òåêóùèé ìîìåíò âû÷èñëèòåëüíûìè ðåñóðñàìè. Òàê, ðàñ÷åòû

FDTD â îáëàñòÿõ çíà÷èòåëüíîãî ñðàâíèòåëüíî ñ äëèíîé âîëíû ðàçìåðà â íà-

ñòîÿùåå âðåìÿ ôàêòè÷åñêè îãðàíè÷åíû îäíîìåðíûìè è äâóìåðíûìè ìîäåëÿìè

ñðåäû [266]. Ìîäåëèðîâàíèå ìåòîäîì ôàçîâûõ ýêðàíîâ ñ ó÷åòîì íåîäíîêðàòíî-
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ãî ïðîõîæäåíèÿ èçëó÷åíèÿ ÷åðåç ôëóêòóèðóþùóþ ñðåäó [267] òàêæå ñâÿçàíî

ñî çíà÷èòåëüíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè. Ïðè ðàñ÷åòàõ ñðåäíèõ ïàðà-

ìåòðîâ ñèãíàëîâ óñðåäíåíèåì ïî ìíîãèì ðåàëèçàöèÿì ìîäåëèðîâàíèÿ âû÷èñ-

ëèòåëüíûå çàòðàòû âîçðàñòàþò ìíîãîêðàòíî.

Íåêîòîðûå îöåíêè ðàññåÿíèÿ ñèãíàëîâ ðåëüåôîì ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû ìîæ-

íî íàéòè â [269, 268] è öèòèðóåìûõ òàì ðàáîòàõ. Âëèÿíèå ôëóêòóàöèé ïëîòíîñòè

ïëàçìû â íàñòîÿùåå âðåìÿ ãîðàçäî ìåíåå èçó÷åíî. Êðîìå òîãî, ñòðîãîå ìàòå-

ìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñèíòåçà àïåðòóðû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çíà÷èòåëüíûå

âû÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè. Îïóáëèêîâàííûå ðàñ÷¼òû [269, 268] îñíîâûâàþòñÿ

íà ñåðü¼çíûõ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Òàê, â ðàáîòå [269] èñïîëüçóåòñÿ

ïðèáëèæåíèå ïëîñêîé âîëíû, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ðàñïîëîæåíèþ ðàäàðà íà áåñêî-

íå÷íîì ðàññòîÿíèè îò ñðåäû, à íåîäíîðîäíîñòü èîíîñôåðíîé ïëàçìû ñ÷èòàåòñÿ

èçîòðîïíîé. Â ðàáîòå [268] ó÷èòûâàåòñÿ ñôåðè÷íîñòü ðàäèîâîëíû, ïàäàþùåé íà

øåðîõîâàòóþ ïîâåðõíîñòü ïëàíåòû. Ñòðîãîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèíòåçà àïåðòóðû

â ýòîé ðàáîòå íå äåëàåòñÿ, à âìåñòî ýòîãî ïëîùàäü ðàññåÿíèÿ íà ïîâåðõíîñòè

ïëàíåòû ïðèíóäèòåëüíî îãðàíè÷åíà ðàäèóñîì ïîðÿäêà çîíû Ôðåíåëÿ. Âåñüìà

àêòóàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ðàñ÷åòû ñ áîëåå ñòðîãèì ìîäåëèðîâàíèåì âñåõ ýòàïîâ

îáðàáîòêè ðàäèîëîêàöèîííûõ ñèãíàëîâ, â ò.÷. ïðîöåññà ñèíòåçà àïåðòóðû.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îáùàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ìåòîäèêà äëÿ ÷èñ-

ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ãëóáèííîé ðàäèîëîêàöèè ñ ó÷åòîì ðåëüåôà ïîâåðõíî-

ñòåé è íåîäíîðîäíîñòåé ñðåäû, à òàêæå ñ áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòüþ ìîäåëèðî-

âàíèÿ àïåðòóðíîãî ñèíòåçà.

4.1 Ìîäåëü ôàçîâûõ ýêðàíîâ.

Îäíèì èç îáùåïðèíÿòûõ ïîäõîäîâ ê ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ ðàñïðîñòðàíå-

íèÿ âîëí â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ôàçîâûõ ýêðàíîâ. Ãåîìåòðèÿ

ïðèíÿòîé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìîäåëè ïîêàçàíà íà ðèñ 4.1. Ðåëüåôíûå ïîâåðõíî-

ñòè ãðàíèö ðàçäåëà ñðåä, ñëó÷àéíûì îáðàçîì ìîäóëèðóþùèå ôàçó ïðîõîäÿùåé

èëè îòðàæåííîé âîëíû, ïðèáëèæåííî ìîäåëèðóþòñÿ ôàçîâûìè ýêðàíàìè

ϕi = −2kh(xi, yi) (4.1)
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è

ϕi = 2∆kh(xi, yi) = 2
ω

c
∆nh(xi, yi) , (4.2)

ïðè îòðàæåíèè è ïðîõîæäåíèè âîëíû ñîîòâåòñòâåííî, ãäå ∆k � ðàçíîñòü âîë-

íîâûõ ÷èñåë â ñðåäàõ, ðàçäåëåííûõ äàííîé ïîâåðõíîñòüþ.

Â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó ãðàíèöàìè ðàçäåëà âñå ñðåäû ñ÷èòàþòñÿ îäíîðîäíû-

ìè, ò.å. ðàññåÿíèå íà ðàñïðåäåëåííûõ â îáúåìå ñðåäû íåîäíîðîäíîñòÿõ îòñóò-

ñòâóåò. Ñ÷èòàÿ íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ ïðèáëèçèòåëüíî âåð-

òèêàëüíûì, äëÿ ïîëÿ ïðîøåäøåé èëè îòðàæåííîé îò ôàçîâîãî ýêðàíà âîëíû â

ñðåäå â ïàðàêñèàëüíîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî çàïèñàòü

E(x, y) =

∫
Ai exp(iϕi)E(r⃗

′)G(r⃗′, r⃗)dx′dy′ , (4.3)

ãäå r⃗ = (x, y, z), r⃗′ = (x′, y′, z′) � êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ñðåäû è íà

ïëîñêîñòè ôàçîâîãî ýêðàíà, ñîîòâåòñòâåííî, Ai � ôðåíåëåâñêèé àìïëèòóäíûé

êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ èëè ïðîõîæäåíèÿ âîëíû ÷åðåç ãðàíèöó, ñîîòâåòñòâåí-

íî, ϕi � ñëó÷àéíûé ñäâèã ôàçû (4.1) èëè (4.2), âíîñèìûé ñëó÷àéíûì ýêðàíîì

â ôàçó îòðàæåííîé èëè ïðîõîäÿùåé âîëíû, ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíêöèÿ Ãðèíà

óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â ïàðàêñèàëüíîì ïðèáëèæåíèè ðàâíà

Gij =
k

2πi|z − z′|
exp

(
ik|z − z′|+ ik

(x− x′)2

2|z − z′|
+ ik

(y − y′)2

2|z − z′|

)
. (4.4)

Â òî÷êå (x0, y0, z0) ðàñïîëàãàåòñÿ ñîñðåäîòî÷åííûé (òî÷å÷íûé) èñòî÷íèê çîíäè-

ðóþùåãî èçëó÷åíèÿ E0δ(r⃗− r⃗0). Â ïðèíÿòîì çäåñü ïàðàêñèàëüíîì ïðèáëèæåíèè

ïîëå èñòî÷íèêà â ñðåäå ðàâíî

E(r⃗) = E0

∫
δ(r⃗′ − r⃗0)G(r⃗

′, r⃗)d3r⃗′ = E0G(r⃗0, r⃗) . (4.5)

Òåì ñàìûì, êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ïîëÿ âîëíû èñòî÷íèêà â òî÷êå r⃗N+1 äëÿ

çàäàííîé ÷àñòîòû ω â ñðåäå ïîñëå N -êðàòíûõ îòðàæåíèé è ïðîõîæäåíèé ðå-

ëüåôíûõ ãðàíèö ðàçäåëà ñðåä îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì

Eω(r⃗N+1) = E0

∫
. . .

∫ N∏
i=1

Ai exp(iϕi)Gi,i+1dxidyi , (4.6)
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ãäå Gi,i+1 ≡ G(r⃗i, r⃗i+1). Óñðåäíÿÿ ïðîèçâåäåíèå äâóõ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä

(4.6) íà ðàçëè÷íûõ ÷àñòîòàõ ⟨Eω1
E∗

ω2
⟩, ïîëó÷èì äâóõ÷àñòîòíóþ ôóíêöèþ êîð-

ðåëÿöèè ïîëÿ [105]

Γω1ω2
(r⃗N+1, r⃗2N+2) = ⟨Eω1

E∗
ω2
⟩ = (4.7)

E0E
∗
0

∫
. . .

∫
M{ϕ}

N∏
i=1

Ai exp(iϕi)Gi,i+1

2N∏
i=N+2

A∗
iG

∗
i,i+1dxidyi ,

ãäå

M{ϕ} = ⟨exp(
N∑
i=1

iϕi(xi, yi)−
2N∑

i=N+2

iϕi(xi, yi))⟩ (4.8)

� õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ôàç. Â

ñëó÷àå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ôàç õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîãîìåð-

íîãî ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà [270]

M{ϕ} = ⟨exp(
∑

iϕi)⟩ = exp

(
−1

2

∑
i,j

βij(xi, yi, xj, yj)

)
, (4.9)

ãäå βij � êîâàðèàöèè ñëó÷àéíûõ ôàç ϕi(xi, yi)ϕj(xj, yj) ñ ó÷åòîì èõ çíàêà â âû-

ðàæåíèè (4.8). Â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ àïåðòóðíîãî ñèíòåçà è äðóãèõ ïðîöåäóð

óñðåäíåíèÿ íàáëþäàåìûõ ïîëåé âûðàæåíèÿ (4.6) è (4.7) íåîáõîäèìî ïðîèíòå-

ãðèðîâàòü ïî ñîîòâåòñòâóþùèì êîîðäèíàòàì èñòî÷íèêîâ è ïðèåìíèêîâ ñ ñîîò-

âåòñòâóþùèìè âåñîâûìè (àïåðòóðíûìè) ôóíêöèÿìè.

Âûðàæåíèå äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè M{ϕ} (4.9), âõîäÿùåå â ôîð-
ìóëó (4.7) äëÿ äâóõ÷àñòîòíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî

â ñòåïåííûå ðÿäû ïî êîâàðèàöèÿì ñëó÷àéíûõ ôàç βij. Ïðè ãàóññîâñêèõ êîððå-

ëÿöèîííûõ ôóíêöèÿõ ôàç, ò.å. âûñîò ðåëüåôà [271], è ãàóññîâñêèõ àïåðòóðíûõ

ôóíêöèÿõ [274, 272, 273, 226], ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ýòèõ ðÿäîâ ïðèâîäèò

ê ñóììèðîâàíèþ ñëàãàåìûõ âèäà∫
exp (−Aijxixj +Bixi) d

nx =

√
πn

detAij
exp

(
BTA−1

ij B

4

)
. (4.10)

Ïî ïðèâåäåííîé çäåñü ñõåìå âû÷èñëåíèé áûëî ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå ðà-

äèîëîêàöèîííûõ èìïóëüñîâ, îòðàæåííûõ îò êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ðåëüåôíîé ïî-

âåðõíîñòè [226] è ïðîøåäøèõ ñêâîçü ôëóêòóèðóþùóþ èîíîñôåðó [274, 272, 273]
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Åñëè ñ÷èòàòü âûñîòû ðåëüåôà äíåâíîé ïîâåðõíîñòè è ãëóáèííîãî ãîðèçîíòà

íåêîððåëèðîâàííûìè ìåæäó ñîáîé, òî ðàñ÷åò îòðàæåíèÿ îò ðåëüåôíîãî ãëó-

áèííîãî ãîðèçîíòà ñ ó÷åòîì äâóêðàòíîãî ïðîõîæäåíèÿ âîëíû ÷åðåç ðåëüåôíóþ

äíåâíóþ ïîâåðõíîñòü ïðèâîäèò ê âû÷èñëåíèþ ñåìèêðàòíîé ñóììû ðÿäà. Àíàëî-

ãè÷íûì îáðàçîì ìîãóò áûòü íàéäåíû âûñøèå êîððåëÿöèîííûå ìîìåíòû ïîëÿ.

источники приемники

i

i+1

ω
1 ω

2

n
1

n
2

n
3

n
4

n
5

...

Ðèñ. 4.1: Îáùàÿ ñõåìà âû÷èñëèòåëüíîé ìåòîäèêè ôàçîâûõ ýêðàíîâ.

4.2 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ãëóáèííîãî çîíäè-
ðîâàíèÿ ÷åðåç ôëóêòóèðóþùóþ èîíîñôåðó.

Ïðèíÿòàÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìîäåëü ýêñïåðèìåíòà ïî ãëóáèííîìó

çîíäèðîâàíèþ ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíà íà ðèñ. 4.3. Ïîâåðõíîñòü ïëàíåòû ñ÷è-
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òàåòñÿ ãëàäêîé è ãîðèçîíòàëüíîé èäåàëüíî îòðàæàþùåé ïëîñêîñòüþ. Ïëîñêèé

ôàçîâûé ýêðàí, ìîäåëèðóþùèé ñëîé íåîäíîðîäíîé èîíîñôåðíîé ïëàçìû, ïà-

ðàëëåëåí ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû è ðàñïîëîæåí íà âûñîòå z2 íàä íåé. Êîñìè÷å-

ñêèé àïïàðàò äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé òðàåêòîðèè ïàðàëëåëüíî ïîâåðõíîñòè ïëà-

íåòû íà ïîñòîÿííîé âûñîòå h, òàê ÷òî ðàññòîÿíèå îò êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà äî

èîíîñôåðû ðàâíî z1 = h− z2.

Ôàçîâûé ýêðàí ìîäóëèðóåò ôàçó âîëí, ïðîõîäÿùèõ ñêâîçü èîíîñôåðó. Ïî-

÷òè âåðòèêàëüíîå ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû îò îäíîé ïëîñêîñòè z = zi äî äðóãîé

ïëîñêîñòè z = zj â ïàðàêñèàëüíîì ïðèáëèæåíèè îïèñûâàåòñÿ èíòåãðàëîì [275]

E(xi, yi) =

∫
GijE(xj, yj)dxjdyj , (4.11)

ãäå

Gij =
k

2πiz
exp

(
ikz + i

k(xi − xj)
2

2z
+ i

k(yi − yj)
2

2z

)
(4.12)

ôóíêöèÿ Ãðèíà ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äèôðàêöèè, z = |zi − zj|, k = ω/c

� âîëíîâîå ÷èñëî â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè, (xi, yi) è (xj, yj) �

äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â i-òîé è j-òîé ïëîñêîñòè, ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðà-

çîì, êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà îòðàæåííîé îò ïîâåðõíîñòè âîëíû íà íåêîòîðîé

÷àñòîòå ωI , ïðèõîäÿùåé îáðàòíî ê êîñìè÷åñêîìó àïïàðàòó ïîñëå äâóêðàòíîãî

ïðîõîæäåíèÿ èîíîñôåðû, âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì

E(x5, y5) =

∫
. . .

∫
E(x1, y1)G12G25 exp(iϕ1 + iϕ2)dx1dy1dx2dy2 , (4.13)

ãäå

E(x1, y1) =
1

z1
exp

(
ikIz1 +

ikI(x5 − x1)
2 + ikI(y5 − y1)

2

2z1

)
(4.14)

� ïîëå ñôåðè÷åñêîé âîëíû ðàäèîëîêàòîðà, ïàäàþùåé íà ïëîñêîñòü èîíîñôåð-

íîãî ýêðàíà, ϕ1 = ϕ1(x1, y1) è ϕ2 = ϕ2(x2, y2) � ñëó÷àéíûå ôàçîâûå ñäâèãè,

âíîñèìûå â âîëíîâîé ôðîíò èîíîñôåðíûì ýêðàíîì, kI = ωI/c.

Ñèíòåç àïåðòóðû îñóùåñòâëÿåòñÿ êîãåðåíòíûì ñóììèðîâàíèåì ïðèíÿòûõ

ðàäèîèìïóëüñîâ (4.13) â ïðåäåëàõ íåêîòîðîãî ó÷àñòêà òðàåêòîðèè êîñìè÷åñêî-

ãî àïïàðàòà. Ïóñòü òðàåêòîðèÿ ïàðàëëåëüíà îñè x, òîãäà ñèíòåç àïåðòóðû ïðè-

áëèæåííî ïðåäñòàâèì èíòåãðèðîâàíèåì ïî òðàåêòîðèè ñ ãàóññîâñêîé âåñîâîé
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ôóíêöèåé

EωI
=

∫
E(x5, y5)

1√
πL

exp

(
−(x5 − x0)

2

L2
+
iπν(x5 − x0)

L

)
dx5 , (4.15)

ãäå L � ýôôåêòèâíàÿ ïîëóäëèíà ñèíòåçèðîâàííîé àïåðòóðû, ν � íîìåð äîïïëå-

ðîâñêîãî ôèëüòðà. Ïîñêîëüêó íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðè ãëóáèííîì çîíäèðîâà-

íèè ïðåäñòàâëÿþò ñèãíàëû, ïðèõîäÿùèå èç íàäèðà, îãðàíè÷èìñÿ èññëåäîâàíè-

åì ñîîòâåòñòâóþùåãî äîïïëåðîâñêîãî ôèëüòðà ν = 0. Ïðèìåíÿÿ ñòàíäàðòíûé

ìåòîä ñæàòèÿ Ë×Ì ñèãíàëà, ïîëó÷àåì ïðîôèëü ñæàòîãî èìïóëüñà

E(t) =
1

2π

+∞∫
−∞

H(ωI)EωI
exp (iωIt) dωI , (4.16)

ãäå H(·) � ôóíêöèÿ ñïåêòðàëüíîãî îêíà. Â íàøèõ ðàñ÷åòàõ âåçäå èñïîëüçóåòñÿ

îêíî Õýííèíãà [248].

Àíàëîãè÷íî, ñ ïîìîùüþ (4.13) è (4.15) ïîëó÷èì àìïëèòóäó ïðèíÿòîãî ðà-

äèîëîêàöèîííîãî ñèãíàëà íà ÷àñòîòå ωII :

EωII
=

∫
E(x3, y3)

∫
. . .

∫
1

z1
exp

(
ikIIz1 +

ikII(x6 − x3)
2 + ikII(y6 − y3)

2

2z1

)
(4.17)

G34G46 exp(iϕ3 + iϕ4)
1√
πL

exp

(
−(x6 − x0)

2

L2
+
iπν(x6 − x0)

L

)
dx6dx3dy3dx4dy4 ,

ãäå E(x3, y3) � ïàäàþùàÿ íà èîíîñôåðó âîëíà ñ ÷àñòîòîé ωII àíàëîãè÷íî (4.14),

ϕ3 = ϕ3(x3, y3) è ϕ4 = ϕ4(x4, y4) � ñëó÷àéíûå êîìïîíåíòû ôàçîâûõ ñäâèãîâ, âíî-

ñèìûõ èîíîñôåðíûì ýêðàíîì, kII = ωII/c � âîëíîâîå ÷èñëî. Ñèñòåìàòè÷åñêàÿ

(ðåãóëÿðíàÿ) ÷àñòü ôàçîâîãî ñäâèãà ìîæåò áûòü ñêîìïåíñèðîâàíà ñïåöèàëüíû-

ìè ìåòîäàìè [276, 277].

Óñðåäíÿÿ êâàäðàò àìïëèòóäû ñæàòîãî èìïóëüñà (4.16), ïîëó÷èì ñðåäíþþ

èíòåíñèâíîñòü ñèãíàëà ïîñëå ñîãëàñîâàííîé ôèëüòðàöèè

< |E(t)2| >∝ 1

(2π)2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

H(ωI)H(ωII)Γ(ωI , ωII) exp (i(ωI − ωII)t) dωIdωII ,

(4.18)

ãäå äâóõ÷àñòîòíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ [105] îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Γ(ωI , ωII) =< EωI
E∗

ωII
> . (4.19)
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Âû÷èñëåíèå Γ(ωI , ωII) ôàêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ñðåäíåãî îò ýêñ-

ïîíåíòû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ÷åòûðåõ ôàçîâûõ ñäâèãîâ ϕ1 . . . ϕ4

M(ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4) =< exp(iϕ1 + iϕ2 − iϕ3 − iϕ4) > . (4.20)

Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî ôàçû ϕ1 . . . ϕ4 íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû, òîãäà õàðàêòåðèñòè-

÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷åòûðåõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí [270]

ðàâíà

M(ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4) = exp

(
−1

2

∑
λij

)
, (4.21)

ãäå êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû λij ñîâïàäàþò ñ êîýôôèöèåíòàìè êîððåëÿöèè ôàç

< ϕiϕj > ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ±, ïîñêîëüêó ýòè ôàçû ïðèñóòñòâóþò â (4.20) ñ

ðàçëè÷íûìè çíàêàìè.

4.3 Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â íåîäíîðîäíîé èçî-
òðîïíîé ïëàçìå.

Íåîäíîðîäíîñòü èîíîñôåðíîé ïëàçìû ïî àíàëîãèè ñ ðÿäîì äðóãèõ ðàáîò [269,

105] â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ àíèçîòðîïíîé ãàóññîâîé ôóíêöèåé êîððå-

ëÿöèè ïëîòíîñòè ôëóêòóàöèé (4.30), êîòîðàÿ äëÿ ïëàçìû â îòñóòñòâèå ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé êîððåëÿöèè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñ

òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ. Íåñìîòðÿ íà êðèòèêó [278, 279] è ýêñïå-

ðèìåíòàëüíûå ñâèäåòåëüñòâà ñïðàâåäëèâîñòè êîëìîãîðîâñêîé ìîäåëè ñòðóêòóð-

íîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè ôëóêòóàöèé ñðåäû [280], ãàóññîâñêàÿ ìîäåëü ôëóêòóà-

öèé [281] â ñèëó ðÿäà ïðè÷èí ïðîäîëæàåò øèðîêî ïðèìåíÿòüñÿ â òåîðåòè÷åñêèõ

è âû÷èñëèòåëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ.

Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ãàóññîâîé ìîäåëè äëÿ ðåàëüíûõ èîíîñôåðíûõ ôëóêòó-

àöèé ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòîäîì ôèòòèíãà ïàðàìåòðîâ, àïïðîêñèìèðóÿ ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûå èëè òåîðåòè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâåííûå ñïåêòðû êîððåëÿöèé ïëîòíî-

ñòè ïëàçìû [281, 288] ãàóññèàíàìè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàäåæíûå äàííûå ïî

ôëóêòóàöèÿì ìàðñèàíñêîé èîíîñôåðû îòñóòñòâóþò.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ó÷èòûâàÿ çíà÷èòåëüíîå ñõîäñòâî Ìàðñà ñ Çåìëåé, íàñòîÿ-

ùåå èññëåäîâàíèå îãðàíè÷åíî ðàññìîòðåíèåì ãàóññîâñêîé ôóíêöèè êîððåëÿöèé

ïëîòíîñòè ñ õàðàêòåðíûìè ìàñøòàáàìè êîððåëÿöèé òèïà çåìíûõ (ïîðÿäêà ñî-

òåí ìåòðîâ � åäèíèö êèëîìåòðîâ). Ïîâåðõíîñòü ïëàíåòû ñ÷èòàåòñÿ èäåàëüíî
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ãëàäêîé ïëîñêîñòüþ. Â ðàáîòàõ [282] è [272, 273] ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëè-

ðîâàíèå èçîòðîïíûõ è àíèçîòðîïíûõ ôëóêòóàöèé ïëàçìû, ñîîòâåòñòâåííî.

Èíòåíñèâíîñòü ôëóêòóàöèé ïëîòíîñòè ïëàçìû â èîíîñôåðå ñèëüíî çàâèñèò

îò âðåìåíè, ìåñòà, ãåîìàãíèòíîé îáñòàíîâêè, êîñìè÷åñêîé ïîãîäû è ò.ä. Õàðàê-

òåðíîå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè ôëóêòóàöèé ïëîòíîñòè, ïðèâåäåííîå â ðàáîòå

[269], ñîñòàâëÿåò 0.5% ïëîòíîñòè ðåãóëÿðíîé èîíîñôåðû. Äëÿ ïîëÿðíûõ îáëà-

ñòåé, êàê óêàçàíî â òîé æå ðàáîòå, èíòåíñèâíîñòü ôëóêòóàöèé ìîæåò ñîñòàâëÿòü

äî 10% ïëîòíîñòè ðåãóëÿðíîé èîíîñôåðû. Ýòè çíà÷åíèÿ ïðèáëèçèòåëüíî ñîîò-

âåòñòâóþò îòíîøåíèÿì ωp1/ωp ïîðÿäêà 0.1 è 0.3, ñîîòâåòñòâåííî. Ìû áóäåì â

äàëüíåéøåì ãîâîðèòü îá ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ êàê î ñëàáûõ è ñèëüíûõ ôëóêòóà-

öèÿõ.

Çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â èçîòðîïíîé ïëàçìå ìî-

æåò áûòü ñâåäåíà ê ñêàëÿðíîìó âîëíîâîìó óðàâíåíèþ

∆u+ ω2/c2εu = 0, (4.22)

ãäå äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ïëàçìû ε = ε(ω) çàâèñèò îò êîíöåíòðàöèè

ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ â ïëàçìå

ε(ω) = 1−
ω2
p

ω2
, (4.23)

ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà ωp îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

ω2
p0 = 4πreN0ec

2 . (4.24)

Âûäåëÿÿ ðåãóëÿðíóþ è ñëó÷àéíóþ (ôëóêòóàöèîííóþ) ñîñòàâëÿþùèå êîíöåí-

òðàöèè ýëåêòðîíîâ Ne = N0e +N1e, óðàâíåíèå (4.22) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∆u+ k2u+ k2ε1u = 0, (4.25)

ãäå

k =
ω

c

√
1−

ω2
p0

ω2
, (4.26)

ïðèâåäåííàÿ ñëó÷àéíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü

ε1 =
−ω2

p1/ω
2

1− ω2
p0/ω

2
, (4.27)
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ω2
p0 = 4πreN0ec

2 (4.28)

è

ω2
p1 = 4πreN1ec

2 (4.29)

- ïëàçìåííûå ÷àñòîòû, õàðàêòåðèçóþùèå ðåãóëÿðíóþ è ñëó÷àéíóþ êîìïîíåíòû

êîíöåíòðàöèè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ â ïëàçìå, ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëó÷àå ãàóñ-

ñîâñêîé ôóíêöèè êîððåëÿöèè ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû íåîäíîðîäíîé êîíöåíòðà-

öèè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ â ïëàçìå N1e, êîãäà êîððåëÿöèåé äèýëåêòðè÷åñêîé

ïðîíèöàåìîñòè â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü [275],

êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî çàïèñàíà â âèäå

Bε(r⃗1, t1, r⃗2, t2) =< ε1(r⃗1, t1ω1)ε1(r⃗2, t2, ω2) > (4.30)

=
ω4
p1/(ω1ω2)

2

(1− ω2
p0/ω

2
1)(1− ω2

p0/ω
2
2)

exp(−(x1 − x2)
2

σ2x
−(y1 − y2)

2

σ2y
−(z1 − z2)

2

σ2z
−(t1 − t2)

2

τ 2
).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà íàïðàâëå-

íèå òðàåêòîðèè ïîëåòà êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ãëàâíûõ

ãîðèçîíòàëüíûõ íàïðàâëåíèé àíèçîòðîïèè ôëóêòóàöèé ïëîòíîñòè ïëàçìû. Â

òîì ñëó÷àå (σz << H), êîãäà êîððåëÿöèåé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè â

íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü [275], êîððåëÿöèîííàÿ

ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî çàïèñàíà â âèäå

Bε(ρ⃗, z) ≈ Aω1,ω2
(ρ⃗)δ(z), (4.31)

ãäå

Aω1,ω2
(ρ⃗) =

+∞∫
−∞

Bε(ρ⃗, z)dz = Aω1,ω2
(0) exp(−(x1 − x2)

2

σ2x
− (y1 − y2)

2

σ2y
− (t1 − t2)

2

τ 2
)) ,

(4.32)

Aω1,ω2
(0) =

ω4
p1/(ω1ω2)

2

(1− ω2
p0/ω

2
1)(1− ω2

p0/ω
2
2)

√
πσz , (4.33)

ρ⃗ = (x, y). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ ñäâèãîâ

ôàç, âíîñèìûõ ñëîåì íåîäíîðîäíîé ïëàçìû òîëùèíû H íà ÷àñòîòàõ ωi and ωj

âûðàæàåòñÿ â âèäå

< ϕiϕj >=
H

4
kikjAωi,ωj

(ρ⃗) , (4.34)
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êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ êîýôôèöèåíòàìè λij â ôîðìóëå (4.21) åñëè óñëîâíî ïðè-

íÿòü ñëåäóþùèå çíàêè âîëíîâûõ ÷èñåë:

k1 → kI , k2 → kI , k3 → −kII , k4 → −kII , (4.35)

t1 → tI =
x5
v
, t2 → tI =

x5
v
, t3 → tII =

x6
v
, t4 → tII =

x6
v
,

ãäå v � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà ïî òðàåêòîðèè. Íåñòàöèî-

íàðíûå ýôôåêòû, îïèñûâàåìûå êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé (4.32), ïðèñóòñòâó-

þò â îêîí÷àòåëüíîì ðåçóëüòàòå â ñèëó çàâèñèìîñòè êîîðäèíàò êîñìè÷åñêîãî

àïïàðàòà (x5, x6) îò âðåìåíè. Óäîáíî ââåñòè ñîîòâåòñòâóþùèé êîððåëÿöèîííûé

ìàñøòàá

Lc = τv , (4.36)

ðàâíûé ðàññòîÿíèþ, ïðîõîäèìîìó êîñìè÷åñêèì àïïàðàòîì çà âðåìÿ τ (õàðàê-

òåðíûé âðåìåííîé ìàñøòàá èîíîñôåðíûõ ôëóêòóàöèé). Çàìåòíîãî ïðîÿâëåíèÿ

íåñòàöèîíàðíûõ ýôôåêòîâ ñëåäóåò îæèäàòü â ñëó÷àå Lc ≤ L.

Ââåäåì ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå

βij = −kikjH
4

Aωiωj
(0) . (4.37)

Îòðèöàòåëüíûé çíàê ïåðåä âûðàæåíèåì (4.37) ñâÿçàí ñ ïðèíÿòûì çäåñü ôîð-

ìàëüíûì îïðåäåëåíèåì âîëíîâûõ ÷èñåë (4.35). Ïðè òàêîì âûáîðå áîëüøàÿ ÷àñòü

êîýôôèöèåíòîâ βij (4.37) ïîëó÷àþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè. Î÷åâèäíî, βij = βji.

Ðàçëàãàÿ âõîäÿùóþ â âûðàæåíèå (4.21) ýêñïîíåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ â ðÿäû

Òåéëîðà ïî ñëàãàåìûì ñóììû â å¼ ïîêàçàòåëå, ïîëó÷èì (ó÷èòûâàÿ 4.20)

M(ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4) = exp(
β11 + β22 + β33 + β44

2
) (4.38)

∑
{nij}

∏
i,j

β
nij

ij

nij!
exp

(
−nij(xi − xj)

2

σ2x
− nij(yi − yj)

2

σ2y
− nij(ti − tj)

2

τ 2

)
.
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Ïîêàçàòåëè ýêñïîíåíò â (4.38) ðàâíû íóëþ ïðè i = j. Ó÷èòûâàÿ ýòî, ðàçëîæåíèå

(4.38) èìååò ñìûñë ïðîâîäèòü ëèøü ïî øåñòè êîýôôèöèåíòàì β12, β13, β14, β23, β24, β34

ñ ñóììèðîâàíèåì ïî ñîîòâåòñòâóþùèì èíäåêñàì nij. Ïðîâîäÿ âû÷èñëåíèÿ ïî ñî-

îòâåòñòâóþùèì ôîðìóëàì, (ó÷èòûâàÿ ÷òî β11 = β22 and β33 = β44), ïîëó÷èì

âûðàæåíèå äëÿ äâóõ÷àñòîòíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ïðèíÿòîãî ñèãíàëà

Γ(ωI , ωII) =

(
kIkII
4πz21z2

1√
πL

)2

exp(β22 + β44)
∑
{n}

β n12

12

n12!

β n12

34

n34!

β n13

13

n13!

β n14

14

n14!

β n23

23

n23!

β n24

24

n24!

(4.39)∫
exp

(
−A(x)

ij xixj

)
dx1 . . . dx6

∫
exp

(
−A(y)

ij yiyj

)
dy1 . . . dy4 ,

ãäå A
(x)
ij è A

(y)
ij � ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû âèäà

A
(x)
ij =



n12+n13+n14

σx
2

− ik1(z1+2z2)
4z1z2

ik1
4z2

− n12

σx
2 − n13

σx
2 − n14

σx
2

ik1
2z1

0

ik1
4z2

− n12

σx
2

n12+n23+n24

σx
2

− ik1(z1+2z2)
4z1z2

− n23

σx
2 − n24

σx
2

ik1
2z1

0

− n13

σx
2 − n23

σx
2

n13+n23+n34

σx
2

+ ik2(z1+2z2)
4z1z2

− ik2
4z2

− n34

σx
2 0 − ik2

2z1

− n14

σx
2 − n24

σx
2 − ik2

4z2
− n34

σx
2

n14+n24+n34

σ2
x

+ ik2(z1+2z2)
4z1z2

0 − ik2
2z1

ik1
2z1

ik1
2z1

0 0

1
L2 − ik1

z1
+

n13+n14

τ2v2

+n23+n24

τ2v2

−n13+n14

τ2v2

−n23+n24

τ2v2

0 0 − ik2
2z1

− ik2
2z1

−n13+n14

τ2v2

−n23+n24

τ2v2

ik2
z1

+ 1
L2+

n13+n14

τ2v2

+n23+n24

τ2v2


(4.40)
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è

A
(y)
ij =



n12+n13+n14

σ2
y

− ik1(z1+2z2)
4z1z2

ik1
4z2

− n12

σy
2 −n13

σy
2 −n14

σy
2

ik1
4z2

− n12

σy
2

n12+n23+n24

σ2
y

− ik1(z1+2z2)
4z1z2

−n23

σy
2 −n24

σy
2

−n13

σy
2 −n23

σy
2

n13+n23+n34

σ2
y

+ ik2(z1+2z2)
4z1z2

− ik2
4z2

− n34

σy
2

−n14

σy
2 −n24

σy
2 − ik2

4z2
− n34

σy
2

n14+n24+n34

σ2
y

+ ik2(z1+2z2)
4z1z2



. (4.41)

Èíòåãðàëû ñ ýêñïîíåíöèàëüíûìè ôóíêöèÿìè îò êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ïî

ãðóïïàì èç øåñòè ïåðåìåííûõ x1 . . . x6 è ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ y1 . . . y4 âûðà-

æàþòñÿ ÷åðåç îïðåäåëèòåëè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö (4.40) è (4.41):∫
exp (−Aijxixj) d

nx =

√
πn

detAij
. (4.42)

4.4 Ê îáîñíîâàíèþ ïðèáëèæåíèÿ ôàçîâîãî ýêðà-
íà.

Â ñèñòåìå ñïóòíèê - èîíîñôåðà - øåðîõîâàòàÿ ïîâåðõíîñòü ïëàíåòû, êàê ïðàâè-

ëî, õàðàêòåðíàÿ òîëùèíà íåîäíîðîäíîãî èîíîñôåðíîãî ñëîÿ íåâåëèêà ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ âûñîòîé èîíîñôåðû íàä ïîâåðõíîñòüþ è âûñîòîé îðáèòû ñïóòíèêà. Ýòî

ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ ïðîòÿæåííûì õà-

ðàêòåðîì íåîäíîðîäíîãî ñëîÿ, íåñóùåñòâåííû ïî ñðàâíåíèþ ñ ýâîëþöèåé êîð-

ðåëÿöèîííîé ôóíêöèè ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíû â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïðè òàêîì äîïóùåíèè ÿâëÿåòñÿ îïðàâäàííûì ïðèáëèæåííîå îïèñàíèå èîíîñôå-

ðû ìîäåëüþ ôàçîâîãî ýêðàíà [283], øèðîêî ïðèìåíÿåìîå òàêæå è äëÿ âåñüìà

ïðîòÿæåííûõ ñðåä [284]. Â ðàáîòå [143] ïðèâåäåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ àðãóìåí-

òàöèÿ â ïîëüçó îáîñíîâàíèÿ ïðàâîìåðíîñòè ïðèìåíåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ôàçîâî-

ãî ýêðàíà â ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðàäèîëîêàöèè Ìàðñà

èíñòðóìåíòàìè MARSIS è SHARAD. Íåïîñðåäñòâåííîå ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ
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âû÷èñëåíèÿ äâóõ÷àñòîòíûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ïîëåé â ïðèáëèæåíèè

ôàçîâîãî ýêðàíà è ÷èñëåííûì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ìàð-

êîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ òàêæå ïîêàçûâàåò óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñèå ýòèõ

ðåçóëüòàòîâ äëÿ âîçìîæíûõ îæèäàåìûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ñèòóàöèé. Êðîìå

òîãî, ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ïðèáëèæåíèÿ ôàçîâîãî ýêðàíà â ïðîáëåìàõ ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ ðàäèîâîëí â çåìíîé èîíîñôåðå ìíîãîêðàòíî âûÿâëåíà îáøèðíîé

ïðàêòèêîé åãî ïðèìåíåíèÿ. Ïî ñðàâíåíèþ ñ çåìíîé èîíîñôåðîé, ìàðñèàíñêàÿ

èîíîñôåðà õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷èòåëüíî ìåíüøèì ïîëíûì ýëåêòðîííûì ñîäåð-

æàíèåì (ïîðÿäêà 1TECU) è ìåíüøåé òîëùèíîé (ïîðÿäêà 15 êì). Òåì ñàìûì,

â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü ïðèáëèæåíèå ôàçîâîãî ýêðàíà îáîñíîâàííûì íà

óðîâíå ñïðàâåäëèâîñòè Ìàðêîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ïëàâíûõ âîçìóùåíèé

ïëîòíîñòè èîíîñôåðíîé ïëàçìû.

Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ïðè ìîäåëèðîâàíèè âëèÿíèÿ íåîäíîðîäíîé èîíîñôåðû

íà êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïåðåéòè îò îïåðàòîðà ìàòðè÷íîé ýêñïî-

íåíòû, îïèñûâàþùåãî ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ê îáûêíîâåí-

íîìó ìàòðè÷íîìó îïåðàòîðó, ñîîòâåòñòâóþùåìó èñêàæåíèþ ôàçû âîëíîâîãî

ôðîíòà, âíîñèìîãî òîíêèì ôàçîâûì ýêðàíîì:

Γ(ω1, ω2, z+, |ρ⃗|) = Γ(ω1, ω2, z−, |ρ⃗|)
⟨
exp

(∫
ik1

ε1(0, z)

2
dz −

∫
ik2

ε2(ρ⃗, z)

2
dz

)⟩
,

(4.43)

ãäå Γ(ω1, ω2, z±, |ρ⃗|) - êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ äî è ïîñëå ôàçîâîãî ýêðàíà, ñî-
îòâåòñòâåííî, ε1,2 - (ìàëîå) âîçìóùåíèå äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè íà îáå-

èõ ÷àñòîòàõ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ñðåäû. Â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèé, àíàëîãè÷íûõ

ñäåëàííûõ â êíèãå î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè âîçìóùåíèÿ äèýëåêòðè÷åñêîé

ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû ñ íóëåâûìè ñðåäíèìè, âõîäÿùàÿ â óðàâíåíèå óñðåäíåí-

íàÿ ýêñïîíåíòà îò ñóììû èíòåãðàëîâ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ

ôóíêöèþ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ⟨
exp

(∫
ik1

ε1(0, z)

2
dz −

∫
ik2

ε2(ρ⃗, z)

2
dz

)⟩
= (4.44)

exp

−k
2
1

8

⟨ z′∫
z

ε1(0, z)dz

2⟩
−
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k22
8

⟨ z′∫
z

ε2(ρ⃗, z)dz

2⟩
+
k1k

2

4

⟨ z′∫
z

ε1(0, z)dz

z′∫
z

ε2(ρ⃗, z)dz

⟩ ,

ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåé òîëùèíå íåîäíîðîäíîãî èîíîñôåðíîãî ñëîÿ.

Âû÷èñëÿÿ âõîäÿùèå â ýòî âûðàæåíèå ñðåäíèå âåëè÷èíû àíàëîãè÷íî òîìó, êàê

ýòî ñäåëàíî â [275], íàéä¼ì äëÿ ãàóññîâñêîé ôóíêöèè êîððåëÿöèè ïëîòíîñòè

íåîäíîðîäíîñòåé⟨
exp

(∫
ik1

ε1(0, z)

2
dz −

∫
ik2

ε2(ρ⃗, z)

2
dz

)⟩
= (4.45)

exp

(
−H

8

(
k21Aω1,ω1

(0) + k22Aω2,ω2
(0)− 2k1k2Aω1,ω2

(0) exp(−ρ
2

ρ20
)

))
.

Ïðàêòè÷åñêè, ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ðàñ÷åòîâ äâóõ÷àñòîòíûõ ôóíêöèé êîãå-

ðåíòíîñòè â ïðèáëèæåíèè ôàçîâîãî ýêðàíà è ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì óðàâ-

íåíèé ìàðêîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîêàçàëè õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå äâóõ ïîäõîäîâ

äëÿ ðàññìîòðåííûõ çäåñü ñèòóàöèé (ñì. ïðèìåð ðàñ÷åòà íà ðèñ. 4.2).
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Ðèñ. 4.2: Ïðèìåð ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà äâóõ÷àñòîòíûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíê-
öèé ïîëÿ âîëí ðàäèîëîêàòîðà íà ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû, îäíîêðàòíî ïðîøåäøèõ
íåîäíîðîäíóþ èîíîñôåðó. Âåðõíèé ãðàôèê � ïðèáëèæåíèå ôàçîâîãî ýêðàíà,
íèæíèé ãðàôèê � ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàðêîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ.
Òîëùèíà èîíîñôåðû 15 êì, èçîòðîïíûå ãàóññîâñêèå ôëóêòóàöèè ïëîòíîñòè
ïëàçìû, êîððåëÿöèîííûé ìàñøòàá r0 = 1 êì , ñðåäíèé êâàäðàò ôëóêòóàöèé
ôàçû < ϕ2 >= 1, ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà f0 = 5 ÌÃö . Ëåâûå ÷àñòè äèàãðàìì �
àðãóìåíò êîìïëåêñíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, ïðàâûå ÷àñòè � ìîäóëü êîð-
ðåëÿöèîííîé ôóíêöèè (ïðîèçâîëüíûå åäèíèöû).
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Òåì ñàìûì, ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìîòðåííûì çäåñü çàäà÷àì ïðèáëèæåíèå

ôàçîâîãî ýêðàíà äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàäèîâîëí â èîíîñôåðå Ìàðñà ìîæíî

ñ÷èòàòü îáîñíîâàííûì íà óðîâíå ñïðàâåäëèâîñòè ìàðêîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ.

4.5 Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ.

Ïðèìåðû âû÷èñëåííûõ ñæàòûõ ñèãíàëîâ â ïðèñóòñòâèè èçîòðîïíûõ (σx = σy)

íåñòàöèîíàðíûõ èîíîñôåðíûõ ôëóêòóàöèé ïîêàçàíû íà ðèñ. 4.4. Ñëåäóþùèå

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ áûëè ïðèíÿòû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ: øèðèíà ïîëîñû Ë×Ì

ñèãíàëàB = 1 , öåíòðàëüíàÿ ÷àñòîòà äèàïàçîíà Ë×Ì f0 = 5 (äèàïàçîí MARSIS

IV), ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà ðåãóëÿðíîé èîíîñôåðû fp0 = 4 (ïîñòîÿííàÿ â ïðåäåëàõ

ñëîÿ), âûñîòà èîíîñôåðû íàä ïîâåðõíîñòüþ ïëàíåòû z2 = 120 êì, âûñîòà êîñ-

ìè÷åñêîãî àïïàðàòà íàä èîíîñôåðîé h = 250 êì, òîëùèíà èîíîñôåðíîãî ñëîÿ

H = 15 êì, äëèíà ñèíòåçèðîâàííîé àïåðòóðû 2L = 1500 ì, îòíîñèòåëüíûé

óðîâåíü âîçìóùåíèÿ èîíîñôåðíîé ïëàçìû ∆N/N = 0.4%, ïðîñòðàíñòâåííûå

êîððåëÿöèîííûå ìàñøòàáû σx = σy = σ óêàçàíû öèôðàìè ïðè êàæäîé ïàðå

êðèâûõ íà ðèñ. 4.4. Ñïëîøíûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò íåñòàöèîíàðíûì êîððå-

ëÿöèÿì ñ ìàñøòàáîì Lc = τv = 333ì, ïóíêòèðíûå êðèâûå � Lc = 1669 ì.

Ïðîñòðàíñòâåííûé êîððåëÿöèîííûé ìàñøòàá âäîëü íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðà-

íåíèÿ âîëíû ïðèíÿò ðàâíûì σz = 1000 ì.

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî èîíîñôåðíûå ôëóêòóàöèè âûçûâàþò óâåëè÷åíèå äëè-

òåëüíîñòè è óìåíüøåíèå ïèêîâîé àìïëèòóäû ñæàòîãî èìïóëüñà. Õàðàêòåðíàÿ

øèðèíà èìïóëüñà, îäíàêî, çàâèñèò â îñíîâíîì îò ïðîñòðàíñòâåííîãî ìàñøòà-

áà σ , â òî âðåìÿ êàê ïèêîâàÿ àìïëèòóäà ñèãíàëà çàâèñèò îò çíà÷åíèé îáîèõ

ïàðàìåòðîâ σ è τ .

Íåâîçìóùåííûé èìïóëüñ (êðèâàÿ ñ ïîäïèñüþ "Hann") ïîêàçàíà äëÿ ñðàâíå-

íèÿ â ëåâîé ÷àñòè ðèñóíêà. Ñðàâíèòåëüíî áîëüøèå ïîòåðè ïèêîâîé èíòåíñèâ-

íîñòè èìïóëüñà (îêîëî -10 äÁ ïðè òåîðåòè÷åñêèõ ïîòåðÿõ îêíà Õýííèíãà -6 äÁ)

îáóñëîâëåíû äèñêðåòèçàöèåé ñïåêòðà [248] è äðóãèìè íåòî÷íîñòÿìè, äîïóùåí-

íûìè ïðè óïðîùåííîé ÷èñëåííîé ïðîöåäóðå îáðàáîòêè Ë×Ì ñèãíàëà â öåëÿõ

ïîâûøåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìà ìîäåëèðîâàíèÿ.
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Íà ðèñóíêå 4.5 ïîêàçàíà ïèêîâàÿ àìïëèòóäà ñæàòîãî èìïóëüñà â çàâèñèìî-

ñòè îò σ è Lc = τv äëÿ ðàçëè÷íûõ óðîâíåé ôëóêòóàöèé ïëîòíîñòè ïëàçìû

∆N/N , êîòîðûå óêàçàíû öèôðàìè ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîâåðõíîñòÿõ íà ãðà-

ôèêå.

Íà ðèñ. 4.6 ïîêàçàíû àíàëîãè÷íûå çàâèñèìîñòè øèðèíû èìïóëüñà ïî óðîâíþ

−30 äÁ íèæå ìàêñèìóìà. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî øèðèíà èìïóëüñà ôàêòè÷åñêè

çàâèñèò ëèøü îò ïðîñòðàíñòâåííîãî ìàñøòàáà êîððåëÿöèè σ.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ àíèçîòðîïèè êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ôëóêòó-

àöèé ïëîòíîñòè ïëàçìû, ïðîâîäèëîñü ìîäåëèðîâàíèå ñòàöèîíàðíîãî ôàçîâîãî

ýêðàíà (τ = ∞) ñ ðàçëè÷íûìè êîððåëÿöèîííûìè ìàñøòàáàìè σx è σy. Ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ïîêàçàíû íà ðèñ. 4.7. Çíà÷åíèÿ êîððåëÿöèîííîãî ìàñøòà-

áà σy (ïîïåðåê òðàåêòîðèè) óêàçàíû öèôðàìè ïðè êàæäîé ïàðå êðèâûõ. Êàæ-

äàÿ ïàðà êðèâûõ ñîîòâåòñòâóåò äâóì ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì êîððåëÿöèîííîãî

ìàñøòàáà σx âäîëü òðàåêòîðèè (ñïëîøíàÿ è ïóíêòèðíàÿ êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò

çíà÷åíèÿì σx = 333 ì è σx = 1669 ì). Âñå îñòàëüíûå ïàðàìåòðû òå æå, ÷òî è â

ìîäåëè íåñòàöèîíàðíûõ ôëóêòóàöèé ïëàçìû (ðèñ. 4.4, 4.5 è 4.6).

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî äâà êîððåëÿöèîííûõ ìàñøòàáà σx è σy îòâåòñòâåííû çà

ðàçëè÷íûå ýôôåêòû èñêàæåíèé ðàäèàöèîííîãî ñèãíàëà. Ïèêîâàÿ àìïëèòóäà

çàâèñèò â îñíîâíîì îò ìàñøòàáà âäîëü òðàåêòîðèè σx, â òî âðåìÿ êàê óâåëè-

÷åíèå äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà çàâèñèò â îñíîâíîì îò ïîïåðå÷íîãî ìàñøòàáà σy.

Ýòî ìîæíî âèäåòü íà ðèñ. 4.8 è 4.9, íà êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ïîêàçàíû çàâèñè-

ìîñòè ïèêîâîé àìïëèòóäû è øèðèíû èìïóëüñà îò êîððåëÿöèîííûõ ìàñøòàáîâ

σx è σy äëÿ ðàçëè÷íûõ óðîâíåé ôëóêòóàöèé ïëàçìû δ = ∆N/N .

Îáíàðóæåííûé òèï çàâèñèìîñòåé ñâÿçàí ñ õàðàêòåðíûìè îñîáåííîñòÿìè àïåð-

òóðíîãî ñèíòåçà, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.10. Ïèêîâàÿ àìïëèòóäà èìïóëüñà îïðå-

äåëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíîé èíòåðôåðåíöèåé èìïóëüñîâ, çàðåãèñòðèðîâàííûõ â

ïðåäåëàõ âñåé äëèíû ñèíòåòè÷åñêîé àïåðòóðû (ñïëîøíûå ñòðåëêè íà ðèñ. 4.10).

Ýòè ñèãíàëû ïðîõîäÿò ãëàâíûì îáðàçîì ÷åðåç íåáîëüøóþ ïëîùàäêó ôàçîâî-

ãî ýêðàíà ïîä êîñìè÷åñêèì àïïàðàòîì. Êîíñòðóêòèâíàÿ èíòåðôåðåíöèÿ ýòèõ

ñèãíàëîâ îïðåäåëÿåòñÿ êîððåëÿöèåé ôëóêòóàöèé ôàçû âî âðåìåíè è âäîëü òðà-

åêòîðèè. Ïîýòîìó ïèêîâàÿ àìïëèòóäà çàâèñèò â îñíîâíîì îò σx è τ , à íå îò

σy.
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Â îòëè÷èå îò ïèêîâîé àìïëèòóäû, óøèðåíèå äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà îïðå-

äåëÿåòñÿ áîêîâûìè îòðàæåíèÿìè, ïðèõîäÿùèìè ñî âñåõ áîêîâûõ íàïðàâëåíèé,

áëèçêèõ ê íîðìàëè ê òðàåêòîðèè ïîëåòà (ïóíêòèðíûå ñòðåëêè íà ðèñ. 4.10).

Ñèãíàëû â íàïðàâëåíèÿõ, äàëåêèõ îò íîðìàëè, ïîäàâëÿþòñÿ íàïðàâëåííûì

äåéñòâèåì ñèíòåòè÷åñêîé àïåðòóðû. Ýòè îòðàæåíèÿ îáðàçóþòñÿ âîëíàìè, äè-

ôðàãèðóþùèìè â öåëîé ïîëîñå ôàçîâîãî ýêðàíà, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.10, è

èíòåíñèâíîñòü ýòîé äèôðàêöèè îïðåäåëÿåòñÿ êîððåëÿöèîííûì ìàñøòàáîì σy,

òî åñòü ïîïåðåê òðàåêòîðèè.

Ïàðàìåòðû, âûáðàííûå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ (fp0 = 4 ÌÃö) ñîîòâåòñòâóþò

äíåâíîé ìàðñèàíñêîé àòìîñôåðå. Ïî ðåçóëüòàòàì ðàäèîçàòìåííûõ ýêñïåðèìåí-

òîâ [285] è ðàäèîëîêàöèîííûì äàííûì [286], ìàêñèìàëüíàÿ ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà

èîíîñôåðû Ìàðñà ïðåâûøàåò 3.5 ÌÃö ïðè ñîëíå÷íûõ çåíèòíûõ óãëàõ, ìåíüøèõ

50◦. Ïðè ñîëíå÷íûõ çåíèòíûõ óãëàõ, ìåíüøèõ 40◦, îíà ïðèáëèæàåòñÿ ê 4 ÌÃö

è ïðåâîñõîäèò ýòî çíà÷åíèå âî âðåìÿ èíòåíñèâíûõ ñîëíå÷íûõ âñïûøåê. Â òî æå

âðåìÿ, â ëèòåðàòóðå îïóáëèêîâàíû äàííûå ïîëíîãî ýëåêòðîííîãî ñîäåðæàíèÿ

(ÏÝÑ) ìàðñèàíñêîé àòìîñôåðû ïî ðåçóëüòàòàì îáðàáîòêè ðàäèîëîêàöèîííûõ

äàííûõ MARSIS ïðè ñîëíå÷íûõ çåíèòíûõ óãëàõ îò 25◦ è áîëåå.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîÿâëåíèÿ èññëåäîâàííûõ çäåñü ýôôåêòîâ ñëåäóåò îæè-

äàòü â îñíîâíîì â äíåâíûõ óñëîâèÿõ. Â íî÷íûõ óñëîâèÿõ, êîãäà êðèòè÷åñêàÿ

÷àñòîòà ïëàçìû ïàäàåò íèæå 1 ÌÃö, îöåíêè äàþò ìàëûå çíà÷åíèÿ ôàçîâûõ

ôëóêòóàöèé äàæå äëÿ âûñîêèõ îòíîñèòåëüíûõ óðîâíåé ôëóêòóàöèé ïëîòíîñòè

ïëàçìû (ñì. òàáëèöó 4.1). Òàêèì îáðàçîì, âëèÿíèå ôëóêòóàöèé íî÷íîé ìàð-

ñèàíñêîé èîíîñôåðû íà ðàäèîëîêàöèîííûå ñèãíàëû äåêàìåòðîâîãî äèàïàçîíà

ñëåäóåò ñ÷èòàòü ïðåíåáðåæèìî ìàëûì.

Íåêîòîðûå îöåíêè ñðåäíåãî êâàäðàòà ôëóêòóàöèé ôàçû
√
< ϕ2 > íà ñðåä-

íåé ÷àñòîòå ÷åòâåðòîãî äèàïàçîíà ðàäèîëîêàòîðà MARSIS Band IV (5 ÌÃö)

ïðèâåäåíû â òàáëèöå 4.1 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïëàçìåííîé ÷àñòîòû fp0 è

óðîâíåé ôëóêòóàöèé ïëîòíîñòè ïëàçìû δ = ∆N/N (H = 15 êì ,σz = 1 êì ).

Äëÿ íàèáîëåå âåðîÿòíûõ çíà÷åíèé
√
< ϕ2 > ñîãëàñíî òàáëèöå 4.1, ïðîâåäåíî

÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå.

Òèïè÷íûå ÷àñòîòíûå çàâèñèìîñòè äâóõ÷àñòîòíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè,

õàðàêòåðíûå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè, ïîêàçàíû íà ðèñ. 4.11.
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Òàáëèöà 4.1: Ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå ôëóêòóàöèè ôàçû ñèãíàëà
√
< ϕ2 >

δ 1. ÌÃö 2. ÌÃö 3. ÌÃö 4. ÌÃö
0.001 0.011 0.047 0.122 0.288
0.002 0.022 0.094 0.243 0.576
0.003 0.033 0.141 0.365 0.865
0.004 0.044 0.189 0.486 1.153
0.005 0.055 0.236 0.608 1.441
0.006 0.066 0.283 0.729 1.729
0.007 0.077 0.33 0.851 2.017
0.008 0.088 0.377 0.973 2.305
0.009 0.099 0.424 1.094 2.594
0.01 0.11 0.472 1.216 2.882

Поверхность планеты

Синтезированная апертура

Ионосфера (фазовый экран)

Анизотропные флуктуации

ωI
ωII

x5,y5

x1,y1

x6,y6

x2,y2

x3,y3

x4,y4

z1

z2

z
y

x

Ðèñ. 4.3: Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ýêñïåðèìåíòà ïî ãëóáèííîé ðàäèîëîêà-
öèè.
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Ðèñ. 4.4: ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå èîíîñôåðíûõ èñêàæåíèé Ë×Ì ñèãíàëîâ
ãëóáèííîé ðàäèîëîêàöèè. Äèàïàçîí 4.5 - 5.5 ÌÃö (÷åòâåðòûé ðàáî÷èé äèàïàçîí
èíñòðóìåíòà MARSIS). Òîëùèíà èîíîñôåðíîãî ñëîÿ H = 15 êì, ïëàçìåííàÿ
÷àñòîòà èîíîñôåðû fp0 = 4 ÌÃö. Ñïëîøíûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò íåñòàöè-
îíàðíûì êîððåëÿöèÿì ñ ìàñøòàáîì Lc = τv = 333ì, ïóíêòèðíûå êðèâûå �
Lc = 1669 ì.
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Ðèñ. 4.5: Äåãðàäàöèÿ ïèêîâîé àìïëèòóäû Ë×Ì ñèãíàëîâ â çàâèñèìîñòè îò ìàñ-
øòàáà êîððåëÿöèè ôëóêòóàöèé ïëîòíîñòè èîíîñôåðíîé ïëàçìû σ è õàðàêòåð-
íîãî ìàñøòàáà Lc (4.36).
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Ðèñ. 4.6: Óâåëè÷åíèå äëèòåëüíîñòè ñæàòûõ Ë×Ì èìïóëüñîâ â çàâèñèìîñòè îò
ìàñøòàáà êîððåëÿöèè ôëóêòóàöèé ïëîòíîñòè èîíîñôåðíîé ïëàçìû σ è õàðàê-
òåðíîãî ìàñøòàáà Lc (4.36).
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Ðèñ. 4.7: ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå èîíîñôåðíûõ èñêàæåíèé Ë×Ì ñèãíàëîâ
ãëóáèííîé ðàäèîëîêàöèè ïðè àíèçîòðîïíûõ ôëóêòóàöèÿõ ïëîòíîñòè ïëàçìû.
Äèàïàçîí 4.5 - 5.5 ÌÃö (÷åòâåðòûé ðàáî÷èé äèàïàçîí èíñòðóìåíòà MARSIS).
Òîëùèíà èîíîñôåðíîãî ñëîÿ H = 15 êì, ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà èîíîñôåðû fp0 =
4 ÌÃö. Ñïëîøíàÿ è ïóíêòèðíàÿ êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì σx = 333 ì
è σx = 1669 ì.
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Ðèñ. 4.8: Äåãðàäàöèÿ ïèêîâîé àìïëèòóäû Ë×Ì ñèãíàëîâ â çàâèñèìîñòè îò ìàñ-
øòàáîâ êîððåëÿöèè àíèçîòðîïíûõ ôëóêòóàöèé ïëîòíîñòè ïëàçìû σx and σy
(âäîëü è ïîïåðåê òðàåêòîðèè êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà, ñîîòâåòñòâåííî). Ñïëîø-
íàÿ è ïóíêòèðíàÿ êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì σx = 333 ì è σx = 1669
ì.
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Ðèñ. 4.9: Óâåëè÷åíèå äëèòåëüíîñòè Ë×Ì ñèãíàëîâ â çàâèñèìîñòè îò ìàñøòàáîâ
êîððåëÿöèè àíèçîòðîïíûõ ôëóêòóàöèé ïëîòíîñòè ïëàçìû σx and σy (âäîëü è
ïîïåðåê òðàåêòîðèè êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà, ñîîòâåòñòâåííî).
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Ðèñ. 4.10: Ñõåìà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàäèîëîêàöèîííûõ ñèãíàëîâ (ê ïîÿñíåíèþ
âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáîâ êîððåëÿöèè ôëóêòóàöèé ïëîòíîñòè ïëàçìû).
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Ðèñ. 4.11: Òèïè÷íàÿ äâóõ÷àñòîòíàÿ ôóíêöèÿ êîððåëÿöèè Ë×Ì ñèãíàëà ñîãëàñ-
íî ôîðìóëå (4.39). fp0 = 4 ÌÃö, σx = 528 ì, σy = 419 ì.

4.6 Êâàçèñëó÷àéíàÿ ìîäåëü ôàçîâîãî ýêðàíà.

Ñõåìà ýêñïåðèìåíòà ïî ãëóáèííîìó ðàäèîçîíäèðîâàíèþ ðàäèîëîêàòîðîì ñ ñèí-

òåçèðîâàííîé àïåðòóðîé ïîêàçàíà íà ðèñ. 4.12. Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ êîì-

ïëåêñíîé àìïëèòóäû ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñèãíàëà, ïðèíèìàåìîãî ïðèåìíèêîì

ðàäèîëîêàòîðà ïîñëå îòðàæåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû ñ äâóêðàòíûì ïðî-

õîæäåíèåì èîíîñôåðû ïî ïóòè îò êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà ê ïîâåðõíîñòè è îá-

ðàòíî. Ïîâåðõíîñòü ïëàíåòû áóäåì ñ÷èòàòü ïëîñêîé è ãîðèçîíòàëüíîé. Íà âû-

ñîòå z2 íàä ïîâåðõíîñòüþ ïëàíåòû ðàñïîëîæåí ñëîé èîíîñôåðû, ñîäåðæàùèé

ôëóêòóàöèè ïëîòíîñòè ïëàçìû. Êîñìè÷åñêèé àïïàðàò äâèæåòñÿ ïàðàëëåëüíî

ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû ïî ãîðèçîíòàëüíîé òðàåêòîðèè íà âûñîòå h = z1 + z2 íàä

ïîâåðõíîñòüþ ïëàíåòû. Èîíîñôåðíûé ñëîé ñ íåîäíîðîäíîñòÿìè ïðèáëèæåííî

îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ ôàçîâîãî ýêðàíà, âíîñÿùåãî â âîëíîâîé ôðîíò ïðîõîäÿ-

ùåé âîëíû ôàçîâûé ñäâèã, çàâèñÿùèé îò êîîðäèíàòû è ÷àñòîòû.

Ïîñêîëüêó â äàííîé ðàáîòå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ âëèÿíèþ èîíî-

ñôåðíûõ ôëóêòóàöèé, ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ øåðîõîâàòîñòüþ ïîâåðõíîñòè ðàñ-
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ñìîòðåíû íå áóäóò. Êàê ïîâåðõíîñòü ïëàíåòû, òàê è ãëóáèííûå îòðàæàþùèå

ãîðèçîíòû ñ÷èòàþòñÿ ïëîñêèìè è ãîðèçîíòàëüíûìè. Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí îò

ïåðåäàò÷èêà ê ïîâåðõíîñòè è îáðàòíî ê ïðèåìíèêó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â ïðè-

áëèæåíèè ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äèôðàêöèè [275], à êîýôôèöèåíò îòðà-

æåíèÿ ñèãíàëà îò ñëîèñòîé êîðû ïëàíåòû âû÷èñëÿòü äëÿ íîðìàëüíî ïàäàþùåé

âîëíû. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ñèãíàë ðàäèîëîêàòîðà ÷àñòîòû ω, ïðèíÿòûé íà

êîñìè÷åñêîì àïïàðàòå ïîñëå îòðàæåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû è äâóêðàòíîãî

ïðîõîæäåíèÿ èîíîñôåðû, áóäåò âûðàæàòüñÿ ïðè ïîìîùè ôîðìóëû:

E(ω) = R(ω)
∫
dx2dy2

∫
dx3dy3

1
z1

k
4πiz2

k
2πiz1

exp
(
ikz1 + ik(x1−x2)

2

2z1
+ ik(y1−y2)

2

2z1
+ iϕ(x2, y2)

+2ikz2 + ik(x2−x3)
2

4z2
+ ik(y2−y3)

2

4z2
+ iϕ(x3, y3) + ikz1 + ik(x3−x4)

2

2z1
+ ik(y3−y4)

2

2z1

)
,

(4.46)

ãäå R(ω) - êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ïëîñêîé âîëíû ïîâåðõíîñòüþ ïëàíåòû,

ϕ(x, y) - âíîñèìûé èîíîñôåðîé ôàçîâûé ñäâèã, x1, y1 - êîîðäèíàòû èñòî÷íèêà

ñèãíàëà (êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà â ìîìåíò èçëó÷åíèÿ èìïóëüñà), x2, y2 è x3, y3-

êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè ôàçîâîãî ýêðàíà ïðè ïåðâîì è âòîðîì ïðîõîæäåíèè

ñèãíàëà ÷åðåç èîíîñôåðó ñîîòâåòñòâåííî, x4, y4 - êîîðäèíàòû ïðèåìíèêà ñèãíà-

ëà (êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà â ìîìåíò ïðèåìà îòðàæåííîãî èìïóëüñà), z2 - âûñîòà

èîíîñôåðû íàä ïîâåðõíîñòüþ ïëàíåòû, z1 = h − z2 - ðàññòîÿíèå îò ñïóòíèêà

äî èîíîñôåðíîãî ñëîÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òðàåêòîðèÿ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà

ðàñïîëîæåíà ïàðàëëåëüíî îñè x. Ñèíòåç àïåðòóðû ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ

âûðàæåíèÿ (4.46) ïî ó÷àñòêó òðàåêòîðèè ñîîòâåòñòâóþùåé äëèíû. Ïåðåìåùå-

íèåì êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà ïî òðàåêòîðèè çà âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èìïóëüñà

äî ïîâåðõíîñòè è îáðàòíî áóäåì ïðåíåáðåãàòü è ïðèáëèæåííî ïîëàãàòü x1 = x4,

y1 = y4.

Ôàçîâûé ñäâèã ϕ(x, y), âíîñèìûé èîíîñôåðîé â ïðîõîäÿùèé ñèãíàë, â ïðè-

áëèæåíèè ôàçîâîãî ýêðàíà ðàâåí ôàçîâîìó ïóòè ïî ïðÿìîëèíåéíîé òðàåêòî-

ðèè, ïåðåñåêàþùåé èîíîñôåðíûé ñëîé. Ðåãóëÿðíóþ ÷àñòü âíîñèìîãî ýêðàíîì

ôàçîâîãî ñäâèãà, ñâÿçàííóþ ñ äèñïåðñèåé â ñëîèñòîé èîíîñôåðå, áóäåì ñ÷èòàòü

ïîëíîñòüþ ñêîìïåíñèðîâàííîé. Â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ôëóêòóà-

öèé ïëîòíîñòè ïëàçìû ñðåäíèé êâàäðàò ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû ôàçîâîãî ñäâèãà
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âîëíû, ïðîøåäøåé íåîäíîðîäíûé ñëîé òîëùèíû H, ðàâåí [275]

⟨
ϕ2
⟩
=
k2

4

⟨
(

∫
ε1dz)

2

⟩
=
k2

4
A(0)H, (4.47)

ãäå

A(ρ) = 2π

∫
Φε(κ⃗, ρ)d

2κ⃗, (4.48)

ãäå Φε(·) - ôóðüå-òðàíñôîðìàíòà êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ñëó÷àéíîé êîìïî-

íåíòû äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî [275]⟨
ε21
⟩
=

∫
Φε(κ⃗, ρ)d

2κ⃗dρ , (4.49)

ìîæíî çàïèñàòü ⟨
ϕ2
⟩
=
k2

4
H
⟨
ε21
⟩ ∫ 2πΦε(κ⃗, 0)d

2κ⃗∫
Φε(κ⃗, ρ)d2κ⃗dρ

. (4.50)

Âõîäÿùåå â âûðàæåíèå (4.50) îòíîøåíèå äâóõ èíòåãðàëîâ îïðåäåëÿåò õàðàêòåð-

íûé ìàñøòàá ïðîäîëüíûõ êîððåëÿöèé ôëóêòóàöèé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàå-

ìîñòè ñðåäû. Äëÿ ïðèáëèçèòåëüíûõ îöåíîê ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò ìàñøòàá

ïðèáëèçèòåëüíî ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì íåîäíîðîäíîñòåé èîíîñôå-

ðû, è îäíîãî ïîðÿäêà âåëè÷èíû ñ ïîïåðå÷íûì ìàñøòàáîì êîððåëÿöèé, ò.å. åäè-

íèö êèëîìåòðîâ. Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëû (4.26,4.27) â (4.49,4.50), ìîæíî âèäåòü,

÷òî ñðåäíèé êâàäðàò ôëóêòóàöèé ôàçîâîãî ïóòè â èîíîñôåðå îïðåäåëÿåòñÿ

ãëàâíûì îáðàçîì îòíîøåíèåì ω2
p1/ω

2, ò.å. îòíîñèòåëüíûì âîçìóùåíèåì ïëîò-

íîñòè ïëàçìû, êîòîðûé ìîæåò âàðüèðîâàòüñÿ â âåñüìà øèðîêèõ ïðåäåëàõ. Òàê,

â ðàáîòå [269] ïðè èññëåäîâàíèè ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè ðàäèîëîêàòîðà ðàñ-

ñìîòðåí äèàïàçîí çíà÷åíèé âîçìóùåíèé êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ â çåìíîé

èîíîñôåðå îò 0.5% (èîíîñôåðà ñðåäíèõ øèðîò) äî 10% (àâðîðàëüíûå îáëàñòè).

Â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè ôëóêòóàöèé, êðèòè÷åñêîé ÷àñòîòû èîíîñôå-

ðû, ÷àñòîòû ñèãíàëà è äðóãèõ ôàêòîðîâ ñðåäíèé êâàäðàò ôàçîâîãî ïóòè â èîíî-

ñôåðå ìîæåò èçìåíÿòüñÿ â øèðîêîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé, â ÷àñòíîñòè, îí ìîæåò

áûòü êàê ìàë, òàê è âåëèê ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé. Òàê, ïðè òèïè÷íûõ äëÿ

Ìàðñà çíà÷åíèé òîëùèíû èîíîñôåðíîãî ñëîÿ H = 15 êì è êðèòè÷åñêîé ÷à-

ñòîòû 4 ÌÃö (õàðàêòåðíàÿ âåëè÷èíà äëÿ ñîëíå÷íûõ çåíèòíûõ óãëîâ ïîðÿäêà

40− 50◦ [285]), äëÿ ÷àñòîòû ñèãíàëà 5 ÌÃö, ìàñøòàáà ïðîäîëüíûõ êîððåëÿöèé

1 êì è âîçìóùåíèÿ êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ 1%, ôîðìóëû (4.27)-(4.50) äàþò
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âåëè÷èíó ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ ôàçû
√

⟨ϕ2⟩ ≈ 4 ðàäèàí. Õîòÿ ýòîò

ñðåäíèé êâàäðàò ñëó÷àéíîãî ôàçîâîãî ñäâèãà çàâèñèò îò ÷àñòîòû ñèãíàëà, ýòà

çàâèñèìîñòü íå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì ôàêòîðîì, ïðèâîäÿùèì ê ïðèíöèïè-

àëüíûì ôèçè÷åñêèì ýôôåêòàì. Äëÿ íå î÷åíü øèðîêîïîëîñíûõ ñèãíàëîâ ýòîé

çàâèñèìîñòüþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è ñ÷èòàòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íûé ôàçîâûé ñäâèã

ïîñòîÿííûì â ïðåäåëàõ âñåãî äèàïàçîíà Ë×Ì ñèãíàëà.

4.7 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå êâàçèñëó÷àéíîãî
ýêðàíà.

Â ðàáîòå [274]ïðèíÿòà óïðîùåííàÿ êâàçèñëó÷àéíàÿ ìîäåëü íåîäíîðîäíîé èîíî-

ñôåðû, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ íåñêîëüêèõ ñèíóñîèäàëüíûõ êîì-

ïîíåíò ñî ñëó÷àéíûìè àìïëèòóäàìè è ôàçàìè âèäà

ϕ =
∑
i

Ai cos(kix), (4.51)

çàâèñÿùèìè îò îäíîé êîîðäèíàòû (òîé, ïî êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ ñèíòåç àïåð-

òóðû). Ïîäîáíàÿ ìîäåëü èñïîëüçîâàëàñü â ðàáîòå [287] äëÿ àíàëèçà õàîñà ëó-

÷åâûõ òðàåêòîðèé â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé èîíîñôåðå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

ôàçîâûé ìíîæèòåëü, ñâÿçàííûé ñî ñäâèãîì ôàçû â èîíîñôåðå, ðàçëàãàåòñÿ â

ðÿä ïî ñèíóñîèäàëüíûì êîìïîíåíòàì â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé

exp(iA1 cos(k1x) + iA2 cos(k2x) + iA3 cos(k3x) + ...) =
∑

n1,n2,n3,...
in1+n2+n3+...

Jn1
(A1)× Jn2

(A2)× Jn3
(A3)× . . .× exp(ik1n1x+ ik2n2x+ ik3n3x+ . . .),

(4.52)

ãäå Jn(·) - öèëèíäðè÷åñêèå ôóíêöèè Áåññåëÿ. Ñóììèðîâàíèå ïî êàæäîìó èç

èíäåêñîâ ni âåäåòñÿ ïî âñåìó ìíîæåñòâó öåëûõ ÷èñåë.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ Ai è ki äîëæíû âûáèðàòüñÿ

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü íàèëó÷øåå ñîîòâåòñòâèå ìîäåëüíîãî ñïåêòðà,

îïðåäåëåííîãî ôîðìóëàìè (4.51) è (4.52) ñ ïðîñòðàíñòâåííûì ñïåêòðîì ðåàëü-

íûõ ôëóêòóàöèé. Íàèáîëåå èçó÷åííûìè ÿâëÿþòñÿ ôëóêòóàöèè ïëîòíîñòè ïëàç-

ìû çåìíîé èîíîñôåðû [288]. Èìåþòñÿ òàêæå òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëü-

íûå ôàêòû, óêàçûâàþùèå íà âîçìîæíîñòü ïðèñóòñòâèÿ ôëóêòóàöèé ïëîòíîñòè

ïëàçìû â èîíîñôåðàõ äðóãèõ ïëàíåò, â ÷àñòíîñòè, Ìàðñà [289]. Íàäåæíûå äàí-
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íûå èçìåðåíèé ôëóêòóàöèé ìàðñèàíñêîé èîíîñôåðû â ðàññìàòðèâàåìîì äèà-

ïàçîíå ìàñøòàáîâ ïîêà îòñóòñòâóþò [290].

Â òàêîé ñèòóàöèè, â êà÷åñòâå ðàçóìíîãî äîïóùåíèÿ äëÿ âûáîðà êîíêðåò-

íûõ çíà÷åíèé ïðîñòðàíñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ ìàñøòàáà ki è ñîîòâåòñòâóþùèõ

àìïëèòóä ïðîñòðàíñòâåííîãî ñïåêòðà Ai ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ýêñïåðèìåíòàëü-

íûå ðåçóëüòàòû ïî èçìåðåíèþ ôëóêòóàöèé â çåìíîé èîíîñôåðå.

Êðîìå òîãî, êàê óêàçàíî â ðàáîòå [291], äèàïàçîí ìàñøòàáîâ íåîäíîðîäíî-

ñòåé ñðåäû, ýôôåêòèâíî ó÷àñòâóþùèõ â ðàññåÿíèè, òàêæå îãðàíè÷åí. Â ÷àñò-

íîñòè, ïðè íå î÷åíü ñèëüíûõ ôëóêòóàöèÿõ íàèáîëåå ýôôåêòèâíî ó÷àñòâóþò

â ðàññåÿíèè ñòðóêòóðû ñ ðàçìåðîì ïîðÿäêà çîíû Ôðåíåëÿ, â äàííîé çàäà÷å

ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñîâïàäàþùèì ñ õàðàêòåðíûì êîððåëÿöèîííûì ìàñøòà-

áîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóåìîå â íàøèõ ðàñ÷åòàõ ïðèáëèæåíèå ïëàâíûõ

âîçìóùåíèé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâûì â íåêîòîðîì äèàïàçîíå ìàñøòàáîâ

íåîäíîðîäíîñòåé ñðåäû. Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðû ÷èñëåííîé ìîäåëè äîëæíû

áûòü âûáðàíû ñ ó÷åòîì âñåõ ýòèõ ñîîáðàæåíèé.

Â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ïðèìåíÿëàñü àïïðîêñèìàöèÿ ôàçîâîãî ýêðàíà ïî ôîð-

ìóëå (4.51) ñ òðåìÿ ñèíóñîèäàëüíûìè êîìïîíåíòàìè ñ ïåðèîäàìè 1500, 1900 è

2400 ì. è îòíîñèòåëüíûìè àìïëèòóäàìè, ñïàäàþùèìè â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàí-

íîé ìîäåëüþ [274]. Â òàêîé ìîäåëè ñðåäíèé êâàäðàò ôàçîâîãî ñäâèãà
⟨
ϕ2
⟩
, âíî-

ñèìîãî ýêðàíîì, ðàâåí ïîëîâèíå ñóììû êâàäðàòîâ àìïëèòóä ñèíóñîèäàëüíûõ

êîìïîíåíò ôàçîâîãî ñäâèãà (4.51). Â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå

îòêëîíåíèå ôàçû
√

⟨ϕ2⟩ âàðüèðîâàëîñü â øèðîêèõ ïðåäåëàõ îò 10−1 äî 5 ðàäè-

àí.

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå (4.52) â âûðàæåíèå äëÿ îòðàæåííîãî ñèãíàëà (4.46),

äâàæäû ïðîøåäøåãî èîíîñôåðó, ïîëó÷èì ñóììó ïî äâóì íàáîðàì èíäåêñîâ

{n1, n2, n3, . . .}, {m1,m2,m3, . . .}, ãäå êàæäûé èíäåêñ ïðèíèìàåò öåëî÷èñëåííûå
çíà÷åíèÿ îò −∞ äî +∞:

E(ω) = R(ω)
∫
dx2dy2

∫
dx3dy3

1
z1

k
4πiz2

k
2πiz1∑

n1,n2,n3,m1,m2,n3
in1+n2+n3+m1+m2+m3Jn1

(A1)Jn2
(A2)Jn3

(A3)Jm1
(A1)Jm2

(A2)Jm3
(A3)

exp
(
ikz1 + ik(x−x2)

2

2z1
+ iky

2
2

2z1

+iκ2x2 + 2ikz2 + ik(x2−x3)
2

4z2
+ ik(y2−y3)

2

4z2
+ iκ3x3 + ikz1 + ik(x3−x)2

2z1
+ iky

2
3

2z1

)
,

(4.53)
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ãäå ïðèíÿòî x1 = x4 = x, y1 = y4 = 0, κ2 = k1n1 + k2n2 + k3n3, κ3 =

k1m1 + k2m2 + k3m3, ñîîòâåòñòâåííî. Ñèíòåç àïåðòóðû, ò.å. èíòåãðèðîâàíèå ïî

x ïî ó÷àñòêó òðàåêòîðèè êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà äëèíû 2L, ïðèáëèæåííî çàìå-

íèì èíòåãðèðîâàíèåì ïî âñåé òðàåêòîðèè ñ âåñîì (
√
πL)

−1
exp(−(x−x0)

2/L2+

iπν(x−x0)/L), áûñòðî ñïàäàþùèì çà ïðåäåëàìè ñèíòåçèðîâàííîé àïåðòóðû (ν

- íîìåð äîïïëåðîâñêîãî ôèëüòðà, x0 - ñåðåäèíà ñèíòåçèðîâàííîé àïåðòóðû). Â

ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèå âûðàæåíèÿ (4.53) ñâåäåòñÿ ê ñóììèðîâàíèþ èíòåãðàëîâ

âèäà (4.10)∫
exp (−Aijxixj +Bixi) d

nx =

√
πn

detAij
exp

(
BTA−1

ij B

4

)
. (4.54)

Ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ â (4.53) ðàçäåëÿþòñÿ íà ãðóïïû êîîðäèíàò {x2, x3, x}
è {y2, y3} äëÿ êîòîðûõ ìàòðèöà Aij è ñòîëáåö Bi ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

A
(x)
ij =

∣∣∣∣∣∣∣
1
L2 − ik

z1
ik
2z1

ik
2z1

ik
2z1

− ik(z1+2z2)
4z1z2

ik
4z2

ik
2z1

ik
4z2

− ik(z1+2z2)
4z1z2

∣∣∣∣∣∣∣ , (4.55)

B
(x)
i =

∣∣∣∣∣
iLπν+2x0

L2

iκ2
iκ3

∣∣∣∣∣ (4.56)

è

A
(y)
ij =

∣∣∣∣∣ − ik(z1+2z2)
4z1z2

ik
4z2

ik
4z2

− ik(z1+2z2)
4z1z2

∣∣∣∣∣ , (4.57)

B
(y)
i = 0. (4.58)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëèòåëåé ìàòðèö ðàâíî

detA
(x)
ij detA

(y)
ij =

k4(z1 + z2)
2

16L2z41z
2
2

. (4.59)

Îïóñêàÿ ãðîìîçäêèå ïðîìåæóòî÷íûå âûêëàäêè, ïðèâåä¼ì êîíå÷íûé ðåçóëüòàò

E(ω) =
∑
i(n1+n2+n3+m1+m2+m3)Jn1

(A1)Jn2
(A2)Jn3

(A3)Jm1
(A1)Jm2

(A2)Jm3
(A3)

exp

(
− iz1((z1+2z2)(κ

2
2+κ2

3)+2κ3κ2z1)L2+k((κ2+κ3)L
2+πνL−2ix0)

2
(z1+z2)

4kL2(z1+z2)

)
,

(4.60)
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ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì øåñòè èíäåêñàì n1, n2, n3,m1,m2, n3. Â

âûðàæåíèè (4.60) ïðîâåäåíà íîðìèðîâêà íà àìïëèòóäó âîëíû, îòðàæåííîé îò

ïîâåðõíîñòè â îòñóòñòâèå èîíîñôåðû E0(ω) = exp(2i(z1 + z2))/2(z1 + z2).

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, áëèçêèõ

ê õàðàêòåðíûì äëÿ ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðàäèîçîíäèðîâàíèþ ìàðñèàí-

ñêîãî ãðóíòà [253, 254]: âûñîòà èîíîñôåðû íàä ïîâåðõíîñòüþ ïëàíåòû z2 =

100êì, âûñîòà êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà íàä èîíîñôåðîé z1 = 150êì, äèàïàçîí

÷àñòîò Ë×Ì ñèãíàëà 2.5− 3.5ÌÃö, ñîîòâåòñòâóþùèé âòîðîìó ðàáî÷åìó äèàïà-

çîíó ýêñïåðèìåíòà MARSIS [253]. Ñëó÷àéíàÿ ñòðóêòóðà èîíîñôåðû áûëà ïðè-

áëèæåííî ïðåäñòàâëåíà ñóììîé òðåõ ñèíóñîèäàëüíûõ êîìïîíåíò ñ óêàçàííûìè

âûøå ïðîñòðàíñòâåííûìè ïåðèîäàìè, ñðåäíèé êâàäðàò ôëóêòóàöèé ôàçû âà-

ðüèðîâàëñÿ â ïðåäåëàõ îò 0.01 äî 25. Ñòðóêòóðà ïëàíåòíîãî ãðóíòà ïðåäñòàâ-

ëÿëàñü äâóõñëîéíîé ìîäåëüþ (ñëîé-ïîëóïðîñòðàíñòâî) ñ ïîâåðõíîñòüþ ðàçäåëà

íà ãëóáèíå 2 êì. Ýëåêòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñðåä (ñëîé ñ êîýôôèöèåíòîì ïðå-

ëîìëåíèÿ n = 3, òàíãåíñ óãëà ïîòåðü tg δ = 0.01, íà ïîëóïðîñòðàíñòâå n = 4

áåç ïîòåðü) áûëè âûáðàíû áëèçêèìè ê òèïè÷íûì çíà÷åíèÿì, õàðàêòåðíûì äëÿ

ðåàëüíîãî ãðóíòà ïëàíåò [292, 237, 236]. Âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà îòðà-

æåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí îò ñðåäû ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà (ñëîé íà ïîëó-

ïðîñòðàíñòâå) õîðîøî èçâåñòíî [243].

4.8 Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ.

Íà ðèñ. 4.13 è 4.14 ïîêàçàíû ïðîôèëè ñæàòûõ Ë×Ì ñèãíàëîâ ïðè íåñêîëü-

êèõ ðàçëè÷íûõ äëèíàõ ñèíòåçèðîâàííûõ àïåðòóð, âêëþ÷àÿ îïòèìàëüíîå çíà-

÷åíèå äëÿ íåñôîêóñèðîâàííîãî àïåðòóðíîãî ñèíòåçà (ïîëîâèíà ðàäèóñà çîíû

Ôðåíåëÿ 2L =
√
λz/2 íà ñðåäíåé ÷àñòîòå ðàáî÷åãî äèàïàçîíà Ë×Ì ). Ñðåä-

íåêâàäðàòè÷íîå çíà÷åíèå ôëóêòóàöèé ôàçû â èîíîñôåðå ïðèíèìàëîñü ðàâíûì√
⟨ϕ2⟩ = 2 ðàäèàí (óìåðåííûå ôëóêòóàöèè, ðèñ. 4.14) è

√
⟨ϕ2⟩ = 5 ðàäèàí

(ñèëüíûå ôëóêòóàöèè, ðèñ. 4.13) ñîîòâåòñòâåííî. Äëèíà ñèíòåçèðîâàííîé àïåð-

òóðû 2L óêàçàíà öèôðàìè ïðè êàæäîé êðèâîé. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïîñòåïåííîå

óâåëè÷åíèå äëèíû ñèíòåçèðîâàííîé àïåðòóðû îò íóëÿ äî îïòèìàëüíîé âåëè-

÷èíû ïðèâîäèò ê ðîñòó ïîäàâëåíèÿ ïîáî÷íûõ âñïëåñêîâ ñèãíàëà, îáóñëîâëåí-

íûõ äèôðàêöèåé âîëí íà íåîäíîðîäíîñòÿõ èîíîñôåðû. Ïðè äîñòàòî÷íî ñèëüíûõ
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ôëóêòóàöèÿõ ôàçû (ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé ôàçû
√
< ϕ2 >

ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ åäèíèö ðàäèàí è áîëåå) âðåäíûå ïîáî÷íûå èìïóëüñû òðóä-

íîîòëè÷èìû îò ïîëåçíîãî ïèêà ñèãíàëà, îòðàæåííîãî îò ãëóáèííîé ïîâåðõíîñòè

ðàçäåëà.

Íà ðèñ. 4.15 è 4.16 ïîêàçàíû ñåìåéñòâà ïðîôèëåé ñæàòûõ Ë×Ì èìïóëüñîâ

â çàâèñèìîñòè îò ñðåäíåãî êâàäðàòà ñëó÷àéíûõ ôëóêòóàöèé ôàçû
⟨
ϕ2
⟩
ñèãíà-

ëà â èîíîñôåðå áåç ïðèìåíåíèÿ ( ðèñ. 4.15 ) è ñ ïðèìåíåíèåì ñèíòåçèðîâàííîé

àïåðòóðû îïòèìàëüíîé äëèíû ( ðèñ. 4.16 ) ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî

ïðèìåíåíèå àïåðòóðíîãî ñèíòåçà ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ïîäàâèòü äèôðàêöèîí-

íûå ïîìåõè â îáëàñòè óìåðåííûõ ôëóêòóàöèé ôàçû (
√

⟨ϕ2⟩ ïîðÿäêà åäèíèöû
ðàäèàí è ìåíåå). Ïðè äîñòàòî÷íî èíòåíñèâíûõ ôëóêòóàöèÿõ ôàçû (

√
⟨ϕ2⟩ áî-

ëåå íåñêîëüêèõ åäèíèö ðàäèàí) äèôðàêöèîííûå ïîìåõè îêàçûâàþòñÿ âåñüìà

ñèëüíûìè è â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ àïåðòóðíîãî ñèíòåçà. Óâåëè÷åíèå äëèíû ñèí-

òåçèðîâàííîé àïåðòóðû ñâåðõ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ íåñôîêóñèðîâàííîãî

àïåðòóðíîãî ñèíòåçà 2L =
√
λz/2 òàêæå íå äàåò äîïîëíèòåëüíîãî âûèãðûøà â

ïîäàâëåíèè äèôðàêöèîííûõ ïîìåõ.

Íà ðèñ. 4.17 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îòðàæåííûõ

Ë×Ì ñèãíàëîâ ïðè ïðîëåòå ñïóòíèêà ñ ãëóáèííûì ðàäèîëîêàòîðîì ïî ðàáî÷åìó

ó÷àñòêó òðàåêòîðèè ïîëåòà. Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, îòðàæåíèå îò ãëóáèííîãî

ãîðèçîíòà (τ ≈ 40µs) ñòàíîâèòñÿ âñå ìåíåå è ìåíåå ðàçëè÷èìûì ñ óâåëè÷åíèåì

âûñîòû êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà. Ôëóêòóàöèè ôàçû ñèãíàëà â èîíîñôåðå ñ÷è-

òàëèñü óìåðåííûìè (
√
⟨ϕ2⟩ = 2), èíòåðâàë âûñîò ñïóòíèêà íàä ïîâåðõíîñòüþ

ïëàíåòû (h = 250 − 800êì) ñîîòâåòñòâóåò ðàáî÷åìó èíòåðâàëó âûñîò êîñìè÷å-

ñêîãî ãåîðàäàðà MARSIS [253] äèàïàçîí ÷àñòîò Ë×Ì è äðóãèå ïàðàìåòðû òå

æå, ÷òî è äëÿ îñòàëüíûõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ â ýòîé ðàáîòå.
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Ðèñ. 4.12: Ñõåìà ýêñïåðèìåíòà ïî ãëóáèííîìó ðàäèîçîíäèðîâàíèþ íåäð ïëàíå-
òû.
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Ðèñ. 4.13: Ñèëüíûå ôëóêòóàöèè ïëîòíîñòè ïëàçìû.
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Ðèñ. 4.14: Óìåðåííûå ôëóêòóàöèè ïëîòíîñòè ïëàçìû.
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Ðèñ. 4.15: Çîíäèðîâàíèå îäèíî÷íûì èìïóëüñîì
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Ðèñ. 4.16: Ñèíòåçèðîâàííàÿ àïåðòóðà îïòèìàëüíîé äëèíû.
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Ðèñ. 4.17: ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîëåòà êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà ïî îðáèòå.
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4.9 Äèñïåðñèîííûå èñêàæåíèÿ ôàçû ñèãíàëîâ â
ðåãóëÿðíîé ñëîèñòîé èîíîñôåðå.

Ðåãóëÿðíàÿ ñëîèñòàÿ èîíîñôåðà, ðàñïîëîæåííàÿ íà ïóòè ïðîõîæäåíèÿ ñèãíàëà,

âíîñèò â íåãî ðåãóëÿðíûå ôàçîâûå èñêàæåíèÿ, êîòîðûå äîëæíû áûòü ñîîòâåò-

ñòâóþùèì îáðàçîì ó÷òåíû ïðè îáðàáîòêå ñèãíàëîâ. Âîïðîñàì îöåíêè è êîìïåí-

ñàöèè ýòèõ ôàçîâûõ èñêàæåíèé ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà (ñì. îáçîðû

â ðàáîòàõ [], à òàêæå []). Â ðàáîòå [] ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì êîìïåíñàöèè èñêà-

æåíèé, ðàçðàáîòàííûé â ðàìêàõ ïðîåêòà MARSIS. Îòëè÷èòåëüíûìè ÷åðòàìè

äàííîãî àëãîðèòìà ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

1. Ðàçðàáîòàíà è ïðèìåíåíà ãèáðèäíàÿ ñõåìà àäàïòèâíîé êîìïåíñàöèè èñ-

êàæåíèé, ñî÷åòàþùàÿ â ñåáå ïðèíöèï îïòèìèçàöèè êîíòðàñòà ñèãíàëà è íåïî-

ñðåäñòâåííîé îáðàáîòêè åãî ôàçû. Ýòî ïîçâîëèëî çíà÷èòåëüíî ïîâûñèòü óñòîé-

÷èâîñòü àëãîðèòìà ïðè íèçêèõ îòíîøåíèÿõ ñèãíàë/øóì.

2. Ïðîàíàëèçèðîâàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðà-

äèîçàòìåííîìó çîíäèðîâàíèþ àòìîñôåðû Ìàðñà ñ ðàçëè÷íûõ êîñìè÷åñêèõ àï-

ïàðàòîâ. Ïî ðåçóëüòàòàì àíàëèçà ïîñòðîåíû îïòèìàëüíûå ôàçîêîìïåíñèðóþ-

ùèå ôóíêöèè äëÿ àäàïòèâíîé êîìïåíñàöèè èñêàæåíèé, ÷òî òàêæå çíà÷èòåëüíî

ïîâûñèëî êà÷åñòâî ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà.

Â ðàáîòå [] ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå ðàáîòû àëãîðèòìà â óñëîâèÿõ ôëóê-

òóèðóùåé àòìîñôåðû. Ïîêàçàíà óñòîé÷èâîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà ïðè íàëè÷èè

ôëóêòóàöèé èîíîñôåðíîé ïëàçìû. Íà ðèñ. 4.18 ïîêàçàíû ïðîôèëè ñèãíàëîâ âî

ôëóêòóèðóùåé èîíîñôåðå ñ ÷àñòè÷íîé êîìïåíñàöèåé èñêàæåíèé. Íà ðèñ. 4.19

ïîêàçàíî ïîâåäåíèå ôóíêöèè êîíòðàñòà â çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ ôëóêòóàöèé.

Âèäíî, ÷òî ìàêñèìóì êîíòðàñòà íàäåæíî îïðåäåëÿåòñÿ äàæå ïðè íàëè÷èè óìå-

ðåííûõ ôëóêòóàöèé ïëîòíîñòè ïëàçìû. Òåì ñàìûì, â íàñòîÿùåé ðàáîòå âîïðîñ

êîìïåíñàöèè ñèñòåìàòè÷åñêèõ ôàçîâûõ èñêàæåíèé îòäåëüíî íå ðàññìàòðèâàåò-

ñÿ. Âî âñåõ ðàñ÷åòàõ ðåãóëÿðíûå èñêàæåíèÿ ôàçû â ñëîèñòîé èîíîñôåðå ñ÷èòà-

þòñÿ ïîëíîñòüþ ñêîìïåíñèðîâàííûìè.
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Ðèñ. 4.18: Îäíîâðåìåííîå âëèÿíèå ðåãóëÿðíîé èîíîñôåðû è ñëó÷àéíûõ ôëóê-
òóàöèé. ×àñòè÷íàÿ êîìïåíñàöèÿ èñêàæåíèé.
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Ðèñ. 4.19: Ôóíêöèè êîíòðàñòà Ë×Ì ñèãíàëîâ ñ ÷àñòè÷íîé êîìïåíñàöèåé ôàçî-
âûõ èñêàæåíèé.
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Êðîìå òîãî, â ðåàëüíîñòè êàê ïîâåðõíîñòü ïëàíåòû, òàê åå èîíîñôåðà ÿâ-

ëÿþòñÿ ñôåðè÷åñêèìè. Â ðÿäå ðàáîò, îäíàêî, èõ êðèâèçíîé ïðåíåáðåãàåòñÿ. Íà

ðèñ. 4.20 ïîêàçàíà ëó÷åâàÿ ñòðóêòóðà ïîëÿ â èîíîñôåðå äëÿ îäíîé èç ñàìûõ

íåáëàãîïðèÿòíûõ ñèòóàöèé (ìèíèìàëüíàÿ ðàáî÷àÿ âûñîòà êîñìè÷åñêîãî àïïà-

ðàòà íàä ïîâåðõíîñòüþ, ÷àñòîòà çîíäèðîâàíèÿ áëèçêà ê êðèòè÷åñêîé ÷àñòîòå

èîíîñôåðû). Êàê ìîæíî âèäåòü èç ðèñóíêà, â ïðåäåëàõ èíôîðìàòèâíîãî äèà-

ïàçîíà âðåìåí ãðóïïîâîé çàäåðæêè ðàäèîëîêàöèîííîãî èìïóëüñà (ýêâèâàëåíò-

íîãî íåñêîëüêèì êèëîìåòðàì ïðîáåãà â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå) ìîæíî ñ÷è-

òàòü ìàëûì èñêðèâëåíèå ëó÷åé, íå ó÷èòûâàòü êðèâèçíû èîíîñôåðû è ïîâåðõ-

íîñòè ïëàíåòû è âëèÿíèÿ ëó÷åâûõ êàóñòè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ïî ýòîé ïðè÷èíå â

íàñòîÿùåé ðàáîòå âñþäó ïðèíÿòî ïðèáëèæåíèå ïëîñêîé ñëîèñòîé èîíîñôåðû.

Çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ, îãîâîðåííûõ îòäåëüíî, òàêæå ïðèíÿòî ïðèáëèæåíèå

ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû.

м

м

Ðèñ. 4.20: Ëó÷åâàÿ ñòðóêòóðà ïîëÿ ðàäèîâîëí â ñôåðè÷åñêîé èîíîñôåðå Ìàðñà.
Âûñîòà êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà íàä ïîâåðõíîñòüþ Ìàðñà 250 êì. Êðèòè÷åñêàÿ
÷àñòîòà èîíîñôåðû fp = 4ÌÃö, ÷àñòîòà èçëó÷åíèÿ f = 5ÌÃö, ýêâèâàëåíòíàÿ
òîëùèíà èîíîñôåðû 15 êì, ÷åïìåíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ïëàçìû ïî
âûñîòå.
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4.10 Ó÷åò àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ðåëüåôå ïî-
âåðõíîñòè ïëàíåòû.

Âîçìîæíîñòè ðàçðàáîòêè ìîäåëåé ðàññåÿíèÿ ðàäèîâîëí ðåëüåôíûìè ïîâåðõíî-

ñòÿìè â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïðåäåëÿþòñÿ íàëè÷èåì â ðàñïîðÿæåíèè èññëåäî-

âàòåëÿ äîïîëíèòåëüíîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè, â ÷àñòíîñòè òîïîãðàôè÷åñêèõ

êàðò ïîâåðõíîñòè. Íåîáõîäèìîñòü ïðèâëå÷åíèÿ êîíòåêñòíîé òîïîãðàôè÷åñêîé

èíôîðìàöèè ê àíàëèçó äàííûõ ðàäèîëîêàöèè áûëà âûÿâëåíà åùå â ïåðâûõ

ýêñïåðèìåíòàõ ïî ãëóáèííîé ðàäèîëîêàöèè Ëóíû [265].

Äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè äîñòóïíàÿ èíôîðìàöèÿ î òîïîãðàôèè ïîâåðõíîñòè

Ìàðñà îãðàíè÷èâàëàñü ãëàâíûì îáðàçîì äàííûìè ãëîáàëüíîé ñúåìêè ïðîôè-

ëåé ïîâåðõíîñòè ñ ïîìîùüþ ìàðñèàíñêîãî îðáèòàëüíîãî ëàçåðíîãî àëüòèìåò-

ðà (MOLA) [205]. Ãîðèçîíòàëüíàÿ ðàçðåøàþùàÿ ñïîñîáíîñòü ýòîãî ïðèáîðà íà

ïðàêòèêå îêàçûâàåòñÿ íå ëó÷øå íåñêîëüêèõ ñîòåí ìåòðîâ. Ýòî íå ïîçâîëÿåò ïî-

ëó÷èòü èíôîðìàöèþ î ñòðóêòóðàõ ïîâåðõíîñòè ìåíüøèõ ìàñøòàáîâ, ñîñòàâëÿ-

þùèõ îò åäèíèö äî íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ äëèí âîëí â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòíîãî

äèàïàçîíà, ïðèìåíÿåìîãî â ýêñïåðèìåíòå ïî ðàäèîëîêàöèè. Â òî æå âðåìÿ óêà-

çàííûå ñòðóêòóðû ýôôåêòèâíî ó÷àñòâóþò â ïðîöåññå ðàññåÿíèÿ âîëí [293, 294],

÷òî áåçóñëîâíî äîëæíî ó÷èòûâàòüñÿ íà ïðàêòèêå.

Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñ îäíîé ñòîðîíû ÿâèëîñü ñòèìóëîì äëÿ ìíîãî÷èñëåí-

íûõ èññëåäîâàíèé ôðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ è çàêîíîâ ïîäîáèÿ ìàñøòàáîâ òîïî-

ãðàôèè ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû [206, 295] è ïîïûòîê èõ ýêñòðàïîëÿöèè â îáëàñòü

ìàëûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàñøòàáîâ [225]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåêîòîðûå ñóùå-

ñòâóþùèå ìîäåëè îòðàæåíèÿ âîëí îò øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòè áûëè óòî÷íåíû

ïî äàííûì ñúåìîê àëüòèìåòðà MOLA â ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè ìàñøòàáîâ

[296]. Â îáëàñòè ìåíüøèõ ìàñøòàáîâ ýòè ìîäåëè ïðîäîëæàþò áàçèðîâàòüñÿ íà

âåñüìà îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, íå ïîäêðåïëåííûõ íèêàêèìè îïûòíûìè äàííû-

ìè.

Ñèòóàöèÿ èçìåíèëàñü â ïîñëåäíåå âðåìÿ, êîãäà ñ ïîÿâëåíèåì âûñîêîêà÷å-

ñòâåííûõ îïòè÷åñêèõ èíñòðóìåíòîâ (MOC [297], CTX [298], HiRise [299] è òàê

äàëüøå) ñòàëè äîñòóïíû ñíèìêè ïîâåðõíîñòè Ìàðñà âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ. Íåïî-

ñðåäñòâåííàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ òîïîãðàôèè ïîâåðõíîñòè ïî äàííûì ýòèõ ñúåìîê

îñëîæíåíà ìíîãèìè îáñòîÿòåëüñòâàìè ðàçëè÷íîãî õàðàêòåðà. Òåì íå ìåíåå,
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íåêîòîðûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðåëüåôà ïîâåðõíîñòè ïî ýòèì äàííûì ïîçâîëÿþò

ñäåëàòü îïðåäåëåííûå âûâîäû î õàðàêòåðå îòðàæåíèÿ ðàäèîâîëí îò øåðîõîâà-

òîé ïîâåðõíîñòè. Ìîòèâàöèåé ê ïðåäëàãàåìîìó èññëåäîâàíèþ ÿâèëàñü íåîáõî-

äèìîñòü ó÷åòà èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â ñíèìêàõ âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ, â

ñóùåñòâóþùèõ ìîäåëåé ðàññåÿíèÿ ðàäèîâîëí ðåëüåôîì ïëàíåòû â îáëàñòè ìà-

ëûõ ìàñøòàáîâ.

4.11 Îöåíêà ïàðàìåòðîâ ðåëüåôà ïîâåðõíîñòè ïî
äàííûì îáðàáîòêè ñíèìêîâ âûñîêîãî ðàçðå-
øåíèÿ.

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðåëüåôà ïîâåðõíîñòè ïî îïòè÷åñêèì ñíèìêàì ïðåäëîæå-

íû è èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ôîòîêëèíîìåòðèè [300]. Ïðè íàëè÷èè çàòåíåíèé,

õàðàêòåðíûõ äëÿ ïîëÿðíûõ îáëàñòåé, ïðèìåíåíèå ýòèõ ìåòîäîâ îñëîæíÿåòñÿ

[301]. Â íåêîòîðûõ îñîáûõ ñëó÷àÿõ ìîãóò áûòü ïðåäëîæåíû ñïåöèàëüíûå ïîä-

õîäû ê îöåíêå ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòè. Ðàññìîòðèì

êâàçèïåðèîäè÷åñêèé ðåëüåô (ïîäîáíûé äþíàì, íàïðèìåð), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ

òèïè÷íûì äëÿ ìíîãèõ ðàçëè÷íûõ ðåãèîíîâ ìàðñèàíñêîé ïîâåðõíîñòè, â ò.÷. ïî-

ëÿðíûõ. Òàêîé ëàíäøàôò ñîñòîèò èç ïî÷òè îäèíàêîâûõ ãîðáîâ ðåëüåôà, ðàñïî-

ëîæåííûõ â ïðèáëèçèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîì ïîðÿäêå íà áîëåå èëè ìåíåå ñëó÷àé-

íûõ ðàññòîÿíèÿõ äðóã îò äðóãà. Îáîçíà÷èì ïðîôèëü âûñîòû îòäåëüíîãî ãîðáà

çà H(x), òîãäà îáùèé ïðîôèëü âûñîòû ïîâåðõíîñòè áóäåò

h(x) =
∑
i

H(x− xi) . (4.61)

Îáùèé ïðîñòðàíñòâåííûé ñïåêòð âûñîòû, ñëåäîâàòåëüíî, åñòü

h̃(κx) =

∫
h(x) exp(iκx)dx =

∑
i

exp(iκxi)H̃(κx) ,

ãäå H̃(κx) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûì ñïåêòðîì âûñîòû îòäåëüíîé äþíû. Ñðåä-

íèé êâàäðàò ýòîãî ñïåêòðà < h(κx)h
∗(κx) >, ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðîì ôóíêöèè êîð-

ðåëÿöèè âûñîòû (ñîãëàñíî òåîðåìå Âèíåðà-Õèí÷èíà),

< h̃(κx)h̃
∗(κx) >=

⟨∑
i,j

exp(iκx(xi − xj))

⟩⟨∣∣∣H̃(κx)
∣∣∣2⟩ .
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Àíàëîãè÷íî, èçîáðàæåíèå òàêîãî ðåëüåôà íà ñíèìêå ñîñòîèò èç ïåðèîäè÷å-

ñêèõ èçîáðàæåíèé ïî÷òè îäèíàêîâûõ ãîðáîâ. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâóþùèé

ñïåêòð ÿðêîñòè èçîáðàæåíèÿ ðàâåí

< Ĩ(κx)Ĩ
∗(κx) >=

⟨∑
i,j

exp(iκx(xi − xj))

⟩⟨∣∣∣Ĩ0(κx)∣∣∣2⟩ ,

ãäå Ĩ0(κx) åñòü ñïåêòðàëüíàÿ ÿðêîñòü îòäåëüíîãî îáðàçöà äþíû. Åñëè ëàíäøàôò

ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèé, åãî ïðîñòðàíñòâåííûé ñïåêòð èìååò ôîðìó óçêîãî ïèêà,

öåíòðèðîâàííîãî îêîëî íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ âîëíîâîãî ÷èñëà κx = κ0, òàê ÷òî

< h̃(κx)h̃
∗(κx) >≈

⟨∑
i,j

exp(iκx(xi − xj))

⟩⟨∣∣∣H̃(κ0)
∣∣∣2⟩ ,

< Ĩ(κx)Ĩ
∗(κx) >≈

⟨∑
i,j

exp(iκx(xi − xj))

⟩⟨∣∣∣Ĩ0(κ0)∣∣∣2⟩ .

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðèáëèçèòåëüíî âåðíî ñîîòíîøåíèå

< h̃(κx)h̃
∗(κx) >∝< Ĩ(κx)Ĩ

∗(κx) > , (4.62)

òî åñòü äëÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ìàñøòàáà ôóíêöèÿ êîððåëÿöèè âûñîòû ïðàê-

òè÷åñêè ïðîïîðöèîíàëüíà ôóíêöèè êîððåëÿöèè ÿðêîñòè èçîáðàæåíèÿ.

Ôðàãìåíòû êîñìè÷åñêèõ ñíèìêîâ ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêîâ ïîëÿðíûõ îáëàñòåé

Ìàðñà ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.21. Íà ðèñ. 4.22 ïîêàçàí äâóìåðíûé ïðîñòðàíñòâåí-

íûé ñïåêòð èçîáðàæåíèÿ ïî ðåçóëüòàòàì îáðàáîòêè ôðàãìåíòîâ ñíèìêà R0900626

[297].

Äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ áûëà âûáðàíà ïðîñòàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîð-

ðåëÿöèîííîé ôóíêöèè âûñîòû êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ðåëüåôà, ó÷èòûâàþùàÿ îñ-

íîâíûå îñîáåííîñòè ðåàëüíûõ ëàíäøàôòîâ:

< h(x, y)h(x′, y′) >= h20 exp

(
−(x− x′)2

σ2x
− (y − y′)2

σ2y

)
cos

(
2πi

x− x′

d

)
, (4.63)

ãäå d - õàðàêòåðíûé ïåðèîä, σx è σy � ìàñøòàáû êîððåëÿöèè.

Ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ôóíêöèè (4.63) äëÿ íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ çíà-

÷åíèé ñðåäíåãî êâàäðàòà âûñîòû ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.24. Ñîîòâåò-
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ñòâóþùèé ïðîñòðàíñòâåííûé ñïåêòð

πσyσy
h20
2
exp

(
−
κ2yσ

2
y

4

)[
exp

(
−(κxd+ 2π)2σ2x

4d2

)
+ exp

(
−(κxd− 2π)2σ2x

4d2

)]
,

(4.64)

èìååò äâà ñèììåòðè÷íûõ ìàêñèìóìà, õàðàêòåðíûõ äëÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêîé

ñòðóêòóðû (ðèñ. 4.23).

4.12 Ðàññåÿíèå ñèãíàëîâ íà êâàçèïåðèîäè÷åñêîì
ðåëüåôå ïîâåðõíîñòè.

Ãåîìåòðèÿ ýêñïåðèìåíòà ïî ãëóáèííîìó ðàäèîçîíäèðîâàíèþ ñõåìàòè÷åñêè ïî-

êàçàíà íà ðèñ. 4.25. Ïîëå ñôåðè÷åñêîé âîëíû, ïðèõîäÿùåé îò êîñìè÷åñêîãî àï-

ïàðàòà íà ïîâåðõíîñòü, òåì ñàìûì, â ïàðàêñèàëüíîì ïðèáëèæåíèè âûðàæàåòñÿ

ôîðìóëîé

Einc(x2, y2) =
ikz

z
exp(

ik

2z
(x1 − x2)

2 +
ik

2z
(y1 − y2)

2)

ãäå k = ω/c � âîëíîâîå ÷èñëî. Êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà âîëíû, îòðàæåííîé è

ïðèíÿòîé îáðàòíî íà ÷àñòîòå ω1 â ïðèáëèæåíèè Êèðõãîôà ðàâíà

Eω1
=
e2ikz

z

k

2πiz

∫
Einc(x2, y2) exp(−2ikh(x2, y2))G(x2 − x1)G(y2 − y1) dx2dy2

ãäå k1 = ω1/c, ãäå x1, y1 è x3, y3- êîîðäèíàòû ÊÀ â ìîìåíò èçëó÷åíèÿ è

ïðèåìà èìïóëüñà, ñîîòâåòñòâåííî, x2, y2 - ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ (ãîðè-

çîíòàëüíûå êîîðäèíàòû íà ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû), òðàåêòîðèÿ ïîëåòà ÊÀ ñ÷è-

òàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ïàðàëëåëüíî ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû

íà âûñîòå z, ïîâåðõíîñòü ïëàíåòû ñ÷èòàåòñÿ áåñêîíå÷íîé â ñðåäíåì ãîðèçîí-

òàëüíîé ïëîñêîñòüþ ñî ñëó÷àéíûìè îòêëîíåíèÿìè âûñîòû h(x2, y2), ôóíêöèÿ

Ãðèíà ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äèôðàêöèè [275]

G(x) =

√
k

2πiz
exp(

ik

2z
x2) . (4.65)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà (4.65) â ôîðìóëó (4.12), ïîëó-

÷èì îáðàòíî ïðèøåäøåå îòðàæåííîå ïîëå, ò.å.

Eω =
e2ikz

z

k

2πiz

∫
dx2dy2
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exp

(
ik

2z
(x1 − x2)

2 +
ik

2z
(y1 − y2)

2 +
ik

2z
(x2 − x1)

2 +
ik

2z
(y2 − y1)

2 − 2ikh(x2, y2)

)
.

Ïðîöåäóðà ñèíòåçà àïåðòóðû ñâîäèòñÿ ê êîãåðåíòíîìó ñóììèðîâàíèþ ðåãè-

ñòðèðóåìîãî ïîëÿ ïðèíÿòûõ ñèãíàëîâ â ïðåäåëàõ íåêîòîðîãî ó÷àñòêà òðàåêòî-

ðèè äâèæåíèÿ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà, òî åñòü ê èíòåãðèðîâàíèþ âûðàæåíèÿ

4.12 ïî ñîîòâåòñòâóþùèì êîîðäèíàòàì. Ïîëîæèì x1 = l1 cosϕ, y1 = l1 sinϕ, ãäå

ϕ - àçèìóò íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ÊÀ, dl1 ≈ 2vz/c - ïåðåìåùåíèå ÊÀ ïî òðà-

åêòîðèè â òå÷åíèå âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ èìïóëüñà äî ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû

è îáðàòíî.

Èíòåãðèðîâàíèå ïî êîíå÷íîìó ó÷àñòêó òðàåêòîðèè ïðèáëèæåííî çàìåíèì

èíòåãðèðîâàíèåì ïî l1 â áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ ñ âåñîâîé ôóíêöèåé

WSA =
1√
πL1

exp

(
−(l1 − l01)

2

L2
1

)
,

ãäå L1 � ïîëîâèíà ýôôåêòèâíîé äëèíû ñèíòåòè÷åñêîé àïåðòóðû íà ÷àñòîòå ω1.

Àìïëèòóäà îòðàæåííîãî Ë×Ì ñèãíàëà ïîñëå ñîãëàñîâàííîé ôèëüòðàöèè ìî-

æåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

f(t) =
1

2π

+∞∫
−∞

EωF0(ω)F̃0(ω)H(ω)e−iωtdωWSAdl1 (4.66)

F0(ω) - ñïåêòð Ë×Ì ñèãíàëà, èçëó÷àåìîãî êîñìè÷åñêèì àïïàðàòîì, F̃0(ω) -

ôóíêöèÿ ñîãëàñîâàííîãî ôèëüòðà, H(ω) - ñïåêòðàëüíîå îêíî, èñïîëüçóåìîå äëÿ

ïîäàâëåíèÿ íåæåëàòåëüíûõ áîêîâûõ ëåïåñòêîâ Ë×Ì ñèãíàëà, Eω - îòðàæåííîå

îò ïîâåðõíîñòè ïîëå (4.12).

Â äàííîé ðàáîòå âñþäó èñïîëüçóåòñÿ ñïåêòðàëüíîå îêíî Õýííèíãà (3.75)

[248]. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ áàçû Ë×Ì ñèãíàëà, ìîæíî ñ÷èòàòü F0(ω)F̃0(ω) ≈
const. Ýòî ïðèáëèæåíèå áóäåò ó÷èòûâàòüñÿ â äàëüíåéøåì. Ôàçîâûå èñêàæåíèÿ,

âíîñèìûå èîíîñôåðîé â ñïåêòð ïðèíÿòîãî Ë×Ì ñèãíàëà, â âûðàæåíèè (4.66) íå

ó÷òåíû. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñðåäíåãî êâàäðàòà àìïëèòóäû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå

âûðàæåíèå :

< f(t)f ∗(t) >∝ 1

(2π)2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
H(ω1)H(ω2)Γ(ω1, ω2) exp (−iω1t+ iω2t)dω1dω2

=
1

(2π)2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
H(ω − Ω/2)H(ω + Ω/2)Γ(ω − Ω/2, ω + Ω/2) exp (iΩt)dωdΩ

(4.67)
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ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Ω = ω2 − ω1 è ω = (ω2 + ω1)/2.

Êàê ïðàâèëî çàâèñèìîñòü äâóõ÷àñòîòíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè Γ(ω −
Ω/2, ω + Ω/2) îò ñðåäíåé ÷àñòîòû ω âûðàæåíà çíà÷èòåëüíî ñëàáåå, ÷åì åå çà-

âèñèìîñòü îò ðàçíîñòè ÷àñòîò Ω = ω2 − ω1. Ïðè íå ñëèøêîì øèðîêîïîëîñíîì

ñèãíàëå ýòîé çàâèñèìîñòüþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â òàêîì ñðàâíèòåëüíî óçêîïî-

ëîñíîì ïðèáëèæåíèè êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ âìåñòå ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì

ìíîæèòåëåì exp (iΩt) - ìîæíî âûíåñòè çà èíòåãðàë (4.67) ïî ñðåäíåé ÷àñòîòå

ω, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì:

< f(t)f ∗(t) >∝ 1

(2π)2

∫ 2πB

−2πB

Hi(Ω)Γ(ω − Ω/2, ω + Ω/2) exp (iΩt)dΩ (4.68)

ãäå èíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñïåêòðàëüíîãî îêíà

Hi(Ω) =

∫ ω0+||Ω|−2πB|

ω0−||Ω|−2πB|
H(ω − Ω/2)H(ω + Ω/2)dω (4.69)

äëÿ ôóíêöèè ñïåêòðàëüíîãî îêíà Õýííèíãà (3.75) ðàâíà

Hi(Ω) =
1

8π
(π|1− |Ω′||(cos (2πΩ′) + 2) + (4 cos (πΩ′) + cos (π|1− |Ω′||)) sin (π|1− |Ω′||))

(4.70)

ãäå Ω′ = Ω/2πB- îòíîñèòåëüíàÿ íîðìèðîâàííàÿ ðàññòðîéêà ÷àñòîòû.

4.13 Äâóõ÷àñòîòíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ

Àìïëèòóäà âîëíû, ïðèõîäÿùàÿ îáðàòíî ê êîñìè÷åñêîìó àïïàðàòó íà ÷àñòîòå

ω2, âûðàæàåòñÿ ôîðìóëàìè (4.66) ñ ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíîé ïàðàìåòðîâ κ1

è L1 è íàáîðà ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ x2, y2, l1 íà κ2, L2 è x4, y4 è l2

ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå l01 íà l02 è L1 íà L2. Íàõîæäåíèå äâóõ÷àñòîòíîé êîð-

ðåëÿöèîííîé ôóíêöèè ïîëÿ < Eω1
E∗

ω2
> , ò.å ñðåäíåãî âòîðîãî ìîìåíòà ïîëÿ,

íåîáõîäèìîãî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè îòðàæåííîãî èìïóëüñà,

ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ñëó÷àéíûõ âûñîò øåðîõî-

âàòîñòè, â ñëó÷àå ìíîãîìåðíîãî íîðìàëüíîãî (ãàóññîâîãî) çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ

âàðèàöèè âûñîò ðàâíîé [270]

< exp(2iκ1h(x1, y1)− (2iκ2h(x2, y2)) >= (4.71)
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exp(−ik21 < h2 > −2k22 < h2 > + 4k1k2 < h2 > ρ(x1 − x2, y1 − y2)) ,

ãäå ρ(x1 − x2, y1 − y2) - êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ âûñîòû øåðîõîâàòîñòè, çà-

âèñÿùàÿ îò êîîðäèíàò íà ïîâåðõíîñòè. Ñ ó÷åòîì (4.71) äâóõ÷àñòîòíóþ êîððå-

ëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â òî÷êå ïðèåìà ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå

Γ(ω1, ω2) ≡< Eω1
E∗

ω2
>=

e2i(k1−k2)z

zπL1L2

k1k2
4π2z2

∫
eSdx1dy1dx2dy2dl1dl2 (4.72)

ãäå ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû ïîä çíàêîì èíòåãðàëà

S =
ik1
2z

(x1 − x2)
2 +

ik1
2z

(y1 − y2)
2 +

ik1
2z

(x3 − x4)
2 +

ik1
2z

(y3 − y4)
2− (4.73)

(l1 − l01)
2

L2
1

−−(l2 − l02)
2

L2
2

− 2(k21 + k21) < h2 > +βρ(x1 − x2, y1 − y2) ,

ãäå β = 4k1k2 < h2 >. Â íàøåì ñëó÷àå äëÿ âûáðàííîé ìîäåëè êîððåëÿöèîííîé

ôóíêöèè ðåëüåôà (4.63) ìîæíî ðàçëîæèòü ýêñïîíåíòó â (4.72) â ðÿä Òåéëîðà

ïî ρ(x1−x2, y1−y2) è ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ äâóõ÷àñòîòíîé êîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèè ïîëÿ

< Eω1
E∗

ω2
>=

∑
n1,n2

e2i(k1−k2)z

zπL1L2

k1k2
4π2z2

∫
βn1+n2eSn1,n2

n1!n2!
dx1dy1dx2dy2dl1dl2 , (4.74)

ãäå ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû

Sn1,n2
=
ik1
2z

(x1 − x2)
2 +

ik1
2z

(y1 − y2)
2 +

ik1
2z

(x3 − x4)
2 +

ik1
2z

(y3 − y4)
2 − (l1 − l01)

2

L2
1
(4.75)

−− (l2 − l02)
2

L2
2

− 2(k21 + k21) < h2 > + β exp(−n1(x− x′)2

σ2x
− n2(y − y′)2

σ2x
) .

Â ñëó÷àå ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíîé øåðîõîâàòîñòè íà âñåé ïîâåðõíîñòè ìîæíî

ïîëîæèòü l01− l02 = l0. Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ àíàëèçîì ñëó÷àÿ, êîãäà òðà-

åêòîðèÿ äâèæåíèÿ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà íàïðàâëåíà ïîïåðåê ïåðèîäè÷åñêîãî

ðåëüåôà, ò.å. ïàðàëëåëüíî ãðåáíÿì äþí (ϕ = 0), à ïðàêòè÷åñêè èñïîëüçóþòñÿ

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèíòåçà àïåðòóðû L1 = L2 = L, l0 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïå-

ðåìåííûå â èíòåãðàëàõ (4.72,4.74) ðàçäåëÿþòñÿ íà ãðóïïû x è y - ïåðåìåííûõ,

ñîîòâåòñòâåííî. Íàõîæäåíèå êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ïîëÿ (4.74) ñâîäèòñÿ ê
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âû÷èñëåíèþ ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ îò ãàóññîâûõ ôóíêöèé âèäà (4.10), ãäå

ýëåìåíòû ìàòðèö âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

Aij =

{
−1

2

∂2S

∂xi∂xj

}∣∣∣∣
x→0

, (4.76)

Bi =

{
∂

∂xi
(S + Aijxixj)

}∣∣∣∣
x→0

. (4.77)

Äëÿ ãðóïïû x-ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ êîñìè-

÷åñêîãî àïïàðàòà, ïî êîòîðîìó ïðîèçâîäèòñÿ ñèíòåç àïåðòóðû, ìàòðèöà Aij è

ñòîëáåö Bi ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

Aij =


1
L2 − ik1

z
ik1
z 0 0

ik1
z

n1+n2

σ2 − ik1
z 0 −n1+n2

σ2

0 0 ik2
z + 1

L2 − ik2
z

0 −n1+n2

σ2 − ik2
z

ik2σ
2+n1z+n2z
zσ2

 , (4.78)

Bi =

{
2x(0)

L2
, i(n1 − n2)κ,

2x(0)

L2
,−i(n1 − n2)κ

}
, (4.79)

ãäå κ = 2π/d - ïàðàìåòð ìàñøòàáà ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðåëüåôà. Îïðåäå-

ëèòåëü ìàòðèöû Aij è êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà B
TA−1

ij B ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

detAij =
ik2(n1 + n2)z + k1

(
k2
(
2(n1 + n2)L

2 + σ2
)
− i(n1 + n2)z

)
L4z2σ2

, (4.80)

BTA−1
ij B = −

(n1 − n2)
2
(
2k1k2L

2 − ik1z + ik2z
)
κ2σ2

ik2(n1 + n2)z + k1 (k2 (2(n1 + n2)L2 + σ2)− i(n1 + n2)z)
. (4.81)

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ (4.81) è (4.80) â (4.10), ïîëó÷èì èñêîìîå

çíà÷åíèå èíòåãðàëà ïî ãðóïïå x-ïåðåìåííûõ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (ïî-

ëåò êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà ïàðàëëåëüíî ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðå) â èíòåãðàëå

ïî x-ïåðåìåííûì ñëåäóåò ïîëîæèòü d→ ∞, òî åñòü κ = 0. Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ

âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ïî ãðóïïå y-ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íàïðàâëå-

íèþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîìó òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà, â êî-

òîðîì ñèíòåç àïåðòóðû íå ïðîèçâîäèòñÿ, äîñòàòî÷íî â óêàçàííûõ âûðàæåíèÿõ

ïåðåéòè ê ïðåäåëó L→ 0.
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4.14 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå è îáñóæäåíèå ðå-
çóëüòàòîâ.

Äëÿ èçîáðàæåíèÿ R0900626 [302], ôðàãìåíò êîòîðîãî ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4.21,

áûë âû÷èñëåí ïðîñòðàíñòâåííûé ñïåêòð ÿðêîñòè èçîáðàæåíèÿ, ïîêàçàííûé íà

ðèñ. 4.22. Ïî ðåçóëüòàòàì âû÷èñëåíèÿ áûëè îöåíåíû õàðàêòåðíûé ïåðèîä d ≈
100 ì è ïàðàìåòðû øèðèíû σx ≈ 1000 ì , σy ≈ 1000 ì ìîäåëüíîãî ñïåêòðà

(4.64) è êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè (4.63). Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ èñïîëüçîâàëèñü

äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îòðàæåíèÿ ðàäèîëîêàöèîííûõ ñèãíàëîâ îò ðåëüåôíîé ïî-

âåðõíîñòè ïëàíåòû. Íà ðèñ. 4.26 ïðèâåäåí ïðèìåð ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìî-

äåëèðîâàíèÿ ÑØÏ ðàäèîëîêàöèîííûõ èìïóëüñîâ, îòðàæåííûõ îò ïîâåðõíîñòè

ïëàíåòû. Äëÿ ÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà ðàäèîëîêàòîðà SHARAD 15-25 ÌÃö [254]

ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû äëÿ âûñîòû, áëèçêîé ê ìèíèìàëüíîé ðàáî÷åé (250

êì). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ êîððåëÿöèè âûñîò ïî ïðèâåäåííîé ìåòîäèêå îïðåäåëÿ-

åòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî ìíîæèòåëÿ, íà êàæäîì ðèñóíêå ïðèâåäåíî

ñåìåéñòâî êðèâûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ñðåäíåãî êâàäðà-

òà âàðèàöèè âûñîòû ðåëüåôà (óêàçàíû öèôðàìè ïðè êàæäîé êðèâîé). Õîðî-

øî çàìåòåí çàïàçäûâàþùèé èìïóëüñ ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé

áðýããîâñêîìó îòðàæåíèþ îò ïåðèîäè÷åñêîãî ðåëüåôà. Ñ óâåëè÷åíèåì ñðåäíåãî

êâàäðàòà âàðèàöèè âûñîòû ðåëüåôà, ò.å. ñ óâåëè÷åíèåì èíòåíñèâíîñòè áðýããîâ-

ñêîãî ðàññåÿíèÿ íà ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðå, íàáëþäàåòñÿ ðîñò ýíåðãèè çàïàç-

äûâàþùåãî èìïóëüñà è îñëàáëåíèå ôðîíòàëüíîãî îòðàæåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè.

Ïðàêòè÷åñêè â ðåàëüíîì ýêñïåðèìåíòå âîçìîæíà ìàñêèðîâêà ãëóáèííûõ îòðà-

æåíèé çàïàçäûâàþùèì èìïóëüñîì. Ýòî äîëæíî ó÷èòûâàòüñÿ ïðè ñîâìåñòíîì

àíàëèçå ðàäèîëîêàöèîííûõ ñèãíàëîâ è èçîáðàæåíèé ïîâåðõíîñòè, äîñòóïíûõ

â êà÷åñòâå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè èëè ïîëó÷àåìûõ ïðè ïîìîùè êîíòåêñòíîé

êàìåðû [298] íà êîñìè÷åñêîì àïïàðàòå.
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Ðèñ. 4.21: Ôðàãìåíòû èçîáðàæåíèé îðáèòàëüíîé êàìåðû MOC.
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Ðèñ. 4.22: Îáðàáîòêà èçîáðàæåíèÿ MOC R0900626. Ïðîñòðàíñòâåííûé ñïåêòð
âàðèàöèé ÿðêîñòè èçîáðàæåíèÿ.
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Ðèñ. 4.23: Ìîäåëüíûå ïðîñòðàíñòâåííûå ñïåêòðû âàðèàöèè âûñîòû êâàçèïåðè-
îäè÷åñêîãî ðåëüåôà ïîâåðõíîñòè.
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<hHx,yLh<x+Dx,y+DyL>

Dx
Dy

Dx

Ðèñ. 4.24: Ìîäåëüíûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè âàðèàöèè âûñîòû êâàçèïåðèî-
äè÷åñêîãî ðåëüåôà ïîâåðõíîñòè.
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Дневная поверхность

Космический аппарат

z

2L

Ðèñ. 4.25: Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ýêñïåðèìåíòà ïî ðàäèîëîêàöèîííîìó
çîíäèðîâàíèþ.
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Ðèñ. 4.26: Ìîäåëèðîâàíèå îòðàæåííûõ ñèãíàëîâ. Äèàïàçîí SHARAD (15-25
ÌÃö), âûñîòà êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà 250 êì.

4.15 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ðàäèîëîêàöèè ðå-
ëüåôíîãî ãëóáèííîãî ãîðèçîíòà è îáñóæäå-
íèå ðåçóëüòàòîâ.

Ïî ôîðìóëàì ðàçäåëà 4.1 ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ãëóáèííîãî ðà-

äèîçîíäèðîâàíèÿ ìàðñèàíñêèõ ïîëÿðíûõ ëåäÿíûõ ùèòîâ ñ ó÷åòîì ðåëüåôà ãðà-

íèö (ðèñ. 4.27). Ýëåêòðè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ìîäåëè áûëè âû-

áðàíû íà îñíîâå ñîâîêóïíîñòè íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ, ðàíåå îïóáëèêîâàííûõ

â ëèòåðàòóðå.

Âûáðàííàÿ òîëùèíà ëåäÿíîãî ñëîÿ 5 êì ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîé ðàñ-

÷åòíîé ãëóáèíå çîíäèðîâàíèÿ ãëóáèííîãî ðàäèîëîêàòîðà MARSIS [253], áëèç-

êîé ê îöåíêàì ðåàëüíîé òîëùèíû ìàðñèàíñêèõ ïîëÿðíûõ ëüäîâ, â äàëüíåéøåì

óòî÷íåííûì ïî ðåçóëüòàòàì ðàäèîëîêàöèè [260]. Êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ

n = 1.77 âûáðàí áëèçêèì ê çíà÷åíèÿì, õàðàêòåðíûì äëÿ ÷èñòîãî ëüäà. Íåñóùå-

ñòâåííîå â äàííîé çàäà÷å ìàëîå ïîãëîùåíèå íå ó÷èòûâàëîñü. Äèýëåêòðè÷åñêàÿ
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ïðîíèöàåìîñòü ïîäëîæêè ε = 15 âûáðàíà áëèçêîé ê çíà÷åíèÿì, òèïè÷íûì äëÿ

êîðåííûõ ïîðîä çåìíîé êîðû [237].

Êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè âûñîòû ðåëüåôà îáåèõ ïîâåðõíîñòåé ñ÷èòàþòñÿ

ãàóññîâûìè, èçîòðîïíûìè < h(x, y)h(x′y′) >=< h2 > exp(−(x − x′)2/σ2x −
(y − y′)2/σ2y). Ìàñøòàáû êîððåëÿöèè ðåëüåôà σx = σy = σ = 1000 ì , òè-

ïè÷íûå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãåîëîãè÷åñêèõ ïîäðàçäåëåíèé, áûëè âûáðàíû â

ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè àíàëèçà äàííûõ ëàçåðíîãî àëüòèìåòðà MOLA [206]

è ñíèìêîâ ïîâåðõíîñòè âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ MOC [226]. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå

âûñîòû ðåëüåôà äíåâíîé ïîâåðõíîñòè hs è ïîäîøâû ëåäÿíîãî ùèòà hss âàðüè-

ðîâàëèñü. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü äëÿ òðåòüåãî ðàáî÷åãî äèàïàçîíà èí-

ñòðóìåíòà MARSIS (3.5-4.5 ÌÃö). Òðàåêòîðèÿ ïîëåòà êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà �

ãîðèçîíòàëüíàÿ, âûñîòà òðàåêòîðèè 250 êì ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìàëüíîé ðàáî÷åé

âûñîòå èíñòðóìåíòà MARSIS [253]. Äëèíà ñèíòåçèðîâàííîé àïåðòóðû ñîîòâåò-

ñòâóåò ïðèíÿòîé äëÿ óêàçàííîãî äèàïàçîíà â ðåàëüíîì ýêñïåðèìåíòå, àïåðòóð-

íàÿ ôóíêöèÿ ïðèáëèæåííî çàìåíåíà ãàóññîâñêîé [274, 272, 273, 226].

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.28,4.29. Íà ðèñ. 4.28 ïîêà-

çàíû òèïè÷íûå ïðîôèëè ñèãíàëîâ, âû÷èñëåííûå äëÿ ñôîðìóëèðîâàííîé ìîäå-

ëè. Íà ðèñ. 4.29 ïîêàçàíû ìàêñèìàëüíûå àìïëèòóäû îòðàæåíèÿ îò ãëóáèííî-

ãî ãîðèçîíòà â çàâèñèìîñòè îò ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ âûñîò ðåëüåôà ïîâåðõíî-

ñòè è ïîäïîâåðõíîñòè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè, âëèÿíèå

äâóêðàòíîãî ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ðåëüåôíóþ äíåâíóþ ïîâåðõíîñòü íà õàðàêòå-

ðèñòèêè ðàäèîëîêàöèîííîãî èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî íåâåëèêî ïî ñðàâíåíèþ ñ

îòðàæåíèåì îò ðåëüåôíîãî ãëóáèííîãî ãîðèçîíòà. Òåì ñàìûì, ïî ðåçóëüòàòàì

÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëó÷åíî ïðÿìîå ðàñ÷åòíîå ïîäòâåðæäåíèå âûñîêî-

ãî êà÷åñòâà ðåçóëüòàòîâ çîíäèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ ìàðñèàíñêèõ ëüäîâ, ïðîâåäåí-

íîãî ñ ïîìîùüþ îðáèòàëüíûõ ðàäèîëîêàòîðîâ MARSIS è SHARAD [260].
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y
x

z

синтетическая апертура

I

II

Ðèñ. 4.27: Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñõåìà ìîäåëè ãëóáèííîãî ðàäèîçîíäèðîâàíèÿ ïëîñêî-
ñëîèñòîé ñðåäû ñ ðåëüåôíûìè ãðàíèöàìè. I � äíåâíàÿ ïîâåðõíîñòü, II � ïîäîøâà
ëåäÿíîãî ùèòà.
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Ðèñ. 4.28: Òèïè÷íûå ïðîôèëè Ë×Ì ñèãíàëîâ, îòðàæåííûõ îò ìîäåëè ñðåäû.
Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ: hs = 3 ì , hss = 2 ì . Ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ: hs = 30 ì ,
hss = 14 ì .
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Ðèñ. 4.29: Ìàêñèìàëüíûå àìïëèòóäû ïîäïîâåðõíîñòíîãî îòðàæåíèÿ â çàâèñè-
ìîñòè îò ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ âûñîò ðåëüåôà ïîâåðõíîñòåé. σx = σy = 1000 ì .
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4.16 Ãëóáèííîå çîíäèðîâàíèå îêåàíà íà Ãàíèìå-
äå: ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå.

Ãàíèìåä ÿâëÿåòñÿ êðóïíåéøèì ñðåäè åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò Ñîëíå÷-

íîé ñèñòåìû. Ïîäîáíî äðóãèì ñïóòíèêàì ïëàíåò-ãèãàíòîâ, Ãàíèìåä ïîêðûò ëå-

äÿíîé îáîëî÷êîé. Ðàçëè÷íûå íàáëþäàòåëüíûå äàííûå è ðåçóëüòàòû ìîäåëèðî-

âàíèÿ ñâèäåòåëüñòâóþò î íàëè÷èè îêåàíà æèäêîé âîäû ïîä ëåäÿíîé îáîëî÷êîé

Åâðîïû è Ãàíèìåäà.

z
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Ðèñ. 4.30: Ñõåìà ãëóáèííîãî ðàäèîçîíäèðîâàíèÿ ëåäÿíîé êîðû Ãàíèìåäà.
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Ïîëó÷åíèå ïðÿìûõ äîêàçàòåëüñòâ ïðèñóòñòâèÿ ýòîãî îêåàíà ïîä òîëùåé ëüäà

ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷, íåïðåðûâíî îáñóæäàåìûõ â ñâÿçè ñ ïëà-

íèðóåìûìè ìåæïëàíåòíûìè ìèññèÿìè ïî èññëåäîâàíèþ ïëàíåò-ãèãàíòîâ è èõ

ñïóòíèêîâ.

Ïðèìåíåíèå ãëóáèííîé ðàäèîëîêàöèè íà Ãàíèìåäå îñëîæíÿåòñÿ íàëè÷èåì

ðàçâèòîãî ðåëüåôà ïîâåðõíîñòè []. Â îäíîé èç íåäàâíèõ ðàáîò ïðèâåäåíû ñòà-

òèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âûñîò ðåëüåôà ðàçëè÷íûõ ãåîëîãè÷åñêèõ ïîäðàç-

äåëåíèé Ãàíèìåäà ïî äàííûì ôîòîêëèíîìåòðè÷åñêîé îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé

âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ []. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðèâåäåííûå òàì ñòðóêòóðíûå ôóíê-

öèè âûñîò ðåëüåôà õîðîøî ñîîòâåòñòâóþò ãàóññîâûì êîððåëÿöèîííûì ôóíêöè-

ÿì (Ðèñ. 4.31 ). Ñîãëàñíî öèòèðîâàííûì òàì ðàáîòàì, òîëùèíà ëåäÿíîãî ñëîÿ

íà ïîâåðõíîñòè îêåàíà Ãàíèìåäà ñîñòàâëÿåò 60-80 êì. Â íàøåé ìîäåëè äëÿ ðàñ-

÷åòîâ ïîäïîâåðõíîñòíîãî îòðàæåíèÿ ïðèíÿòî, ÷òî ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü îêåàíà

ðàñïîëàãàåòñÿ íà ãëóáèíå 70 êì íèæå ðåëüåôíîé äíåâíîé ïîâåðõíîñòè. Ïðè

ýòîì òåîðèÿ è òåõíèêà ìîäåëèðîâàíèÿ, ðàçâèòàÿ â ðàçäåëå 4.3, ïðèãîäíà äëÿ

ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ áåç êàêèõ-ëèáî èçìåíåíèé.
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Ðèñ. 4.31: Ìîäåëüíûå ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè ñëó÷àéíîãî ðåëüåôà ïîâåðõíîñòè,
àïïðîêñèìèðóþùèå ñòàòèñòèêó ðåëüåôà ðåàëüíîé ïîâåðõíîñòè Ãàíèìåäà ïî ðå-
çóëüòàòàì ôîòîêëèíîìåòðèè. Ñïëîøíàÿ è ïóíêòèðíàÿ ëèíèè � ðàçëè÷íûå ãåî-
ëîãè÷åñêèå ïîäðàçäåëåíèÿ Ãàíèìåäà, èññëåäîâàííûå â [300].
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Àíàëîãè÷íî, ìîæíî âû÷èñëèòü îòðàæåíèÿ âîëí îò ðåëüåôíîé ñôåðè÷åñêîé

ïîâåðõíîñòè íåáåñíîãî òåëà (ðèñ. 4.30 ) Ñ ó÷åòîì êðèâèçíû ñôåðè÷åñêîé ðå-

ëüåôíîé ïîâåðõíîñòè, åå ïðîôèëü â ïðèíÿòîé çäåñü äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîð-

äèíàò çàäàåòñÿ ôóíêöèåé

z = h(x, y)− x2

2R
− y2

2R
, (4.82)

ãäå êðèâèçíà ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ó÷èòûâàåòñÿ â êâàäðàòè÷íîì ïðèáëèæå-

íèè. Òîãäà àìïëèòóäà âîëíû íåêîòîðîé ÷àñòîòû ω1, îòðàæåííîé îò ïîâåðõíîñòè

íåáåñíîãî òåëà è ïðèíÿòîé ðàäèîëîêàòîðîì, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

E1 =
k1

2πiz1

∫
exp

(
2ik1z1 − 2ikh(x1, y1) + ik1

(x1 − x3)
2

z1
+ ik1

x21
R

+ ik1
y21
R

)
dx1dy1dx3 ,

(4.83)

ãäå z1 � âûñîòà êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà íàä ïîâåðõíîñòüþ Ãàíèìåäà, k1 = ω1/c �

âîëíîâîå ÷èñëî èçëó÷åíèÿ äàííîé ÷àñòîòû â âàêóóìå, x1 è y1 � äåêàðòîâû êîîð-

äèíàòû â ïëîñêîñòè, êàñàòåëüíîé ê ñôåðè÷åñêîé ñðåäíåé ïîâåðõíîñòè Ãàíèìåäà

â ïîäñïóòíèêîâîé òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé ñåðåäèíå ñèíòåòè÷åñêîé àïåðòóðû, x3

� êîîðäèíàòà êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà âäîëü òðàåêòîðèè ïîëåòà (ïðèáëèæåííî

ñ÷èòàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé â íàïðàâëåíèè îñè x). Âûðàæåíèå äëÿ êîìïëåêñíîé

àìïëèòóäû ïðèíÿòîãî ñèãíàëà íà ÷àñòîòå ω2 çàïèñûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî (4.83).

Äâóõ÷àñòîòíàÿ ôóíêöèÿ êîãåðåíòíîñòè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå êîì-

ïëåêñíûõ àìïëèòóä

Γω1ω2
= ⟨E1E

∗
2⟩ = k1k2

4π2z21

1
πL2 ⟨exp(−2ikh(x1, y1) + 2ikh(x2, y2))⟩∫

exp 2i(k1 − k2)z1 + ik1
(x1−x3)

2

z1
− ik2

(x2−x4)
2

z1
+ ik1

x2
1

R + ik1
y21
R

−ik2x
2
2

R + ik2
y21
R − (x1−x3)

2

L2 − (x2−x4)
2

L2 )dx1dx2dx3dx4dy1dy2 .

(4.84)

Ïðîèçâîäÿ óñðåäíåíèå, ïîëó÷àåì

Γω1ω2
= ⟨E1E

∗
2⟩ = k1k2

4π2z21

1
πL2∫

exp(2i(k1 − k2)z1 + ik1
(x1−x3)

2

z1
− ik2

(x2−x4)
2

z1
+ ik1

x2
1

R + ik1
y21
R

−ik2x
2
2

R + ik2
y21
R − (x1−x3)

2

L2 − (x2−x4)
2

L2 − <ϕ2
1>+<ϕ2

2>−2<ϕ1ϕ2>
2

dx1dx2dx3dx4dy1dy2, ,

(4.85)

ãäå ϕ1 = 2k1h(x1, y1) è ϕ2 = 2k2h(x2, y2) � ñëó÷àéíûå ôàçû, ñîîòâåòñòâóþùèå

ìåñòíûì âûñîòàì ðåëüåôà ïîâåðõíîñòè â òî÷êàõ x1, y1 è x2, y2 ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïðè ãàóññîâûõ ôóíêöèÿõ êîððåëÿöèè âûñîò ðåëüåôà

< h(x1, y1)h(x2, y2) >=< h2 > exp

(
−(x1 − x2)

2

r20
− (y1 − y2)

2

r20

)
(4.86)

è ñîîòâåòñòâåííî ãàóññîâûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèÿõ ñëó÷àéíîé ôàçû

< ϕ1ϕ2) >= 4k1k2 < h2 > exp

(
−(x1 − x2)

2

r20
− (y1 − y2)

2

r20

)
(4.87)

âûðàæåíèå äëÿ äâóõ÷àñòîòíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè Γ ìîæåò áûòü ðàçëî-

æåíî â ñòåïåííîé ðÿä ïî ïàðàìåòðó β = 2k1k2 < h2 >

Γω1ω2
= ⟨E1E

∗
2⟩ = k1k2

4π2z21

1
πL2e

−β

∞∑
n=0

βn

n!

∫
exp(2i(k1 − k2)z1 + ik1

(x1−x3)
2

z1
− ik2

(x2−x4)
2

z1
+ ik1

x2
1

R + ik1
y21
R

−ik2x
2
2

R + ik2
y21
R − (x1−x3)

2

L2 − (x2−x4)
2

L2 − n(x1−x2)
2

r20
− n(y1−y2)

2

r20
)dx1dx2dx3dx4dy1dy2 ,

(4.88)

Èíòåãðèðîâàíèå â (4.88) ïðèâîäèò ê êîìïàêòíîìó âûðàæåíèþ äëÿ îáùåãî

÷ëåíà ðÿäà (4.10), ãäå ìàòðèöà Aij èìååò âèä

Aij =



− ik1
R − ik1

z1
+ n

r20
− n

r20

ik1
z1

0 0 0

− n
r20

ik2
R + ik2

z1
+ n

r20
0 − ik2

z1
0 0

ik1
z1

0 1
L2 − ik1

z1
0 0 0

0 − ik2
z1

0 ik2
z1

+ 1
L2 0 0

0 0 0 0 − ik1
R − ik1

z1
+ n

r20
− n

r20

0 0 0 0 − n
r20

ik2
R + ik2

z1
+ n

r20


.

(4.89)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû ðàçäåëà 4.1, ïîëó÷àåì ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû äëÿ èñêîìîé

ôóíêöèè êîãåðåíòíîñòè â âèäå ñóììû ÷ëåíîâ ðÿäà âèäà (4.10). Îáëàñòü ñïðà-

âåäëèâîñòè çàïèñàííûõ çäåñü âûðàæåíèé îãðàíè÷åíà ñíèçó ïî ÷àñòîòå óñëîâèåì

ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ïëàâíûõ âîçìóùåíèé λ < r0 (äëèíà âîëíû íå ïðåâûøàåò

õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà íåîäíîðîäíîñòåé ñðåäû), à ñâåðõó � ïðàêòè÷åñêîé ñõî-

äèìîñòüþ ñóììèðóåìûõ ðÿäîâ. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ â óêàçàííîé îáëàñòè ÷à-

ñòîòíîãî ñïåêòðà ïîêàçàíû íà ðèñ. 4.32. Óðîâåíü êàëèáðîâêè èíòåíñèâíîñòè 0

äÁ ñîîòâåòñòâóåò èíòåíñèâíîñòè îòðàæåíèÿ íåèñêàæåííîãî Ë×Ì ñèãíàëà îò

èäåàëüíîé îòðàæàþùåé ïëîñêîñòè â ïîäñïóòíèêîâîé òî÷êå Ãàíèìåäà áåç ó÷åòà

îêîííûõ è äðóãèõ ïîòåðü ïðè ÷èñëåííîé îáðàáîòêå Ë×Ì ñèãíàëà [248]. Â ðàñ-

÷åòàõ èñïîëüçóåòñÿ îêíî Õýííèíãà, äëèíà ñèíòåçèðîâàííîé àïåðòóðû ïðèíÿòà
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ðàâíîé îïòèìàëüíîé äëÿ íåôîêóñèðîâàííîãî àïåðòóðíîãî ñèíòåçà (ïîëîâèíà

ðàçìåðà çîíû Ôðåíåëÿ).

Ïðè ýòîì, èç-çà áîëüøîãî ðàçëè÷èÿ äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé ëüäà

è æèäêîé âîäû êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè îêåàíà ïðèáëèçèòåëü-

íî ðàâåí åäèíèöå. Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíûìè èñòî÷íèêàìè íåîïðåäåëåííîñòè

â ïðèíÿòîé ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ øåðîõîâàòîñòü ïîäîøâû ëåäÿíîãî ñëîÿ è ïîãëî-

ùåíèå âîëí â òîëùå ëüäà. Îáà ýòèõ ôàêòîðà â íàñòîÿùåé ðàáîòå íå ó÷òåíû.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäëàãàåìûé çäåñü ñöåíàðèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íàè-

áîëåå îïòèìèñòè÷íûé âàðèàíò ñ òî÷êè çðåíèÿ ïåðñïåêòèâû îáíàðóæåíèÿ îêå-

àíà ìåòîäîì ãëóáèííîé ðàäèîëîêàöèè. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ìîäåëèðîâàíèÿ,

ïðåäïî÷òèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ çîíäèðîâàíèå ñ ìàëûõ âûñîò íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ.
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Ðèñ. 4.32: Ïîâåðõíîñòíîå è ïîäïîâåðõíîñòíîå îòðàæåíèå Ë×Ì ñèãíàëà ïðè ãëó-
áèííîé ðàäèîëîêàöèè Ãàíèìåäà. Ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà Ë×Ì ñèãíàëà � 400 êÃö, øè-
ðèíà ïîëîñû Ë×Ì � 200 êÃö. Æèðíàÿ, òîíêàÿ è øòðèõîâàÿ êðèâûå � âûñîòà
êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà 16, 128 è 1024 êì ñîîòâåòñòâåííî. Òîíêàÿ ïóíêòèðíàÿ
êðèâàÿ � íåèñêàæåííûé ïðîôèëü Ë×Ì ñèãíàëà. Ïàðàìåòðû ðåëüåôà ïîâåðõ-
íîñòè: r0 = 1420 ì, hrms = 383 ì ñîîòâåòñòâóþò òàê íàçûâàåìûì ÿðêèì ëàíä-
øàôòàì ïîâåðõíîñòè Ãàíèìåäà (ïî äàííûì ñúåìêè ñ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà
Voyager [300]).

242



Ãëàâà 5

Âëèÿíèå ïðîñòðàíñòâåííîé
ñòðóêòóðû îñàäêîâ íà
ïîëÿðèçàöèîííûå
õàðàêòåðèñòèêè óõîäÿùåãî
ìèêðîâîëíîâîãî èçëó÷åíèÿ
àòìîñôåðû.

Ìíîãèå ïðèðîäíûå ñðåäû ñîñòîÿò èç íåñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö, ïîëíîñòüþ èëè ÷à-

ñòè÷íî îðèåíòèðîâàííûõ â ïðîñòðàíñòâå, è âñëåäñòâèå ýòîãî îáëàäàþò äèõðîèç-

ìîì. Ïåðåíîñ ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ â òàêèõ ñðåäàõ ïîä÷èíÿåòñÿ íåñêîëü-

êî áîëåå ñëîæíîìó óðàâíåíèþ ïî ñðàâíåíèþ ñ èçîòðîïíîé ðàññåèâàþùåé ñðå-

äîé. Â íàñòîÿùåé ãëàâå îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû ôîðìèðîâàíèÿ è ðåãèñòðàöèè

ïðîñòðàíñòâåííîãî è óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òåïëîâîãî ðàäèîèçëó÷åíèÿ äîæ-

äåâûõ îñàäêîâ â ìèêðîâîëíîâîì äèàïàçîíå. Ïðîâîäèòñÿ ÷èñëåííîå ìîäåëèðî-

âàíèå ïåðåíîñà òåïëîâîãî ðàäèîèçëó÷åíèÿ â òðåõìåðíîé äîæäåâîé ÿ÷åéêå ïðè

ðàçëè÷íîé èíòåíñèâíîñòè îñàäêîâ ñ ó÷åòîì íåñôåðè÷åñêîé ôîðìû ïàäàþùèõ

äîæäåâûõ êàïåëü è ðàñïðåäåëåíèÿ èõ ïî ðàçìåðàì. Ïîêàçàíà îïðåäåëÿþùàÿ

ðîëü òðåõìåðíîé íåîäíîðîäíîñòè ïîëåé äîæäåâûõ îñàäêîâ â ôîðìèðîâàíèè ïî-

ëÿ èõ ñîáñòâåííîãî òåïëîâîãî ðàäèîèçëó÷åíèÿ â ìèêðîâîëíîâîì äèàïàçîíå.
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Ðèñ. 5.1: Ìèêðîâîëíîâàÿ ðàäèîìåòðèÿ äîæäåâûõ îñàäêîâ èç êîñìîñà (ñõåìà ýêñ-
ïåðèìåíòà).

5.1 Ïàññèâíîå ðàäèîìåòðè÷åñêîå çîíäèðîâàíèå
äîæäåâûõ îñàäêîâ â ìèêðîâîëíîâîì äèàïà-
çîíå äëèí âîëí.

Èññëåäîâàíèå îñàäêîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííûõ êîñìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé (ðèñ.

5.1) � îäíà èç âàæíûõ ïðîáëåì äèñòàíöèîííîãî çîíäèðîâàíèÿ. Âïåðâûå âîçìîæ-

íîñòü îïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè äîæäÿ ïî äàííûì íàáëþäåíèé ìèêðîâîëíî-

âîãî èçëó÷åíèÿ áûëà ïîêàçàíà â 1968 ã. ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòà íà ÈÑÇ

Êîñìîñ 243 [303]. Çîíû âûïàäåíèÿ îñàäêîâ íàä ìîðñêîé ïîâåðõíîñòüþ áûëè

çàðåãèñòðèðîâàíû ïî õàðàêòåðíûì çíà÷åíèÿì ðàäèîÿðêîñòíûõ òåìïåðàòóð íà

äëèíàõ âîëí 0.8, 1.35 è 3.2 ñì. Ïðè ýòîì, èíòåíñèâíîñòü âûïàäåíèÿ îñàäêîâ

ìîæíî îïðåäåëèòü ïî èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåõíèêè íàáëþäåíèÿ àòìîñôåðíûõ îñàäêîâ èç êîñìî-

ñà ñâÿçàíî ñ àìåðèêàíñêèì ÈÑÇ DMSP ñ ìèêðîâîëíîâûì ðàäèîìåòðîì SSM/I

[304] ñ ðàáî÷èì äèàïàçîíîì äëèí âîëí 0.35 äî 1.6 cm. Çîíû îñàäêîâ îïðåäåëÿ-

ëèñü êàê îáëàñòè ñ ïîíèæåííîé ðàäèîÿðêîñòíîé òåìïåðàòóðîé íà äëèíå âîëíû

0.35 ñì â ñâÿçè ñ óâåëè÷åíèåì àëüáåäî ïðè ìíîãîêðàòíîì ðàññåÿíèè ìèêðî-
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âîëí íà êðóïíûõ äîæäåâûõ êàïëÿõ. Òàêæå, â ïîñëåäíèå ãîäû äèñòàíöèîííîå

çîíäèðîâàíèå àòìîñôåðíûõ îñàäêîâ ïðîâîäèëîñü íà àìåðèêàíî-ÿïîíñêîì ñïóò-

íèêå TRMM. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ êðóïíûé ïðîåêò GPM (Global Precipitation

Mission) íàõîäèòñÿ â ñòàäèè ðàçðàáîòêè.

Â ñâÿçè ñ ýòèìè è äðóãèìè íàïðàâëåíèÿìè èññëåäîâàíèé, â òå÷åíèå ïîñëåä-

íåãî âðåìåíè èíòåíñèâíî èçó÷àåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ìèêðîâîëíîâîãî èçëó÷åíèÿ

ñ îñàäêàìè è îáëàêàìè ðàçëè÷íûõ òèïîâ [305, 306, 307, 307]. Ìíîãèå èç íèõ

ñîñòîÿò èç ÷àñòèö íåñôåðè÷åñêîé ôîðìû, îáëàäàþùèõ ïðåèìóùåñòâåííîé îðè-

åíòàöèåé (ïàäàþùèå äîæäåâûå êàïëè, ñíåã è äðóãèå êðèñòàëëè÷åñêèå ÷àñòèöû

ëüäà). Ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàêðîñêîïè÷åñêè èçîòðîïíûìè ñðåäàìè, â ðàñïðîñòðà-

íåíèè èçëó÷åíèÿ â òàêèõ ñðåäàõ îñîáåííî ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò ïîëÿðè-

çàöèîííûå ýôôåêòû. Ñî÷åòàíèå ýôôåêòîâ ðàññåÿíèÿ, çíà÷èòåëüíîé ïðîñòðàí-

ñòâåííîé íåîäíîðîäíîñòè âûïàäàþùèõ îñàäêîâ â àòìîñôåðå è â íåêîòîðîé ñòå-

ïåíè òàêæå îòðàæàþùèõ ñâîéñòâ ïîâåðõíîñòè ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàñ-

ñìîòðåíèÿ ïîëåé ìèêðîâîëíîâîãî èçëó÷åíèÿ â òðåõìåðíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå,

îáëàäàþùåé äèõðîèçìîì.

Òåîðèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ïðåäîñòàâëÿåò äîñòàòî÷íî îáùóþ ôèçè÷åñêóþ

ìîäåëü, àäåêâàòíî îïèñûâàþùóþ ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ ñ íåîäíî-

ðîäíûìè ñðåäàìè âåñüìà ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, è ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòåìàòè÷å-

ñêèé àïïàðàò. Îäíàêî, ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èçâåñòíî îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîå

÷èñëî îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò ïî ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ

ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â òðåõìåðíî-íåîäíîðîäíûõ àíèçîòðîïíûõ ðàññåèâàþùèõ

ñðåäàõ [306]. Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå èíòåíñèâíîñòè è

ïîëÿðèçàöèè òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ äîæäåâûõ îñàäêîâ, ðåãèñòðèðóåìûõ ìèêðî-

âîëíîâûìè ðàäèîìåòðàìè íà îðáèòàëüíûõ êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòàõ.

5.2 Ìîäåëü èçëó÷àòåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ñðå-
äû.

Êîìïëåêñíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü æèäêîé âîäû îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-

ìóëîé Äåáàÿ [309, 310]

ε = ε0 +
εs − ε0

1 + i∆λ/λ
, (5.1)
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ãäå

∆λ = 2πτp
εs + 2

ε0 + 2
, (5.2)

εs � ñòàòè÷åñêàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âîäû (íà ÷àñòîòàõ ν ≪ 1/τp),

ε0 ≈ 4.9 � îïòè÷åñêàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âîäû (íà ÷àñòîòàõ ν ≫
1/τp), âðåìÿ ðåëàêñàöèè [307]

τp = exp

{
9.8

(
273

T + 273
− 0.955

)}
· 10−12 ñåê . (5.3)

Ñòàòè÷åñêàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âîäû îïèñûâàåòñÿ ïðèáëèæåííîé

ôîðìóëîé [311]

εs(T ) = 88.045− 0.4147T + 6.295 · 10−4 T 2 + 1.075 · 10−5 T 3 . (5.4)

Ãåîìåòðè÷åñêóþ ìîäåëü äîæäåâûõ êàïåëü íåñôåðè÷åñêîé ôîðìû ìîæíî íàé-

òè, íàïðèìåð, â [313]. Ñ õîðîøåé ñòåïåíüþ ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ïàäàþùèå êàïëè èìåþò ôîðìó ñïëþñíóòîãî ñôåðîèäà ñ âåðòèêàëüíî îðèåíòè-

ðîâàííîé îñüþ ñèììåòðèè. Îòíîøåíèå îñåé ñôåðîèäà ïðèáëèæåííî çàäàåòñÿ

ôîðìóëîé [308]
b

a
= 1− 0.091ā , (5.5)

ãäå ā � ðàäèóñ ñôåðè÷åñêîé êàïëè ýêâèâàëåíòíîãî îáúåìà â ìì.

Ðàñïðåäåëåíèå êàïåëü ïî ðàçìåðàì â äîæäåâûõ îñàäêàõ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Ìàðøàëëà-Ïàëüìåðà [312]

n(r) = N0 exp(−qr) , (5.6)

N0 = 16000ì−3ìì−1, q = 8.2R−0.21, R � èíòåíñèâíîñòü äîæäÿ, ìì â ÷àñ.

Ñå÷åíèÿ îñëàáëåíèÿ è ðàññåÿíèÿ äëÿ ñôåðîèäàëüíûõ ÷àñòèö ôèêñèðîâàííîé

îðèåíòàöèè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ìåòîäîì Ò-ìàòðèö ñ ïîìîùüþ îáùåäîñòóï-

íûõ êîìïüþòåðíûõ êîäîâ [314, 315, 316]. Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ ïîñòðîåííîé

ìîäåëè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ðàäèàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè ñðåäû (ïîãëî-

ùåíèå è ðàññåÿíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí çàäàííîé ÷àñòîòû è ïîëÿðèçàöèè

åäèíèöåé îáúåìà).

Íà ãðàôèêàõ 5.2, 5.3 è 5.4 èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè îáúåìíûõ êîýôôèöè-

åíòîâ ýêñòèíêöèè è ïîãëîùåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò óãëà ïàäåíèÿ èçëó÷åíèÿ äëÿ
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äîæäåâûõ îñàäêàõ ðàçëè÷íîé èíòåíñèâíîñòè (äëèíû âîëí 3, 8 è 22 ìì, ñîîò-

âåòñòâåííî). Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ðàäèàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ñðåäû áëèçêè

ê âåëè÷èíàì, ïîëó÷åííûì â [317]. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû

âîëíû óìåíüøàåòñÿ îáúåìíûé êîýôôèöèåíò ýêñòèíêöèè (îñëàáëåíèÿ) â ñðåäå.

Îäíîâðåìåííî ðàñòåò è äîëÿ èñòèííîãî ïîãëîùåíèÿ â îáùåì îñëàáëåíèè (ñíè-

æàåòñÿ àëüáåäî îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ), ÷òî êà÷åñòâåííî ñîãëàñóåòñÿ ñ èçâåñò-

íûì õàðàêòåðîì çàâèñèìîñòè äëÿ ðàññåÿíèÿ íà ìàëûõ ïîãëîùàþùèõ ÷àñòèöàõ

(îáëàêà). Ïðè ýòîì, ñ ðîñòîì äëèíû âîëíû ñòàíîâÿòñÿ áîëåå âûðàæåíû ïîëÿðè-

çàöèîííûå ðàçëè÷èÿ â ïîãëîùåíèè è îñëàáëåíèè èçëó÷åíèÿ (ðàçëè÷èÿ ìåæäó

ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé ïîëÿðèçàöèåé).

5.3 Ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ â àíèçîòðîïíîé ðàññåè-
âàþùåé ñðåäå.

Ïðîñòðàíñòâåííî-óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè è ïîëÿðèçàöèè òåïëî-

âîãî èçëó÷åíèÿ â ñðåäå äîæäåâûõ îñàäêîâ ïîä÷èíÿåòñÿ âåêòîðíîìó óðàâíåíèþ

ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ

(Ω⃗ · ∇)I(⃗r, Ω⃗) = −σ̂εI(⃗r, Ω⃗) + σ̄aB(T ) +
1

4π

∫
4π

x̂(Ω⃗, Ω⃗′)I(⃗r, Ω⃗′)dΩ⃗′ , (5.7)

ãäå Ω⃗ = (µx, µy, µz) � åäèíè÷íûé âåêòîð ïðîèçâîëüíîãî íàïðàâëåíèÿ, I(z, Ω⃗) =

{I,Q, U, V } � âåêòîð ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ, σ̂ε =

σ̂ε(Ω⃗) � ìàòðèöà îñëàáëåíèÿ ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ â ñðåäå, σ̄a � âåêòîð

èñòèííîãî ïîãëîùåíèÿ èçëó÷åíèÿ â ñðåäå, x̂(Ω⃗, Ω⃗′) � ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ, B(T )

� ôóíêöèÿ Ïëàíêà.

Ìàòðèöû îñëàáëåíèÿ è ðàññåÿíèÿ äëÿ ñôåðîèäàëüíûõ ÷àñòèö ôèêñèðîâàí-

íîé îðèåíòàöèè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ìåòîäîì Ò-ìàòðèö ñ ïîìîùüþ îáùåäî-

ñòóïíûõ êîìïüþòåðíûõ êîäîâ [314, 315, 316]. Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïî-

íåíò âåêòîðà ïîãëîùåíèÿ σ̄a ïðèâåäåíû â [312].

Ìîäåëèðîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííûõ è óãëîâûõ ðàñïðåäåëåíèé èíòåíñèâíîñòè

è ïîëÿðèçàöèè ìèêðîâîëíîâîãî èçëó÷åíèÿ â ñðåäå ñ îñàäêàìè çàêëþ÷àåòñÿ â

÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (5.7) â ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè ñðåäû âìåñòå ñ

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, îïðåäåëÿåìûìè èçëó÷åíèåì âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ, ïà-
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äàþùèì íà ãðàíèöû îáëàñòè. Â ÷àñòíîñòè, ïîëÿðèçîâàííîå èçëó÷åíèå â ïëîñ-

êîñëîèñòîé ñðåäå ïîä÷èíÿåòñÿ îäíîìåðíîìó óðàâíåíèþ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ

µz
∂

∂z
I(z, Ω⃗) = −σ̂εI(z, Ω⃗) +

1

4π

∫
4π

x̂(Ω⃗, Ω⃗′)I(z, Ω⃗′)dΩ⃗′ + σ̄a(Ω⃗)B(T ) , (5.8)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

I(0, Ω⃗ · z > 0) = {2T0, 0, 0, 0} , (5.9)

I(z0, Ω⃗ · z < 0) = {0, 0, 0, 0} , (5.10)

ãäå z � åäèíè÷íûé âåêòîð ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè z, T0 � ðàäèîÿðêîñò-

íàÿ òåìïåðàòóðà ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèíÿòî, ÷òî

òåïëîâîå èçëó÷åíèå ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè èçîòðîïíî è íå ïîëÿðèçîâàíî,

÷òî ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ ïîâåðõíîñòè ñóøè ðàçëè÷íîãî òèïà

(ãðóíòîâ, ðàñòèòåëüíûõ ïîêðîâîâ è ò.ä.).

Ñîãëàñíî ìåòîäó äèñêðåòíûõ îðäèíàò, èíòåãðàë ðàññåÿíèÿ â (5.8) ïðèáëè-

æåííî çàìåíÿåòñÿ êîíå÷íîé ñóììîé [87]

∂

∂τ
Ii = −µ−1

i Ii + 2πΛµ−1
i

∑
l,j

xlajY
0
l (µi)Y

0
l (µj)Ij + µ−1

i SFi , (5.11)

ãäå ai è µi � âåñà è íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû (äèñêðåòíûå îðäèíàòû)èñïîëüçóåìîé

êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû, SFi = σ̄a(µi)B(T ) � ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ òåïëîâîãî èç-

ëó÷åíèÿ, Y 0
l (·) � ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè, Ii � ïîòîêè èçëó÷åíèÿ â äèñêðåòíûõ

íàïðàâëåíèÿõ. Äèñêðåòèçîâàííîå òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèå (5.11) âìåñòå ñ ãðà-

íè÷íûìè óñëîâèÿìè

Ii(0, µi > 0) = {2T0, 0, 0, 0} , (5.12)

Ii(z0, µi < 0) = {0, 0, 0, 0} , (5.13)

ìîæåò áûòü ðåøåíî ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìû [87]. Êðîìå

òîãî, ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé äëÿ èñõîäÿùèõ ïîòîêîâ èçëó÷åíèÿ. Â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèå

(5.11) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

∂

∂τ
Î = B̂Î+ µ−1

i ŜF , (5.14)
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∂

∂τ
exp(−B̂τ)Î = exp(−B̂τ)µ−1

i ŜF , (5.15)

ãäå Î � ñòîëáåö ïîòîêîâ èçëó÷åíèÿ, B̂ � ìàòðèöà ëèíåéíûõ êîýôôèöèåíòîâ óðàâ-

íåíèÿ. Ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ â ôîðìå ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû

exp(−B̂τ)Î(τ)− Î(0) =

τ∫
0

exp(−B̂τ)µ−1
i SFidτ . (5.16)

Îïåðàòîð ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû exp(−B̂τ) ìîæåò áûòü äèàãîíàëèçîâàí â âèäå

exp(−B̂τ) = Û exp(−Γ̂τ)Û−1 , (5.17)

ãäå Γ̂ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, Û � îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð. Åñëè ôóíêöèÿ

èñòî÷íèêîâ â óðàâíåíèè (5.11) íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò, ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

(5.16) èìååò âèä

τ∫
0

exp(−B̂τ)µ−1
i SFidτ = Û

τ∫
0

exp(−Γ̂τ)dτ Û−1µ−1
i SFi , (5.18)

ãäå
τ∫

0

exp(−Γ̂τ)dτ = Diag
1− exp(−Γiτ)

Γi
(5.19)

� äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, Γi � ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàò-

ðèöû Γ̂. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (5.16) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ

(5.18) äîïîëíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè (5.13), (5.12) íà ãðà-

íè÷íûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïëîñêîãî ñëîÿ, è ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè ìàñøòàáíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ [] ðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ èñõîäÿùèõ ïîòîêîâ Ii ñ

ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ àëãîðèòìîâ ìàòðè÷íîé àëãåáðû.

Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â äîæäåâîé ÿ÷åéêå ñî-

ñòîèò èç óðàâíåíèÿ (5.8) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ âõîäÿùåãî â ñðåäó èçëó÷åíèÿ

I = 2T1 íà íèæíåé ãðàíè êóáà, I = 0 íà âåðõíåé ãðàíè êóáà è I(µz > 0, n⃗ · Ω⃗ <

0) = 2T1 íà áîêîâûõ ãðàíÿõ, ãäå n⃗ � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê áîêîâîé ãðàíè êóáà.

Ðåøåíèå ïðîâîäèëîñü èòåðàöèîííûì ñïîñîáîì ïî ìåòîäó äèñêðåòíûõ îð-

äèíàò ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìû ñî âñòðå÷íûìè ðàçíîñòÿìè [87].

Èíòåãðàë ðàññåÿíèÿ íà ñôåðå ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿëñÿ ïî ãàóññîâîé êâàäðà-

òóðíîé ôîðìóëå G29 [178]. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5.6 �
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5.11. Òî÷êè íà ãðàôèêàõ ñîîòâåòñòâóþò óçëàì êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû â ïðåäå-

ëàõ îäíîãî èç îêòàíòîâ ñôåðû íàïðàâëåíèé. Ïîêàçàíû èíòåãðàëüíûå (ñðåäíèå)

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ ñî âñåé ïîâåðõíîñòè ÿ÷åéêè,

íàáëþäàåìîé ñ äàííîãî ðàêóðñà (âåðõíÿÿ è äâå áîêîâûå ãðàíè) (ðèñ. 5.5).

Ïî ðåçóëüòàòàì ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíî, ÷òî òåïëîâîå èçëó÷åíèå êóáè÷å-

ñêîé äîæäåâîé ÿ÷åéêè ñ îðèåíòèðîâàííûìè íåñôåðè÷åñêèìè êàïëÿìè äîæäÿ

îáëàäàåò ÿðêî âûðàæåííîé ïîëÿðèçàöèåé â øèðîêîì äèàïàçîíå óãëîâ. Óãëîâîå

ðàñïðåäåëåíèå ðàäèîÿðêîñòíîé òåìïåðàòóðû èçëó÷åíèÿ, èíòåãðàëüíî ðåãèñòðè-

ðóåìîé ïðèáîðîì ñî âñåé íàáëþäàåìîé ïîâåðõíîñòè äîæäåâîé ÿ÷åéêè, áëèç-

êî ê ñîîòâåòñòâóþùåìó óãëîâîìó ðàñïðåäåëåíèþ îäíîðîäíîãî ïëîñêîãî ñëîÿ

äîæäåâûõ îñàäêîâ. Â òî æå âðåìÿ, ñòåïåíü ïîëÿðèçàöèè òåïëîâîãî ðàäèîèçëó-

÷åíèÿ äîæäåâîé ÿ÷åéêè çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ñòåïåíè ïîëÿðèçàöèè èçëó÷åíèÿ

ïëîñêîãî ñëîÿ. Òåì ñàìûì, ïîêàçàíà îïðåäåëÿþùàÿ ðîëü ÿ÷åèñòîé ñòðóêòóðû

äîæäåâûõ îñàäêîâ â ôîðìèðîâàíèè ïðîñòðàíñòâåííî-óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

èíòåíñèâíîñòè è ïîëÿðèçàöèè íàáëþäàåìîãî òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ, è íåîáõî-

äèìîñòü ðàññìîòðåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â òðåõìåðíî-íåîäíîðîäíîé ðàññåè-

âàþùåé ñðåäå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèçà ïîëåé ðàäèîòåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ

ðåàëüíûõ äîæäåâûõ îñàäêîâ.

5.4 Çàêëþ÷åíèå è âûâîäû ïî ãëàâå.

Â ðàáîòå ïðÿìûì ÷èñëåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ïðîâå-

äåíî êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå òåïëîâîãî ðàäèîèçëó÷åíèÿ äîæäåâîé ÿ÷åé-

êè â ìèêðîâîëíîâîì äèàïàçîíå íà äëèíå âîëíû 3, 8 è 22 ìì. Ïî ðåçóëüòàòàì

ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíî, ÷òî õàðàêòåðíûå äëÿ äîæäåâûõ îñàäêîâ ïîëÿðèçà-

öèîííûå ýôôåêòû â òåïëîâîì ðàäèîèçëó÷åíèè ÿ÷åéêè íàáëþäàþòñÿ íà âñåõ

èññëåäîâàííûõ äëèíàõ âîëí, â ò.÷. íà äëèíå âîëíû 22 ìì, ãäå õàðàêòåð ðàñ-

ñåÿíèÿ íàèáîëåå áëèçîê ê ðýëååâñêîìó. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëüþ ñïëîøíîãî

ïëîñêîãî ñëîÿ äîæäÿ, òåïëîâîå ðàäèîèçëó÷åíèå òðåõìåðíîé äîæäåâîé ÿ÷åéêè

îáëàäàåò òèïè÷íûìè õàðàêòåðíûìè îñîáåííîñòÿìè. Â ÷àñòíîñòè, ðàçëè÷èå ÿð-

êîñòíûõ òåìïåðàòóð èçëó÷åíèÿ âåðòèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé ïîëÿðèçàöèé

(âòîðîé ïàðàìåòð Ñòîêñà Q) â òðåõìåðíîé ìîäåëè ìåíåå âûðàæåíî, ïî ñðàâíå-

íèþ ñ ïëîñêèì ñëîåì. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò,
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÷òî òðåõìåðíàÿ ÿ÷åèñòàÿ ñòðóêòóðà ðåàëüíûõ îñàäêîâ îêàçûâàåò îïðåäåëÿþùåå

âëèÿíèå íà ïðîñòðàíñòâåííîå è óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè è ïîëÿðè-

çàöèè òåïëîâîãî ðàäèîèçëó÷åíèÿ, ðåãèñòðèðóåìîãî ñðåäñòâàìè äèñòàíöèîííîãî

çîíäèðîâàíèÿ.
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Ðèñ. 5.2: Ðàäèàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè äîæäåâûõ îñàäêîâ ðàçëè÷íîé èíòåí-
ñèâíîñòè íà äëèíå âîëíû 3 ìì â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ.
Ëåâàÿ ÷àñòü ãðàôèêà θ < π/2 � ýêñòèíêöèÿ, ïðàâàÿ ÷àñòü ãðàôèêà θ > π/2 �
èñòèííîå ïîãëîùåíèå. Ñïëîøíûå êðèâûå � âåðòèêàëüíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ, ïóíê-
òèðíûå êðèâûå � ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ.
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Ðèñ. 5.3: Ðàäèàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè äîæäåâûõ îñàäêîâ ðàçëè÷íîé èíòåí-
ñèâíîñòè íà äëèíå âîëíû 8 ìì â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ.
Ëåâàÿ ÷àñòü ãðàôèêà θ < π/2 � ýêñòèíêöèÿ, ïðàâàÿ ÷àñòü ãðàôèêà θ > π/2 �
èñòèííîå ïîãëîùåíèå. Ñïëîøíûå êðèâûå � âåðòèêàëüíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ, ïóíê-
òèðíûå êðèâûå � ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ.

252



0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Θ

0.0002

0.0004

0.0006

0.0008

1 mm h 1 mm h
5 mm h 5 mm h

10 mm h 10 mm h

20 mm h
20 mm h

30 mm h

30 mm h

40 mm h

40 mm h

50 mm h

50 mm h

60 mm h

60 mm h

70 mm h

70 mm h

80 mm h

80 mm h

90 mm h

90 mm h

100 mm h

100 mm h

σ
ext

,  σ
abs

,  м-1

Ðèñ. 5.4: Ðàäèàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè äîæäåâûõ îñàäêîâ ðàçëè÷íîé èíòåí-
ñèâíîñòè íà äëèíå âîëíû 22 ìì â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ. Ëåâàÿ ÷àñòü ãðàôèêà θ < π/2 � ýêñòèíêöèÿ, ïðàâàÿ ÷àñòü ãðàôèêà θ > π/2
� èñòèííîå ïîãëîùåíèå. Ñïëîøíûå êðèâûå � âåðòèêàëüíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ, ïóíê-
òèðíûå êðèâûå � ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ.
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Ðèñ. 5.5: Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ðàäèîòåïëîâîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè
äîæäåâîé ÿ÷åéêè. T0 � ðàäèîÿðêîñòíàÿ òåìïåðàòóðà ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíî-
ñòè, Ê, T � òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ñðåäû â ÿ÷åéêå, Ê.
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Ðèñ. 5.6: Ïåðâûé ïàðàìåòð Ñòîêñà I òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ äîæäåâûõ îñàäêîâ.
Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � ñïëîøíîé ïëîñêèé ñëîé òîëùèíû 3 êì, òî÷êè � êóáè÷åñêàÿ
ÿ÷åéêà 3 õ 3 õ 3 êì. Èíòåíñèâíîñòü îñàäêîâ 30 ìì/÷, äëèíà âîëíû 3 ìì. Òåð-
ìîäèíàìè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ñðåäû T = 300K, ðàäèîÿðêîñòíàÿ òåìïåðàòóðà
ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè T0 = 300K.
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Ðèñ. 5.7: Âòîðîé ïàðàìåòð Ñòîêñà Q òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ äîæäåâûõ îñàäêîâ.
Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � ñïëîøíîé ïëîñêèé ñëîé òîëùèíû 3 êì, òî÷êè � êóáè÷åñêàÿ
ÿ÷åéêà 3 õ 3 õ 3 êì. Èíòåíñèâíîñòü îñàäêîâ 30 ìì/÷, äëèíà âîëíû 3 ìì. Òåð-
ìîäèíàìè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ñðåäû T = 300K, ðàäèîÿðêîñòíàÿ òåìïåðàòóðà
ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè T0 = 300K.
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Ðèñ. 5.8: Ïåðâûé ïàðàìåòð Ñòîêñà I òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ äîæäåâûõ îñàäêîâ.
Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � ñïëîøíîé ïëîñêèé ñëîé òîëùèíû 3 êì, òî÷êè � êóáè÷åñêàÿ
ÿ÷åéêà 3 õ 3 õ 3 êì. Èíòåíñèâíîñòü îñàäêîâ 40 ìì/÷, äëèíà âîëíû 8 ìì. Òåð-
ìîäèíàìè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ñðåäû T = 300K, ðàäèîÿðêîñòíàÿ òåìïåðàòóðà
ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè T0 = 300K.
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Ðèñ. 5.9: Âòîðîé ïàðàìåòð Ñòîêñà Q òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ äîæäåâûõ îñàäêîâ.
Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � ñïëîøíîé ïëîñêèé ñëîé òîëùèíû 3 êì, òî÷êè � êóáè÷åñêàÿ
ÿ÷åéêà 3 õ 3 õ 3 êì. Èíòåíñèâíîñòü îñàäêîâ 40 ìì/÷, äëèíà âîëíû 8 ìì. Òåð-
ìîäèíàìè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ñðåäû T = 300K, ðàäèîÿðêîñòíàÿ òåìïåðàòóðà
ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè T0 = 300K.
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Ðèñ. 5.10: Ïåðâûé ïàðàìåòð Ñòîêñà I òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ äîæäåâûõ îñàäêîâ.
Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � ñïëîøíîé ïëîñêèé ñëîé òîëùèíû 3 êì, òî÷êè � êóáè÷åñêàÿ
ÿ÷åéêà 3 õ 3 õ 3 êì. Èíòåíñèâíîñòü îñàäêîâ 90 ìì/÷, äëèíà âîëíû 22 ìì. Òåð-
ìîäèíàìè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ñðåäû T = 300K, ðàäèîÿðêîñòíàÿ òåìïåðàòóðà
ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè T0 = 300K.
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Ðèñ. 5.11: Âòîðîé ïàðàìåòð Ñòîêñà Q òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ äîæäåâûõ îñàäêîâ.
Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � ñïëîøíîé ïëîñêèé ñëîé òîëùèíû 3 êì, òî÷êè � êóáè÷åñêàÿ
ÿ÷åéêà 3 õ 3 õ 3 êì. Èíòåíñèâíîñòü îñàäêîâ 90 ìì/÷, äëèíà âîëíû 22 ìì. Òåð-
ìîäèíàìè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ñðåäû T = 300K, ðàäèîÿðêîñòíàÿ òåìïåðàòóðà
ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè T0 = 300K.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

Ïðåäëîæåí íîâûé îáùèé ñïîñîá ó÷åòà äèñïåðñèè äëèí ïóòåé ðàñïðîñòðà-

íåíèÿ ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè òåîðèè ïåðåíîñà

èçëó÷åíèÿ, çíà÷èòåëüíî ïîâûøàþùèé òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðà-

íåå èçâåñòíûìè ïîäõîäàìè. Íà îñíîâå ìàëîóãëîâûõ ïðèáëèæåíèé íîâîãî òèïà

ïðåäëîæåíû ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå ñõåìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èç-

ëó÷åíèÿ ñ ðàçäåëåíèåì êîìïîíåíò ðåøåíèÿ. Ïî ïðåäëîæåííîé ñõåìå ïðîâåäåíû

ðàñ÷åòû ïîëåé ñîñðåäîòî÷åííûõ è êîëëèìèðîâàííûõ èñòî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ â

ñðåäàõ ñ ñèëüíî àíèçîòðîïíûì ðàññåÿíèåì. Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ðàñïðîñòðàíå-

íèÿ êîðîòêèõ èìïóëüñîâ èçëó÷åíèÿ, â ò.÷. c ëèíåéíîé è êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèåé.

Èññëåäîâàíû ïîëÿ óçêèõ ïó÷êîâ èçëó÷åíèÿ â íåîäíîðîäíîé ñðåäå. Ïîëó÷å-

íû ñîîòíîøåíèÿ ñèììåòðèè îñîáåííîñòåé óãëîâîãî è ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ òî÷å÷íîãî ìîíîíàïðàâëåííîãî èñòî÷íèêà

â ðàññåèâàþùåé ñðåäå. Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ÷àñòîòíûõ ñïåêòðîâ èìïóëüñíûõ è

ìîäóëèðîâàííûõ ïó÷êîâ èçëó÷åíèÿ â ñðåäå ñ ñèëüíî àíèçîòðîïíûì ðàññåÿíèåì.

Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû âèäèìîñòè àâèàöèîííûõ è ìîðñêèõ íàâèãàöèîííûõ ëàçåð-

íûõ ìàÿêîâ â òóìàíå.

Èññëåäîâàíî ðàñïðîñòðàíåíèå óçêèõ ïó÷êîâ èçëó÷åíèÿ â ðàññåèâàþùåé ñðå-

äå ñ ãðàäèåíòîì êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ. Â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè òåî-

ðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðå-

íîñà èçëó÷åíèÿ äëÿ îñíîâíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ òèïîâ èñòî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ

(ïëîñêèé ìîíîíàïðàâëåííûé, òî÷å÷íûé èçîòðîïíûé, òî÷å÷íûé ìîíîíàïðàâëåí-

íûé) â ñðåäå ñ ãðàäèåíòîì êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ. Èññëåäîâàí ýôôåêò

ñëàáîé ëîêàëèçàöèè â ïðåëîìëÿþùèõ ñðåäàõ.

Ïîñòðîåíà êîëè÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ ýôôåêòà ãàëî îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ óçêîãî

ïó÷êà â ñðåäå ñ ñèëüíî àíèçîòðîïíûì ðàññåÿíèåì.

Èññëåäîâàíû èñêàæåíèÿ ðàäèîëîêàöèîííûõ ñèãíàëîâ ëîêàòîðîâ ñ ñèíòåçè-

ðîâàííîé àïåðòóðîé â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé èîíîñôåðå. Ïðîâåäåíû èññëåäî-

âàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè àïåðòóðíîãî ñèíòåçà.

Èññëåäîâàíî ðàññåÿíèå ðàäèîëîêàöèîííûõ ñèãíàëîâ íà ïîâåðõíîñòíîì ðå-

ëüåôå íåêîòîðûõ ãåîëîãè÷åñêèõ ïîäðàçäåëåíèé Ìàðñà è Ãàíèìåäà.

Íà îñíîâå îïóáëèêîâàííûõ íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ ïîñòðîåíà ýëåêòðîôè-

çè÷åñêàÿ ìîäåëü ìàðñèàíñêèõ ïîëÿðíûõ ëüäîâ. Èññëåäîâàíî ðàñïðîñòðàíåíèå
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ðàäèîëîêàöèîííûõ èìïóëüñîâ â òîëùå ñëîèñòûõ ëåäÿíûõ îòëîæåíèé. Ïðåä-

ëîæåíû ìåòîäèêè îöåíêè ýëåêòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñðåäû. Ñäåëàíû îöåíêè

ýëåêòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñåâåðíîãî ïîëÿðíîãî ëåäÿíîãî ùèòà Ìàðñà.

Ïðåäëîæåíû àäàïòèâíûå àëãîðèòìû êîððåêöèè ñèñòåìàòè÷åñêèõ ôàçîâûõ

èñêàæåíèé ðàäèîëîêàöèîííûõ ñèãíàëîâ â èîíîñôåðå ñ âûñîêîé óñòîé÷èâîñòüþ

ê àääèòèâíûì øóìàì è ñëó÷àéíûì ôàçîâûì ôëóêòóàöèÿì âîëí â òóðáóëåíòíîé

ñðåäå.

Âû÷èñëåíû õàðàêòåðèñòèêè ïîãëîùåíèÿ è ðàññåÿíèÿ ìèêðîâîëíîâîãî ðà-

äèîèçëó÷åíèÿ äîæäåì ðàçëè÷íîé èíòåíñèâíîñòè. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ðåøå-

íèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà òåïëîâîãî ðàäèîèçëó÷åíèÿ ìèëëèìåòðîâîãî äèàïàçîíà

â ïëîñêîì ñëîå äîæäÿ è äîæäåâîé ÿ÷åéêå. Ïîëó÷åíû îöåíêè óãëîâîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè è ïîëÿðèçàöèè òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ äîæäåâûõ ÿ÷ååê.

Ïîêàçàíà îïðåäåëÿþùàÿ ðîëü ÿ÷åèñòîé ñòðóêòóðû äîæäåâûõ îñàäêîâ â ôîð-

ìèðîâàíèè ïðîñòðàíñòâåííîãî è óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè è ïî-

ëÿðèçàöèè òåïëîâîãî ðàäèîèçëó÷åíèÿ.
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