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1. Ââåäåíèå.

Äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íîå ñëîâî w � ýòî îòîáðàæåíèå Z → A, ãäå A � àëôàâèò ñëîâà w. Áóäåì
îáîçíà÷àòü w(n) ÷åðåç wn.

Ïóñòü åñòü ñèìâîëè÷åñêàÿ äèíàìèêà (M,Rα, x0, U), ãäå M � îêðóæíîñòü, U � äóãà óãëîâîé ìåðû α,
(α èððàöèîíàëüíîå), Rα � ôóíêöèÿ ýâîëþöèè, ïîâîðîò íà α îòíîñèòåëüíî öåíòðà îêðóæíîñòè (óãëîâóþ
ìåðó âñåé îêðóæíîñòè ñ÷èòàåì åäèíèöåé), x0 � íà÷àëüíàÿ òî÷êà, íà÷àëî äóãè α. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòå-
ìà (M,Rα) ïîðîæäàåò íåêîòîðîå áåñêîíå÷íîå ñëîâî w � ýâîëþöèþ òî÷êè x0. Òàêèå ñëîâà íàçûâàþòñÿ
ìåõàíè÷åñêèìè.

Äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íîå ñëîâî w íàçûâàåòñÿ ïàëèíäðîìîì, åñëè äëÿ ëþáîãî n ∈ Z èìååì wn = w−n
(ïàëèíäðîì, ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî áóêâû) èëè ∀n ∈ Z : wn = w1−n (ïàëèíäðîì, ñèììåòðè÷íûé
îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ñëîâà).

Ïðàâîñòîðîííå-áåñêîíå÷íîå ñëîâî w íàä àëôàâèòîì A íàçûâàåòñÿ ÷èñòî ïîäñòàíîâî÷íûì, åñëè îíî
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå w = ϕ∞(a), ãäå a ∈ A � áóêâà, à ϕ � ïîäñòàíîâêà, òàêàÿ, ÷òî ϕ(a) = aU , ãäå
U ∈ A∗ íåïóñòîå.

Ñëîâî w íàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâî÷íûì, åñëè ïîëó÷àåòñÿ èç ÷èñòî ïîäñòàíîâî÷íîãî ñëîâà w′ ïîäñòàíîâ-
êîé h, ïðèìåíåííîé ê ñëîâó w′: w = h(w′). Òîãäà ϕ(ϕ(a)) = aUϕ(U), ϕ(ϕ(ϕ(a))) = aUϕ((Uϕ(U)) è ò.ä.
Ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïîëó÷àåì w = ϕ∞(a).

Ïîíÿòèÿ ïîäñòàíîâî÷íîñòè è ÷èñòîé ïîäñòàíîâî÷íîñòè ñëîâ, áåñêîíå÷íûõ â îáå ñòîðîíû, ââîäÿòñÿ
àíàëîãè÷íî ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî äëÿ äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íîãî ïîäñòàíîâî÷íîãî ñëîâà ïîäñòàíîâêà
äîëæíà îáëàäàòü ñâîéñòâîì ϕ(a) = Ua è ϕ(b) = bW . Òîãäà äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íîå ñëîâî w ÿâëÿåòñÿ
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êîíêàòåíàöèåé ëåâîñòîðîííå-áåñêîíå÷íîãî ïîäñòàíîâî÷íîãî ñëîâà (ïîçèöèè îò −∞ äî 0 âêëþ÷èòåëüíî)è
ïðàâîñòîðîííå-áåñêîíå÷íîãî ïîäñòàíîâî÷íîãî ñëîâà (ïîçèöèè áîëüøèå íóëÿ) è ïðåäñòàâèìî â âèäå w =
ϕ∞(a|b).

Èíòåðåñ ïðåäñòâëÿåò âîïðîñ, áóäåò ëè ôàêòîð-äèíàìèêà ïîäñòàíîâî÷íîé ñèñòåìû ïîäñòàíîâî÷íà. Ìû
ðåøàåì ýòîò âîïðîñ äëÿ ðàçìåðíîñòè 1.

Ìîòèâèðîâêè çàäà÷ è ïîäðîáíîñòè � ñì. [1-3].

2. Èíäóêöèÿ Ðîçè.

Ìåòîä èíäóêöèè Ðîçè [4] ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò èçó÷åíèÿ íåêîòîðûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñëîâ ê èçó÷åíèþ
öåïíûõ äðîáåé. Åãî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü åñòü ñèìâîëè÷åñêàÿ äèíàìèêà (M,Rα, x0, U), ãäå M � îêðóæíîñòü, U � äóãà óãëîâîé ìåðû α
(α èððàöèîíàëüíîå), Rα � ïîâîðîò íà α îòíîñèòåëüíî öåíòðà îêðóæíîñòè (óãëîâóþ ìåðó âñåé îêðóæíîñòè
ñ÷èòàåì åäèíèöåé), èëè ôóíêöèÿ ýâîëþöèè, x0 � íà÷àëüíàÿ òî÷êà � íà÷àëî äóãè α. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
(M,Rα) ïîðîæäàåò íåêîòîðîå áåñêîíå÷íîå ñëîâî w � ýâîëþöèþ òî÷êè x0.

Òðåáîâàíèå èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñëà α ïðîäèêòîâàíî ïåðèîäè÷íîñòüþ ñäâèãîâ íà ðàöèîíàëüíûé óãîë,
òðèâèàëüíûé ñëó÷àé ìû íå ðàçáèðàåì.

Ìåòîä èíäóêöèè Ðîçè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ìû ïðåîáðàçóåì ñèìâîëè÷åñêóþ äèíàìèêó (M,Rα, x0, U)

â ñèìâîëè÷åñêóþ äèíàìèêó (M̃, R̃α, x̃0, Ũ) ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì.

1. Åñëè α <
1

2
, òî â ñëîâå w ïîñëå a âñåãäà ñëåäóåò b. Ïîýòîìó ñëîâî w ïîëó÷àåòñÿ èç ñëîâà w̃ çàìåíîé

a → ab; b → b. Âîçüìåì M̃ � îêðóæíîñòü äëèíû 1 − α. Áîëåå íàãëÿäíî, ìû âûðåçàåì èç îêðóæíîñòè M
äóãó äëèíû α (ñëåäóþùóþ çà âûäåëåííîé äóãîé U). Òîãäà ñëîâî w̃ áóäåò ïîðîæäàòüñÿ ñèìâîëè÷åñêîé

äèíàìèêîé (M̃, R̃α = Rα, x̃0 = x0, U = Ũ).

2. Åñëè æå α >
1

2
, òî çàìåíèì a íà b è íàîáîðîò. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïîëîæèòü Ũ =M\U .

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îïèñàííûé àëãîðèòì àíàëîãè÷åí àëãîðèòìó ðàçëîæåíèÿ α â öåïíóþ äðîáü.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè α � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü (åå öåïíàÿ äðîáü ïåðèîäè÷íà), òî â êàêîé-
òî ìîìåíò ìû ïîëó÷èì ñèìâîëè÷åñêóþ äèíàìèêó, ýêâèâàëåíòíóþ óæå âñòðå÷àâøåéñÿ, à çíà÷èò, ìîæåì
çàïèñàòü ïîäñòàíîâêó, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî ïîëó÷èòü ñëîâî w. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ êîìïîçèöèþ
ïîäñòàíîâîê, îáðàçóþùèõ ïåðèîä, à ÷åðåç ψ êîìîçèöèþ ïîäñòàíîâîê, îáðàçóþùèõ ïðåäïåðèîä. Ñëîâî w
ïðåäñòàâèìî â âèäå w = ψ ◦ϕ∞(a), ò. å. ïîäñòàíîâî÷íî. Åñëè æå ïðåäïåðèîä îòñóòñòâóåò, òî ñëîâî w ÷èñòî
ïîäñòàíîâî÷íîå.

Åñëè æå α � íå êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü, òî ïðîöåññ íå çàöèêëèòñÿ, íî â ëþáîì ñëó÷àå ìîæíî
áóäåò èçó÷àòü ñâîéñòâà öåïíîé äðîáè α è ñîîòíîñèòü èõ ñî ñâîéñòâàìè ñëîâà w.

3. Êðèòåðèé ïîäñòàíîâî÷íîñòè ïàëèíäðîìíûõ ñëîâ Øòóðìà.

Åñòü âñåãî òðè äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íûõ ïàëèíäðîìà, ÿâëÿþùèåñÿ ìåõàíè÷åñêèìè ñëîâàìè ïàðàìåòðà
α. Ýòî ñëîâà, îòâå÷àþùèå ñåðåäèíàì äóã, è ñëîâî, ïîëó÷àþùååñÿ èç òî÷êè, êîòîðàÿ ïðè ïåðâîì ïîâîðîòå
ïåðåõîäèò â òî÷êó, ñèììåòðè÷íóþ åé îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåòðèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïàëèíäðîìû,
ïîëó÷àþùèåñÿ èç ñåðåäèí äóã, ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñâîåé áóêâû, à òðåòèé ïàëèíäðîì ñèììåòðè÷åí
îòíîñèòåëüíî ìåæäóáóêâèÿ.

3.1. Àíàëîã èíäóêöèè Ðîçè äëÿ ïàëèíäðîìîâ.

Äîêàæåì ñëåäóþùèé êðèòåðèé ïîäñòàíîâî÷íîñòè ïàëèíäðîìîâ Øòóðìà. Ïîëàãàåì àëôàâèò A =
{0, 1}.

Êðèòåðèé ïîäñòàíîâî÷íîñòè ïàëèíäðîìîâ Øòóðìà. Ñèìâîëè÷åñêàÿ äèíàìèêà (M,Rα, xm, U),
ãäå xm � ñåðåäèíà äóãè U äëèíîé α íà îêðóæíîñòèM äëèíîé 1 ïîðîæäàåò ïîäñòàíîâî÷íûé äâóñòîðîííå-
áåñêîíå÷íûé ïàëèíäðîì p òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü.

Òàê êàê íàøå ïðåîáðàçîâàíèå îêðóæíîñòè îáðàòèìî, òî ìîæíî ãîâîðèòü è î äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íûõ
ñëîâàõ, ïîðîæäàåìûõ ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêîé, â ÷àñòíîñòè î ñëîâàõ-ïàëèíäðîìàõ. Äîêàçàòåëüñòâî áó-
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äåò îñíîâàíî íà ñõîäñòâå íåêîòîðîãî àëãîðèòìà ñ èíäóêöèåé Ðîçè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü: åñëè ñëîâî p ÿâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâî÷íûì, òî α � êâàäðàòè÷íàÿ

èððàöèîíàëüíîñòü. Ïóñòü ïîäñòàíîâêà ϕ ïîðîæäàåò ñëîâî p. Ïóñòü ïðè äåéñòâèè ïîðîæäàþùåé ïîäñòà-
íîâêè ϕ 0 ïåðåõîäèò â ñëîâî ñ a íóëÿìè è b åäèíèöàìè, à 1 ïåðåõîäèò â ñëîâî ñ c íóëÿìè è d åäèíèöàìè.
Òîãäà, òàê êàê p � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïîäñòàíîâêè ϕ, à α � äîëÿ ÷èñëà åäèíèö, ïîëó÷àåì êâàäðàòè÷íîå
îòíîñèòåëüíî α óðàâíåíèå

α =
b(1− α) + dα

(a+ b)(1− α) + (c+ d)α
,

çíà÷èò, α � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü.
Äîñòàòî÷íîñòü: åñëè α � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü, òî � p ïîäñòàíîâî÷íî. Ïóñòü åñòü áåñ-

êîíå÷íîå ñëîâî Øòóðìà p � ïàëèíäðîì íàä àëôàâèòîì {0, 1}. Ïóñòü â íåì äîëÿ åäèíèö ðàâíà α. Åñëè
íóëåé ìåíüøå, ÷åì åäèíèö, òî ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó E : 0 ↔ 1. Îñòàåòñÿ ðàñïèñàòü äåéñòâèÿ àëãîðèòìà

ïðè α <
1

2
. Òàê êàê p ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì Øòóðìà è α <

1

2
, òî â íåì íå ìîãóò âñòðåòèòüñÿ äâå åäèíèöû

ïîäðÿä. Âîçìîæíî íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
1. Ñëîâî p ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî 1. Áóäåì îòíîñèòü ýòî 1 ê ëåâîé ïîëîâèíå ñëîâà p. Òàê êàê

â ñëîâå p íóëåé áîëüøå, ÷åì åäèíèö, òî ïåðåä êàæäîé åäèíèöåé èäåò íóëü. Çíà÷èò, ñëîâî p ïîëó÷àåòñÿ
ïîäñòàíîâêîé G : 1 → 01; 0 → 0 èç íåêîòîðîãî ñëîâà p′, ïðè÷åì ïîäñòàíîâêà ïîäîáðàíà òàê, ÷òî ëåâàÿ è
ïðàâàÿ ÷àñòè ñëîâà p ïîëó÷àþòñÿ èç ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ñëîâà p′. Òàê êàê êîëè÷åñòâî íóëåé â êàæäîé
ãðóïïå íóëåé óìåíüøèëîñü íà 1, à áîëüøå íè÷åãî íå ïðîèçîøëî, òî ñëîâî p′ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïàëèíäðîìîì,
ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî 1.

2. Ñëîâî p ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî 0. Áóäåì îòíîñèòü 0 ê ëåâîé ïîëîâèíå ñëîâà p. Òàê êàê â ñëîâå p
íóëåé áîëüøå, ÷åì åäèíèö, òî ïîñëå êàæäîé åäèíèöû èäåò íóëü. Çíà÷èò, ñëîâî p ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé
G̃ : 1 → 10; 0 → 0 èç íåêîòîðîãî ñëîâà p′. Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ñëîâà p ïîëó÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî èç
ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ñëîâà p′. Êîëè÷åñòâî íóëåé â êàæäîé ãðóïïå íóëåé óìåíüøèëîñü íà 1, ïîýòîìó
ñëîâî p′ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïàëèíäðîìîì, íî íà ýòîò ðàç ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî ìåæäóáóêâèÿ.

3. Ñëîâî p ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ìåæäóáóêâèÿ. Òîãäà áóêâû w0 è w1 äîëæíû áûòü íóëÿìè;
ñëîâî p ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé G èç íåêîòîðîãî ñëîâà p′, ïðè ýòîì ñëîâî p′ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî
íóëÿ.

Â íàøåì ñëó÷àå α � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü. Ïðè äåéñòâèè ïðèâåäåííîãî àëãîðèòìà α ïðå-
òåðïåâàåò òàêèå æå èçìåíåíèÿ, êàê è â èíäóêöèè Ðîçè, à çíà÷èò, òàê êàê α � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëü-
íîñòü, òî äîëÿ åäèíèö α íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà áóäåò èçìåíÿòüñÿ ïåðèîäè÷åñêè. Äëÿ êàæäîãî
α âîçìîæíû ëèøü òðè âàðèàíòà ñèììåòðè÷íîñòè, òðè ðàçëè÷íûõ ïàëèíäðîìà. Ïîýòîìó âîçìîæíî ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî ïàð (α, j), ãäå j � íîìåð âàðèàíòà ñèììåòðè÷íîñòè. Äëÿ êàæäîé ïàðû îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëåí ïåðåõîä ñîãëàñíî àëãîðèòìó ê íåêîòîðîé äðóãîé ïàðå. Ïîýòîìó ïðîöåññ è â îáùåì ñëó÷àå òàêæå
öèêëè÷åí. Èç öèêëè÷íîñòè ïðîöåññà ñëåäóåò, ÷òî ïàëèíäðîì p ïîäñòàíîâî÷åí, êàê è â ñëó÷àå ñ îáû÷íîé
èíäóêöèåé Ðîçè. Êðèòåðèé äîêàçàí.

4. ×èñòàÿ ïîäñòàíîâî÷íîñòü äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íîãî ïàëèíäðîìà Ôè-

áîíà÷÷è�Øòóðìà.

Åñëè ìû ïðåäúÿâèì ïîäñòàíîâêó ϕ, îñòàâëÿþùóþ íà ìåñòå ñëîâî w, òàêóþ, ÷òî ϕ(a) = Ua è ϕ(b) = bW
äëÿ êàêèõ-òî íåïóñòûõ ñëîâ U è W , òî äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íîå ñëîâî w áóäåò ÿâëÿòüñÿ ÷èñòî ïîäñòàíî-
âî÷íûì.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè ïîäñòàíîâêà ϕ : 0 → 00101, 1 → 001 îñòàâëÿåò íà ìåñòå ïàëèíäðîì w è
îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ϕ(a) = Ua è ϕ(b) = bW , òî äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íûé ïàëèíäðîì w, ñèììåòðè÷íûé
îòíîñèòåëüíî 1 äëÿ α = φ (çäåñü φ � çîëîòîå ñå÷åíèå) ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïðè ïîìîùè ýòîé ïîäñòàíîâêîé,
ò.å. w = ϕ∞(1|0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííàÿ ïîäñòàíîâêà ϕ ïîëó÷àåòñÿ êîìïîçèöèåé äâóõ ïîäñòàíîâîê: ϕ = ψ2 ◦ ψ1,
ãäå ψ1 : 0 → 01, 1 → 1 è ψ2 : 0 → 001, 1 → 01, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà
íóëåé è åäèíèö â ñëîâå, ïðè ýòîì îòíîøåíèå íóëåé è åäèíèö òàêîå æå, êàê â ñëîâå Ôèáîíà÷÷è. Îáå ýòè
ïîäñòàíîâêè ñîõðàíÿþò ñâîéñòâî ïàëèíäðîìíîñòè. Ïåðâàÿ ïîäñòàíîâêà óâåëè÷èâàåò êîëè÷åñòâî íóëåé â
êàæäîé ãðóïïå íóëåé íà 1, à çíà÷èò, ñîõðàíÿåò ïàëèíäðîìíîñòü. Âòîðàÿ ïîðîæäàåò ãðóïïû íóëåé, ñèì-
ìåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî òî÷êè ñèììåòðèè ñëîâà. Ñëîâî ψ1, ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî 1, ïåðåâîäèò â
ñëîâî, ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî ìåæäóáóêâèÿ, à ñëîâî ψ2, ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî ìåæäóáóêâèÿ,
ïåðåâîäèò â ñëîâî, ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî 1. Òàê êàê òàêîå ñáàëàíñèðîâàííîå ñëîâî òîëüêî îäíî äëÿ

3 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, 1
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äàííîãî îòíîøåíèÿ êîëè÷åñòâ íóëåé è åäèíèö, òî ϕ, ïåðåâîäÿùàÿ ñëîâî, ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî 1,
â ñëîâî, ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî 1 îñòàâëÿåò ñëîâî w áåç èçìåíåíèé, ïðè ýòîì îñòàâëÿÿ íåèçìåííûì
îòíîøåíèå êîëè÷åñòâ 0 è 1. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

4.1. Ôàêòîð-äèíàìèêà ïðûæêîâ ïî îêðóæíîñòè.

Ïóñòü åñòü äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (M,Rα, x0, U). Ôàêòîð-äèíàìèêà ïîëó÷àåòñÿ îòîæäåñòâëåíèåì òî-

÷åê, ðàçëè÷àþùèõñÿ íà
m

n
, ãäå n ôèêñèðîâàíî, à m ∈ N. Òàêàÿ îáîáùåííàÿ òî÷êà áóäåò ïðàâèëüíûì

n-óãîëüíèêîì. Òîãäà ïîïàäàíèé â âûäåëåííóþ äóãó ìîæåò áûòü ëèáî

k =

[
α

1/n

]
= [nα],

ëèáî íà 1 áîëüøå äëÿ êàæäîé îáîáùåííîé òî÷êè. Áóäåì ïèñàòü a, åñëè èõ k + 1, è b èíà÷å. Îáîçíà÷èì
ýòó ôàêòîð-äèíàìèêó ÷åðåç (M/n,Rα, x0, U/n).

Òåîðåìà. Åñëè ñëîâî w, ïîðîæäåííîå ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêîé (M,Rα, x0, U), ïîäñòàíîâî÷íîå, òî
è ñëîâî w′, ïîðîæäåííîå ñèìâîëè÷åñêîé ôàêòîð-äèíàìèêîé (M/n,Rα, x0, U/n), òîæå ïîäñòàíîâî÷íîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî, ïîëó÷àþùååñÿ ôàêòîðèçàöèåé îêðóæíîñòè ïî äàííîìó

îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè, èçîìîðôíî îêðóæíîñòè ω äëèíû
1

n
. Ïðè ýòîì òî÷êè, ïðè ïîïàäàíèè íà

êîòîðûå ìû ïèøåì a (ìíîæåñòâî U ′), îáðàçóþò äóãó α′ äëèíû

α′ = α− [nα]

n
= α− k

n
.

Ïîâîðîò íà óãîë α íà îêðóæíîñòè M îòâå÷àåò ïîâîðîòó íà óãîë nα íà îêðóæíîñòè ω. Óâåëè÷èâ äëè-
íó îêðóæíîñòè ω è äëèíó äóãè α′ â n ðàç (ñäåëàâ ãîìîòåòèþ), ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî ñèìâîëè÷åñêóþ
äèíàìèêó (M,Rnα, x0, U

′). Óãîë nα îòëè÷àåòñÿ îò óãëà α′ íåñêîëüêèìè îáîðîòàìè âîêðóã îêðóæíîñòè,
ïîýòîìó ïîâîðîò íà óãîë nα ñîâïàäàåò ñ ïîâîðîòîì íà óãîë α′. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñòàíäàðòíóþ
ñèìâîëè÷åñêóþ äèíàìèêó ïîâîðîòîâ îêðóæíîñòè åäèíè÷íîé äëèíû íà óãîë α′. Áëàãîäàðÿ ìåòîäó èíäóê-
öèè Ðîçè ìû çíàåì, ÷òî ñëîâî ÿâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâî÷íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α � êâàäðàòè÷íàÿ
èððàöèîíàëüíîñòü. Åñëè ñëîâî w ïîäñòàíîâî÷íîå, òî α � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü, à çíà÷èò, è α′

� êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü, ïîýòîìó ñëîâî w′ òàêæå áóäåò ïîäñòàíîâî÷íûì. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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