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Ïóñòü R � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå íåêîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1/2; Gn(R) � ïîäïî-

ëóãðóïïà ãðóïïû GLn(R), ñîñòîÿùàÿ èç ìàòðèö ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè.

Â ðàáîòå îïèñàíû ýíäîìîð�èçìû äàííîé ïîëóãðóïïû ïðè n > 3.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåêîììóòàòèâíûå êîëüöà, àññîöèàòèâíûå êîëüöà, óïîðÿäî÷åííûå

êîëüöà, ïîëóãðóïïà íåîòðèöàòåëüíûõ îáðàòèìûõ ìàòðèö, ýíäîìîð�èçìû.

Let R be a linearly ordered non
ommutative ring with 1/2 and Gn(R) be the subsemigroup
of the group GLn(R) 
onsisting of all matri
es with nonnegative elements. Endomorphisms of

this group are des
ribed in the papaer for n > 3.

Key words: non
ommutative ring, asso
iative ring, ordered ring, semigroup of invertible

nonnegative matri
es, endomorphisms.

1. Ââåäåíèå. Ïóñòü R � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå êîëüöî. �àññìîòðèì Gn(R) � ïîäïîëóãðóïïó

â ãðóïïå GLn(R), ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ìàòðèö ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè.

À.Â. Ìèõàëåâ è Ì.À. Øàòàëîâà [1℄ îïèñàëè âñå àâòîìîð�èçìû ïîëóãðóïïû Gn(R) â ñëó÷àå, êî-
ãäà R ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì òåëîì è n > 2, a Å.È. Áóíèíà è À.Â. Ìèõàëåâ [2℄ � â ñëó÷àå,

êîãäà R � ïðîèçâîëüíîå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1/2, n > 3. Å.È. Áóíèíà è
À.Â. Ìèõàëåâ [3℄ íàøëè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòè ïîëóãðóïïû áûëè

ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíû. Å.È. Áóíèíà è Ï.Ï. Ñåìåíîâ [4℄ îïèñàëè àâòîìîð�èçìû ïîëóãðóïïû

îáðàòèìûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà, áîëüøåãî äâóõ, íàä êîììóòàòèâíûìè ÷àñòè÷íî óïî-

ðÿäî÷åííûìè êîëüöàìè ñ îáðàòèìîé äâîéêîé, à â ðàáîòå [5℄ íàøëè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ äëÿ èõ ýëåìåíòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Å.È.Áóíèíà [6℄ îïèñàëà àâòîìîð�èçìû ïîëóãðóïïû

G2(R) ïðè óñëîâèè, ÷òî R � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ îáðàòèìîé äâîé-

êîé, ïîðîæäàåìîå ñâîèìè îáðàòèìûìè ýëåìåíòàìè, Ï.Ï. Ñåìåíîâ [7℄ � àâòîìîð�èçìû ïîëóãðóïïû

íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë.

Ìåíåå ïðèâû÷íîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïèñàíèÿ âñåõ ýíäîìîð�èçìîâ äàííîé ïîëóãðóïïû. Â ðàáî-

òå [8℄ îïèñàíû ýíäîìîð�èçìû ïîëóãðóïïû Gn(R) â ñëó÷àå, êîãäà R ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åí-

íûì êîììóòàòèâíûì êîëüöîì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îïèñûâàåì âñå ýíäîìîð�èçìû ïîëóãðóïïû íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö

íàä ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì, íå îáÿçàòåëüíî êîììóòàòèâíûì êîëüöîì ïðè n > 2. Îñíîâíîé ñìûñë

äîêàçàííîé òåîðåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì îáðàçå ýíäîìîð�èçì ÿâëÿåòñÿ

ñòàíäàðòíûì, êàê è â ñëó÷àå àâòîìîð�èçìîâ.

2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ïóñòü R � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå êîëüöî. ×åðåç Gn(R) îáîçíà÷àåòñÿ
ïîäïîëóãðóïïà ãðóïïû GLn(R), ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ ìàòðèö ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè.

Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì, åñëè íà íåì çàäàíî îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïî-

ðÿäêà 6, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) ∀x, y ∈ R(x 6 y ∨ y 6 x);
2) ∀x, y, z ∈ R(x 6 y ⇒ x+ z 6 y + z);
3) ∀x, y ∈ R(0 6 x ∧ 0 6 y ⇒ 0 6 xy).
Îáîçíà÷èì ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû êîëüöà R ÷åðåç R+ è R− ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü e = In � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîì n × n; Γn(R) � ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ îáðà-

òèìûõ ýëåìåíòîâ èç Gn(R); Σn � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n; σs � ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè

(ò.å. ìàòðèöà (δis(j)), ãäå δis(j) � ñèìâîë Êðîíåêåðà è s ∈ Σn); Sn � ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ ìàò-

ðèö σs. ×åðåç NS áóäåì îáîçíà÷àòü íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó â Sn; diag[α1, . . . , αn] � äèàãîíàëüíàÿ
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ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè α1, . . . , αn íà äèàãîíàëè, α1, . . . , αn ∈ R∗
+. ×åðåç Dn(R) îáîçíà÷èì ãðóïïó

âñåõ îáðàòèìûõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö èç Gn(R), ND � ïîäãðóïïà â ãðóïïå Dn(R).
×åðåç tij(x) îáîçíà÷èì ìàòðèöó e+xEi,j , tij îçíà÷àåò tij(1). Ïóñòü P � ïîäïîëóãðóïïà â Gn(R),

ïîðîæäåííàÿ âñåìè ìàòðèöàìè σ (σ ∈ Sn), tij(x) (x ∈ R+, i 6= j) è diag[α1, . . . , αn] ∈ Dn(R).
Áóäåì íàçûâàòü ïåðå÷èñëåííûå ìàòðèöû ýëåìåíòàðíûìè.

Äâå ìàòðèöû A,B ∈ Gn(R) íàçûâàþòñÿ P-ýêâèâàëåíòíûìè (ñì. [5℄), åñëè ñóùåñòâóþò ìàòðèöû

Aj ∈ Gn(R), j = 0, . . . , k, òàêèå, ÷òî A = A0, B = Ak, è ìàòðèöû Pi, P̃i, Qi, Q̃i ∈ P, i = 0, . . . , k − 1,

òàêèå, ÷òî PiAiP̃i = QiAi+1Q̃i.

×åðåç GE+
n (R) îáîçíà÷èì ïîäïîëóãðóïïó â Gn(R), ïîðîæäåííóþ âñåìè ìàòðèöàìè, P-ýêâèâà-

ëåíòíûìè ìàòðèöàì èç P.

ÅñëèG� íåêîòîðàÿ ïîëóãðóïïà (íàïðèìåð, G = R∗
+, Gn(R), GE

+
n (R)), òî ãîìîìîð�èçì λ : G→ G

íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì ãîìîìîð�èçìîì G â ñëó÷àå, êîãäà λ(G) ⊂ Z(G). Îòîáðàæåíèå Ω: X 7→
λ(X) ·X, ãäå λ(·) � öåíòðàëüíûé ãîìîìîð�èçì, íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé ãîìîòåòèåé.

Äëÿ êàæäîé ìàòðèöûM ∈ Γn(R) ïóñòü ΦM îáîçíà÷àåò àâòîìîð�èçì ïîëóãðóïïû Gn(F ), òàêîé,
÷òî äëÿ ëþáîãî X ∈ Gn(F ) ΦM (X) =MXM−1

(âíóòðåííèé àâòîìîð�èçì).

Äëÿ êàæäîãî y(·) ∈ End(R+) ÷åðåç Φy
îáîçíà÷èì ýíäîìîð�èçì ïîëóãðóïïû Gn(R), òàêîé, ÷òî

Φy(X) = Φy((xij)) = (y(xij)) äëÿ ëþáîãî X = (xij) ∈ Gn(R) (êîëüöåâîé ýíäîìîð�èçì).

Âîçüìåì êîëüöåâîé ýíäîìîð�èçì Φy
. Åñëè ó íàñ åñòü íåêèé ãîìîìîð�èçì λ : Gn(R) → Z∗

+(y(R+)),
òî îòîáðàæåíèå Ωy : X 7→ λ(X) · Φy(X) áóäåì íàçûâàòü öåíòðàëüíî-êîëüöåâûì ýíäîìîð�èçìîì.

3. Äåéñòâèå ýíäîìîð�èçìà íà ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû. Ïóñòü íàì äàí íåêîòîðûé ýíäî-

ìîð�èçì Φ. Ïîñìîòðèì, êàê äàííûé ýíäîìîð�èçì äåéñòâóåò íà ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû ñ íåîòðè-

öàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè.

Îöåíèì, êàê îáðàç ýíäîìîð�èçìà Φ ñâÿçàí ñ îáðàçîì ìàòðèö tij(x).
Ëåììà 1. Åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîé ïàðû i 6= j âûïîëíåíî Φ(tij) = e, òî Φ(tkl(x)) = e äëÿ ëþáîé

ïàðû k 6= l è äëÿ ëþáîãî x > 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Φ(tij(x)) = A. �àññìîòðèì �èêñèðîâàííûå k, l. Ïóñòü ýëåìåíòû tij(x)

è tik(x) ñîïðÿæåíû ìåæäó ñîáîé ìàòðèöåé ïåðåñòàíîâîê σ, ò.å. âûïîëíåíî ðàâåíñòâî σtij(x)σ
−1 =

tkl(x). Â ñèëó òîãî ÷òî âñå tij ñîïðÿæåíû ìåæäó ñîáîé è Φ(tij) = e, äëÿ ëþáûõ k, l èìååì Φ(tkl) = e.
Òåïåðü èç ñîîòíîøåíèÿ tij(x) tjk(1) = tjk(1) tij(x) tik(x) ïîëó÷àåì

Φ(tij(x) tjk(1)) = Φ(tjk(1) tij(x) tik(x)),

Φ(tij(x))Φ(tjk(1)) = Φ(tjk(1))Φ(tij(x))Φ(tik(x)),

A e = eAΦ(σtij(x)σ
−1),

A = ABAB−1,

e = A.

Òî åñòü Φ(tij(x)) = e.
Ëåììà 2. Ïóñòü ýíäîìîð�èçì Φ òàêîâ, ÷òî ñóùåñòâóþò i, j, òàêèå, ÷òî Φ(tij) = e. Òîãäà

îáðàç ïðè ýíäîìîð�èçìå ïîëóãðóïïû GE+
n ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â Γn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 1 âñå tij(x) ïåðåõîäÿò â e. Â òàêîì ñëó÷àå Φ(GE+
n ) = Φ(P).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ìàòðèöà M P-ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå M1 ∈ P. Òîãäà ïåðåõîä îò Φ(M1) ê

Φ(M) îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îáðàòèìûõ ìàòðèö. Çíà÷èò, Φ(M) ∈ Φ(P ). À Φ(P ) â ñâîþ î÷åðåäü

ëåæèò â Γn.

Ïîä ÿäðîì ýíäîìîð�èçìà ïîëóãðóïï ñ åäèíèöåé áóäåì ïîíèìàòü ïîëíûé ïðîîáðàç åäèíèöû.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ÿäðî ýíäîìîð�èçìà Φ, îãðàíè÷åííîãî íà Γn, ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé

ãðóïïû Γn. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå, êîãäà Φ(tij) = e, çíàÿ îïèñàíèå âñåõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï

â Γn, ìû ìîæåì ïîíÿòü, êàêîâû îáðàçû ïîëóãðóïïû GE+
n (R).

Êëàññè�èêàöèÿ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû Γn. Ïðèñòóïèì ê îïèñàíèþ âñåõ íîðìàëüíûõ

ïîäãðóïï ãðóïïû Γn. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ýòà ãðóïïà ñîñòîèò èç âñåõ ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö,

ò.å. Γn(R) = Dn(R) · Sn.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â ìàòðèöå ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè åñòü õîòÿ áû äâà íåíóëåâûõ

ýëåìåíòà â ñòðîêå, òî åå îáðàòíàÿ ìàòðèöà íå ìîæåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç íåîòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ,

ïîñêîëüêó â òàêîì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ äâóõ ìàòðèö äàñò íåíóëåâîé ýëåìåíò âíå äèàãîíàëè.

Â ñèëó òîãî ÷òî Γn(R) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, à KerΦ ∩ Γn(R) ⊳ Γn(R), äëÿ îïèñàíèÿ äåéñòâèÿ Φ
íà ïîäãðóïïå Γn(R) äîñòàòî÷íî îïèñàòü íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö.
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Òàêæå ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Γn(R) ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïîäãðóïïîé

äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö, ëèáî ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï NS è ND.

Òðèâèàëüíîñòü ÿäðà íà ãðóïïå Γn. �àññìîòðèì, êàê ñâÿçàíî ÿäðî ýíäîìîð�èçìà íà ìîíîìèàëü-

íûõ ìàòðèöàõ è îáðàç ýëåìåíòà tij . Êàê áûëî óêàçàíî ðàíåå, NS ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé

ãðóïïû Sn. Íåòðèâèàëüíûìè íîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïà ÷åòíûõ ïåðåñòàíî-

âîê äëÿ n > 3 è ïîäãðóïïà Êëåéíà äëÿ n = 4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç An ãðóïïó ìàòðèö ïåðåñòàíîâîê,

ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷åòíûì ïîäñòàíîâêàì, è ÷åðåç V4 ïîäãðóïïó ìàòðèö ïåðåñòàíîâîê ãðóïïû S4, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ãðóïïå Êëåéíà.

Ëåììà 3. Ïóñòü NS = Sn èëè NS = An. Òîãäà Φ(tij(x)) = e.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Φ(t12) = A. Òîãäà Φ(t23) = Φ(σ(123)t12σ(123)−1) = Φ(t12) = A. Òå-

ïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì t13t23t12 = t12t23. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà A îáðàòèìà â GLn(R), òî
Φ(t13) = e. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñå ìàòðèöû tij ñîïðÿæåíû ìàòðèöàìè ïîäñòàíîâîê, èìååì Φ(tij) = e,
ñëåäîâàòåëüíî, Φ(tij(x)) = e. Ïîýòîìó ïî ëåììå 2 îáðàçîì Gn(R) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà.

Ëåììà 4. Ïóñòü NS = V4, òîãäà Φ(tij(x)) = e.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî ÷òî ýëåìåíò σ(12)(34) ëåæèò â ïîäãðóïïå V4, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ

íåêîòîðûõ a, b, c, d â ÿäðå Φ ëåæèò ìàòðèöà A âèäà A = σ(12)(34)α, ãäå α = diag[a, b, c, d].

Òàêæå â ÿäðå ëåæàò A−1
è âñå ìàòðèöû, ñîïðÿæåííûå ê A. Òî åñòü â ÿäðå ëåæèò è B = [α1 =

2]A[α1 = 1
2 ] = [α1 = 2]σ(12)(34)α[α1 = 1

2 ] = σ(12)(34)α[α1 =
1
2 , α2 = 2].

Ïîëó÷àåì, ÷òî äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà β = diag[12 , 2, 1, 1] = A−1B òàêæå ëåæèò â ÿäðå.

Âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèåì t223 = t23(2) = βt23β
−1
, çàêëþ÷àåì, ÷òî Φ(t23) = Φ(t23)

2
,

ò.å. Φ(t23) = e. Ñîãëàñíî ëåììå 1 èìååì Φ(tij(x)) = e.
Èç ëåìì 3 è 4 ñëåäóåò, ÷òî åñëè êàêîé-òî èç ýëåìåíòîâ tij íå ëåæèò â ÿäðå ýíäîìîð�èçìà Φ, òî

KerΦ ∩ Sn = e.
Äåéñòâèå ýíäîìîð�èçìà íà ìàòðèöàõ ïîäñòàíîâîê. �àññìîòðèì îãðàíè÷åíèå ϕ ýíäîìîð�èç-

ìà Φ ïîëóãðóïïû Gn(R) íà ãðóïïó Γn(R). Ýòî � ýíäîìîð�èçì ãðóïïû. Ïóñòü N = NS⋌ND = Kerϕ.
Ïîñêîëüêó ìû îïèñàëè íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû Γn(R), òî ìû ìîæåì îïèñàòü è ýíäîìîð�èçìû Γn(R).

Ëåììà 5. Ïóñòü NS = {e}, òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé àâòîìîð�èçì ψ ∈ Aut(Sn), ÷òî äëÿ
êàæäîãî σ ∈ Sn èìååì Φ(σ) = ασψ(σ), ãäå ασ ∈ Dn(R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Φ(σ) = ασψ(σ), ãäå ψ � íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå Sn â ñåáÿ. Ïîêàæåì,

÷òî ψ ÿâëÿåòñÿ àâòîìîð�èçìîì ãðóïïû Sn.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñåõ σ1, σ2 ∈ Sn âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

ασ1·σ2 · ψ(σ1σ2) = Φ(σ1 · σ2) = Φ(σ1) · Φ(σ2) = ασ1 · ψ(σ1) · ασ2 · ψ(σ2) = ασ1α
′
σ2

· ψ(σ1)ψ(σ2).
Ýòî çíà÷èò, ÷òî ψ(σ1)ψ(σ2) = ψ(σ1σ2).

Åñëè σ1, σ2 ∈ Sn, σ1 6= σ2, σ = ψ(σ1) = ψ(σ2), òî Φ(σ1 · σ−1
2 ) = ασ1σσ

−1α−1
σ2

= ασ1α
−1
σ2

∈ Dn(R).
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåêîòîðîãî ρ 6= e èìååì Φ(ρ) ∈ Dn(R), ÷åãî íå ìîæåò áûòü â ñèëó êîíå÷íîãî

ïîðÿäêà ýëåìåíòà ρ. Èç âñåãî âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ψ ÿâëÿåòñÿ àâòîìîð�èçìîì ãðóïïû Sn.
Ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ëåììû ìîæíî äîêàçàòü ïåðâóþ ÷àñòü îñíîâíîé òåîðåìû.

Ëåììà 6. Ïóñòü NS = {e} è Φ(tij) 6= e äëÿ íåêîòîðûõ i, j. Òîãäà ñóùåñòâóåò âíóòðåííèé

àâòîìîð�èçì ΦM ïîëóãðóïïû Gn(R), òàêîé, ÷òî ΦMΦ(σ) = σ äëÿ ëþáîãî σ ∈ Sn.
Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 8 èç [8, ñ. 171�173℄.

Äåéñòâèå ýíäîìîð�èçìà Φ′
íà äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ýí-

äîìîð�èçìû Φ, íå ïåðåâîäÿùèå ýëåìåíòû tij â åäèíèöó.
Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé ëåììå äëÿ òàêîãî ýíäîìîð�èçìà Φ ñóùåñòâóåò ýíäîìîð�èçì Φ′

, òàêîé

÷òî Φ′ = ΦM ◦Φ è Φ′(σ) = σ äëÿ ëþáîãî σ ∈ Sn. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòîò ýíäîìîð�èçì Φ′
.

Ëåììà 7. Ïóñòü Φ′
� ýíäîìîð�èçì ïîëóãðóïïû Gn(R), òàêîé, ÷òî Φ′(σ) = σ äëÿ ëþáîãî

σ ∈ Sn. Òîãäà
1) Φ′(Dn(R)) ⊂ Dn(R);
2) Φ′(diag[x, 1, . . . , 1]) = diag[y, z, . . . , z].
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç [αi = x] äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó, ó êîòîðîé íà äèàãîíàëè,

íà ïîçèöèè i, íàõîäèòñÿ ýëåìåíò x è åäèíèöû íà âñåé îñòàëüíîé äèàãîíàëè. �àññìîòðèì ìàòðèöó

[α1 = x] = diag[x, 1, . . . , 1]. Ïóñòü Φ′([α1 = x]) = Dσ, ãäå D � íåêîòîðàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.

Ìàòðèöà [α1 = x] êîììóòèðóåò ñî âñåìè ïîäñòàíîâêàìè, îñòàâëÿþùèìè 1 íà ìåñòå. À çíà÷èò, è åå

îáðàç áóäåò êîììóòèðîâàòü ñî âñåìè îáðàçàìè ýòèõ ïîäñòàíîâîê. Îòêóäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî

σ = e è D = diag[y, z, . . . , z]. Àíàëîãè÷íîå çàêëþ÷åíèå ìîæíî ñäåëàòü è îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû ñ

íååäèíè÷íûì ýëåìåíòîì íà ëþáîì (íå îáÿçàòåëüíî ïåðâîì) ìåñòå. Ýòè ìàòðèöû ïîðîæäàþò ãðóïïó

âñåõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö. Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàç ëþáîé äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû � äèàãîíàëüíûé.

3 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 5
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Äîêàæåì ëåììó, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò îáðàç âñåõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö.

Ëåììà 8. Ïóñòü ýíäîìîð�èçì Φ′
ïåðåâîäèò âñå äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû â ñêàëÿðíûå. Òîãäà

âñå ìàòðèöû tij ëåæàò â åãî ÿäðå.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ìàòðèöó [α1 = 2] = diag[2, 1, . . . , 1]. Ïóñòü îáðàçîì ìàòðèöû

[α1 = 2] ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà ae. Òîãäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

Φ′(t12) = Φ′([α3 = 2]t12[α3 =
1
2 ]) = Φ′([α3 = 2])Φ′(t12)Φ

′([α3 =
1
2 ]) =

= aeΦ′(t12) a
−1e = Φ′([α1 = 2])Φ′(t12)Φ

′([α1 = 1
2 ]) =

= Φ′([α1 = 2]t12[α1 =
1
2 ]) = Φ′(t212) = (Φ′(t12))

2.

Ñëåäîâàòåëüíî, Φ′(t12) = e. Ñîãëàñíî ëåììå 1 âñå ìàòðèöû tij ëåæàò â ÿäðå.
Ôîðìàëüíî ìû ïîëó÷èëè, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå Φ′(tij) 6= e îáðàç äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö

íå ìîæåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç ñêàëÿðíûõ ìàòðèö.

Ïîñòðîåíèå ýíäîìîð�èçìà ïîëóêîëüöà íåîòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Ëåììà 9. Åñëè ýíäîìîð�èçì Φ′ ∈ End(Gn(R)) òàêîâ, ÷òî Φ′(σ) = σ äëÿ ëþáîãî σ ∈ Sn, òî
äëÿ âñåõ X ∈ G2(R)

Φ′

(
X
In−2

)
=

(
Y
aIn−2

)
,

ãäå Y ∈ G2(R), a ∈ R∗
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äàííàÿ ìàòðèöà êîììóòèðóåò ñ ìàòðèöàìè ïîäñòàíîâîê, îñòàâ-

ëÿþùèìè íà ìåñòå 1 è 2. Òàêæå èñõîäíàÿ ìàòðèöà êîììóòèðóåò ñî âñåìè äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè
âèäà diag[1, . . . , t, . . . , 1] è íàéäåòñÿ t, òàêîå, ÷òî åå îáðàç íå ëåæèò â öåíòðå. Èç ýòîãî ñðàçó ñëåäóåò
óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ëåììà 10. Ïóñòü Φ′
� ýíäîìîð�èçì ïîëóãðóïïû Gn(R), òàêîé, ÷òî Φ′(σ) = σ äëÿ ëþáîãî

σ ∈ Sn è Φ′(tij) 6= e. Òîãäà Φ′(t12) = t12.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî Φ′(t12), Φ

′(t13) è Φ′(t23) ñâÿçàíû ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

1) Φ′(t13) = Φ′(σ(23)t12σ(23)) = σ(23)Φ
′(t12)σ(23);

2) Φ′(t23) = Φ′(σ(123)t12σ(321)) = σ(123)Φ
′(t12)σ(321).

�àññìîòðèì òîëüêî ïåðâûå òðè ñòîëáöà è òðè ñòðîêè. Ñîãëàñíî ëåììå 9 äëÿ ïåðâûõ òðåõ ñòîëá-

öîâ è ñòðîê ïîëó÷àåì

Φ′(t12) =



x y
z t

a


 , Φ′(t13) =



x y
a

z t


 , Φ′(t23) =



a
x y
z t


 .

Äëÿ âûïèñàííûõ âûøå ýëåìåíòîâ âûïîëíåíî t12t13 = t13t12. Ïðèðàâíèâàÿ çíà÷åíèÿ â ÿ÷åéêå

(3, 2), ïîëó÷àåì zy = 0. Òî åñòü ëèáî z = 0, ëèáî y = 0. Â ñèëó ýòîãî èìååì t 6= 0 è x 6= 0, òàê êàê

èíà÷å ìàòðèöà Φ′(t12) áóäåò ñîäåðæàòü ñòîëáåö èëè ñòðîêó èç íóëåé, ò.å. áóäåò âûðîæäåííîé.

Â ñèëó ðàâåíñòâà t12t23 = t23t12t23 èìååì


xa yx y2

za tx ty
az at


 =




ax2 aya axy
xzx+ yaz xta xzy + yat
z2x+ taz zta z2y + tat


 =




ax2 aya axy
xzx xta yat

z2x+ taz zta tat


 .

Èç ðàâåíñòâà ýëåìåíòîâ íà ïîçèöèè (3, 3) ïîëó÷àåì at = tat. Íåâûðîæäåííîñòü t è a âëå÷åò

t = 1.
�àññìîòðèì ýëåìåíòû, ðàñïîëîæåííûå â ïîçèöèè (3, 1). Ïîëó÷àåì z2x+ az = 0, èëè z2x+ zx =

zx(z + 1) = 0. Òàê êàê x 6= 0 è z > 0, òî ðàâåíñòâî zx(z + 1) = 0 âîçìîæíî òîëüêî ïðè z = 0.
�àâåíñòâî t12t23 = t23t12t23 â ìàòðè÷íîé �îðìå áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:



xa yx y2

x y
a


 =



ax2 aya axy

xa ya
a


 .

Èç ðàâåíñòâà xa = x íà ïîçèöèè (2, 2) è x 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî a = 1. Â ñèëó ðàâåíñòâà xa = ax2

íà ïîçèöèè (1, 1) èìååì x = 1. Òî åñòü â ïîçèöèè (1, 3) çàïèñàíî y2 = y. Ýòî çíà÷èò, ÷òî y = 1 èëè
y = 0. Â ñëó÷àå y = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî Φ′(t12) = e, ò.å. y = 1 è Φ′(t12) = t12.
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Ëåììà 11. Ïóñòü ýíäîìîð�èçì Φ′ ∈ End(Gn(R)) òàêîâ, ÷òî Φ′(σ) = σ äëÿ ëþáîãî σ ∈ Sn.
Òîãäà Φ(t12(x)) = t12(b(x)), ãäå b � ýíäîìîð�èçì ïîëóêîëüöà R+.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó èç [6, ñ. 17�20℄.

Òåîðåìà. Ïóñòü Φ � ýíäîìîð�èçì ïîëóãðóïïû Gn(R), n > 3, ãäå R � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åí-

íîå, íå îáÿçàòåëüíî êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ îáðàòèìîé äâîéêîé. Òîãäà âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ

óñëîâèé:

1) îáðàçîì ïîëóãðóïïû GE+
n (R) ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Γn(R), ïðè ýòîì âñå

ìàòðèöû tij(x) ïåðåõîäÿò â åäèíè÷íóþ;

2) ñóùåñòâóþò M ∈ Γn(R) è öåíòðàëüíî-êîëüöåâîé ýíäîìîð�èçì Ωb
, òàêèå, ÷òî Φ ñîâïàäàåò

ñ ΦM ◦ Ωb
íà ïîëóãðóïïå GE+

n (R).
Äîêàçàòåëüñòâî.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî ñëó÷àÿ ðàññìîòðèì NS. ÅñëèNS ÿâëÿåòñÿ íåòðè-

âèàëüíîé ïîäãðóïïîé, òî ñîãëàñíî ëåììàì 3 è 4 ïîëó÷àåì, ÷òî Φ(tij) = e.
Â ñëó÷àå, êîãäà n = 6, NS = {e} è àâòîìîð�èçì ψ : Sn → Sn íå ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì, êàê

ñëåäñòâèå ëåììû 6 ïîëó÷àåì, ÷òî Φ(tij) = e.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñîãëàñíî ëåììå 2 îáðàçîì âñåé ïîëóãðóïïû GE+

n (R) ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ïîä-

ãðóïïà ãðóïïû Γn(R), ïðè ýòîì âñå ìàòðèöû tij(x) ïåðåõîäÿò â åäèíè÷íóþ.
Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà Φ(tij) 6= e.
Ñîãëàñíî ëåììå 6 ñóùåñòâóåò òàêîé âíóòðåííèé àâòîìîð�èçì ΦM ïîëóãðóïïû Gn(R), ÷òî

ΦMΦ(σ) = σ äëÿ ëþáîãî σ ∈ Sn.
Ïî ëåììå 11 ñóùåñòâóåò òàêîé ýíäîìîð�èçì b ïîëóêîëüöà R+, ÷òî Φ(tij(x)) = tij(b(x)). Çàìå-

òèì, ÷òî ýíäîìîð�èçì Φ′′ = ΦM ◦ Φb
ñîâïàäàåò ñ ýíäîìîð�èçìîì Φ íà ïîëóãðóïïå, ïîðîæäåííîé

ìàòðèöàìè ïîäñòàíîâîê è tij(x).
Îáîçíà÷èì Φ′ = (ΦM )−1 ◦ Φ. Òîãäà îáðàç äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû áóäåò ñëåäóþùèì: Φ′([α1 =

x]) = Φ′(diag[x, 1, . . . , 1]) = diag[ξ(x), γ(x), . . . , γ(x)].

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà [α1 = x] êîììóòèðóåò ñ ëþáîé ìàòðèöåé âèäà

(
1
An−1

)
. Èç ýòîãî ñëåäóåò,

÷òî γ(x) êîììóòèðóåò ñ b(R+), ò.å. γ(x) ∈ Z∗
+(R+).

Êàê èçâåñòíî, Φb([α1 = x]) = diag[b(x), 1, . . . , 1]. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ [α1 = x]t12(1)[α1 =
x−1] = t12(x) è Φ′(t12(x)) = Φb(t12(x)), ïîëó÷àåì ξ(x)(γ(x))−1 = b(x). Òîãäà èìååì Φ′([α1 = x]) =
γ(x)Φb([α1 = x]). Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå γ(·) : R+ → R+ ìóëüòèïëèêàòèâíî.

Åñëè α = diag[x1, . . . , xn] ∈ Dn(R), òî Φ′(α) = γ(x1 . . . xn)Φ
b(α).

ßñíî, ÷òî ëþáàÿ ìàòðèöà A ∈ P ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå A = diag[α1, . . . , αn]A1 . . . Ak,
ãäå α1, . . . , αn ∈ R+, A1, . . . , Ak ∈ {σ, tij(x) | σ ∈ Sn, x ∈ R+, i, j = 1, . . . , n, i 6= j}. Òîãäà Φ′(A) =

γ(α1 . . . αn) · Φb(A).
Òåïåðü ââåäåì îòîáðàæåíèå γ(·) : P → R+ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ïðàâèëà: åñëè A ∈ P è

A = diag[α1, . . . , αn]A1 . . . Ak, ãäå A1, . . . , Ak ∈ {σ, tij(x) | σ ∈ Sn, x ∈ R+, i, j = 1, . . . , n, i 6= j}, òî
γ(A) = γ(α1 . . . αn). Òàê êàê γ(AA′)Φb(AA′) = Φ′(AA′) = Φ′(A)Φ′(A′) = γ(A)Φb(A) · γ(A′)Φb(A′) =
γ(A)γ(A′)Φ′(AA′), òî γ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì P → R+.

Òåïåðü ìû âèäèì, ÷òî íà ïîëóãðóïïå P ýíäîìîð�èçì Φ ñîâïàäàåò ñ ýíäîìîð�èçìîì ΦM ◦ Ωb
,

ãäå äëÿ âñåõ A ∈ P âûïîëíåíî Ωb(A) = γ(A) · Φb(A).
Ïóñòü B ∈ GE+

n (R). Òîãäà ìàòðèöà B P-ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ìàòðèöå A ∈ P. Ëåãêî çàìå-

òèòü, ÷òî ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü îòîáðàæåíèå γ(·) : P → R∗
+ äî íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ

λ(·) : GE+
n (R) → R∗

+, òàêîãî, ÷òî Φ′(B) = λ(B) · Φb(B) äëÿ êàæäîãî B ∈ GE+
n (R). Â èòîãå ïîëó-

÷èì Φ(B) = ΦM (B)Ωb(B), ãäå Ωb : B 7→ λ(B) · Φb(B). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Àâòîð ïðèíîñèò áëàãîäàðíîñòü ðåöåíçåíòó çà âíèìàòåëüíîå îòíîøåíèå ê ðàáîòå è öåííûå çàìå-

÷àíèÿ.
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Î ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ ÑÓÌÌ ÄÂÎÉÍÛÕ Ò�È�ÎÍÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÕ �ßÄÎÂ

Ñ Ê�ÀÒÍÎ-ÌÎÍÎÒÎÍÍÛÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ

Ò.Ì. Âóêîëîâà

1

, Á.Â. Ñèìîíîâ

2

Èññëåäîâàíû ñóììû äâîéíûõ ðÿäîâ ïî ñèíóñàì è êîñèíóñàì ñ êðàòíî-ìîíîòîííûìè

êîý��èöèåíòàìè. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ýòèõ ñóìì êëàññàì òèïà Îðëè÷à ñ

âåñàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðÿäû, êîý��èöèåíòû ðÿäîâ, êðàòíàÿ ìîíîòîííîñòü, ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü, ñóììà.

Sums of double sine and 
osine series with multiply monotoni
 
oe�
ients are studied.

Su�
ient 
onditions for su
h sums to belong to Orli
h's weighted 
lasses are obtained.

Key words: series, 
oe�
ients of series, multiple monotoni
ity, sequen
e, sum.

1. Ââåäåíèå. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû âèäà

∞∑

n2=1

∞∑

n1=1

an1n2 sinn1x1 sinn2x2, (1)

∞∑

n2=0

∞∑

n1=1

an1n2 sinn1x1 cosn2x2, (2)

∞∑

n2=1

∞∑

n1=0

an1n2 cosn1x1 sinn2x2, (3)

∞∑

n2=0

∞∑

n1=0

an1n2 cosn1x1 cosn2x2, (4)

ãäå äëÿ êðàòêîñòè ïîëîæèì cos 0 · x1 = cos 0 · x2 = 1
2 .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîý��èöèåíòû ýòèõ ðÿäîâ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

an1n2 −→ 0 (5)
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ïðè n1 → ∞ è ëþáîì �èêñèðîâàííîì n2 è ïðè n2 → ∞ è ëþáîì �èêñèðîâàííîì n1. Äëÿ öåëûõ

k1 > 1, k2 > 1 îáîçíà÷èì

∆k1k2an1n2 =

k1∑

i=0

(−1)iCi
k1

k2∑

j=0

(−1)jCj
k2
an1+i n2+j, ∆0,0an1n2 = an1n2 ,

∆0k2an1n2 =

k2∑

j=0

(−1)jCj
k2
an1n2+j, ∆k10an1n2 =

k1∑

i=0

(−1)iCi
k1an1+i n2 ,

ãäå Cm
n = n(n− 1) . . . (n−m+ 1)/m!. Ïóñòü äàíû ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑

n2=0

∞∑

n1=0

cn1n2 (6)

è åãî ÷àñòè÷íàÿ ñóììà Sm1m2 =
m2∑

n2=0

m1∑
n1=0

cn1n2 .

�îâîðÿò, ÷òî ðÿä (6) ñõîäèòñÿ ïî Ïðèíãñõåéìó ê ñóììå S [1, 
. 27℄, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî

S, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà N1 è N2, òàêèå, ÷òî |Sm1m2 −S| < ε ïðè ëþáûõ
m1 > N1,m2 > N2.

Èç ðàáîòû [2℄ ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an1n2} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5) è

∆k1k2an1n2 > 0 äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n1 è n2 è íåêîòîðûõ k1 > 1 è k2 > 1, òî êàæäûé èç

ðÿäîâ (1)�(4) ñõîäèòñÿ ïî Ïðèíãñõåéìó âñþäó, êðîìå, ìîæåò áûòü, ìíîæåñòâà ïëîñêîé ìåðû íóëü.

Ïóñòü r1 = 1, 2, r2 = 1, 2. ×åðåç fr1r2(x1, x2) îáîçíà÷èì ñóììó ðÿäà (1) ïðè r1 = r2 = 1, ñóììó ðÿäà
(2) ïðè r1 = 1, r2 = 2, ñóììó ðÿäà (3) ïðè r1 = 2, r2 = 1, ñóììó ðÿäà (4) ïðè r1 = r2 = 2.

Ïðèâåäåì èçâåñòíûé ðåçóëüòàò, óñòàíàâëèâàþùèé ñâÿçü ìåæäó ïîâåäåíèåì êîý��èöèåíòîâ ðÿ-

äîâ (1), (2), (3) è (4) è ïðèíàäëåæíîñòüþ �óíêöèé f11(x1, x2), f12(x1, x2), f21(x1, x2), f22(x1, x2) ñîîò-
âåòñòâåííî ðàçëè÷íûì Lp1p2-ïðîñòðàíñòâàì.

Òåîðåìà À [2℄. Ïóñòü ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an1n2} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5) è
∆k1k2an1n2 > 0 äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k1 è k2 è ëþáûõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë

n1 è n2. Òîãäà ïðè ëþáûõ pi ∈ (0,+∞) (i = 1, 2) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

à) â ñëó÷àå k1 = 1, k2 = 1

C1

{ ∞∑

n2=1

(n2 + 1)p2−2
[ ∞∑

n1=1

(n1 + 1)p1−2ap1n1n2

] p2
p1

} 1
p2 6 ‖f11(x1, x2)‖p1p2 6

6 C2

{ ∞∑

n2=1

(n2 + 1)p2−2
[ ∞∑

n1=1

(n1 + 1)p1−2ap1n1n2

] p2
p1

} 1
p2 ;

á) â ñëó÷àå k1 = 1, k2 = 2

C3

{ ∞∑

n2=0

(n2 + 1)2p2−2
[ ∞∑

n1=1

(n1 + 1)p1−2(∆01an1n2)
p1
] p2

p1

} 1
p2 6 ‖f12(x1, x2)‖p1p2 6

6 C4

{ ∞∑

n2=0

(n2 + 1)2p2−2
[ ∞∑

n1=1

(n1 + 1)p1−2(∆01an1n2)
p1
] p2

p1

} 1
p2 ;

â) â ñëó÷àå k1 = 2, k2 = 1

C5

{ ∞∑

n2=1

(n2 + 1)p2−2
[ ∞∑

n1=0

(n1 + 1)2p1−2(∆10an1n2)
p1
] p2

p1

} 1
p2 6 ‖f21(x1, x2)‖p1p2 6

6 C6

{ ∞∑

n2=1

(n2 + 1)p2−2
[ ∞∑

n1=0

(n1 + 1)2p1−2(∆10an1n2)
p1
] p2

p1

} 1
p2 ;

5 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 5
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ã) â ñëó÷àå k1 = 2, k2 = 2

C7

{ ∞∑

n2=0

(n2 + 1)2p2−2
[ ∞∑

n1=0

(n1 + 1)2p1−2(∆11an1n2)
p1
]p2

p1

} 1
p2 6 ‖f22(x1, x2)‖p1p2 6

6 C8

{ ∞∑

n2=0

(n2 + 1)2p2−2
[ ∞∑

n1=0

(n1 + 1)2p1−2(∆11an1n2)
p1
] p2

p1

} 1
p2 ,

ãäå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå C1 − C8 íå çàâèñÿò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an1n2}.
Çàìåòèì, ÷òî âñå ýòè è íèæåñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà ïîíèìàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: èç êî-

íå÷íîñòè ïðàâîé ÷àñòè ñëåäóåò êîíå÷íîñòü ëåâîé ÷àñòè. Äàëåå, C,C1, C2, . . . � ïîëîæèòåëüíûå ïî-

ñòîÿííûå, íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâûå â ðàçëè÷íûõ �îðìóëàõ.

�åçóëüòàò ðàáîòû [2℄ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíîé òåîðåìû Õàðäè�Ëèòëâóäà. Â íàñòîÿùåé

ðàáîòå äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íûå îöåíêè äëÿ âåñîâûõ êëàññîâ L(ϕ1, ϕ2, w1, w2).
2. Îïðåäåëåíèÿ è �îðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ. Ôóíêöèÿ ϕ(x) íàçûâàåòñÿ ïî÷òè

âîçðàñòàþùåé íà (a, b) (ñì. [3℄), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C1, ÷òî ϕ(x1) 6
C1ϕ(x2) ïðè ëþáûõ a < x1 6 x2 < b. Ôóíêöèÿ ϕ(x) óäîâëåòâîðÿåò íà (0, a) ∆2-óñëîâèþ, åñëè

ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C2, ÷òî ϕ(x) 6 C2ϕ(
x
2 ) äëÿ ëþáûõ 0 < x < a.

×åðåç Φ îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ íà (0,+∞) �óíêöèé ϕ(x), ïî÷òè âîçðàñòà-

þùèõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ∆2-óñëîâèþ è óñëîâèþ ϕ(0) = 0; W � ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ, íåîòðèöà-

òåëüíûõ ïî÷òè âñþäó íà (0, 2π) �óíêöèé w(x), òàêèõ, ÷òî
2π∫
0

w(x)dx < ∞; w̃(x) = w(x)+ w(2π − x);

[a] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a.
Ïóñòü ϕi ∈ Φ, wi ∈ W (i = 1, 2). Êëàññîì L(ϕ1, ϕ2, w1, w2) íàçîâåì ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ �óíê-

öèé f(x1, x2), 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé è òàêèõ, ÷òî

2π∫

0

w2(x2)ϕ2

( 2π∫

0

w1(x1)ϕ1

(
|f(x1, x2)|

)
dx1

)
dx2 <∞.

Ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü �óíêöèè ϕi ∈ Φ, wi ∈W (i = 1, 2) è òàêîâû, ÷òî äëÿ ëþáûõ δ ∈ (0, π)

δ∫

0

w̃i(x)dx 6 C

δ∫

δ
2

w̃i(x)dx(i = 1, 2), (7)

ãäå C íå çàâèñèò îò δ.
Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an1n2} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5) è ∆k1k2an1n2 > 0 äëÿ íåêîòî-

ðûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k1 è k2 è ëþáûõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë n1 è n2.
Òîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

à) â ñëó÷àå k1 = 1, k2 = 1

2π∫

0

w2(x2)ϕ2

( 2π∫

0

w1(x1)ϕ1(|f11(x1, x2)|)dx1
)
dx2 6

6 C1

∞∑

n2=1

π
n2∫

π
n2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

n1=1

π
n1∫

π
n1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

(
n1n2an1n2

))
; (8)

á) â ñëó÷àå k1 = 1, k2 = 2

2π∫

0

w2(x2)ϕ2

( 2π∫

0

w1(x1)ϕ1(|f12(x1, x2)|)dx1
)
dx2 6
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6 C2

∞∑

n2=0

π
n2+1∫

π
n2+2

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

n1=1

π
n1∫

π
n1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

(
n1(n2 + 1)2∆01an1n2

))
; (9)

â) â ñëó÷àå k1 = 2, k2 = 1

2π∫

0

w2(x2)ϕ2

( 2π∫

0

w1(x1)ϕ1(|f21(x1, x2)|)dx1
)
dx2 6

6 C3

∞∑

n2=1

π
n2∫

π
n2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

n1=0

π
n1+1∫

π
n1+2

w̃1(x1)dx1ϕ1

(
(n1 + 1)2n2∆10an1n2

))
; (10)

ã) â ñëó÷àå k1 = 2, k2 = 2

2π∫

0

w2(x2)ϕ2

( 2π∫

0

w1(x1)ϕ1(|f22(x1, x2)|)dx1
)
dx2 6

6 C4

∞∑

n2=0

π
n2+1∫

π
n2+2

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

n1=0

π
n1+1∫

π
n1+2

w̃1(x1)dx1ϕ1

(
(n1 + 1)2(n2 + 1)2∆11an1n2

))
, (11)

ãäå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå C1 − C4 íå çàâèñÿò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an1n2}.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü �óíêöèè ϕi ∈ Φ, wi ∈ W (i = 1, 2) è òàêîâû, ÷òî äëÿ ëþáûõ δi ∈ (0, π) è

ëþáûõ bi > π/(8δi)(i = 1, 2)

δi∫

δi
2

w̃i(xi) sin
2(bixi)dxi > C

δi∫

δi
2

w̃i(xi)dxi, (12)

ãäå C íå çàâèñèò îò δi è bi(i = 1, 2).
Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an1n2} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5) è ∆k1k2an2n2 > 0 äëÿ íåêîòî-

ðûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k1 è k2 è ëþáûõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë n1 è n2.
Òîãäà ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:

à) åñëè k1 = 1, k2 = 1 è �óíêöèÿ wi(xi) äîïîëíèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ w̃i(π − xi) 6
Ciw̃i(xi) (i = 1, 2) äëÿ âñåõ xi ∈ (0, π), ãäå Ci íå çàâèñèò îò xi(i = 1, 2), òî

2π∫

0

w2(x2)ϕ2

( 2π∫

0

w1(x1)ϕ1(|f11(x1, x2)|)dx1
)
dx2 >

> C1

∞∑

n2=1

π
n2∫

π
n2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

n1=1

π
n1∫

π
n1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

(
n1n2an1n2

))
; (13)

á) åñëè k1 = 1, k2 = 2 è �óíêöèÿ w1(x1) äîïîëíèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ w̃1(π − x1) 6
C1w̃1(x1) äëÿ âñåõ x1 ∈ (0, π), ãäå C1 íå çàâèñèò îò x1, òî

2π∫

0

w2(x2)ϕ2

( 2π∫

0

w1(x1)ϕ1(|f12(x1, x2)|)dx1
)
dx2 >

6 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 5
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> C2

∞∑

n2=0

π
n2+1∫

π
n2+2

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

n1=1

π
n1∫

π
n1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

(
n1(n2 + 1)2∆01an1n2

))
; (14)

â) åñëè k1 = 2, k2 = 1 è �óíêöèÿ w2(x2) äîïîëíèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ w̃2(π − x2) 6
C2w̃2(x2) äëÿ âñåõ x2 ∈ (0, π), ãäå C2 íå çàâèñèò îò x2, òî

2π∫

0

w2(x2)ϕ2

( 2π∫

0

w1(x1)ϕ1(|f21(x1, x2)|)dx1
)
dx2 >

> C3

∞∑

n2=1

π
n2∫

π
n2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

n1=0

π
n1+1∫

π
n1+2

w̃1(x1)dx1ϕ1

(
(n1 + 1)2n2∆10an1n2

))
; (15)

ã) åñëè k1 = 2, k2 = 2, òî

2π∫

0

w2(x2)ϕ2

( 2π∫

0

w1(x1)ϕ1(|f22(x1, x2)|)dx1
)
dx2 >

> C4

∞∑

n2=0

π
n2+1∫

π
n2+2

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

n1=0

π
n1+1∫

π
n1+2

w̃1(x1)dx1ϕ1

(
(n1 + 1)2(n2 + 1)2∆11an1n2

))
, (16)

ãäå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå C1 − C4 íå çàâèñÿò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an1n2}.
Çàìå÷àíèå. Åñëè ϕ1(t) = tp1 , ϕ2(t) = t

p2
p1 (0 < pi <∞) è wi(xi) ≡ 1(i = 1, 2), òî èç òåîðåì 1 è 2

ñëåäóåò òåîðåìà À.

3. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü

B1
0(x) =

1
2 ; B

1
n(x) =

1
2 +

n∑
m=0

cosmx äëÿ n > 1;

Bk
n(x) =

n∑
m=0

Bk−1
m (x) äëÿ k = 2, 3, . . . è n = 0, 1, 2, . . . ;

B
1
n(x) =

n∑
m=1

sin(mx) äëÿ n = 1, 2, . . . ;

B
k
n(x) =

n∑
m=1

B
k−1
m (x) äëÿ k = 2, 3, . . . è n = 1, 2, . . . .

Çàìåòèì, ÷òî B1
n(x) � ýòî ÿäðî Äèðèõëå Dn(x), B

1
n(x) � ñîïðÿæåííîå ÿäðî Äèðèõëå Dn(x),

B2
n(x) � ÿäðî Ôåéåðà, óìíîæåííîå íà n+ 1.

�àññìîòðèì òàêæå ñëåäóþùèå ðÿäû:

∞∑

n2=1

∞∑

n1=1

∆k1k2an1n2B
k1
n1
(x1)B

k2
n2
(x2), (17)

∞∑

n2=0

∞∑

n1=1

∆k1k2an1n2B
k1
n1
(x1)B

k2
n2
(x2), (18)

∞∑

n2=1

∞∑

n1=0

∆k1k2an1n2B
k1
n1
(x1)B

k2
n2
(x2), (19)

∞∑

n2=0

∞∑

n1=0

∆k1k2an1n2B
k1
n1
(x1)B

k2
n2
(x2). (20)
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Ëåììà 1 [2℄. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an1n2} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5) è ∆k1k2an1n2 > 0
äëÿ ëþáûõ n1 è n2 è íåêîòîðûõ k1 > 1 è k2 > 1, òî

à) êàæäûé èç ðÿäîâ (1)�(4) ñõîäèòñÿ ïî Ïðèíãñõåéìó âñþäó, êðîìå, ìîæåò áûòü, ìíîæå-

ñòâà ïëîñêîé ìåðû íóëü, ò.å. ñóùåñòâóþò �óíêöèè f11(x1, x2), f12(x1, x2), f21(x1, x2), f22(x1, x2) �
ñóììû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðÿäîâ (1), (2), (3), (4);

á) êàæäûé èç ðÿäîâ (17)�(20) ñõîäèòñÿ ïî Ïðèíãñõåéìó âñþäó, êðîìå, ìîæåò áûòü, ìíîæå-

ñòâà ïëîñêîé ìåðû íóëü, ê �óíêöèÿì f11(x1, x2), f12(x1, x2), f21(x1, x2), f22(x1, x2) ñîîòâåòñòâåííî.
Ëåììà 2 [4℄. Ïóñòü an > 0, bn > 0, n = 1, 2, . . . , ϕ � íåîòðèöàòåëüíàÿ, ïî÷òè âîçðàñòàþùàÿ

íà (0,+∞) �óíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî ϕ(0) = 0 è ϕ(2x) 6 Cϕ(x) äëÿ ëþáûõ x ∈ (0,+∞), ãäå ïîëîæè-

òåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò x è 0 < p = log2 C. Òîãäà
1) äëÿ ëþáûõ 0 < x < y <∞ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ϕ(x)/xp > C1ϕ(y)/y

p, ãäå C1 íå çàâèñèò

îò x, y;
2) ϕ(x+ y) 6 C2(ϕ(x) + ϕ(y)) äëÿ ëþáûõ x > 0, y > 0, ãäå C2 íå çàâèñèò îò x, y;

3) åñëè

∞∑
m=n

am 6 C3an, n = 1, 2, . . . , ãäå C3 íå çàâèñèò îò n, òî

∞∑
k=1

akϕ
( k∑
m=1

bm
)
6 C4

∞∑
m=1

amϕ(bm), ãäå C4 íå çàâèñèò îò {bn};

4) åñëè

n∑
m=1

am 6 C5an, n = 1, 2, . . . , ãäå C5 íå çàâèñèò îò n, òî

∞∑
k=1

akϕ
( ∞∑
m=k

bm
)
6 C6

∞∑
m=1

amϕ(bm), ãäå C6 íå çàâèñèò îò {bn}.

Ëåììà 3. Ïóñòü an > 0, n = 1, 2, . . . , ϕ � íåîòðèöàòåëüíàÿ, ïî÷òè âîçðàñòàþùàÿ íà (0,+∞)
�óíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî ϕ(0) = 0 è ϕ(2x) 6 2ϕ(x) äëÿ ëþáûõ x ∈ (0,+∞). Òîãäà äëÿ ëþáîãî k ∈ N

ϕ

( k∑

m=1

am

)
6 C

k∑

m=1

ϕ(am),

ãäå C íå çàâèñèò îò k è {an}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = am (m = 1, . . . , k), y =
k∑

m=1
am. Òîãäà 0 < x < y < ∞. Ïðèìåíÿÿ

ï. 1 ëåììû 2, ïîëó÷èì

ϕ(am)

am
> C1

ϕ(
k∑

m=1
am)

k∑
m=1

am

,

ãäå C1 íå çàâèñèò îò am è ñóìì

k∑
m=1

am äëÿ ëþáîãî k è m = 1, . . . , k. Òîãäà äëÿ ëþáîãî m = 1, . . . , k

ϕ(am)
k∑

m=1

am > C1amϕ(
k∑

m=1

am).

Ñóììèðóÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

C1ϕ
( k∑

m=1

am
)
6

k∑

m=1

ϕ(am),

îòêóäà è ñëåäóåò ëåììà 3.

4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïî ëåììå 1 ïî÷òè âñþäó ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

F (x1, x2) =
∞∑

n2=0

∞∑

n1=0

∆l1,l2an1,n2B̃
l1
n1
(x1)B̃

l2
n2
(x2),

ãäå â ñëó÷àå l1 = 1, l2 = 1

F (x1, x2) = f11(x1, x2), B̃
l1
n1
(x1) = B

1
n1
(x1), B̃

l2
n2
(x2) = B

1
n2
(x2),

7 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 5
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∆11an10 = an1,0 = 0 äëÿ n1 = 0, 1, 2, . . . , ∆11a0n2 = a0n2 = 0 äëÿ n2 = 0, 1, 2, . . . ;
â ñëó÷àå l1 = 1, l2 = 2

F (x1, x2) = f12(x1, x2), B̃
l1
n1
(x1) = B

1
n1
(x1), B̃

l2
n2
(x2) = B2

n2
(x2),

∆12a0n2 = ∆01a0n2 = 0 äëÿ n2 = 0, 1, 2, . . . ;
â ñëó÷àå l1 = 2, l2 = 1

F (x1, x2) = f21(x1, x2), B̃
l1
n1
(x1) = B2

n1
(x1), B̃

l2
n2
(x2) = B

1
n2
(x2),

∆21an10 = ∆10an10 = 0 äëÿ n1 = 0, 1, 2, . . . ;
â ñëó÷àå l1 = 2, l2 = 2

F (x1, x2) = f22(x1, x2), B̃
l1
n1
(x1) = B2

n1
(x1), B̃

l2
n2
(x2) = B2

n2
(x2).

Îöåíèì I =
2π∫
0

w2(x2)ϕ2

( 2π∫
0

w1(x1)ϕ1

(
|F (x1, x2)|

)
dx1

)
dx2. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

I =

π∫

0

w̃2(x2)ϕ2

( π∫

0

w̃1(x1)ϕ1

(
|F (x1, x2)|

)
dx1

)
dx2.

Ïðèìåíÿÿ ï. 2 ëåììû 2, ïîëó÷èì

I 6 C
( ∞∑

m2=0

π
2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)ϕ2

( ∞∑

m1=0

π
2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)ϕ1

(∣∣∣
2m2+1−1∑

n2=0

2m1+1−1∑

n1=0

∆l1l2an1n2B̃
l1
n1
(x1)×

×B̃l2
n2
(x2)

∣∣∣
)
dx1

)
dx2 +

∞∑

m2=0

π
2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)ϕ2

( ∞∑

m1=0

π
2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)ϕ1

(∣∣∣
2m2+1−1∑

n2=0

∞∑

n1=2m1+1

∆l1l2an1n2×

×B̃l1
n1
(x1)B̃

l2
n2
(x2)

∣∣∣
)
dx1

)
dx2 +

∞∑

m2=0

π

2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)ϕ2

( ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)×

×ϕ1

(∣∣∣
∞∑

n2=2m2+1

2m1+1−1∑

n1=0

∆l1l2an1n2B̃
l1
n1
(x1)B̃

l2
n2
(x2)

∣∣∣
)
dx1

)
dx2 +

∞∑

m2=0

π

2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)×

×ϕ2

( ∞∑

m1=0

π
2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)ϕ1

(∣∣∣
∞∑

n2=2m2+1

∞∑

n1=2m1+1

∆l1l2an1n2B̃
l1
n1
(x1)B̃

l2
n2
(x2)

∣∣∣
)
dx1

)
dx2

)
=

= C(I1 + I2 + I3 + I4),

ãäå C íå çàâèñèò îò {an1n2}.
Îöåíèì ñâåðõó I1. Òàê êàê |B̃l1

n1
(x1)| 6 C1(n1 + 1)l1 , |B̃l2

n2
(x2)| 6 C1(n2 + 1)l2 , ãäå C1 íå çàâèñèò

îò n1 è n2, òî

I1 6 C2

( ∞∑

m2=0

π
2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)ϕ2

( ∞∑

m1=0

π
2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)ϕ1

( 2m2+1−1∑

n2=0

2m1+1−1∑

n1=0

∆l1l2an1n2(n1+1)l1(n2+1)l2
)
dx1

)
dx2

)
.

Ââèäó òîãî ÷òî ∆l1l2an1n2 = ∆l1−1l2an1n2 −∆l1−1l2an1+1n2 è ∆l1−1l2an1n2 > 0, ïîëó÷èì

I1 6 C3

∞∑

m2=0

π

2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

( 2m2+1−1∑

n2=0

2m1+1−1∑

n1=0

∆l1−1,l2−1an1n2×

×(n1 + 1)l1−1(n2 + 1)l2−1
))
.
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Îáîçíà÷èì bn1 =
2m2+1−1∑
n2=0

∆l1−1,l2−1an1n2(n2 + 1)l2−1
è ðàññìîòðèì

I∗1 =
∞∑

m1=0

π
2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

( 2m1+1−1∑

n1=0

bn1(n1 + 1)l1−1
)
6

6 C4

( ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

(
b0

)
+

∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

( 2m1+1−1∑

n1=1

bn1(n1 + 1)l1−1
))

=

= C4

( ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

(
b0

)
+

∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

( m1∑

s1=0

2s1+1−1∑

n1=2s1

bn1(n1 + 1)l1−1
))

=

= C4

( ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

(
b0

)
+

∞∑

m1=0

tm1ϕ1

( m1∑

s1=0

hs1

))
.

Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî (7) äëÿ w̃1(x1) è ïðèìåíÿÿ ï. 3 ëåììû 2, íàõîäèì

I∗1 6 C5

( ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

(
b0

)
+

∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

( 2m1+1−1∑

n1=2m1

bn1(n1 + 1)l1−1
))
.

Òåïåðü èìååì

I1 6 C6

( π∫

0

w̃2(x2)dx2ϕ2

( π∫

0

w̃1(x1)dx1ϕ1

(
∆l1−1,l2−1a00

))
+

+

∞∑

m2=0

π

2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

( m2∑

s2=0

2s2+1−1∑

n2=2s2

∆l1−1,l2−1a0n2×

×(n2 + 1)l2−1
))

+

∞∑

m2=0

π

2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

( 2m1+1−1∑

n1=2m1

∆l1−1,l2−1an10×

×(n1 + 1)l1−1
))

+
∞∑

m2=0

π

2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1×

×ϕ1

( m2∑

s2=0

2s2+1−1∑

n2=2s2

2m1+1−1∑

n1=2m1

∆l1−1,l2−1an1n2(n2 + 1)l2−1(n1 + 1)l1−1
)))

.

Ïóñòü ϕ1(2x) 6 C7ϕ1(x), è, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî 1 < p1 = log2 C7 ( åñëè æå

îêàæåòñÿ, ÷òî p1 = log2C7 6 1, òî âîçüìåì êîíñòàíòó C8, òàêóþ, ÷òî C7 < C8 è 1 < p1 = log2C8;

äëÿ ýòîé êîíñòàíòû áóäåì èìåòü ϕ1(2x) 6 C8ϕ1(x) è 1 < p1 = log2C8 ). Òîãäà

I1 6 C9

( π∫

0

w̃2(x2)dx2ϕ2

( π∫

0

w̃1(x1)dx1ϕ1

(
∆l1−1,l2−1a00

))
+

8 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 5
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+
∞∑

m2=0

π
2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

m1=0

π
2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1

{
ϕ3

( m2∑

s2=0

2s2+1−1∑

n2=2s2

∆l1−1,l2−1a0n2×

×(n2 + 1)l2−1
)}p1)

+
∞∑

m2=0

π
2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

m1=0

π
2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

( 2m1+1−1∑

n1=2m1

∆l1−1,l2−1an10×

×(n1 + 1)l1−1
))

+

∞∑

m2=0

π

2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2 ϕ2

( ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1×

×
{
ϕ3

( m2∑

s2=0

2s2+1−1∑

n2=2s2

2m1+1−1∑

n1=2m1

∆l1−1,l2−1an1n2(n2 + 1)l2−1(n1 + 1)l1−1
)}p1))

,

ãäå ϕ3(x) = (ϕ1(x))
1
p1 . Çàìåòèì, ÷òî ϕ3(x) � ïî÷òè âîçðàñòàþùàÿ �óíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî ϕ3(2x) =

(ϕ1(2x))
1
p1 6 (2p1ϕ1(x))

1
p1 = (2p1)

1
p1 (ϕ1(x))

1
p1 = 2(ϕ1(x))

1
p1 = 2ϕ3(x). Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3, ïîëó÷èì

I1 6 C10

( π∫

0

w̃2(x2)dx2ϕ2

( π∫

0

w̃1(x1)dx1ϕ1

(
∆l1−1,l2−1a00

))
+

+

∞∑

m2=0

π

2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1

{ m2∑

s2=0

ϕ3

( 2s2+1−1∑

n2=2s2

∆l1−1,l2−1a0n2×

×(n2 + 1)l2−1
)}p1)

+

∞∑

m2=0

π

2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

( 2m1+1−1∑

n1=2m1

∆l1−1,l2−1an10×

×(n1 + 1)l1−1
))

+

∞∑

m2=0

π

2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1×

×
{ m2∑

s2=0

ϕ3

( 2s2+1−1∑

n2=2s2

2m1+1−1∑

n1=2m1

∆l1−1,l2−1an1n2(n2 + 1)l2−1(n1 + 1)l1−1
)}p1))

=

= C10

( π∫

0

w̃2(x2)dx2ϕ2

( π∫

0

w̃1(x1)dx1ϕ1

(
∆l1−1,l2−1a00

))
+

+
∞∑

m2=0

π
2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

([{ ∞∑

m1=0

π
2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1

{ m2∑

s2=0

[
ϕ1

( 2s2+1−1∑

n2=2s2

∆l1−1,l2−1a0n2 ·

·(n2 + 1)l2−1
)] 1

p1

}p1} 1
p1

]p1)
+

+

∞∑

m2=0

π

2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

( 2m1+1−1∑

n1=2m1

∆l1−1,l2−1an10×
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×(n1 + 1)l1−1
))

+
∞∑

m2=0

π
2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

([{ ∞∑

m1=0

π
2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1×

×
{ m2∑

s2=0

[
ϕ1

( 2s2+1−1∑

n2=2s2

2m1+1−1∑

n1=2m1

∆l1−1,l2−1an1n2(n2 + 1)l2−1(n1 + 1)l1−1
)] 1

p1

}p1} 1
p1

]p1))
.

Òàê êàê p1 > 1, òî, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî, áóäåì èìåòü

I1 6 C10

( π∫

0

w̃2(x2)dx2ϕ2

( π∫

0

w̃1(x1)dx1ϕ1

(
∆l1−1,l2−1a00

))
+

+
∞∑

m2=0

π

2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

([ m2∑

s2=0

{ ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

( 2s2+1−1∑

n2=2s2

∆l1−1,l2−1a0n2×

×(n2 + 1)l2−1
)} 1

p1

]p1)
+

∞∑

m2=0

π

2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

( 2m1+1−1∑

n1=2m1

∆l1−1,l2−1an10×

×(n1 + 1)l1−1
))

+
∞∑

m2=0

π

2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

([ m2∑

s2=0

{ ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1×

×ϕ1

( 2s2+1−1∑

n2=2s2

2m1+1−1∑

n1=2m1

∆l1−1,l2−1an1n2(n2 + 1)l2−1(n1 + 1)l1−1
)} 1

p1

]p1))
=

= C10

( π∫

0

w̃2(x2)dx2ϕ2

( π∫

0

w̃1(x1)dx1ϕ1

(
∆l1−1,l2−1a00

))
+

+

∞∑

m2=0

π

2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ4

( m2∑

s2=0

{ ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

( 2s2+1−1∑

n2=2s2

∆l1−1,l2−1a0n2×

×(n2 + 1)l2−1
)} 1

p1

)
+

∞∑

m2=0

π

2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

( 2m1+1−1∑

n1=2m1

∆l1−1,l2−1an10×

×(n1 + 1)l1−1
))

+

∞∑

m2=0

π

2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ4

( m2∑

s2=0

{ ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1×

×ϕ1

( 2s2+1−1∑

n2=2s2

2m1+1−1∑

n1=2m1

∆l1−1,l2−1an1n2(n2 + 1)l2−1(n1 + 1)l1−1
)} 1

p1

))
,

ãäå ϕ4(x) = ϕ2(x
p1). Ïóñòü ϕ2(2x) 6 C11ϕ2(x), ϕ2(x1) 6 C12ϕ2(x2) äëÿ ëþáûõ 0 < x1 < x2 < ∞.

Çàìåòèì, ÷òî ϕ4(x) � ïî÷òè âîçðàñòàþùàÿ �óíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî

ϕ4(2x) = ϕ2((2x)
p1) = ϕ2(2

p1xp1) 6 C12ϕ2(2
[p1]+1xp1) 6 C12 · C [p1]+1

11 ϕ2(x
p1) = C13ϕ4(x),

9 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 5
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è, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî 1 < p2 = log2 C13 (åñëè æå îêàæåòñÿ, ÷òî p2 = log2C13 6 1,
òî âîçüìåì êîíñòàíòó C14, òàêóþ, ÷òî C13 < C14 è 1 < p2 = log2 C14; äëÿ ýòîé êîíñòàíòû áóäåì èìåòü

ϕ4(2x) 6 C14ϕ4(x) è 1 < p2 = log2C14 ). Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ ϕ4(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

ëåììû 2. Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî (7) äëÿ w̃2(x2) è ïðèìåíÿÿ ï. 3 ëåììû 2, áóäåì èìåòü

I1 6 C15

( π∫

0

w̃2(x2)dx2ϕ2

( π∫

0

w̃1(x1)dx1ϕ1

(
∆l1−1,l2−1a00

))
+

+
∞∑

m2=0

π

2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ4

({ ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

( 2m2+1−1∑

n2=2m2

∆l1−1,l2−1a0n2×

×(n2 + 1)l2−1
)} 1

p1

)
+

∞∑

m2=0

π

2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

( 2m1+1−1∑

n1=2m1

∆l1−1,l2−1an10×

×(n1 + 1)l1−1
))

+

∞∑

m2=0

π

2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ4

({ ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1×

×ϕ1

( 2m2+1−1∑

n2=2m2

2m1+1−1∑

n1=2m1

∆l1−1,l2−1an1n2(n2 + 1)l2−1(n1 + 1)l1−1
)} 1

p1

))
=

= C15

( π∫

0

w̃2(x2)dx2ϕ2

( π∫

0

w̃1(x1)dx1ϕ1

(
∆l1−1,l2−1a00

))
+

+

∞∑

m2=0

π

2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

( 2m2+1−1∑

n2=2m2

∆l1−1,l2−1a0n2×

×(n2 + 1)l2−1
))

+

∞∑

m2=0

π

2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

( 2m1+1−1∑

n1=2m1

∆l1−1,l2−1an10×

×(n1 + 1)l1−1
))

+

∞∑

m2=0

π

2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1×

×ϕ1

( 2m2+1−1∑

n2=2m2

2m1+1−1∑

n1=2m1

∆l1−1,l2−1an1n2(n2 + 1)l2−1(n1 + 1)l1−1
)))

= C15 · A.

Àíàëîãè÷íî (ñ òåì ëèøü èçìåíåíèåì, ÷òî ïðè îöåíêå áåñêîíå÷íûõ ñóìì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ

íåðàâåíñòâàìè B̃l1
n1
(x1) 6

C16

x
l1
1

, B̃l2
n2
(x2) 6

C16

x
l2
2

, ãäå C16 íå çàâèñèò íè îò n1, íè îò n2, íè îò x1, íè îò

x2) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî I2 6 C17 ·A, I3 6 C18 ·A, I4 6 C19 ·A, ãäå C17, C18, C19 íå çàâèñÿò îò {an1,n2}.
Îáúåäèíÿÿ îöåíêè äëÿ I1, I2, I3, I4, ïîëó÷èì

I 6 C20

( π∫

0

w̃2(x2)dx2ϕ2

( π∫

0

w̃1(x1)dx1ϕ1

(
∆l1−1,l2−1a00

))
+
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+
∞∑

m2=0

π
2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

m1=0

π
2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

( 2m2+1−1∑

n2=2m2

∆l1−1,l2−1a0n2×

×(n2 + 1)l2−1
))

+

∞∑

m2=0

π

2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

( 2m1+1−1∑

n1=2m1

∆l1−1,l2−1an10×

×(n1 + 1)l1−1
))

+

∞∑

m2=0

π

2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)dx1×

×ϕ1

( 2m2+1−1∑

n2=2m2

2m1+1−1∑

n1=2m1

∆l1−1,l2−1an1n2(n2 + 1)l2−1(n1 + 1)l1−1
)))

,

ãäå ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C20 íå çàâèñèò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an1n2}.
Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî l1 è l2 ëèáî 1, ëèáî 2 è ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà �óíêöèé wi(xi) (i = 1, 2) è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an1n2}, ïîëó÷àåì îöåíêè ñâåðõó (8)�(11) â òåîðåìå 1.

5. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Äîêàæåì ñíà÷àëà íåðàâåíñòâî (16). Èç óñëîâèÿ ï. ã òåîðåìû 2

ñëåäóåò, ÷òî ∆22an1n2 > 0 äëÿ âñåõ n1, n2. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1, èìååì

f22(x1, x2) =

∞∑

n2=0

∞∑

n1=0

∆11bn1n2B
2
n1
(x1)B

2
n2
(x2),

ãäå B2
n1
(x1) =

(
sin

(n1+1)x1
2

2 sin
x1
2

)2
, B2

n2
(x2) =

(
sin

(n2+1)x2
2

2 sin
x2
2

)2
, bn1n2 = ∆11an1n2 . Òîãäà

I =

2π∫

0

w2(x2)ϕ2

( 2π∫

0

w1(x1)ϕ1

(
|f22(x1, x2)|

)
dx1

)
dx2 =

=

π∫

0

w̃2(x2)ϕ2

( π∫

0

w̃1(x1)ϕ1

(
|f22(x1, x2)|

)
dx1

)
dx2 =

=

∞∑

m2=0

π

2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)ϕ2

( ∞∑

m1=0

π

2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)ϕ1

( ∞∑

n2=0

∞∑

n1=0

∆11bn1n2B
2
n1
(x1)B

2
n2
(x2)

)
dx1

)
dx2 >

> C
∞∑

ν2=0

π

2ν2∫

π

2ν2+1

w̃2(x2)ϕ2

( ∞∑

ν1=0

π

2ν1∫

π

2ν1+1

w̃1(x1)ϕ1

(
Φν1ν2(x1, x2)

)
dx1

)
dx2,

ãäå Φν1ν2(x1, x2) =
∞∑

n2=[2ν2−1]

∞∑
n1=[2ν1−1]

∆11bn1n2B
2
n1
(x1)B

2
n2
(x2).
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Òàê êàê (x1, x2) ∈ [ π
2ν1+1 ,

π
2ν1 ]× [ π

2ν2+1 ,
π
2ν2 ] = Iν1 × Iν2 , òî

Φν1ν2(x1, x2) 6 C12
2ν1+2ν2b[2ν1−1][2ν2−1]. (21)

�àññìîòðèì

A1 =

π

2ν1∫

π

2ν1+1

π

2ν2∫

π

2ν2+1

w̃1(x1)w̃2(x2)Φν1ν2(x1, x2)dx1dx2 =

=

∞∑

n2=[2ν2−1]

∞∑

n1=[2ν1−1]

∆11bn1n2

π

2ν1∫

π

2ν1+1

w̃1(x1)B
2
n1
(x1)dx1

π

2ν2∫

π

2ν2+1

w̃2(x2)B
2
n2
(x2)dx2.

Ïîñêîëüêó biδi = (ni + 1) π
2νi > π

8 , òî, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (12), áóäåì èìåòü

A1 > C22
2ν1+2ν2b[2ν1−1][2ν2−1]

π

2ν1∫

π

2ν1+1

w̃1(x1)dx1

π

2ν2∫

π

2ν2+1

w̃2(x2)dx2. (22)

Îáîçíà÷èì I0νi = {xi ∈ Iνi : w̃i(xi) 6= 0}(i = 1, 2). Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî

µI0νi 6= 0(i = 1, 2). Ïîëîæèì äëÿ �èêñèðîâàííûõ ν1 è ν2 è äëÿ x2 ∈ I0ν2

Jν1,ν2(x2) =
{
x1 ∈ I0ν1 : Φν1,ν2(x1, x2) >

C2

π2
22ν1+2ν2b[2ν1−1][2ν2−1]

}
(23)

è

Jν2 =
{
x2 ∈ I0ν2 :

∫

Jν1,ν2 (x2)

w̃1(x1)dx1 >
C2

π2C1

∫

I0ν1

w̃1(x1)dx1

}
. (24)

Äîêàæåì, ÷òî

∫
Jν2

w̃2(x2)dx2 >
C2

π2C1

∫
I0ν2

w̃2(x2)dx2. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å.

∫

Jν2

w̃2(x2)dx2 <
C2

π2C1

∫

I0ν2

w̃2(x2)dx2. (25)

Òîãäà

A1 =

∫

Jν2

( ∫

I0ν1

w̃1(x1)w̃2(x2)Φν1ν2(x1, x2)dx1

)
dx2 +

∫

I0ν2\Jν2

( ∫

Jν1,ν2

w̃1(x1)w̃2(x2)Φν1ν2(x1, x2)dx1

)
dx2+

+

∫

I0ν2\Jν2

( ∫

I0ν1\Jν1,ν2

w̃1(x1)w̃2(x2)Φν1ν2(x1, x2)dx1

)
dx2 = A2 +A3 +A4.

Îöåíèì A2. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (21) è (25), çàêëþ÷àåì, ÷òî

A2 6
C2

π2
22ν1+2ν2b[2ν1−1][2ν2−1]

∫

I0ν2

w̃2(x2)dx2

∫

I0ν1

w̃1(x1)dx1.

Îöåíèì A3.Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (21) è íåðàâåíñòâî, îáðàòíîå ê (24) (òàê êàê x2∈Jν2), ïîëó÷èì

A3 6
C2

π2
22ν1+2ν2b[2ν1−1][2ν2−1]

∫

I0ν1

w̃1(x1)dx1

∫

I0ν2

w̃2(x2)dx2.
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Îöåíèì A4. Â ñèëó íåðàâåíñòâà, îáðàòíîãî ê (23) (òàê êàê x1∈Jν1,ν2(x2)), áóäåì èìåòü

A4 6
C2

π2
22ν1+2ν2b[2ν1−1][2ν2−1]

∫

I0ν2

w̃2(x2)dx2

∫

I0ν1

w̃1(x1)dx1.

Òàêèì îáðàçîì,

A1 6
3

π2
C22

2ν1+2ν2b[2ν1−1][2ν2−1]

π

2ν1∫

π

2ν1+1

w̃1(x1)dx1

π

2ν2∫

π

2ν2+1

w̃2(x2)dx2,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (22). Çíà÷èò,

∫

Jν2

w̃2(x2)dx2 >
C2

π2C1

∫

I0ν2

w̃2(x2)dx2. (26)

Íî òîãäà

I =
∞∑

m2=0

π
2m2∫

π

2m2+1

w̃2(x2)ϕ2

( ∞∑

m1=0

π
2m1∫

π

2m1+1

w̃1(x1)ϕ1

( ∞∑

n2=0

∞∑

n1=0

∆11bn1n2B
2
n1
(x1)B

2
n2
(x2)

)
dx1

)
dx2 >

> C3

∞∑

ν2=0

π

2ν2∫

π

2ν2+1

w̃2(x2)ϕ2

( ∞∑

ν1=0

π

2ν1∫

π

2ν1+1

w̃1(x1)ϕ1

(
Φν1ν2(x1, x2)

)
dx1

)
dx2 >

> C4

∞∑

ν2=0

∫

Jν2

w̃2(x2)ϕ2

( ∞∑

ν1=0

∫

Jν1,ν2 (x2)

w̃1(x1)ϕ1

(
Φν1ν2(x1, x2)

)
dx1

)
dx2.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (23), áóäåì èìåòü

I > C5

∞∑

ν2=0

∫

Jν2

w̃2(x2)ϕ2

( ∞∑

ν1=0

∫

Jν1,ν2 (x2)

w̃1(x1)ϕ1

(C2

π2
22ν1+2ν2b[2ν1−1][2ν2−1]

)
dx1

)
dx2 =

= C5

∞∑

ν2=0

∫

Jν2

w̃2(x2)ϕ2

( ∞∑

ν1=0

ϕ1

(C2

π2
22ν1+2ν2b[2ν1−1][2ν2−1]

) ∫

Jν1,ν2(x2)

w̃1(x1)dx1

)
dx2.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (24) ïîëó÷èì

I > C6

∞∑

ν2=0

∫

Jν2

w̃2(x2)ϕ2

( ∞∑

ν1=0

ϕ1

(C2

π2
22ν1+2ν2b[2ν1−1][2ν2−1]

) C2

π2C1

∫

I0ν1

w̃1(x1)dx1

)
dx2 =

= C6

∞∑

ν2=0

∫

Jν2

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

ν1=0

ϕ1

(C2

π2
22ν1+2ν2b[2ν1−1][2ν2−1]

) C2

π2C1

∫

I0ν1

w̃1(x1)dx1

)
.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (26), çàêëþ÷àåì, ÷òî

I > C7

∞∑

ν2=0

C2

π2C1

π

2ν2∫

π

2ν2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

ν1=0

ϕ1

(C2

π2
22ν1+2ν2b[2ν1−1][2ν2−1]

) C2

π2C1

π

2ν1∫

π

2ν1+1

w̃1(x1)dx1

)
>

> C8

∞∑

n2=0

π
n2+1∫

π
n2+2

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

n1=0

π
n1+1∫

π
n1+2

w̃1(x1)dx1ϕ1

(
(n1 + 1)2(n2 + 1)2∆11an1n2

))
,

11 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 5
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ãäå ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C8 íå çàâèñèò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an1n2}. Òàêèì îáðàçîì, íåðà-

âåíñòâî (16) äîêàçàíî. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ íåðàâåíñòâà (13)�(15), òîëüêî äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöå-

íîê ñíèçó â íåðàâåíñòâå (13) èñïîëüçóåòñÿ, êàê è â ðàáîòå [2℄, âñïîìîãàòåëüíàÿ �óíêöèÿ

1
4

(
f11(x1, x2)+

f11(π−x1, x2) + f11(x1, π− x2)+ f11(π−x1, π− x2)
)
, ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà (14) � âñïîìî-

ãàòåëüíàÿ �óíêöèÿ

1
2

(
f12(x1, x2) + f12(π − x1, x2)

)
, ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà (15) � âñïîìî-

ãàòåëüíàÿ �óíêöèÿ

1
2

(
f21(x1, x2) + f21(x1, π − x2)

)
.
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Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ
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ÓÄÊ 519.622

Î ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÈ Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÎ�Î �ÅØÅÍÈß

ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÛÕ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ

ÌÅÒÎÄÎÌ �ßÄÎÂ ×ÅÁÛØ�ÂÀ È ÎÖÅÍÊÀ Å�Î ÏÎ��ÅØÍÎÑÒÈ

Î.Á. Àðóøàíÿí

1

, Ñ.Ô. Çàëåòêèí

2

�àññìàòðèâàåòñÿ ïðèáëèæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ íåëèíåéíûõ îáûê-

íîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè

ñìåùåííûõ ðÿäîâ ×åáûø¼âà è êâàäðàòóðíîé �îðìóëû Ìàðêîâà. Ïðèâåäåíû ñïîñîáû îöåí-

êè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, âûðàæåííîãî â âèäå ÷àñòè÷íîé ñóììû ðÿäà

íåêîòîðîãî ïîðÿäêà, ñ ïîìîùüþ âòîðîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, âû÷èñëåííîãî ñïåöè-

àëüíûì îáðàçîì è ïðåäñòàâëåííîãî ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Íà

îñíîâå ïðåäëîæåííûõ ñïîñîáîâ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïîñòðîåí àëãîðèòì àâòîìàòè÷åñêîãî

ðàçáèåíèÿ ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ íà ýëåìåíòàðíûå ñåãìåíòû, ÷òî ïîçâîëÿåò âû÷èñ-

ëÿòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñ íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ïðèáëèæåííûå àíà-

ëèòè÷åñêèå ìåòîäû, ÷èñëåííûå ìåòîäû, îðòîãîíàëüíûå ðàçëîæåíèÿ, ñìåùåííûå ðÿäû ×å-

áûø¼âà, êâàäðàòóðíûå �îðìóëûÌàðêîâà, ïîëèíîìèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, êîíòðîëü òî÷-

íîñòè, îöåíêà ïîãðåøíîñòè, àâòîìàòè÷åñêîå óïðàâëåíèå äëèíîé øàãà.

An approximate method of solving the Cau
hy problem for nonlinear �rst-order ordinary

di�erential equations is 
onsidered. The method is based on using the shifted Chebyshev series

and a Markov quadrature formula. Some approa
hes are given to estimate the error of an

approximate solution expressed by a partial sum of a 
ertain order series. The error is estimated

using the se
ond approximation of the solution expressed by a partial sum of a higher order

series. An algorithm of partitioning the integration interval into elementary subintervals to
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ensure the 
omputation of the solution with a pres
ribed a

ura
y is dis
ussed on the basis of

the proposed approa
hes to error estimation.

Key words: ordinary di�erential equations, approximate analyti
al methods, numeri
al

methods, orthogonal expansions, shifted Chebyshev series, Markov quadrature formulas, polyno-

mial approximation, a

ura
y 
ontrol, error estimate, automati
 step size 
ontrol.

Ââåäåíèå. �åøàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû M íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà:

y′ = f(x, y), y(x0) = y0, x0 6 x 6 x0 +X = xf , (1)

ïðè óñëîâèè, ÷òî �óíêöèÿ f(x, y) èìååò â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû íåïðåðûâíûå îãðàíè÷åííûå

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåííûì x, y. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà îòðåçêå [x0, xf ] çàäà÷à (1) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Òîãäà ýòî ðåøåíèå è åãî ïðîèçâîäíàÿ

y′(x0 + αX) = f
(
x0 + αX, y(x0 + αX)

)
= Φ(α), 0 6 α 6 1,

ðàçëàãàþòñÿ íà ïðîìåæóòêå èíòåãðèðîâàíèÿ [x0, xf ] â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû ïî ñìåùåííûì

ìíîãî÷ëåíàì ×åáûø¼âà ïåðâîãî ðîäà

y(x0 + αX) =
∞∑

i=0

′

a∗i [y]T
∗
i (α), 0 6 α 6 1, a∗i [y] =

2

π

1∫

0

y(x0 + αX)T ∗
i (α)√

α(1 − α)
dα; (2)

Φ(α) =

∞∑

i=0

′

a∗i [Φ]T
∗
i (α), 0 6 α 6 1, a∗i [Φ] =

2

π

1∫

0

Φ(α)T ∗
i (α)√

α(1 − α)
dα. (3)

Çäåñü øòðèõ ó çíàêà ñóììû îçíà÷àåò, ÷òî ñëàãàåìîå ñ èíäåêñîì 0 áåðåòñÿ ñ äîïîëíèòåëüíûì ìíî-

æèòåëåì 1/2; T ∗
i (α) � ñìåùåííûé ìíîãî÷ëåí ×åáûø¼âà ïåðâîãî ðîäà íà [0, 1℄: T ∗

i (α) = Ti(2α − 1),
Ti(t) � ìíîãî÷ëåí ×åáûø¼âà ïåðâîãî ðîäà íà [−1, 1].

Åñëè ðÿäû (2), (3) áûñòðî ñõîäÿòñÿ íà âñåì èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ [x0, xf ], òî òàêèå ðÿäàû
óäîáíî èñïîëüçîâàòü íà ïðàêòèêå äëÿ �àêòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ èõ ñóìì, íåïîñðåäñòâåííî çàìåíÿÿ

áåñêîíå÷íûå ñóììû ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè íåêîòîðîãî ïîðÿäêà è ïðèíèìàÿ ïîñëåäíèå â êà÷åñòâå

ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) è åãî ïðîèçâîäíîé. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå, ò.å. êîãäà ñõîäèìîñòü ýòèõ ðÿäîâ íà âñåì èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ ìåäëåííàÿ, ïîëó÷åíèå

àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è â âèäå îäíîé ÷àñòè÷íîé ñóììû íà âñåì îòðåçêå [x0, xf ] ìîæåò áûòü
çàòðóäíåíî. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîñòóïèòü òàêèì îáðàçîì. Ñëåäóåò ðàçáèòü èíòåðâàë èíòåãðèðî-

âàíèÿ [x0, xf ] íà ýëåìåíòàðíûå (÷àñòè÷íûå) ñåãìåíòû [xs, xs + h], s = 0, 1, . . . , 0 < h 6 X, òàê,

÷òîáû íà êàæäîì òàêîì ýëåìåíòàðíîì ñåãìåíòå ñîîòâåòñòâóþùèå ðÿäû ×åáûø¼âà (2), (3) áûñòðî

ñõîäèëèñü. ×åì ìåíüøå äëèíà h ýëåìåíòàðíîãî ñåãìåíòà, òåì áûñòðåå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà ýòîì

ñåãìåíòå îñòàòî÷íûé ÷ëåí rk ðÿäà ×åáûø¼âà ïðè k → ∞.

Â [1�5℄ íàìè ïðåäëîæåí è ïîäðîáíî îïèñàí ïðèáëèæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ñ ïîìîùüþ

äàííûõ ðÿäîâ ×åáûø¼âà. Ñóùíîñòü ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Çàìåíà ðÿäîâ äëÿ f(x, y(x)) è y(x)
íà ýëåìåíòàðíûõ ñåãìåíòàõ èõ ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè k-ãî è (k + 1)-ãî ïîðÿäêîâ ñîîòâåòñòâåííî

Φ(α) = f
(
xs + αh, y(xs + αh)

)
≈

k∑

i=0

′

a∗i [Φ]T
∗
i (α), y(xs + αh) ≈

k+1∑

i=0

′

a∗i [y]T
∗
i (α),

ïðèìåíåíèå �îðìóëû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ Ìàðêîâà [5℄ äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ a∗i [Φ] â
(3), à òàêæå èñïîëüçîâàíèå ñâÿçè ìåæäó êîý��èöèåíòàìè ×åáûø¼âà a∗i [y] ðåøåíèÿ y(x) è êîý��è-
öèåíòàìè ×åáûø¼âà a∗i [Φ] åãî ïðîèçâîäíîé Φ(α) ïðèâîäÿò ê ñèñòåìå êîíå÷íûõ óðàâíåíèé äëÿ ïðè-

áëèæåííûõ çíà÷åíèé êîý��èöèåíòîâ ×åáûø¼âà ïðàâîé ÷àñòè f
(
x, y(x)

)
, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ìåòîäîì

ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Âìåñòå ñ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ òàêæå ïðèáëèæåí-

íûå êîý��èöèåíòû ×åáûø¼âà a∗i [y] �óíêöèè y(x).
Öåëü æå íàñòîÿùåé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îöåíèòü ïîãðåøíîñòü ïîëó÷åííîãî â âè-

äå ÷àñòè÷íîé ñóììû ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ y(x) íà îäíîì ýëåìåíòàðíîì ñåãìåíòå äëèíîé h è ïî

ýòîé îöåíêå ïîãðåøíîñòè âûáðàòü òàêóþ äëèíó h∗ ýëåìåíòàðíîãî ñåãìåíòà, ÷òîáû íàéòè íà íåì ïðè-

áëèæåííîå ðåøåíèå òàêæå â âèäå ÷àñòè÷íîé ñóììû ñìåùåííîãî ðÿäà ×åáûø¼âà, óäîâëåòâîðÿþùåå

íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòè.
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1. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. �àññìîòðèì ïåðâûé ýëåìåíòàðíûé ñåã-

ìåíò [x0, x0 + h], ãäå h 6 X. Ïóñòü íà ýòîì ñåãìåíòå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

Uk+1(x) = Uk+1(x0 + αh) ≈ y(x0 + αh), 0 6 α 6 1,

çàäà÷è Êîøè (1) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (k+1)-é ÷àñòè÷íîé ñóììû ñìåùåííîãî ðÿäà ×åáûø¼âà ïðè

k = k1:

Uk1+1(x0 + αh) =

k1+1∑

i=0

′

a∗i [Uk1+1]T
∗
i (α)

è èìååò ïîðÿäîê òî÷íîñòè O(hk1+2) îòíîñèòåëüíî h ïðè h → 0. Äîïóñòèì, ÷òî íà ýòîì æå ñåãìåíòå

ðàññìàòðèâàåòñÿ åùå îäíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (k + 1)-é
÷àñòè÷íîé ñóììû ñìåùåííîãî ðÿäà ×åáûø¼âà ïðè k = k2, ïðè÷åì k2 > k1:

Uk2+1(x0 + αh) =

k2+1∑

i=0

′

a∗i [Uk2+1]T
∗
i (α),

è êîòîðîå èìååò ïîðÿäîê òî÷íîñòè O(hk2+2) îòíîñèòåëüíî h ïðè h→ 0. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

y(x0 + αh)− Uk1+1(x0 + αh) = O(hk1+2), y(x0 + αh) − Uk2+1(x0 + αh) = O(hk2+2).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ Uk1+1(x) íà ýëåìåíòàðíîì ñåãìåíòå [x0, x0+
h] ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

y(x0 + αh)−Uk1+1(x0 + αh) = Uk2+1(x0 + αh) − Uk1+1(x0 + αh) +O(hk2+2) =

=

k1+1∑

i=0

′
(
a∗i [Uk2+1]− a∗i [Uk1+1]

)
T ∗
i (α) +

k2+1∑

i=k1+2

a∗i [Uk2+1]T
∗
i (α) +O(hk2+2).

Îòáðàñûâàÿ îñòàòî÷íûé ÷ëåí O(hk2+2), ïîëó÷àåì îöåíêó ïîãðåøíîñòè íà ñåãìåíòå [x0, x0 + h]

y(x0 + αh) − Uk1+1(x0 + αh) ≈
k1+1∑

i=0

′(
a∗i [Uk2+1]− a∗i [Uk1+1]

)
T ∗
i (α) +

k2+1∑

i=k1+2

a∗i [Uk2+1]T
∗
i (α). (4)

Â ÷àñòíîñòè, â êîíöå ýëåìåíòàðíîãî ñåãìåíòà, ò.å. äëÿ çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ â òî÷êå x0+h, ïîãðåøíîñòü
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ìîæíî îöåíèòü âåëè÷èíîé

y(x0 + h)−Uk1+1(x0 + h) ≈ Uk2+1(x0 + h)− Uk1+1(x0 + h) =

=

k1+1∑

i=0

′
(
a∗i [Uk2+1]− a∗i [Uk1+1]

)
+

k2+1∑

i=k1+2

a∗i [Uk2+1].
(5)

Èç (4) ñëåäóåò åùå îäíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè äëÿ l-é êîìïîíåíòû ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ Uk1+1(x)
íà ñåãìåíòå [x0, x0 + h]:

∣∣yl(x0 + αh) − U l
k1+1(x0 + αh)

∣∣ 6
k1+1∑

i=0

′
∣∣a∗li [Uk2+1]− a∗li [Uk1+1]

∣∣+
k2+1∑

i=k1+2

∣∣a∗li [Uk2+1]
∣∣. (6)

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) èìåþò ñòîëüêî íåïðåðûâíûõ

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ñêîëüêî ýòî íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû áûëè ñïðàâåäëèâû ïðèâîäèìûå çäåñü

îöåíêè ïîãðåøíîñòè.

Îïóñêàÿ ïîäðîáíîå îïðåäåëåíèå îöåíèâàþùåãî ðåøåíèÿ, îòìåòèì òîëüêî, ÷òî ðåøåíèå

Uk2+1(x0 + αh) âû÷èñëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ óêàçàííîãî âî ââåäåíèè èòåðàöèîííîãî ïðî-

öåññà, íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì â êîòîðîì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå Uk1+1(x0 + αh).
2. Àâòîìàòè÷åñêîå ðàçáèåíèå ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ íà ýëåìåíòàðíûå ñåãìåí-

òû. Èìåÿ â ðàñïîðÿæåíèè ñïîñîáû (5), (6) îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íà îäíîì

ýëåìåíòàðíîì ñåãìåíòå, âåëè÷èíó ýëåìåíòàðíîãî (÷àñòè÷íîãî) ñåãìåíòà ìîæíî âûáèðàòü àâòîìàòè-

÷åñêè â ïðîöåññå ñ÷åòà. Ïðè ýòîì ìîæíî èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî íà êàæäûé ýëåìåíòàðíûé ñåãìåíò

[xs, xs + h] ïðèõîäèòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâàÿ ïîãðåøíîñòü ε.
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Îáîçíà÷èì âåëè÷èíó ïîãðåøíîñòè äëÿ l-é êîìïîíåíòû ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ U l
k1+1, îïðåäå-

ëÿåìóþ ïî �îðìóëå (5) èëè (6), ÷åðåç El
, l = 1, . . . , M . Åñëè äëÿ âñåõ êîìïîíåíò ðåøåíèÿ, êîòîðûå

òðåáóåòñÿ ïðîâåðÿòü íà òî÷íîñòü, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |El| 6 ε (èëè ‖E‖∞ 6 ε), òî ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî ïîëó÷åííàÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà Uk1+1(x0+αh), 0 6 α 6 1, óäîâëåòâîðÿåò íà ýëåìåíòàðíîì ñåãìåíòå

[x0, x0+h] çàäàííîé òî÷íîñòè ε, è îíà ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
(1) íà äàííîì ýëåìåíòàðíîì ñåãìåíòå. Âìåñòî êîý��èöèåíòîâ a∗i [Uk1+1], i = 0, 1, . . . , k1 + 1, ìîæíî
âçÿòü êîý��èöèåíòû a∗i [Uk2+1], i = 0, 1, . . . , k1 + 1, ÷àñòè÷íîé ñóììû Uk2+1(x0 + αh), 0 6 α 6 1,
ïîñêîëüêó ïîñëåäíèå èìåþò áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê òî÷íîñòè îòíîñèòåëüíî h, ÷åì êîý��èöèåíòû

a∗i [Uk1+1]. Òîãäà â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íà ñåãìåíòå [x0, x0 + h] áåðåòñÿ ñëåäóþùàÿ

ñóììà:

Sk1+1(x0 + αh) =

k1+1∑

i=0

′

a∗i [Uk2+1]T
∗
i (α),

êîòîðàÿ ïî-ïðåæíåìó áóäåò èìåòü òîò æå ïîðÿäîê òî÷íîñòè O(hk1+2), ÷òî è Uk1+1(x0 +αh). Â êà÷å-

ñòâå ïðèáëèæåíèÿ â êîíöå ýëåìåíòàðíîãî ñåãìåíòà [x0, x0+h], ò.å. â òî÷êå x1 = x0+h, ìîæíî òàêæå
âçÿòü çíà÷åíèå ýòîé ñóììû Sk1+1(x0 +h) â òî÷êå x1 ëèáî çíà÷åíèå Uk2+1(x0 +h) êàê èìåþùåå áîëåå
âûñîêèé ïîðÿäîê òî÷íîñòè O(hk2+2), ÷åì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå Uk1+1(x0 + h) èëè Sk1+1(x0 + h).
Ïîñêîëüêó ïîãðåøíîñòü E èìååò ïîðÿäîê O(hk1+2), òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå E = chk1+2

, ãäå

c = const. Äëèíà ñëåäóþùåãî ýëåìåíòàðíîãî ñåãìåíòà [x1, x1 + hε] îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíî-

øåíèÿ

hε = ξh, (7)

ãäå ξ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà ‖chk1+2
ε ‖∞ = ε èëè ‖cξk1+2hk1+2‖∞ = ε. Îòñþäà

ïîëó÷àåì

ξ = k1+2

√
ε

‖E‖∞
. (8)

Çäåñü ξ > 1 è çíà÷åíèå äëèíû ñëåäóþùåãî ýëåìåíòàðíîãî ñåãìåíòà [x1, x1 + hε] áîëüøå äëèíû

ïðåäûäóùåãî ýëåìåíòàðíîãî ñåãìåíòà [x0, x0 + h].
Åñëè îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ Uk1+1(x0 + αh) ïðåâîñõîäèò íàïåðåä çàäàí-

íóþ ãðàíèöó ε: ‖E‖∞ > ε, òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íà äàííîì ñåãìåíòå [x0, x0 + h] ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
Uk1+1(x0+αh) íå äîñòèãàåò òðåáóåìîé òî÷íîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå âûáèðàåòñÿ íîâàÿ äëèíà ýëåìåíòàð-

íîãî ñåãìåíòà [x0, x0+hε] ïî �îðìóëàì (7), (8). Òåïåðü ξ < 1 è íîâàÿ äëèíà ýëåìåíòàðíîãî ñåãìåíòà
[x0, x0 + hε] ìåíüøå ïðåäûäóùåé.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè áåðåòñÿ íåñêîëüêî ìåíüøåå, ÷åì (8), çíà÷åíèå ξ, íàïðèìåð ξ∗ = 0, 9ξ, è
ñîîòâåòñòâåííî ìåíüøåå, ÷åì (7), çíà÷åíèå äëèíû ýëåìåíòàðíîãî ñåãìåíòà h∗ε = ξ∗h. Ýòî äåëàåòñÿ ñ

öåëüþ èñêëþ÷åíèÿ òåõ ýëåìåíòàðíûõ ñåãìåíòîâ, íà êîòîðûõ íå äîñòèãàåòñÿ òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü.

3. Ïðèìåð. �åøèòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ íåëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y′ =
y ln y

1 + x
, y(0) = eq, 0 6 x 6 xf , xf = 7, q = 4. (9)

Ò à á ë è ö à 1

N ε δ Nh Nf

1 0, 5× 10−11 −0, 99× 10−13
6 3996

2 0, 5× 10−12 0, 32× 10−13
6 3996

3 0, 5× 10−13 −0, 12× 10−14
7 4662

4 0, 5× 10−14 0, 69× 10−14
9 5994

5 0, 5× 10−11 −0, 28× 10−14
7 4662

�åøåíèåì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ áûñòðîðàñòóùàÿ

�óíêöèÿ ñ áîëüøîé ïðîèçâîäíîé y(x) = eq(1+x)
.

Óðàâíåíèå (9) èíòåãðèðîâàëîñü ïðè íåñêîëüêèõ

çíà÷åíèÿõ íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòè. �àçáèåíèå

èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ íà ýëåìåíòàðíûå ñåã-

ìåíòû çàðàíåå íå çàäàâàëîñü, à àâòîìàòè÷åñêè ñòðî-

èëîñü â ïðîöåññå èíòåãðèðîâàíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Çàäàâàëàñü òîëüêî äëèíà íà÷àëüíîãî (ïåðâîãî) ýëå-

ìåíòàðíîãî ñåãìåíòà, ðàâíàÿ 1. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿëîñü íà ýëåìåíòàðíûõ ñåãìåíòàõ

â âèäå (k+1)-é ÷àñòè÷íîé ñóììû ñìåùåííîãî ðÿäà ×åáûø¼âà ïðè k = k1 = 18, à îöåíèâàþùåå ðåøå-
íèå � â âèäå ÷àñòè÷íîé ñóììû ïðè k = k2 = 25. Âñå äàííûå, îòíîñÿùèåñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ çàäà÷è

(9), à èìåííî: íàïåðåä çàäàííàÿ îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòü ε, ñ êîòîðîé òðåáîâàëîñü âû÷èñëèòü ðåøå-

íèå; �àêòè÷åñêè ïîëó÷åííàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü δ âû÷èñëåííîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â
êîíöå èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ xf ; ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ñåãìåíòîâ Nh, íà êîòîðûå àâòîìàòè÷åñêè

ðàçáèâàëñÿ ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ [0, xf ] â ïðîöåññå ñ÷åòà; êîëè÷åñòâî Nf âû÷èñëåíèé ïðàâîé

÷àñòè äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (9) � âñå ýòè ñâåäåíèÿ ïðèâåäåíû â òàáë. 1.

Ñâåäåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå â ïåðâûõ ÷åòûðåõ ñòðîêàõ òàáëèöû, îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà ïî-

ãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îöåíêè (5). Óêàçàííûå â ïÿòîé ñòðîêå
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äàííûå ñîîòâåòñòâóþò òîìó ñëó÷àþ, êîãäà äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

ïðèìåíÿåòñÿ îöåíêà (6). Èç ñðàâíåíèÿ ïåðâîé è ïÿòîé ñòðîê âèäíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå âòîðîé îöåíêè

ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.

Ò à á ë è ö à 2

Ìåòîä δ Nh Nf

Ôåëüáåðãà 0, 28× 10−11
4480 26910

Èíãëåíäà 0, 34× 10−11
5940 35682

Àäàìñà 0, 47× 10−11
9037 18447

�èðà 0, 79× 10−13
2024 5830

Âî âñåõ âàðèàíòàõ, ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå, ÷èñëî

îòêëîíåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ñåãìåíòîâ ðàâíî íóëþ.

Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èíòåãðèðîâàíèÿ

çàäà÷è (9), ïîëó÷åííûå îäíîøàãîâûìè ìåòîäàìè Ôåëü-

áåðãà, Èíãëýíäà ïÿòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, ìíîãîøàãî-

âûì ìåòîäîì Àäàìñà ïÿòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñ àâ-

òîìàòè÷åñêèì âûáîðîì øàãà, ìíîãîçíà÷íûì ìåòîäîì

�èðà ñ àâòîìàòè÷åñêèì âûáîðîì øàãà è ïåðåìåííûì ïîðÿäêîì (ñ ìàêñèìàëüíûì äîïóñòèìûì ïî-

ðÿäêîì 7). Âî âòîðîì ñòîëáöå òàáëèöû ïîêàçàíà îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü δ ïðèáëèæåííîãî çíà-
÷åíèÿ ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùàÿ íàèëó÷øåé �àêòè÷åñêè äîñòèãíóòîé òî÷íîñòè â òî÷êå xf . Â òðåòüåì è

÷åòâåðòîì ñòîëáöàõ äàíû ÷èñëî âûïîëíåííûõ øàãîâ Nh è êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé ïðàâîé ÷àñòè Nf

óðàâíåíèÿ (9), èñïîëüçîâàííûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ òàêîé òî÷íîñòè.

Êàê âèäíî, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (9) ìåòîäîì ðÿäîâ ×åáûø¼âà ñ àâòîìàòè÷åñêèì

ðàçáèåíèåì ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ íà ýëåìåíòàðíûå ñåãìåíòû ïîëó÷åíî ñ íàìíîãî áîëüøåé

òî÷íîñòüþ çà çíà÷èòåëüíî ìåíüøåå ÷èñëî øàãîâ è ñ ñóùåñòâåííî ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì âû÷èñëåíèé

ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ÷åì óêàçàííûìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.
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A geometri
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es with 
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1. Ââåäåíèå è �îðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ. Âåëè÷èíîé íàèëó÷øåãî ïðèáëèæå-

íèÿ èëè ðàññòîÿíèåì îò çàäàííîãî ýëåìåíòà x ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X äî çàäàí-

íîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà M ⊂ X íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà ρ(x,M) := infy∈M ‖x− y‖. Ìíîæåñòâî âñåõ

áëèæàéøèõ òî÷åê (ýëåìåíòîâ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ) èç ìíîæåñòâà M äëÿ çàäàííîãî x ∈ X
îáîçíà÷àåòñÿ PMx. Òàêèì îáðàçîì, PMx :=

{
y ∈M | ρ(x,M) = ‖x− y‖

}
. Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ

÷åáûø¼âñêèì ìíîæåñòâîì, åñëè îíî åñòü ìíîæåñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è ìíîæåñòâî åäèíñòâåííîñòè,

ò.å. åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ X ìíîæåñòâî PMx îäíîòî÷å÷íî. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà ∅ 6= M ⊂ X òî÷êà

x ∈ X \ M íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñîëíå÷íîñòè, åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà y ∈ PMx 6= ∅ (íàçûâàåìàÿ

òî÷êîé ñâåòèìîñòè), òàêàÿ, ÷òî y ∈ PM

(
(1− λ)y+ λx

)
äëÿ âñåõ λ > 0 (èíûìè ñëîâàìè, èç òî÷êè y

èñõîäèò �ñîëíå÷íûé ëó÷�, êîòîðûé ïðîõîäèò ÷åðåç x è äëÿ êàæäîé òî÷êè êîòîðîãî òî÷êà y ÿâëÿåò-
ñÿ áëèæàéøåé â ìíîæåñòâå M). Ìíîæåñòâî M ⊂ X íàçûâàåòñÿ ñîëíöåì (ñîîòâåòñòâåííî ñòðîãèì

ñîëíöåì), åñëè êàæäàÿ òî÷êà x ∈ X \ M åñòü òî÷êà ñîëíå÷íîñòè (ñîîòâåòñòâåííî òî÷êà ñòðîãîé

ñîëíå÷íîñòè) äëÿ M . �Ñîëíöà� ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå åñòåñòâåííûìè îáúåêòàìè, äëÿ êîòîðûõ âûïîë-

íåí îáîáùåííûé êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà î õàðàêòåðèçàöèè ýëåìåíòà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ. Èì

ïðèñóùè òå èëè èíûå ñâîéñòâà îòäåëèìîñòè: øàð ìîæíî îòäåëèòü îò òàêîãî ìíîæåñòâà ïîñðåäñòâîì

áîëüøåãî øàðà èëè îïîðíîãî êîíóñà (ñì., íàïðèìåð, [1℄). Ñîëíå÷íîñòü èìååò âàæíûå ïðèëîæåíèÿ

â çàäà÷àõ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè è ñâÿçàíà 
 óðàâíåíèÿìè �àìèëüòîíà�ßêîáè (ñì. [1, � 1℄) äàæå

â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå 1) ëþáîå ÷åáû-

ø¼âñêîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñîëíöåì è 2) ëþáîå ñîëíöå ëèíåéíî ñâÿçíî è ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíî

(Â.À. Êîùååâ, À.Ë. Áðàóí, ñì. [1℄).

Ìû ñëåäóåì îïðåäåëåíèÿì, äàííûì â îáçîðå [1℄. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ íèæå.

Âñþäó äàëåå X � äåéñòâèòåëüíîå ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî; B(x, r) � çàìêíóòûé

øàð ñ öåíòðîì x è ðàäèóñîì r; B̊(x, r) � îòêðûòûé øàð ñ öåíòðîì x è ðàäèóñîì r; S(x, r) � ñ�åðà

ñ öåíòðîì x è ðàäèóñîì r. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå B := B(0, 1) � åäèíè÷íûé øàð, S = S(0, 1) � åäèíè÷íàÿ

ñ�åðà.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ÷åáûø¼âñêèå ìíîæåñòâà, ñîëíöà è ñòðîãèå ñîëíöà áûëè îõàðàêòåðèçîâàíû

â ðàáîòàõ Ï. �ðóáåðà, Õ. Áåðåíñà è Ë. Õåòöåëüòà, À. �. Àëèìîâà (ñì. [2℄). Â ïðîñòðàíñòâå ℓ∞n â

ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ ñîëíöà áûëè îõàðàêòåðèçîâàíû Õ. Áåðåíñîì è Ë. Õåòöåëüòîì, à ñòðîãèå

ñîëíöà è ÷åáûø¼âñêèå ìíîæåñòâà � À.�. Àëèìîâûì (ñì. [1, 3℄). Â C(Q) ÷åáûø¼âñêèå ìíîæåñòâà
áûëè îõàðàêòåðèçîâàíû (â àïïðîêñèìàòèâíûõ òåðìèíàõ) ×. Äàíõåìîì, Á. Áðîçîâñêèì è Ä. Áðàåññîì

(ñì. [1℄).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à õàðàêòåðèçàöèè ÷åáûø¼âñêèõ ìíîæåñòâ è ñîëíö â

òðåõìåðíûõ ïîëèýäðàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ öèëèíäðè÷åñêîé íîðìîé. Ïîëó÷åí ðÿä íîâûõ ñâîéñòâ

÷åáûø¼âñêèõ ìíîæåñòâ, ñîëíö è ìíîæåñòâ ñ íåïðåðûâíîé ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèåé â òðåõìåðíûõ

öèëèíäðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ (íå îáÿçàòåëüíî ïîëèýäðàëüíûõ). Âàæíîñòü ïðîñòðàíñòâ ñ öèëèí-

äðè÷åñêîé íîðìîé â òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ïîêàçàíà íåäàâíî À.�. Àëèìîâûì è Á.Á. Áåäíîâûì (ñì.,

íàïðèìåð, [4℄), êîòîðûå, â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâèëè, ÷òî ÷åáûø¼âñêîå ìíîæåñòâî â òðåõìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå ñ öèëèíäðè÷åñêîé íîðìîé ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíî, è îõàðàêòåðèçîâàëè òðåõìåðíûå

áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ âñÿêîå ÷åáûø¼âñêîå ìíîæåñòâî ìîíîòîííî ëèíåéíî. À. �. Àëè-

ìîâ [4℄ ïîëó÷èë àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ñ íåïðåðûâíîé (ïîëóíåïðåðûâíîé

ñíèçó) ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèåé.

Äàëåå ïîä ïëîñêîñòüþ ìû áóäåì ïîíèìàòü äâóìåðíîå à��èííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â X. Íà

ëþáîì à��èííîì ïîäïðîñòðàíñòâå H ðàññìàòðèâàåòñÿ íîðìà ‖ · ‖H , èíäóöèðîâàííàÿ íîðìîé ïðî-

ñòðàíñòâà X íà H (â êà÷åñòâå íà÷àëà êîîðäèíàò â ïîäïðîñòðàíñòâå H ìîæíî áðàòü ëþáóþ òî÷êó θ
èç H; åäèíè÷íûé øàð BH ïðîñòðàíñòâà H îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì B(θ, 1) ∩H).

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîä êîîðäèíàòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â X ìû áóäåì ïîíèìàòü à��èí-

íîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïàðàëëåëüíîå íåêîòîðîé ãðàíè íåíóëåâîé ðàçìåðíîñòè øàðà ïðîñòðàíñòâà X
(çäåñü àíàëîãèÿ çà íåèìåíèåì áîëüøåãî ïðîèñòåêàåò èç ðàññìîòðåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ℓ∞n è êîîðäè-

14 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 5
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íàòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â íåì). Â ÷àñòíîñòè, åñëè åäèíè÷íûé øàð B ïðîñòðàíñòâà � öèëèíäð, òî

ëþáîå îäíîìåðíîå à��èííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå îáðàçóþùåé öèëèíäðà B, ëþáàÿ ïëîñ-
êîñòü, ïîðîæäåííàÿ îñíîâàíèåì öèëèíäðà, à òàêæå âñå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòíûìè

ïîäïðîñòðàíñòâàìè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîä òðåõìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì ñ öèëèíäðè÷åñêîé íîðìîé ìû áóäåì ïîíè-

ìàòü ïðîñòðàíñòâî âèäà X = Y ⊕∞ R (åäèíè÷íûé øàð òàêîãî ïðîñòðàíñòâà � öèëèíäð). Êîíå÷íî-

ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëèýäðàëüíûì (èìåþùèì ïîëèýäðàëüíóþ íîðìó), åñëè åäèíè÷íûé

øàð ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê.

×åðåç cAffk(X) ìû îáîçíà÷èì êëàññ âñåõ êîîðäèíàòíûõ à��èííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàí-

ñòâà X ðàçìåðíîñòè k (1 6 k 6 dimX <∞).

Äàëåå, ïóñòü M ⊂ X, k ∈ {2, . . . ,dimX}, P ∈ cAffk(X), Q ∈ cAffk−1(P ).
Îïðåäåëåíèå 3. Ñëåäóÿ [3℄, áóäåì ãîâîðèì, ÷òî Q � ëîêàëüíî îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ê ìíî-

æåñòâó M â ïîäïðîñòðàíñòâå P ⊃ Q (Q ∈ locTanP (M)), åñëè íàéäóòñÿ òî÷êà x ∈ Q ∩ M è åå

îêðåñòíîñòü O(x) â P , òàêèå, ÷òî Q ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ ê M ∩O(x) â P . Óòâåðæäå-
íèå, ÷òî Q � îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ê ìíîæåñòâó M ∩ P â ïîäïðîñòðàíñòâå P , áóäåò ïîíèìàòüñÿ
îáû÷íûì îáðàçîì è çàïèñûâàåòñÿ â âèäå Q ∈ TanP (M).

Íàì íåîäíîêðàòíî ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèå è òåîðåìà A (ñì. [5, 6℄).

Îïðåäåëåíèå 4. Äëÿ òî÷êè y ∈ S ÷åðåç Λy îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê âûðàæå-

íèÿ (y−z)/‖y−z‖ ïðè z → y, z ∈ S (ò.å. Λy � ìíîæåñòâî ïîëóêàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé ê ñ�åðå S
â òî÷êå y). Íàïðàâëåíèå d íàçûâàåòñÿ (ãëîáàëüíî) êàñàòåëüíûì íàïðàâëåíèåì äëÿ ñ�åðû S, åñëè
äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ S óñëîâèå îïîðíîñòè íàïðàâëåíèÿ d â òî÷êå y âëå÷åò, ÷òî d ∈ Λy, ò.å. íàïðàâ-

ëåíèå d ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì â òî÷êå y.
Òåîðåìà A. 1. Â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ñîëíöå âûïóêëî ïî ëþáîìó êàñà-

òåëüíîìó íàïðàâëåíèþ åäèíè÷íîé ñ�åðû.

2. Ïîäìíîæåñòâî äâóìåðíîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ñîëíöåì, åñëè è òîëüêî åñëè

îíî çàìêíóòî, ñâÿçíî è âûïóêëî ïî ëþáîìó êàñàòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ ñ�åðû.

Òåîðåìà 1 (õàðàêòåðèçàöèÿ ÷åáûø¼âñêèõ ìíîæåñòâ â òðåõìåðíûõ ïîëèýäðàëüíûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ ñ öèëèíäðè÷åñêîé íîðìîé). Ïîäìíîæåñòâî M 6= ∅ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ïîëèýä-

ðàëüíîé öèëèíäðè÷åñêîé íîðìîé ÿâëÿåòñÿ ÷åáûø¼âñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíîâðåìåííî

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

a) ìíîæåñòâî M çàìêíóòî;

b) ìíîæåñòâî M ∩H ñâÿçíî äëÿ ëþáûõ k = 1, 2, 3 è H ∈ cAffk(X);

) äëÿ ëþáûõ k ∈ {2, 3}, H ∈ cAffk(X) è L ∈ cAffk−1(H) èç óñëîâèÿ L ∈ locTanH(M) âûòåêàåò,

÷òî L ∈ TanH(M) è ïåðåñå÷åíèå L ∩M îäíîòî÷å÷íî.

Òðåáîâàíèå ïîëèýäðàëüíîñòè ïðîñòðàíñòâà â òåîðåìå 1 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì: â íåïîëèýä-

ðàëüíîì (èëè íåöèëèíäðè÷åñêîì) ïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ìîæåò ïîïðîñòó íå

áûòü (ñì. òàêæå [7, � 6.3℄). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåèçâåñòíî, íàñêîëüêî òðåáîâàíèå ïîëèýäðàëüíîñòè

ïðîñòðàíñòâà ìîæåò áûòü ðàçóìíî îñëàáëåíî.

Òåîðåìà 1 ÷àñòè÷íî îáîáùàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ñì. [1℄), êîòîðûé íàì ïîòðåáóåòñÿ â ï. 2.

Òåîðåìà B. Ïîäìíîæåñòâî M 6= ∅ ïðîñòðàíñòâà ℓ∞n ÿâëÿåòñÿ ÷åáûø¼âñêèì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

a) ìíîæåñòâî M çàìêíóòî;

b) ìíîæåñòâî M ∩ P ñâÿçíî äëÿ ëþáûõ k = 1, . . . , n è P ∈ cAffk(R
n);


) äëÿ ëþáûõ k = 2, . . . , n, P ∈ cAffk(R
n) è Q ∈ cAffk−1(P ) èç óñëîâèÿ Q ∈ locTanP (M) âûòå-

êàåò, ÷òî Q ∈ TanP (M) è ïåðåñå÷åíèå Q ∩M îäíîòî÷å÷íî.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü k(τ), 0 6 τ 6 1, � íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì

ïðîñòðàíñòâå X. Êðèâàÿ k(·) ìîíîòîííàÿ, åñëè �óíêöèÿ f(k(τ)) ìîíîòîííà ïî τ äëÿ ëþáîãî �óíê-
öèîíàëà f ∈ extS∗

. Çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíûì (ñì. [1, � 9;

8℄), åñëè ëþáûå äâå åãî òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü íåïðåðûâíîé ìîíîòîííîé êðèâîé, ëåæàùåé â ýòîì

ìíîæåñòâå.

Ìîíîòîííàÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì ñâîéñòâîì, ÷åì ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü,

è áîëåå ñëàáûì, ÷åì âûïóêëîñòü. Ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíûå ìíîæåñòâà è èõ îáîáùåíèÿ àêòèâíî

èçó÷àþòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ (ñì., íàïðèìåð, [9℄).

Ñëåäóþùèå äâà ðåçóëüòàòà ðàñêðûâàþò íîâûå ñâîéñòâà ÷åáûø¼âñêèõ ìíîæåñòâ è çàìêíóòûõ

ìíîæåñòâ ñ íåïðåðûâíîé (ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó) ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèåé â òðåõìåðíûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ ñ öèëèíäðè÷åñêîé íîðìîé.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü M 6= ∅ � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ñ íåïðåðûâíîé ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèåé

â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ öèëèíäðè÷åñêîé íîðìîé. Òîãäà

1) ìíîæåñòâî M ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíî;
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2) ìíîæåñòâî M ∩H ÿâëÿåòñÿ ñîëíöåì â H (è, â ÷àñòíîñòè, ñâÿçíî) äëÿ ëþáîãî êîîðäèíàò-

íîãî ïîäïðîñòðàíñòâà H ∈ cAffk(X), k = 1, 2, 3 (ïðè óñëîâèè, ÷òî H ∩M 6= ∅).
Çàìå÷àíèå 1. C äàëüíåéøèìè ðåçóëüòàòàìè î ñâÿçè ñòðîãîé ñîëíå÷íîñòè, íåïðåðûâíîñòè ìåò-

ðè÷åñêîé ïðîåêöèè è ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâíîé âûáîðêè èç íàèëó÷øèõ è ïî÷òè íàèëó÷øèõ ïðè-

áëèæåíèé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â [10℄. Àâòîð íåäàâíî ïîêàçàë, ÷òî â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ

öèëèíäðè÷åñêîé íîðìîé çàìêíóòîå ìíîæåñòâî M ñ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöè-

åé ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ñîëíöåì (ýòîò ðåçóëüòàò òàêæå âåðåí â ïðîñòðàíñòâå ℓ∞n ). Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî

îäíîìó ðåçóëüòàòó Í.Â. Íåâåñåíêî (ñì., íàïðèìåð, [10℄), â ëþáîì êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ öè-

ëèíäðè÷åñêîé íîðìîé ñóùåñòâóåò ñòðîãîå ñîëíöå (è, áîëåå òîãî, çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî),

ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ íà êîòîðîå íå ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü M � ÷åáûø¼âñêîå ìíîæåñòâî â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ öèëèíäðè÷å-

ñêîé íîðìîé. Òîãäà:

a) ìíîæåñòâî M çàìêíóòî;

b) ìíîæåñòâî M ∩H ÿâëÿåòñÿ ÷åáûø¼âñêèì ìíîæåñòâîì â H (â ÷àñòíîñòè, M ∩H ñâÿçíî)
äëÿ ëþáûõ k = 1, 2, 3 è H ∈ cAffk(X);


) äëÿ ëþáûõ k ∈ {2, 3}, H ∈ cAffk(X) è L ∈ cAffk−1(H) èç óñëîâèÿ L ∈ locTanH(M) âûòåêàåò,
÷òî L ∈ TanH(M) è ïåðåñå÷åíèå L ∩M îäíîòî÷å÷íî.

Çàìå÷àíèå 2. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà ℓ∞n (íî äëÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè n) óòâåðæäåíèå b
äîêàçàíî â [3, òåîðåìà 1℄.

Òåîðåìà 4 (õàðàêòåðèçàöèÿ ñîëíö â òðåõìåðíûõ ïîëèýäðàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ öèëèíäðè-

÷åñêîé íîðìîé). Äëÿ íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà M 6= ∅ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà X ñ öèëèíäðè-

÷åñêîé ïîëèýäðàëüíîé íîðìîé ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

a) M � ñîëíöå;

b) M çàìêíóòî, ñâÿçíî è ïåðåñå÷åíèå M ñ ëþáîé êîîðäèíàòíîé à��èííîé ãèïåðïëîñêîñòüþ H
â X ÿâëÿåòñÿ ñîëíöåì â H èëè ïóñòî.

Òåîðåìà 4 ÷àñòè÷íî îáîáùàåò ñëåäóþùóþ õàðàêòåðèçàöèþ ñîëíö â ïðîñòðàíñòâå ℓ∞n (ñì. [11℄):

íåïóñòîå ìíîæåñòâî M ⊂ ℓ∞n ÿâëÿåòñÿ ñîëíöåì â ℓ∞n , åñëè è òîëüêî åñëè M çàìêíóòî, ñâÿçíî è

ïåðåñå÷åíèå M ñ ëþáîé êîîðäèíàòíîé à��èííîé ãèïåðïëîñêîñòüþ H â ℓ∞n ÿâëÿåòñÿ ñîëíöåì â H
èëè ïóñòî.

2. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1�4. Íàïîìíèì (ñì. [1, � 3.2℄), ÷òî ìíîæåñòâî

K̊(y, x) =
⋃

r>0

B̊
(
−ry + (r + 1)x, (r + 1)‖x − y‖

)
,

ñîñòîÿùåå èç ãîìîòåòè÷íûõ ðàçäóòèé øàðà B̊(x, ‖x−y‖) îòíîñèòåëüíî òî÷êè y, íàçûâàåòñÿ îïîðíûì
êîíóñîì ê øàðó B(x, ‖x − y‖) â åãî ãðàíè÷íîé òî÷êå y. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ñì., íàïðèìåð, [1,

òåîðåìà 3.1℄) ÿâëÿåòñÿ ïåðå�îðìóëèðîâêîé íà ñëó÷àé ñîëíö êëàññè÷åñêîãî êðèòåðèÿ Êîëìîãîðîâà

áëèæàéøåãî ýëåìåíòà äëÿ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ.

Ëåììà A.ÌíîæåñòâîM ⊂ X ÿâëÿåòñÿ ñîëíöåì â X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîé

òî÷êè x /∈M íàéäåòñÿ òî÷êà y ∈ PMx, òàêàÿ, ÷òî K̊(y, x) ∩M = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Óòâåðæäåíèå 1 óñòàíîâëåíî â [4℄. Äëÿ ðàçìåðíîñòè 2 ïðîñòðàí-

ñòâà H òðåáóåìûé ðåçóëüòàò ñîäåðæèòñÿ â [4℄ â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî ðåçóëüòàòà. Â ñëó÷àå

dimH = 3 ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì áîëåå îáùèì ðåçóëüòàòîì È. �. Öàðüêîâà [12, òåîðå-

ìà 2.2℄: çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî êîíå÷íîìåðíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ïîëóíåïðåðûâ-

íîé ñíèçó ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèåé ÿâëÿåòñÿ (P -àöèêëè÷íûì) ñîëíöåì.
Ïóñòü òåïåðü dimH = 1. ßñíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ñ öèëèíäðè÷åñêîé íîðìîé ëþáîå íàïðàâëåíèå

èç îäíîìåðíîãî êîîðäèíàòíîãî à��èííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà H ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì, ïîýòîìó ïî

òåîðåìå A ïåðåñå÷åíèå M ∩H âûïóêëî (è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ñîëíöåì). Òåîðåìà 2 äîêàçàíà. ✷

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Óòâåðæäåíèå à î÷åâèäíî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå b. Ñîëíå÷íîñòü

íåïóñòîãî ïåðåñå÷åíèÿ M ∩ H ãàðàíòèðóåòñÿ òåîðåìîé 2. Îáîçíà÷èì M ′ := M ∩ H. Äîêàæåì, ÷òî

M ′
� ÷åáûø¼âñêîå ìíîæåñòâî â H. Íåòðèâèàëüíûé ñëó÷àé èìååò ìåñòî òîëüêî ïðè dimH = 2,

ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òî H � êîîðäèíàòíàÿ ïëîñêîñòü. �àññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, ìû ìîæåì íàéòè

òàêóþ òî÷êó x ∈ H, äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî áëèæàéøèõ PM ′x â H íåîäíîòî÷å÷íî. Ñîãëàñíî õî-

ðîøî èçâåñòíîé òåîðåìå Áåðåíñà�Õåòöåëüòà (ñì., íàïðèìåð, [2, òåîðåìà A℄), â ýòîì ñëó÷àå PM ′x
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê èëè îáúåäèíåíèå äâóõ îòðåçêîâ ñ îáùèì êîíöîì. Ñîîòâåòñòâåííî ïóñòü

I � íåâûðîæäåííûé îòðåçîê èç PM ′x, u � òî÷êà èç åãî îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòè (u ∈ ri I). Íàì
ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùèé ïðîñòîé ðåçóëüòàò (ñì., íàïðèìåð, [1, ïðåäëîæåíèå 4.1℄): â êîíå÷íîìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå êàæäàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ñîëíöà ÿâëÿåòñÿ åãî òî÷êîé ñâåòèìîñòè. Ïîñêîëüêó îò-

ðåçîê I ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè ãðàíèöû ìíîæåñòâà M (â ïðîñòðàíñòâå X) è íåêîòîðîé êîîðäèíàòíîé

15 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 5
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ïðÿìîé (ñì. îïðåäåëåíèå 1), òî ìû ìîæåì íàéòè òî÷êó z ∈ X, äëÿ êîòîðîé òî÷êà u áóäåò áëèæàé-

øåé. Ïî óñëîâèþ øàð B ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðîì, è, çíà÷èò, S(z, ‖z − u‖) ∩ ri I 6= ∅, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
òîìó, ÷òî M � ÷åáûø¼âñêîå ìíîæåñòâî. Óòâåðæäåíèå b äîêàçàíî.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 
. Ïóñòü ñíà÷àëà êîîðäèíàòíàÿ ïëîñêîñòü H ïîðîæäåíà áîêîâîé äâó-

ìåðíîé ãðàíüþ öèëèíäðà B (åñëè òàêàÿ ïëîñêîñòü H ñóùåñòâóåò), è ïóñòü M ∩ H 6= ∅. Ïîñêîëü-
êó áîêîâàÿ ïëîñêàÿ ãðàíü òðåõìåðíîãî öèëèíäðà åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ øàðîì

(âåñîâîãî) ïðîñòðàíñòâà ℓ∞2 , òî ìû ìîæåì îòîæäåñòâèòü H (ñ èíäóöèðîâàííîé íîðìîé) ñ ïðîñòðàí-

ñòâîì ℓ∞2 . B ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå 
 âûòåêàåò èç òåîðåìû B è óæå äîêàçàííîãî ï. b.

Ïóñòü òåïåðü H � à��èííàÿ êîîðäèíàòíàÿ ïëîñêîñòü, ïîðîæäåííàÿ îñíîâàíèåì öèëèíäðà B,
è ïóñòü L � êîîðäèíàòíàÿ ïðÿìàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ëîêàëüíî îïîðíîé â ïëîñêîñòè H ê ìíîæåñòâó

M ′ := M ∩H. Ïî îïðåäåëåíèþ ëîêàëüíîé îïîðíîñòè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäóòñÿ òî÷êà y0 ∈ L ∩M
è åå îêðåñòíîñòü O(y0) â H, òàêèå, ÷òî L ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ïðÿìîé ê ìíîæåñòâó M ′ ∩ O(y0) â ïðî-
ñòðàíñòâå H. Èç ñâîéñòâà ëîêàëüíîé îïîðíîñòè â òî÷êå y0 ñëåäóåò, ÷òî ìû ìîæåì íàéòè òî÷êó

x ∈ H ∩ O(y0), äëÿ êîòîðîé y0 ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøåé òî÷êîé èç M ′
â H îòíîñèòåëüíî íîðìû ‖ · ‖H ,

ïðè ýòîì òàê êàê L � êîîðäèíàòíàÿ ïðÿìàÿ, òî òî÷êà y0 ñîäåðæèòñÿ â îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòè
íåêîòîðîé îäíîìåðíîé ãðàíè F øàðà BH(x, ‖x − y0‖H). Ïîñêîëüêó ïî ï. b M ′

� ÷åáûø¼âñêîå ìíî-

æåñòâî, òî ïåðåñå÷åíèå F ∩M ′
îäíîòî÷å÷íî. Ïîýòîìó òàê êàê ïî òåîðåìå A ìíîæåñòâî M âûïóêëî

ïî êàñàòåëüíûì íàïðàâëåíèÿì (â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî M ′ ∩ L âûïóêëî), òî ïåðåñå÷åíèå M ′ ∩ L
îäíîòî÷å÷íî. Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå 
 ïðè k = 2.

Ïóñòü òåïåðü k = 3, Q � äâóìåðíîå êîîðäèíàòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ëîêàëüíî îïîðíîå ê ìíîæå-

ñòâó M â íåêîòîðîé òî÷êå y0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü O(y0) òî÷êè y0, òàêàÿ, ÷òî Q
ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ ê ìíîæåñòâóM∩O(y0). Êàê è âûøå, íàõîäèì òî÷êó x ∈ O(y0), òàêóþ,
÷òî y0 � áëèæàéøàÿ òî÷êà èç M ∩O(y0) äëÿ x è B(x, r) ⊂ O(y0), ãäå r := ρ(x,M)∩O(y0). Ïîñêîëü-
êó Q � êîîðäèíàòíàÿ ïëîñêîñòü, òî ìû âñåãäà ìîæåì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî òî÷êà y0 áóäåò ëåæàòü â

îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòè äâóìåðíîé ãðàíè øàðà B(x, r). Â íàøåì ñëó÷àå êîíóñ K̊(y0, x) � îò-

êðûòîå ïîëóïðîñòðàíñòâî ñ ãðàíèöåé Q. Ïî ëåììå A K̊(y0, x) ∩M = ∅, òàê êàê M � ÷åáûø¼âñêîå

ìíîæåñòâî â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è, çíà÷èò, ñîëíöå. Â ñèëó òîãî ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî Q
ïîðîæäàåòñÿ äâóìåðíîé ãðàíüþ øàðà B, îäíîòî÷å÷íîñòü ïåðåñå÷åíèÿ Q∩M î÷åâèäíà ââèäó ðàâåí-

ñòâà K̊(y0, x) ∩M = ∅ è òîãî �àêòà, ÷òî M � ÷åáûø¼âñêîå ìíîæåñòâî. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå 3

ñ k = 3 âûïîëíåíî è òåîðåìà 3 äîêàçàíà. ✷

Ïðè èçó÷åíèè ñâÿçíîñòè ñîëíö â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ À.Ë. Áðàóí (ñì. [13; 1, � 9.3℄)

ââåë âàæíûé êëàññ (BM) ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ. Â òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ óñòàíîâëåí

ðÿä íåòðèâèàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ î ãåîìåòðè÷åñêî-òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ñîëíö è áëèçêèõ ê íèì

ìíîæåñòâ.

Ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ (BM)-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè

B(0, ‖x‖) ∩
(
m(x, y) \ {x}

)
6= ∅ ïðè óñëîâèè, ÷òî [x, x− y] ∩ B̊(0, ‖x‖) = ∅, x 6= 0.

Çäåñü è äàëåå m(x, y) � ïåðåñå÷åíèå âñåõ çàìêíóòûõ øàðîâ, ñîäåðæàùèõ òî÷êè x, y (îáîëî÷êà

Áàíàõà�Ìàçóðà òî÷åê x è y).
Êëàññ (BM)-ïðîñòðàíñòâ ñîäåðæèò âñå ãëàäêèå ïðîñòðàíñòâà, âñå äâóìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ñ ïî-

ëèãîíàëüíûì åäèíè÷íûì øàðîì, ïðîñòðàíñòâà ℓ∞n , c0, c, ℓ
∞
(ñì. [1℄). Ñòðîãî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî

ëåæèò â êëàññå (BM) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ãëàäêîå [13℄. Ïðîñòðàíñòâà ℓ1, ℓ1n, n > 3, íå ïðè-
íàäëåæàò êëàññó (BM). Äâóìåðíûå è òðåõìåðíûå (BM)-ïðîñòðàíñòâà îõàðàêòåðèçîâàíû A.Ë. Áðà-

óíîì [13, 14℄ (ñì. òàêæå ëåììó B).

Ëåììà B. Òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî X ëåæèò â êëàññå (BM), åñëè è òîëüêî åñëè X èëè ÿâëÿ-

åòñÿ ãëàäêèì ïðîñòðàíñòâîì, èëè èìååò âèä X = Y⊕∞R, ãäå Y � äâóìåðíîå (BM)-ïðîñòðàíñòâî.
Íàì ïîòðåáóåòñÿ (ñì. [13, òåîðåìà 4.2℄) ñëåäóþùàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ À.Ë. Áðàóíà ñîëíö â êîíå÷-

íîìåðíûõ (BM)-ïðîñòðàíñòâàõ â òåðìèíàõ m-ñâÿçíîñòè (ñâÿçíîñòè ïî Ìåíãåðó).

Ëåììà C. Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî N êîíå÷íîìåðíîãî (BM)-ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ñîëí-

öåì, åñëè è òîëüêî åñëè îíî m-ñâÿçíî, ò.å.

(m(x, y) \ {x, y}) ∩N 6= ∅ ∀ x, y ∈ N, x 6= y. (1)

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [15℄), ÷òî îãðàíè÷åííî êîìïàêòíîå m-ñâÿçíîå ìíîæåñòâî ìîíîòîííî ëè-

íåéíî ñâÿçíî. Êàê ñëåäñòâèå èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ñì. [15, òåîðåìà 4.1℄).

Ëåììà D. Ïðîèçâîëüíîå ñîëíöå (è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîëüíîå ÷åáûø¼âñêîå ìíîæåñòâî) íà

íîðìèðîâàííîé ïëîñêîñòè è â êîíå÷íîìåðíîì (BM)-ïðîñòðàíñòâå ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíî.
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Çàìå÷àíèå 3. Òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ öèëèíäðè÷åñêîé íîðìîé íå îáÿçàòåëüíî ëåæèò â êëàñ-

ñå (BM): äîñòàòî÷íî â êà÷åñòâå Y âçÿòü ïðîñòðàíñòâî ñî ñòðîãî âûïóêëûì íåãëàäêèì øàðîì (ñì.

ëåììó B). Ïîýòîìó ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 íå âûòåêàåò èç ëåììû D.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü M � ñîëíöå â òðåõìåðíîì ïîëèýäðàëü-

íîì ïðîñòðàíñòâå X ñ öèëèíäðè÷åñêîé íîðìîé. ßñíî, ÷òîM çàìêíóòî. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñîëíöå

â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñâÿçíî. Äàëåå, òàê êàê ïî ëåììå B ïðîñòðàíñòâî X ëåæèò â êëàññå

(BM), òî ïî ëåììå D ìíîæåñòâî M ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíî. Ëþáàÿ äâóìåðíàÿ ãðàíü åäèíè÷íîãî

øàðà B ïðîñòðàíñòâà X ñîäåðæèò òî÷êè ãëàäêîñòè, è, ñëåäîâàòåëüíî, åå à��èííàÿ îáîëî÷êà L åñòü

ëèíèÿ óðîâíÿ íåêîòîðîãî ýêñòðåìàëüíîãî �óíêöèîíàëà f ∈ extS∗
. Ïóñòü H � ïðîèçâîëüíûé ñäâèã

à��èííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L. Òàê êàê L = {u | f(u) = c} ïðè íåêîòîðûõ c ∈ R è f ∈ extS∗
,

òî M ∩ H ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíî è, ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïåðåñå÷åíèå M ∩ H íåïóñòî, òî îíî

ÿâëÿåòñÿ ñîëíöåì â H êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ � ìíîæåñòâà M
è êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè H.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ìíîæåñòâî M çàìêíóòî, ñâÿçíî, è ïóñòü ïåðåñå÷åíèå M ñ ëþáîé êî-

îðäèíàòíîé à��èííîé ãèïåðïëîñêîñòüþ H â X ÿâëÿåòñÿ ñîëíöåì â H (èëè ïóñòî). Äîêàæåì, ÷òî

ìíîæåñòâî M m-ñâÿçíî. �àññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäóòñÿ òî÷êè x, y ∈ M ,

äëÿ êîòîðûõ (m(x, y) \ {x, y}) ∩M = ∅. Òàê êàê ïî óñëîâèþ äëÿ ëþáîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè H
ïåðåñå÷åíèå M ∩ H ÿâëÿåòñÿ ñîëíöåì â H, òî ïî ëåììå C íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå M ∩ H m-ñâÿçíî.

Ïîýòîìó x, y íå ëåæàò íè â êàêîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè è, çíà÷èò, ìíîãîãðàííèê m(x, y) ÿâëÿåòñÿ
òåëîì.

Äàëåå ðàññóæäàåì, êàê â [11℄. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F1, . . . , Fν âñå äâóìåðíûå ãðàíè òåëà m(x, y),
ñîäåðæàùèå òî÷êó x, à ÷åðåç E1, . . . , Eµ âñå äâóìåðíûå ãðàíè òåëà m(x, y), ñîäåðæàùèå òî÷êó y
(òàê êàê m(x, y) � öèëèíäð, òî ν, µ 6 3). �àññìàòðèâàÿ âñå êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè H, ïðîõîäÿùèå

÷åðåç òî÷êè x è y, è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ïî óñëîâèþ íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå M ∩H ÿâëÿåòñÿ

ñîëíöåì â H, èç (1) ïîëó÷àåì Fi ∩M = {x}, Ej ∩M = {y}, i = 1, . . . , ν, j = 1, . . . , µ.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà F ⊂ R3

è åãî ãðàíè÷íîé òî÷êè z îïðåäåëèì

cone(F, z) := {αf + (1− α)z | f ∈ F, α > 0}.

Äàëåå, ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâM ñ êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ aff Fi (à��èííîé

îáîëî÷êîé ãðàíè Fi) ÿâëÿåòñÿ ñîëíöåì äëÿ ëþáîãî i è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå D ïåðåñå÷åíèå

M ∩ aff Fi ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíî â ïðîñòðàíñòâå aff Fi, òî èìååì

cone(Fi, x) ∩M = {x}, cone(Ej, y) ∩M = {y}, i = 1, . . . , ν, j = 1, . . . , µ. (2)

Ìíîæåñòâî M ëèíåéíî ñâÿçíî êàê ÷åáûø¼âñêîå ìíîæåñòâî â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,

x, y ∈M , íî òî÷êè x, y íåëüçÿ ñîåäèíèòü êðèâîé, ëåæàùåé â M , ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî

U :=

(
m(x, y) ∪

( ν⋃

i=1

cone(Fi, x)
)
∪
( µ⋃

j=1

cone(Ej , y)
))

\ {x, y}

ðàçäåëÿåò ïðîñòðàíñòâî X, U∩M = ∅ â ñèëó (2), òî÷êè x è y ëåæàò â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè
ìíîæåñòâà X\U è U∩M = ∅. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òîM � ñîëíöå âX. Òåîðåìà 4

äîêàçàíà. ✷

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà â òåîðåìå 3.

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè X � êîíå÷íîìåðíîå ïîëèýäðàëüíîå ïðîñòðàíñòâî è s ∈ X, ‖s‖ = 1, òî
÷åðåç E(s) îáîçíà÷èì íàèìåíüøóþ ãðàíü øàðà B, ñîäåðæàùóþ òî÷êó s (ÿñíî, ÷òî s ∈ riE(s)).

Ïî óñëîâèþ a ìíîæåñòâî M çàìêíóòî, ïîýòîìó PMz 6= ∅ äëÿ ëþáîãî z ∈ X. Ïóñòü òî÷êà

y ∈ PM0 òàêîâà, ÷òî dimE(y) = max{dimE(z) | z ∈ PM0} =: d. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè F � ãðàíü

øàðà B è dimF > d, òî riF ∩M = ∅.

Óñòàíîâèì, ÷òî PM0 = {y}.
1. Ïóñòü d = 2. Ïîëîæèì P = X, Q = aff E(y) (dimQ = 2). Ïîñêîëüêó B̊ ∩ M = ∅, òî

Q � ëîêàëüíî îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ê ìíîæåñòâó M â òî÷êå y. Ïî ñâîéñòâó ñ Q � îïîðíàÿ

ãèïåðïëîñêîñòü ê ìíîæåñòâó M â òî÷êå x è Q ∩M = {x}. ßñíî, ÷òî òîãäà PM0 = {y}.
2. Ïóñòü òåïåðü d = 1. Ïóñòü G � ñîáñòâåííàÿ ãðàíü øàðà B, ñîäåðæàùàÿ â ñâîåé îòíîñèòåëüíîé

ãðàíèöå ãðàíü E(y). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ riG ∩M = ∅. Ïîëîæèì P := aff G, Q := aff E(y) (â íàøåì
ñëó÷àå dimP = 2, dimQ = 1). ßñíî, ÷òî P è Q � êîîðäèíàòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Ïî óñëîâèþ ï. b

ïåðåñå÷åíèåM∩E(y) ñâÿçíî, ïîýòîìó E(y) ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûé îòðåçîê I ⊂M . Ïóñòü v ∈ ri I.

16 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 5
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Òîãäà Q � ëîêàëüíî îïîðíàÿ ïðÿìàÿ â òî÷êå v ê ìíîæåñòâó M , íî ïåðåñå÷åíèå Q∩M íåîäíîòî÷å÷íî

(ñîäåðæèò îòðåçîê I). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñëó÷àé 2 íåâîçìîæåí.

Îñòàåòñÿ åäèíñòâåííûé ñëó÷àé: dimE(y) = 0, íî òîãäà, î÷åâèäíî, PM0 = {y}. Òåîðåìà 1 äîêà-
çàíà. ✷
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Ìåõàíèêà

ÓÄÊ 539.3

Ï�ÈÊËÀÄÍÛÅ ÂÎÏ�ÎÑÛ ÒÅÎ�ÈÈ ÓÏ�Ó�ÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ

Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ À.À. ÈËÜÞØÈÍÀ

È.Í. Ìîëîäöîâ

1

Íà îñíîâàíèè àíàëèçà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðîöåññîâ ñëîæíîãî íàãðó-

æåíèÿ ïî âèíòîâûì òðàåêòîðèÿì äå�îðìàöèé âûÿñíåíî, ÷òî îòêëèê íà âèíòîâóþ òðà-

åêòîðèþ äå�îðìàöèè, ñëåäóþùóþ çà ïðîñòûì íàãðóæåíèåì, ïðèíèìàåò ïî èñ÷åðïàíèþ

íåêîòîðîãî ñëåäà âïîëíå îïðåäåëåííóþ �îðìó ïðåäåëüíîãî ðåæèìà, ò.å. èìååò ìåñòî ñîîò-

âåòñòâèå ãåîìåòðèè òðàåêòîðèè äå�îðìàöèè è �îðìû îòêëèêà. �àññìàòðèâàåòñÿ âàðèàíò

îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ñëîæíîãî íàãðóæåíèÿ ñ òðàåêòîðèÿìè

äå�îðìàöèé ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè è ðàçìåðíîñòè. Ïîëó÷åíû âåêòîðíûå îïðåäåëÿþùèå

óðàâíåíèÿ è ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ÷åòûðåõ óãëîâ èç ðàçëîæåíèÿ

íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà íàïðÿæåíèé â ðåïåðå Ôðåíå. Äîêàçàíî, ÷òî âåêòîð íàïðÿæåíèé

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû òðåõ ñëàãàåìûõ: áûñòðî çàòóõàþùèõ ïëàñòè÷åñêèõ ñëåäîâ

óïðóãèõ ñîñòîÿíèé, ìãíîâåííûõ îòêëèêîâ íà ïðîöåññ äå�îðìàöèè è íàêàïëèâàåìûõ âäîëü

òðàåêòîðèè äå�îðìàöèè íåîáðàòèìûõ íàïðÿæåíèé. Ïîñòðîåí íîâûé ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêî-

ãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïÿòèìåðíûõ ïðîöåññîâ ñëîæíîãî íàãðóæåíèÿ, àòòåñòîâàííûé íà äâóõ è

òðåõìåðíûõ ïðîöåññàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëîæíîå íàãðóæåíèå, îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, òðàåêòîðèÿ äå-

�îðìàöèé è îòêëèê, òåîðåìà èçîìîð�èçìà, êàëèáðîâêà �óíêöèîíàëîâ.

Based on the analysis of the experimental results of the 
omplex loading pro
esses along

the heli
al deformation traje
tories, it is found that the response to the heli
al deformation

traje
tory takes a 
ertain form of a limiting regime after the simple loading and after the

exhaustion of some tra
e; in other words, the 
orresponden
e of the geometry of the deformation

traje
tory and the shape of the response takes pla
e. A new form of 
onstitutive equations

are 
onsidered to study 
omplex loading pro
esses with deformation traje
tories of arbitrary

geometry and dimension. Some ve
tor 
onstitutive equations and a system of di�erential

equations for the four angles of the stress ve
tor de
omposition in the Frenet frame are obtained.

It is shown that the stress ve
tor is represented as the sum of the following three 
omponents:

the rapidly de
aying plasti
 tra
es of elasti
 states, the instantaneous responses to deformation

pro
esses, and the irreversible stresses a

umulated along a deformation traje
tory. A new

method of mathemati
al modeling of �ve-dimensional pro
esses of 
omplex loading is proposed

and substantiated for two- and three-dimensional pro
esses.

Key words: 
omplex loading, 
onstitutive equations, deformation and stress traje
tories,

theorem of izomorphism, 
alibration of fun
tionals.

1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ. Õîðîøî èçâåñòíîé â òåîðèè óïðóãîïëàñòè÷åêèõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ

òàê íàçûâàåìàÿ �îðìóëà À.À. Èëüþøèíà [1℄:

dσ

ds
= Q

dε

ds
+ (P −Q)

(
dε

ds
, nσ

)
nσ, (1)

ãäå ε, σ � ïÿòèìåðíûå âåêòîðû äå�îðìàöèè è íàïðÿæåíèé, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå äåâèàòîðîâ

ñîîòâåòñòâóþùèõ òåíçîðîâ; s � äëèíà äóãè òðàåêòîðèè äå�îðìàöèè; nσ � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð

íàïðÿæåíèé; P,Q � îïðåäåëÿþùèå �óíêöèîíàëû.

Â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äå�îðìàöèè E2, ãäå ñîãëàñíî Ôðåíå

nσ = cos θ1n1 − sin θ1n2,

1
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óðàâíåíèþ (1) ñîîòâåòñòâóåò îäíî ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå äëÿ óãëà θ1:

θ̇1 = κ1 −
Q

σ
sin θ1. (2)

Âñå âåëè÷èíû çäåñü ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè äëèíû äóãè òðàåêòîðèè äå�îðìàöèé s, κ1(s) îáîçíà÷àåò
êðèâèçíó òðàåêòîðèè äå�îðìàöèè. Ïðîèçâîäíûå âåëè÷èí ïî äëèíå äóãè â (1) áûëè âûïèñàíû ÿâíî,

íî äàëåå äëÿ êîìïàêòíîñòè �îðìóë çàìåíÿþòñÿ òî÷êîé. Èíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (1) ïîäñòàíîâêîé

σ = Σ(σ/Σ) . Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî ïðè óñëîâèè

1

Σ

dΣ

ds
=

1

σ

dσ

ds
− Q

σ
cos θ1 (3)

óðàâíåíèå èíòåãðèðóåòñÿ:

σ(s) =
Σ

Σ0
(σ0 −Q0ε0) +Q(s)ε(s)− Σ

s∫

0

εd

(
Q

Σ

)
. (4)

Ôîðìóëà (4) ïðåäñòàâëÿåò ðåøåíèÿ (1) â âèäå ñóììû òðåõ ñëàãàåìûõ. Ïåðâîå èç íèõ îòâå÷àåò âëèÿ-

íèþ íà íàïðÿæåíèå â íåêîòîðîé òî÷êå òðàåêòîðèè äå�îðìàöèè èñòîðèè, ò.å. äå�îðìàöèè è íàïðÿæå-

íèé â íà÷àëüíîé òî÷êå ïðîöåññà. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó çàïàçäûâàíèÿ âåêòîðíûõ ñâîéñòâ À.À. Èëüþ-

øèíà, ýòî âëèÿíèå îãðàíè÷åíî íåêîòîðûì ìàëûì ñëåäîì çàïàçäûâàíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâîå

ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ áûñòðî çàòóõàþùèì ïëàñòè÷åñêèì ñëåäîì óïðóãèõ ñîñòîÿíèé è îòâåòñòâåííàÿ çà

ýòî ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ Σ(s) òàêæå äîëæíà çàòóõàòü. Âòîðîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò ìãíîâåííîìó
îòêëèêó íàïðÿæåíèé íà ïðîöåññ äå�îðìàöèè â òîé æå òî÷êå, à òðåòüå ñóòü íàêàïëèâàåìûå âäîëü

òðàåêòîðèè äå�îðìàöèè íåîáðàòèìûå íàïðÿæåíèÿ:

σp(s) = −Σ

s∫

0

εd

(
Q

Σ

)
.

Ôóíêöèÿ Σ èìååò ñìûñë ìåòðèêè, è óðàâíåíèå (3) ñâÿçûâàåò ìåæäó ñîáîé òðè �óíêöèè θ1(s), σ(s),
Σ(s). Â íàøåì ðàññìîòðåíèè ýòî óðàâíåíèå áóäåò èñïîëüçîâàíî íèæå êàê óðàâíåíèå äëÿ σ(s). Èç-
ìåíåíèå ìåòðèêè ïðîèñõîäèò ñ ìîìåíòà íà÷àëà èçìåíåíèÿ ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè, è ïîýòîìó

�óíêöèÿ Σ(s) â íàøåì ñëó÷àå àññîöèèðîâàíà ñ ïëàñòè÷íîñòüþ.

Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (3) ïðåîáðàçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (2) äëÿ èñêëþ÷åíèÿ

�óíêöèîíàëà Q:

Σ̇

Σ
=
σ̇

σ
+

˙(sin θ1)

sin θ1
− κ1

cos θ1
sin θ1

,

ïîñëå ÷åãî èíòåãðèðóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòîì

Σ

Σ0
=

σ

σ0

sin θ1
sin θ10

exp


−

s∫

0

κ1
cos θ1
sin θ1

ds


. (5)

Ìû ïîëó÷èëè äâà îñíîâíûõ óðàâíåíèÿ ìîäåëè � óðàâíåíèå (2), êîòîðîå áóäåò èñïîëüçîâàíî äëÿ

êàëèáðîâêè �óíêöèîíàëà Q, è óðàâíåíèå (5) äëÿ âû÷èñëåíèÿ σ(s). Òðåòüå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ
äè��åðåíöèðîâàíèåì �îðìóëû äëÿ σp(s):

σ̇p =
Σ̇

Σ
(σp +Qε)− Q̇ε. (6)

Ýòî óðàâíåíèå ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé îïðåäåëèò çàâèñèìîñòü θ1(s) è ñîáñòâåííî óðàâíåíèå äëÿ σp.
Âñå ñîîòíîøåíèÿ â äàííîì ïóíêòå ñîäåðæàò �óíêöèþ Σ. Îíà, êàê ìû âûÿñíèëè âûøå, äîëæíà áûòü

óáûâàþùåé, íî â îñòàëüíîì îíà ïîêà ïðîèçâîëüíà.

2. Îáùèé ñëó÷àé ïÿòèìåðíîãî ïðîöåññà äå�îðìàöèè. Â ïóíêòå 1 ìû ïîñòðîèëè òðè âèäà

ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå ðåøàþò äâóìåðíóþ çàäà÷ó, ò.å. çàäà÷è êàëèáðîâêè �óíêöèîíàëà è íàõîæäå-

íèÿ çàâèñèìîñòåé σ(s) è θ1(s). Ïîýòîìó è â ñëó÷àå ïÿòèìåðíûõ ïðîöåññîâ äå�îðìàöèè ñòàâèòñÿ
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çàäà÷à îòûñêàíèÿ îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé, ïðèâîäÿùèõ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ óãëîâ ðåïåðà

Ôðåíå, â êàæäîå èç óðàâíåíèé êîòîðîé âõîäèò åäèíñòâåííûé �óíêöèîíàë. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à

êàëèáðîâêè �óíêöèîíàëîâ áóäåò ìàêñèìàëüíî ïðîñòîé. �àññìàòðèâàåì ïÿòèìåðíîå ïðîñòðàíñòâî

äåâèàòîðà äå�îðìàöèè ñ ðåïåðîì, ñîñòîÿùèì èç íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà íàïðÿæåíèé è åùå ÷åòû-

ðåõ âåêòîðîâ, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå îðòîâ ðåïåðà Ôðåíå:

nσ, n
′
1 ≡

n1 − cos θ1nσ
sin θ1

,

n′2 ≡
n2 − (n2, nσ)nσ − (n2, n

′
1) n

′
1

sin θ2
,

n′3 ≡
n3 − (n3, nσ)nσ − (n3, n

′
1) n

′
1 − (n3, n

′
2) n

′
2

sin θ3
,

n′4 ≡
n4 − (n4, nσ)nσ − (n4, n

′
1) n

′
1 − (n4, n

′
2) n

′
2 − (n4, n

′
3) n

′
3

sin θ4
,

nσ = cos θ1n1 − sin θ1 (cos θ2n2 − sin θ2 (cos θ3n3 − sin θ3 (cos θ4n4 − sin θ4n5))) .

Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ â ïÿòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âûáèðàþòñÿ ïî àíàëîãèè ñ òðåõ÷ëåííîé

�îðìóëîé À.À. Èëüþøèíà è èìåþò âèä

ṅσ =
Q

σ
sin θ1n

′
1 +

F

σ
sin θ2n

′
2 +

U

σ
sin θ3n

′
3 +

W

σ
sin θ4n

′
4. (7)

Êðîìå ÷åòûðåõ îïðåäåëÿþùèõ �óíêöèîíàëîâ Q,F,U,W â óðàâíåíèå (7), â âûðàæåíèå ïðîèçâîä-

íîé íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà íàïðÿæåíèé, íåÿâíî âõîäèò �óíêöèîíàë P, îòâå÷àþùèé çà ñêàëÿðíûå

ñâîéñòâà ìàòåðèàëà. Êàê è âûøå â äâóìåðíîì ñëó÷àå, â ïðîñòðàíñòâàõ âûñîêîé ðàçìåðíîñòè ñòðîèì

óðàâíåíèÿ äëÿ óãëîâ, àíàëîãè÷íûå (2). Â ïÿòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàïðÿæåíèé ðåçóëüòàò ïðèâî-

äèò ê ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ÷åòûðåõ óãëîâ ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà íàïðÿæåíèé

â ðåïåðå Ôðåíå: 



θ̇1 = κ1 cos θ2 −
Q

σ
sin θ1,

θ̇2 = κ2 cos θ3 − κ1
cos θ1
sin θ1

sin θ2 +
F

σ

sin θ2
sin θ1

,

θ̇3 = κ3 cos θ4 − κ2
cos θ2
sin θ2

sin θ3 −
U

σ

sin θ3
sin θ1 sin θ2

,

θ̇4 = κ4 − κ3
cos θ3
sin θ3

sin θ4 +
W

σ

sin θ4
sin θ1 sin θ2 sin θ3

.

(8)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (8) ðåøàåò ïîñòàâëåííóþ âûøå çàäà÷ó. Â êàæäîå èç åå óðàâíåíèé âõîäèò îäèí

�óíêöèîíàë, è îí ëåãêî ýòèì óðàâíåíèåì îïðåäåëÿåòñÿ. Â ïÿòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äå�îðìàöèé

E5 óðàâíåíèÿ (7) ïðè óñëîâèè

Σ

Σ0
=

σ

σ0

sin θ1
sin θ10

sin θ2
sin θ20

sin θ3
sin θ30

sin θ4
sin θ40

exp


−

s∫

0

κ4
cos θ4
sin θ4

ds


, (9)

ïîâòîðÿþùåì �îðìóëó (5) â E2, óïðîùàþòñÿ:

˙(σ
Σ

)
= n1

Q1

Σ
+ n2

F1

Σ
+ n3

U1

Σ
+ n4

W

Σ
,

à ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ äàþò èñêîìóþ òðåõ÷ëåííóþ �îðìóëó äëÿ íàïðÿæåíèé:

σ(s) = σtr(s) + σr(s) + σp(s).

Çäåñü

Q1 ≡ Q− cos θ1
sin θ1

(
F cos θ2 − U

cos θ3
sin θ2

+W
cos θ4

sin θ2 sin θ3

)
,

18 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 5
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F1 ≡ F − U
cos θ2
sin θ2

cos θ3 +W
cos θ2
sin θ2

cos θ4
sin θ3

,

U1 ≡ U −W
cos θ3
sin θ3

cos θ4.

Âûðàæåíèÿ îòäåëüíûõ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé ïîäîáíû �îðìóëàì (4) è åñòåñòâåííûì îáðàçîì

îáîáùàþò èõ. Òàê, ïëàñòè÷åñêèé ñëåä óïðóãèõ ñîñòîÿíèé óñëîæíÿåò èñòîðèþ

σ
tr

=
Σ

Σ0

{
σ0 −

(
Q10 + U10

κ10

κ20

)
ε0 −

1

κ10

(
F10 +W0

κ20

κ30

)
n10 −

U10

κ20
n20 −

W0

κ30
n30

}
,

íî îïÿòü îïðåäåëÿåò ñìûñë �óíêöèè Σ(s) êàê ñëåäîâîé ðåàêöèè, îòâåòñòâåííîé çà ðåàëèçàöèþ ïðèí-

öèïà çàïàçäûâàíèÿ.

�åãóëÿðíàÿ ÷àñòü íàïðÿæåíèé â ïÿòèìåðíîì ïðîöåññå îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî äå�îðìàöèåé, íî

è ïðîèçâîäíûìè äå�îðìàöèè âïëîòü äî òðåòüåãî ïîðÿäêà:

σr =

(
Q1 +

U1κ1

κ2

)
ε+

1

κ1

(
F1 +

Wκ2

κ3

)
n1 +

U1

κ2
n2 +

W

κ3
n3.

Íåîáðàòèìûå íàïðÿæåíèÿ ïðåäñòàâèìû â âèäå

σp(s) = −Σ





s∫

0

εd
1

Σ

(
Q1 +

U1κ1

κ2

)
+

s∫

0

n1d
1

Σκ1

(
F1 +

Wκ2

κ3

)
+

s∫

0

n2d
U1

Σκ2
+

s∫

0

n3d
W

Σκ3



 . (10)

Çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ñëîæíîãî íàãðóæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êðàéíå ñëîæíîé

èç-çà íåîáõîäèìîñòè êàëèáðîâêè îïðåäåëÿþùèõ �óíêöèîíàëîâ. Ñîâðåìåííàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ

òåõíèêà òàêîâà, ÷òî ìû ìîæåì îáåñïå÷èòü êàëèáðîâêó ïðîöåññîâ ñ ðàçìåðíîñòüþ íå âûøå òðåõ.

Ïî îáðàçíîìó âûðàæåíèþ Á.Å. Ïîáåäðè, �â áëèæàéøèå 2�3 ñîòíè ëåò íå ñëåäóåò æäàòü ïîÿâëåíèÿ

òåõíèêè è òåõíîëîãèé äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ äå�îðìàöèè âûñîêîé ðàçìåð-

íîñòè� (öèòèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ïàìÿòè è, âîçìîæíî, íå ñëèøêîì òî÷íî). Â ëþáîì ñëó÷àå

èñêàòü êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è áåçíàäåæíî ñëîæíî. Îäíàêî... Çàìåòèì, ÷òî âñå áåç èñêëþ÷å-

íèÿ ïîëó÷åííûå âûøå �îðìóëû ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè. Äëÿ ïðîöåññîâ äå�îðìàöèè ëþáîé ðàçìåðíîñòè

íåèçâåñòíûìè ìåõàíè÷åñêèìè �óíêöèÿìè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ: óãëû, �óíêöèîíàëû, íàïðÿæåíèÿ σ è

âåëè÷èíà σ, à èçâåñòíûìè � äå�îðìàöèè, äëèíà äóãè s è êðèâèçíû. Åùå åñòü �óíêöèÿ Σ, êîòîðàÿ
áûëà ââåäåíà ïðè ðàçðåøåíèè îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé. Îíà âõîäèò âî âñå áåç èñêëþ÷åíèÿ �îðìó-

ëû è ñîîòíîøåíèÿ, íî óðàâíåíèÿ äëÿ íåå íåò: îíà ïðîèçâîëüíà, õîòÿ åå ñìûñë è íàçíà÷åíèå ïîíÿòíû

(ðåàëèçàöèÿ ïðèíöèïà çàïàçäûâàíèÿ).

3. Êàëèáðîâêà �óíêöèîíàëîâ è âûáîð ìåòðèêè. Êàê âûøå óæå áûëî îòìå÷åíî, â óñëî-

âèÿõ ëàáîðàòîðèé íåäîñòàòî÷íî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ âîçìîæíîñòåé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïÿòèìåðíûõ

ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûì êîíòðîëåì îòäåëüíûõ �óíêöèîíàëîâ, â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäëàãàåòñÿ íåêëàñ-

ñè÷åñêèé ïîäõîä.

Ïîñêîëüêó â êàæäîì èç óðàâíåíèé (8) ïðèñóòñòâóåò òîëüêî îäèí �óíêöèîíàë ïðîöåññà, òî è

áóäåì îïðåäåëÿòü ýòè �óíêöèîíàëû èç óðàâíåíèé äëÿ óãëîâ (îáû÷íî ïîñòóïàþò èíà÷å). Èäåþ ïðî-

èëëþñòðèðóåì íà äâóìåðíîì ïðîöåññå. Èç (2) íàõîäèì

Q = −σ
(
θ̇1 − κ1

sin θ1

)
,

ãäå çàìåíÿåì σ(s) ñîîòâåòñòâóþùèì âûðàæåíèåì èç (5), à çàòåì âû÷èñëÿåì èíòåãðàë è çàïèñûâàåì

äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (6). Â ðåçóëüòàòå èìååì

σ̇p =
Σ̇

Σ
σp −

γΣ

sin θ1
ε

{
2
cos θ1
sin θ1

θ̇1κ1 −
θ̈1

sin θ1
+ 2(θ̇1)

2 cos θ1

sin2 θ1
− κ̇1 + κ2

1 cos θ1

}
exp


−

s∫

0

κ1
cos θ1
sin θ1

ds


 .

Çäåñü γ ≡ (σ0 sin θ10)/Σ0. Çàìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåé �îðìóëå ñìåøàëèñü âåëè÷èíû ðàçíîé �èçè÷å-

ñêîé ïðèðîäû. Ñ îäíîé ñòîðîíû, åñòü âåëè÷èíû, êîòîðûå ìû îòíîñèì ê íåîáðàòèìîñòÿì, òàêèå, êàê
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èçìåíåíèå ìåòðèêè è íåîáðàòèìûå íàïðÿæåíèÿ, ñ äðóãîé � âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå îòêëèê

ìàòåðèàëà íà äàííûé ïðîöåññ äå�îðìàöèè. Ìû èñêóññòâåííî ðàçäåëÿåì ýòè âåëè÷èíû, ïîëàãàÿ,

÷òî

1

sin θ1

{
2
cos θ1
sin θ1

θ̇1κ1 −
θ̈1

sin θ1
+ 2(θ̇1)

2 cos θ1

sin2 θ1
− κ̇1 + κ2

1 cos θ1

}
exp


−

s∫

0

κ1
cos θ1
sin θ1

ds


 =

1

k2
, (11)

σ̇p =
Σ̇

Σ
σp −

γΣ

k2
ε. (12)

Âõîäÿùèé â (11) è (12) êàëèáðîâî÷íûé ïàðàìåòð k ÿâëÿåòñÿ ïëàñòè÷åñêèì ñëåäîì. Óðàâíåíèå

(11) îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü óãëà θ1(s) â ïðîöåññå äå�îðìàöèè îò íà÷àëüíîé òî÷êè ñ çàäàííûìè

õàðàêòåðèñòèêàìè σ0, ε0, σ0,Σ0, sin θ10 ïî ïðîèçâîëüíîé òðàåêòîðèè ε(s) ñëîæíîé ãåîìåòðèè. Ýòî

óðàâíåíèå ìîæíî ïðèâåñòè ê äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ 3-ãî ïîðÿäêà áåç èíòåãðàëà â ïðàâîé

÷àñòè.

1. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðîöåññà äå�îðìàöèè â âèäå äâóõçâåííîé ëîìàíîé ëèíèè (κ1 = 0) óðàâíå-
íèå (11) óïðîùàåòñÿ: (

θ̇1

sin2 θ1

)·

= − 1

k2

è èíòåãðèðóåòñÿ:

θ1(s) =
π

2
− arctg

(
s2

2k2

)
, θ10 =

π

2
.

�ðà�èê çàâèñèìîñòè θ1/θ10 õîðîøî ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì �.À. Âàñèíà [2℄ ïî

ñëîæíîìó íàãðóæåíèþ, êîãäà ðåàëèçîâûâàëèñü òðàåêòîðèè äå�îðìàöèè ñ ðàçëè÷íûìè óãëàìè èç-

ëîìà îò íóëÿ äî π/2. Âûÿñíèëîñü, ÷òî çàâèñèìîñòü θ1(s) äëÿ òðàåêòîðèè ñ èçëîìîì íà óãîë π/2
âêëþ÷àåò â ñåáÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ó÷àñòêàõ è äèàãðàììû òðàåêòîðèé ñ ìåíüøèìè óãëàìè èç-

ëîìà. �.À. Âàñèí ïðåäïîëîæèë, ÷òî äàííàÿ äèàãðàììà íå çàâèñèò îò òðàåêòîðèè äå�îðìàöèè è

ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé �óíêöèåé ìàòåðèàëà. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è ïðèâåëî íàñ ê

èäåå ðàçäåëåíèÿ â óðàâíåíèè äëÿ σp. Íàõîæäåíèå çàâèñèìîñòè θ1(s) îêîí÷àòåëüíî ðåøàåò çàäà÷ó

êàëèáðîâêè �óíêöèîíàëà, îïðåäåëÿåò �óíêöèþ σ(s) è íåîáðàòèìûå íàïðÿæåíèÿ σp. Âû÷èñëåíèÿ
σ(s) ïîêàçûâàþò, ÷òî â ìîìåíò èçëîìà òðàåêòîðèè äå�îðìàöèè íà÷èíàåòñÿ ïðîöåññ ðàçãðóçêè, à

çàòåì èìååò ìåñòî íàãðóæåíèå ñ ïîâòîðíûì âûõîäîì â ïëàñòè÷åñêóþ çîíó. Â [3℄ ïîäîáíûå ïðîöåññû

èçó÷àëèñü ýêñïåðèìåíòàëüíî, è ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò èõ ïîëíîå

ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòîì.

2. Âòîðîé ñëó÷àé èìååò îòíîøåíèå ê ïðîñòðàíñòâåííûì òðàåêòîðèÿì äå�îðìàöèè â E3. �àñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ïðÿìîëèíåéíîå ïðîäîëæåíèå êðèâîëèíåéíîé ïëîñêîé òðàåêòîðèè â íàïðàâëåíèè, ïåð-

ïåíäèêóëÿðíîì ïëîñêîñòè òðàåêòîðèè. Â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê äâóì äè��åðåíöèàëü-

íûì óðàâíåíèÿì äëÿ äâóõ óãëîâ íàêëîíà íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà íàïðÿæåíèé â ïðîñòðàíñòâåííîì

ðåïåðå Ôðåíå:

1

sin θ2

{(
θ̇1

sin2 θ1

)·

− 2θ̇1θ̇2
cos θ2
sin θ2

1

sin2 θ1
+

cos θ1
sin θ1

cos θ2
sin θ2

(
θ̈2 − θ̇2

2
(
2
cos θ2
sin θ2

+
sin θ2
cos θ2

))}
= − 1

A2(s)
,

(
θ̇2

sin2 θ2

)·

= − 1

B2(s)
.

Çäåñü A è B � èçâåñòíûå �óíêöèè äëèíû äóãè òðàåêòîðèè äå�îðìàöèè. Â äè��åðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå äëÿ âåêòîðà íåîáðàòèìûõ íàïðÿæåíèé âõîäèò íåèçâåñòíàÿ ìåòðèêà Σ(s). Îíà âûáèðàåòñÿ
èç óñëîâèÿ íàëè÷èÿ â óðàâíåíèè òî÷êè ïîêîÿ.

3. Â ïÿòèìåðíîì ïðîöåññå ñëîæíîãî íàãðóæåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé, íî

ïðèíöèïèàëüíûõ ñëîæíîñòåé íåò. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ (8) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíê-

öèîíàëîâ Q,F,U,W ÷åðåç óãëû θ1, θ2, θ3, θ4, ñîîòíîøåíèÿ (9) � äëÿ âû÷èñëåíèÿ σ(s) ïðè çàäàííîé

�óíêöèè Σ(s) è (10) � äëÿ êàëèáðîâêè ñàìèõ óãëîâ.

Âî âñåõ áåç èñêëþ÷åíèÿõ ñëó÷àÿõ òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå çàäàíèå îäíîé ñêàëÿðíîé �óíêöèè

Σ(s). Ýòà �óíêöèÿ îòâå÷àåò çà ðåàëèçàöèþ ïðèíöèïà çàïàçäûâàíèÿ âåêòîðíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà.

Ïðè âû÷èñëåíèÿõ îíà áðàëàñü â âèäå çàòóõàþùåé ýêñïîíåíòû

Σ = Σ0 exp

(
− s

λ

)
,

íî ÷àùå âñåãî èìåëà çàòóõàíèå íà áåñêîíå÷íîñòè, êàê O(1/s).
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4. Âûâîäû. Ïðåäëîæåííàÿ è èçó÷åííàÿ çäåñü ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññîâ ñëîæíîãî íà-

ãðóæåíèÿ ïî òðàåêòîðèÿì äå�îðìàöèè ëþáîé ðàçìåðíîñòè è ñëîæíîñòè ïðèãîäíà êàê äëÿ ïðîöåññîâ

àêòèâíîãî íàãðóæåíèÿ, òàê è äëÿ ðàçãðóçêè. Îíà ðåøàåò ïðîáëåìó êàëèáðîâêè îïðåäåëÿþùèõ �óíê-

öèîíàëîâ è ñâîäèò îñíîâíóþ çàäà÷ó ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ îäíîé ñêàëÿðíîé �óíöèè-ìåòðèêè Σ(s).
Äàæå ãðóáîå ïðèáëèæåíèå ýòîé �óíêöèè îêàçàëîñü ïðèåìëåìûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåõàíèêè è �èçè-

êè. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä è äëÿ íàèáîëåå ïðîñòûõ äâóìåðíûõ ïðîöåññîâ äàë âîçìîæíîñòü òî÷íî

(â ðàìêàõ ìîäåëè) îïðåäåëèòü ðàíåå íåèçâåñòíûé âèä ýêñïåðèìåíòàëüíîé çàâèñèìîñòè �.À. Âàñèíà.

Îòûñêàíèå íåîáðàòèìûõ íàïðÿæåíèé ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó êàëèáðîâêè ìîäåëè, à ïðè èñïîëü-

çîâàíèè ïðåäñòàâëåíèé (4) èëè áîëåå ñëîæíûõ â ïðîñòðàíñòâàõ âûñîêîé ðàçìåðíîñòè � òî÷íî ñ�îð-

ìóëèðîâàòü òåîðåìó èçîìîð�èçìà À.À. Èëüþøèíà. Â íàøåì ðàññìîòðåíèè òåîðåìà èçîìîð�èçìà

óñòàíàâëèâàåò ïîäîáèå ãåîìåòðèè òðàåêòîðèè äå�îðìàöèè è �îðìû îòêëèêà. Ïåðâîíà÷àëüíî îáíà-

ðóæåííîå ïðè àíàëèçå ýêñïåðèìåíòîâ ïî ñëîæíîìó íàãðóæåíèþ ïðîöåññîâ ñ âèíòîâûìè òðàåêòîðè-

ÿìè äå�îðìàöèé [4℄, îíî îêàçàëàñü ïðèãîäíûì â ñëó÷àå ñïèðàëüíûõ òðàåêòîðèé, à òàêæå êðóãîâûõ

è ìíîãèõ äðóãèõ. Äàííîå èññëåäîâàíèå, à êîíêðåòíî ðàçäåëåíèå íàïðÿæåíèé íà ñîñòàâíûå ÷àñòè çà

ïðåäåëàìè ñëåäà çàïàçäûâàíèÿ, êàê ðàç è ïðèâîäèò ê òàêîìó ñîîòâåòñòâèþ.
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�àññìàòðèâàåòñÿ äâóõîñíûé ÷åòûðåõêîëåñíûé àïïàðàò â íà÷àëå äâèæåíèÿ íà

�ìèêñòå� � ó÷àñòêå îïîðíîé ïëîñêîñòè ñ ðàçíûìè êîý��èöèåíòàìè òðåíèÿ äëÿ ëåâîãî

è ïðàâîãî êîëåñ îäíîé îñè. Â çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé äâèæåíèÿ âçàèìîäåéñòâèå êîëåñ

àïïàðàòà ñ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ óâîäà èëè ìîäåëüþ ñóõîãî òðåíèÿ

Êóëîíà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ �ðàêöèîííîãî àíàëèçà è òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ âîçìó-

ùåíèé ïîëó÷åíà îöåíêà èìïóëüñà óãëîâîé ñêîðîñòè, êîòîðûé ïðèîáðåòàåò êîðïóñ àïïàðàòà

ïîñëå çàâåðøåíèÿ áûñòðîãî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà âûðàâíèâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñèë íà êîëå-

ñàõ âåäóùåé îñè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: �ìèêñò�, çàíîñ êîëåñíîãî àïïàðàòà, �ðàêöèîííûé àíàëèç, òåîðèÿ

ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé, ìîäåëü êóëîíîâà òðåíèÿ, ìîäåëü óâîäà.
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di�erent fri
tion 
oe�
ients for the left and right wheels of one of the vehi
le axes. Depending

on the 
onditions of vehi
le motion, the intera
tion of its wheels with the referen
e plane is

des
ribed by the slip model or the Coulomb dry fri
tion model. Using the methods of fra
tional

analysis and the theory of singular perturbations, we estimated the angular velo
ity impulse,

whi
h is obtained by the vehi
le body after the 
ompletion of the aligning transient pro
ess of

the 
onta
t for
es on the wheels of the drive axis.

Key words: �µ-split surfa
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perturbations, Coulomb fri
tion model, slip model.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëå-

äîâàíèÿ [1℄, îðèåíòèðîâàííûå íà îïèñàíèå äèíàìèêè àâòîìîáèëÿ â ñëó÷àå, êîãäà äî è ïîñëå ïî-

ïàäàíèÿ íà �ìèêñò� åãî êîëåñà âçàèìîäåéñòâóþò ñ äîðîãîé ïîñðåäñòâîì ïðîäîëüíîãî è ïîïåðå÷-

íîãî ìèêðîïðîñêàëüçûâàíèÿ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõ æå ïîäõîäîâ îáñóæäàåòñÿ ýòîò è äðóãèå ñëó-

÷àè êîíòàêòà êîëåñ ñ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ è ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. �àñ-

ñìîòðèì äâèæåíèå äâóõîñíîãî ÷åòûðåõêîëåñíîãî àïïàðàòà ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Êàê è

â [1℄, ïðåíåáðåãàÿ âëèÿíèåì äå�îðìàöèé ïîäâåñêè íà åãî ãåîìåòðèþ ìàññ è äâèæåíèå, áóäåì ñ÷è-

òàòü îñè âðàùåíèÿ êîëåñ �èêñèðîâàííûìè â åãî ïðîäîëüíîé ïëîñêîñòè ñèììåòðèè, óãëû ðàçâà-

ëà è ñõîæäåíèÿ êîëåñ � ðàâíûìè íóëþ. Ñâÿæåì ñ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó

�èñ. 1

êîîðäèíàò Ox0y0z0, ñ öåíòðàìè ìàññ êîðïóñà è

êîëåñ àïïàðàòà � ñèñòåìû êîîðäèíàò Cxyz è

Aijxijyijzij ñîîòâåòñòâåííî. Èíäåêñû i çàäàþò ïå-
ðåäíþþ (i = 1) è çàäíþþ (i = 2) îñè, èíäåêñû
j � ëåâóþ (j = 1) è ïðàâóþ (j = 2) ñòîðîíû
ïî õîäó äâèæåíèÿ àïïàðàòà; îñè Oz0, Oz è Aijzij
íàïðàâëåíû ïî âåðòèêàëè, îñü Cx � âäîëü ïðî-

äîëüíîé îñè ñèììåòðèè êîðïóñà, îñè Aijyij � ïî

îñÿì âðàùåíèÿ êîëåñ (ðèñ. 1). Ïîëîæåíèå àïïà-

ðàòà îïðåäåëÿåòñÿ êîîðäèíàòàìè X, Y òî÷êè C â

ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox0y0z0, óãëîì Ψ ïîâîðîòà åãî

êîðïóñà âîêðóã îñè Cz (óãëîì êóðñà) è óãëàìè Θij

ïîâîðîòà êîëåñ âîêðóã îñåé Aijyij . Óãëû ïîâîðî-

òà ïåðåäíèõ êîëåñ îòíîñèòåëüíî êîðïóñà âîêðóã

îñåé A1jz1j ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ. �àññìàò-

ðèâàÿ ñëó÷àé, êîãäà îòíîøåíèå ìàññû êîëåñà ê

ìàññå àïïàðàòà ìàëî, áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî

öåíòð ìàññ àïïàðàòà ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé C.
Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ àïïàðàòà èç

óðàâíåíèé èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ òî÷êè C â ïðîåêöèÿõ íà îñè Cx è Cy, óðàâíåíèÿ èçìå-
íåíèÿ åãî êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî òî÷êè C â ïðîåêöèè íà îñü Cz, óðàâíåíèé èçìåíåíèÿ
êèíåòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ êîëåñ îòíîñèòåëüíî îñåé Aijyij è íåîáõîäèìûõ êèíåìàòè÷åñêèõ ñîîòíîøå-

íèé [1℄:

MV̇x = P11x + P12x + P21x + P22x +MVyΩz − Fx,

MV̇y = P11y + P12y + P21y + P22y −MVxΩz + Fy,

IzΩ̇z = (−P11x + P12x − P21x + P22x)B + (P11y + P12y)A1 − (P21y + P22y)A2 +Mz,

IiΩ̇ij = −PijxR+ Lij (i, j = 1, 2),

Ẋ = Vx cosΨ− Vy sinΨ, Ẏ = Vx sinΨ + Vy cosΨ, Ψ̇ = Ωz, Θ̇ij = Ωij.

(1)

Òî÷êîé îáîçíà÷åíî äè��åðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè T ; M � ìàññà àïïàðàòà; Iz = Mρ2z è ρz � åãî

ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñè Cz è ðàäèóñ èíåðöèè; Ii = mρ2i � îñåâûå ìîìåíòû èíåðöèè êîëåñ;

m è ρi � ìàññà êîëåñà è ñîîòâåòñòâóþùèå ðàäèóñû èíåðöèè; R � ðàäèóñ êîëåñ; Ai � ðàññòîÿíèÿ

îò îñè Cz äî ïðÿìûõ Ai1Ai2; 2B � äëèíû îòðåçêîâ Ai1Ai2; Pijx è Pijy � ïðîåêöèè êàñàòåëüíîé

ñîñòàâëÿþùåé êîíòàêòíîé ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ij-ãî êîëåñà ñ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ íà îñè Aijxij
è Aijyij ; Lij � ìîìåíòû ñî ñòîðîíû äâèãàòåëÿ è òîðìîçíûõ êîëîäîê, ïðèëîæåííûå ê ij-ìó êîëå-

ñó ïî íàïðàâëåíèþ îñè Aijyij ; Fx, Fy è Mz � ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîåêöèè âíåøíèõ âîçìóùàþùèõ

ñèë è ìîìåíòîâ. Ïðè âûáðàííîì íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ äàëåå áóäåì ïîëàãàòü Vx(0) > 0. Êàê è â

ðàáîòàõ [1�6℄, â ñèëó óñëîâèÿ

m≪M (2)
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ïðè çàïèñè óðàâíåíèÿ èçìåíåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà àïïàðàòà íå ó÷èòûâàþòñÿ ïðîåêöèè êèíå-

òè÷åñêèõ ìîìåíòîâ åãî êîëåñ.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü [1℄ çàäíåïðèâîäíîé àïïàðàò, äëÿ êîòîðîãî

�èñ. 2

L1j = 0, L2j = L, (3)

ãäå L � ìîìåíò íà âûõîäíûõ îñÿõ äè��åðåíöèà-

ëà, è ïðåíåáðåæåì âîçìóùåíèÿìè Fy è Mz.

Óðàâíåíèÿ ñèñòåìû äâèãàòåëü�òðàíñìèññèÿ

èìåþò âèä

IΩ̇ =M(Ω, η)− 2

n
L, Ω =

n

2
(Ω21 +Ω22), (4)

ãäå Ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âûõîäíîãî âàëà äâèãàòå-

ëÿ; I � ìîìåíò èíåðöèè ýòîé ñèñòåìû, ïðèâåäåí-

íûé ê âûõîäíîìó âàëó; n � ïåðåäàòî÷íîå ÷èñëî

òðàíñìèññèè îò âûõîäíîãî âàëà äâèãàòåëÿ ê âûõîäíûì îñÿì äè��åðåíöèàëà; M(Ω, η) � ý��åê-

òèâíûé ìîìåíò äâèãàòåëÿ; η � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ïîäà÷ó òîïëèâà (ïðèâåäåííîå ïîëî-

æåíèå ïåäàëè ãàçà). �ðà�èêè çàâèñèìîñòè M(Ω, η) îò Ω ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà η
(η∗ < η0 < η1 < η2 < . . .) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2 [1, 7℄.

Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà Fx âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

Fx(Vx) =
1

2
ρV 2

x Scx, (5)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü âîçäóõà (ρ = 1,202− 1,225 êã/ì3
); cx è S � áåçðàçìåðíûé êîý��èöèåíò ëîáîâîãî

ñîïðîòèâëåíèÿ è õàðàêòåðíàÿ ïëîùàäü, çàâèñÿùèå îò �îðìû àïïàðàòà.

Äëÿ îïèñàíèÿ êàñàòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé êîíòàêòíîé ñèëû, äåéñòâóþùåé íà ij-å êîëåñî àïïà-
ðàòà, áóäåì èñïîëüçîâàòü ìîäåëü, êîòîðàÿ, â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííîé ìîäåëè óâîäà [8℄, ó÷èòûâàåò

êàê ïîïåðå÷íûå, òàê è ïðîäîëüíûå äå�îðìàöèè êîëåñ [1�4, 6, 9℄:

Pijx = −κijxNijp(εij)
εijx
εij

, Pijy = −κijyNijp(εij)
εijy
εij

,

εijx =
Uijx

ΩijR
, εijy =

Uijy

ΩijR
, εij =

√
ε2ijx + ε2ijy (i, j = 1, 2).

(6)

Çäåñü κijx è κijy � êîý��èöèåíòû êóëîíîâà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ â ïðîäîëüíîì è ïîïåðå÷íîì íàïðàâ-

ëåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè ñèììåòðèè ij-ãî êîëåñà (ïî îñÿì Aijxij è Aijyij); Nij � íîðìàëüíûå

ðåàêöèè â òî÷êàõ êîíòàêòà êîëåñ ñ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ; εijx è εijy � îòíîñèòåëüíûå ïðîñêàëüçû-

âàíèÿ êîëåñ â ïðîäîëüíîì è ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèÿõ; Uijx è Uijy � ïðîåêöèè ñêîðîñòè òî÷êè

êîíòàêòà ij-ãî êîëåñà ñ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ íà îñè Aijxij è Aijyij ñîîòâåòñòâåííî, âû÷èñëÿåìûå ïî
�îðìóëàì

Uijx = Vx + (−1)jBΩz − ΩijR, Uijy = Vy − (−1)iAiΩz. (7)

Áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü [1℄ õàðàêòåðèñòèêó p(εij) êóñî÷íî-ëèíåéíîé �óíêöèåé

p = εij/ε ïðè εij < ε; p = 1 ïðè εij > ε, 0 < ε≪ 1. (8)

Äëÿ ïíåâìàòè÷åñêèõ äå�îðìèðóåìûõ êîëåñ ε ∼ 10−1
, äëÿ ñòàëüíûõ êîëåñ ε ∼ 10−2

�10−3
.

Èíòåðâàë, îïðåäåëÿåìûé ïåðâûì íåðàâåíñòâîì (8) è ñîîòâåòñòâóþùèé ëèíåéíîé çîíå õàðàêòå-

ðèñòèêè êîíòàêòíîé ñèëû, îòâå÷àåò äâèæåíèþ êîëåñ àïïàðàòà ñ ìàëûìè ñìåùåíèÿìè (ìèêðîïðî-

ñêàëüçûâàíèåì), íî áåç ñêîëüæåíèÿ îòíîñèòåëüíî îïîðíîé ïëîñêîñòè. Êàê è â [1�4, 6, 10℄, áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî ïðè ýòîì êîëåñà íå òåðÿþò ñöåïëåíèå ñ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ. Íåîáõîäèìûì è äîñòà-

òî÷íûì óñëîâèåì òàêîãî äâèæåíèÿ ñëóæèò íåðàâåíñòâî

(
Pijx

κijxNij

)2

+

(
Pijy

κijyNij

)2

< 1. (9)

Âòîðîå íåðàâåíñòâî (8) îòâå÷àåò ñêîëüæåíèþ êîëåñ àïïàðàòà � èõ ïîòåðå ñöåïëåíèÿ ñ îïîðíîé

ïëîñêîñòüþ. Çäåñü êàñàòåëüíûå ñîñòàâëÿþùèå êîíòàêòíûõ ñèë ïåðåõîäÿò â êóëîíîâû ñèëû òðåíèÿ

ñêîëüæåíèÿ.
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Âòîðîå óðàâíåíèå (4) ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü èç ñèñòåìû (1), (3)�(8) îäíó èç ïåðåìåííûõ Ω21,

Ω22, Ω. Äè��åðåíöèðîâàíèå åãî îáåèõ ÷àñòåé ïî âðåìåíè è ïîäñòàíîâêà ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ â

ïåðâîå óðàâíåíèå (4) ñ ó÷åòîì äâóõ ïîñëåäíèõ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé (1) äëÿ i = 2 äàþò

L =
1

2

n
+ n

I

I2

[
M(Ω, η) +

n

2

I

I2
R(P21x + P22x)

]
, Ω =

n

2
(Ω21 +Ω22). (10)

Èñêëþ÷àåìàÿ ïåðåìåííàÿ â êàæäîì ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî èëè âòîðîãî íåðàâåíñòâà (8) áóäåò

îïðåäåëÿòüñÿ óäîáñòâîì èññëåäîâàíèÿ.

Òàê æå, êàê è â [1℄, ðàçîáüåì èññëåäîâàíèå äèíàìèêè àïïàðàòà íà äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå,

äî ïîïàäàíèÿ íà �ìèêñò�, àïïàðàò äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî, ïðÿìîëèíåéíî, áåç ïîòåðè ñöåïëåíèÿ êîëåñ

ñ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ. Íà âòîðîì ýòàïå ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíàÿ ñòàäèÿ äâèæåíèÿ àïïàðàòà íà

�ìèêñòå�. Â ìîìåíò âðåìåíè, êîòîðûé áóäåò ïðèíèìàòüñÿ çà íà÷àëüíûé äëÿ ýòîãî ýòàïà, êîý��èöè-

åíò êóëîíîâà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ κ22 ïðàâîãî çàäíåãî (âåäóùåãî) êîëåñà ìãíîâåííî èçìåíÿåò ñâîå

çíà÷åíèå ñ κ0 íà κM < κ0. Ïðè ýòîì ñòàöèîíàðíîå, óñòàíîâèâøååñÿ äâèæåíèå àïïàðàòà íàðóøàåò-

ñÿ è â ñèñòåìå âîçíèêàåò äèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ, îáóñëîâëåííûé ðàçëè÷èÿìè âåëè÷èí êàñàòåëüíûõ

ñîñòàâëÿþùèõ êîíòàêòíûõ ñèë íà åãî çàäíèõ êîëåñàõ. �àññìàòðèâàÿ íà÷àëüíóþ ñòàäèþ äâèæåíèÿ

àïïàðàòà ïðè ïîïàäàíèè íà �ìèêñò�, îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ïîïåðå÷íàÿ è óãëîâàÿ ñêîðîñòè

êîðïóñà àïïàðàòà ìàëû è èçìåíÿþòñÿ â ñëåäóþùèõ äèàïàçîíàõ:

|Vy| ∼ |Ωz|(A1 +A2) . εVx. (11)

Èçó÷àÿ äèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ, âûáåðåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ

ïåðåìåííûõ äëÿ ïðåäûäóùåãî ýòàïà óñòàíîâèâøåãîñÿ äâèæåíèÿ.

2. Äâèæåíèå àïïàðàòà äî ïîïàäàíèÿ íà �ìèêñò�. Íà îñíîâàíèè (1), (3)�(8), (10) ðàâíîìåð-

íîìó ïðÿìîëèíåéíîìó (ñòàöèîíàðíîìó) äâèæåíèþ àïïàðàòà áåç ïîòåðè ñöåïëåíèÿ êîëåñ ñ îïîðíîé

ïëîñêîñòüþ îòâå÷àþò ñîîòíîøåíèÿ

κij = κ0, Vy = 0, Ωz = 0, Uijy = 0, εijy = 0, Pijy = 0, P1jx = 0,

U1jx = 0, Vx = Ω1R, Ω1 = Ω1j , P2jx = L/R (i, j = 1, 2).
(12)

Â ÷àñòíîñòè, èç ÷åòâåðòîãî è âîñüìîãî ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïðè òàêîì äâèæåíèè ïåðåäíèå

êîëåñà íå ïðîñêàëüçûâàþò îòíîñèòåëüíî îïîðíîé ïëîñêîñòè, çàäíèå (âåäóùèå) êîëåñà íå ïðîñêàëü-

çûâàþò â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè.

�àññìàòðèâàÿ àïïàðàòû ñ íèçêèì ðàñïîëîæåíèåì öåíòðà ìàññ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â õîäå ñòà-

öèîíàðíîãî äâèæåíèÿ íîðìàëüíûå ðåàêöèè ïðèíèìàþò ðàâíûå çíà÷åíèÿ:

Nij = N =Mg/4. (13)

Ïåðâûå óðàâíåíèÿ (1) è (4) ñ ó÷åòîì (6), ïåðâîãî ðàâåíñòâà (8), äâóõ ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé (12)

è �îðìóëû (13) äàþò øåñòü çíà÷àùèõ ñîîòíîøåíèé

0 = 2P2jx − Fx(Vx), −P2jxR+ nM(Ω, η)/2 = 0,

P2jx = −κ0N
ε2jx
ε
, ε2jx =

U2jx

Ω2jR
, U2jx = Vx − Ω2jR, Ω = nΩ2j (j = 1, 2),

(14)

ñâÿçûâàþùèõ ïÿòü íåèçâåñòíûõ ïåðåìåííûõ âåëè÷èí Vx, P2jx, ε2jx, Ω, Ω2j è ïàðàìåòð η, ãäå Fx(Vx)
âû÷èñëÿåòñÿ èç (5). Òåì ñàìûì ýòè ïåðåìåííûå è ïàðàìåòð çàâèñèìû. Çà�èêñèðîâàâ Vx = V0 =

onst, ïîëó÷èì

P2jx =
Fx(V0)

2
, ε2jx = −εFx(V0)

2κ0N
= ε0, Ω2j =

V0
R(1− ε0)

= Ω2,

Ω = nΩ2 = Ω0, M(Ω0, η) = Fx(V0)R/n (j = 1, 2).

(15)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî (15) ïîçâîëÿåò íàéòè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà

η = η0, (16)
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ñîîòâåòñòâóþùåå ñòàöèîíàðíîìó äâèæåíèþ (12), (13),

(15), (16). Ýòî äâèæåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî [1℄

â ñèëó ñèñòåìû (1), (3)�(8), (10).

Íà ðèñ. 2 çíà÷åíèå η0 îòâå÷àåò âåòâè ñåìåéñòâà ãðà-
�èêîâM(Ω, η), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (Ω0, Fx(V0)R/n).
Ñîãëàñíî òðåòüåìó ñîîòíîøåíèþ (14) è âòîðîìó ðàâåí-

ñòâó (15) çíà÷åíèå ε0 ìîæåò áûòü íàéäåíî ãðà�è÷åñêè

êàê àáñöèññà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðà�èêà P2jx = −κ0N
ε2jx/ε (j = 2) ñ ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé P2jx = Fx(V0)/2
(ðèñ. 3, êðèâàÿ 1 ).

3. Äâèæåíèå àïïàðàòà íà �ìèêñòå�. Âñå êîëå-

ñà ñîõðàíÿþò ñöåïëåíèå ñ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûÿñíèòü, íà êàêèå ïåðåìåííûå â íàè-

áîëüøåé ñòåïåíè ïîâëèÿåò èçìåíåíèå êîý��èöèåíòà êó-

ëîíîâà òðåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå, ïðîâåäåì îöåíêó ïîñòî-

ÿííûõ âðåìåíè äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

Â ñèëó ìàëîñòè ïàðàìåòðîâ ε è µ = m/M (ñì. (2) è (8)) ñîñòàâëÿþùèå åå äâèæåíèÿ ðàçâèâàþò-

ñÿ â ñèëüíî ðàçíåñåííûõ âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ. Èõ îöåíêàìè ñëóæàò: T1 = Vx∗
/g � îïðåäåëÿåìîå

èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1) õàðàêòåðíîå âðåìÿ èçìåíåíèÿ ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè Vx êîðïóñà àï-
ïàðàòà ïîä äåéñòâèåì êîíòàêòíûõ ñèë; T2 = εVx∗

/g � îïðåäåëÿåìîå èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé

ñèñòåìû (1) ñ ó÷åòîì (7), ïåðâîãî ðàâåíñòâà (8) è îãðàíè÷åíèé (11) õàðàêòåðíîå âðåìÿ èçìåíåíèÿ

ïîïåðå÷íîé è óãëîâîé ñêîðîñòåé êîðïóñà àïïàðàòà Vy è Ωz, à òàêæå ïîïåðå÷íûõ ñêîðîñòåé Uijy òî÷åê

êîíòàêòà êîëåñ ñ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ; T3 = µVx∗
/g � îïðåäåëÿåìîå èç ÷åòûðåõ ïîñëåäíèõ äèíàìè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (1) õàðàêòåðíîå âðåìÿ èçìåíåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè îñåâîãî âðàùåíèÿ êîëåñ;

T4 = µεVx∗
/g � îïðåäåëÿåìîå ñ ó÷åòîì (8) õàðàêòåðíîå âðåìÿ èçìåíåíèÿ ïðîäîëüíûõ ñêîðîñòåé Uijx

òî÷åê êîíòàêòà êîëåñ ñ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ; T5 = I/KD, KD = (∂M/∂Ω)∗ � îïðåäåëÿåìîå èç (4)

õàðàêòåðíîå âðåìÿ èçìåíåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè âûõîäíîãî âàëà äâèãàòåëÿ (ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæå-

íèÿ äëÿ KD çàäàåò õàðàêòåðíûé êîý��èöèåíò íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê õàðàêòåðèñòèêàì äâèãàòåëÿ

íà ðèñ. 2).

Äàëåå îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì

0 < µ≪ ε≪ 1, (17)

êîãäà

T4 ≪ T3 ≪ T2 ≪ T1, (18)

è áóäåì ðàññìàòðèâàòü àïïàðàòû è óñëîâèÿ äâèæåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ T4 ∼ T5. Òàêèì îáðàçîì, äèíà-

ìè÷åñêèé ïðîöåññ âûðàâíèâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñèë íà âåäóùèõ êîëåñàõ àïïàðàòà, âîçíèêàþùèé ïðè

ïîïàäàíèè îäíîãî èç íèõ íà �ìèêñò�, â ïåðâóþ î÷åðåäü çàòðàãèâàåò ïðîäîëüíûå ñêîðîñòè òî÷êè êîí-

òàêòà ýòîãî (è îñòàëüíûõ) êîëåñà ñ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ, à òàêæå óãëîâóþ ñêîðîñòü âûõîäíîãî âàëà

äâèãàòåëÿ, èçìåíÿþùèåñÿ íà õàðàêòåðíûõ âðåìåíàõ T ∼ T4 ∼ T5. Ïåðåìåííûå, èçìåíÿþùèåñÿ íà

ñóùåñòâåííî áîëüøèõ âðåìåíàõ, ìîæíî ñ÷èòàòü [1, 2, 11, 12℄ ïîñòîÿííûìè, ðàâíûìè ñâîèì íà÷àëü-

íûì çíà÷åíèÿì, îòâå÷àþùèì ñòàöèîíàðíîìó äâèæåíèþ (12), (13), (15), (16), â ÷àñòíîñòè U22y = 0,
Ω22 = Ω2, Nij = N . Òåì ñàìûì â ìîìåíò ïîïàäàíèÿ ïðàâîãî çàäíåãî êîëåñà íà �ìèêñò� âûðàæåíèÿìè

äëÿ ïðîåêöèé êàñàòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé êîíòàêòíîé ñèëû è äëÿ ìèêðîïðîñêàëüçûâàíèÿ íà ýòîì

êîëåñå ñëóæàò

P22x = −κMN
ε22x
ε
, P22y = 0, ε22x =

U22x

Ω2R
= −εFx(V0)

2κMN
= εM , ε22y = 0, (19)

îòêóäà â ñèëó ÷åòâåðòîãî ñîîòíîøåíèÿ (14), à òàêæå âòîðîãî è òðåòüåãî ðàâåíñòâ (15) ñëåäóåò, ÷òî

ïðîäîëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ U22x ñêîðîñòè òî÷êè êîíòàêòà ïðàâîãî çàäíåãî êîëåñà ìãíîâåííî èçìåíÿåò

çíà÷åíèå ñ U22x0 íà U22xM
, ãäå

U22x0 = ε0Ω2R, U22xM
= εMΩ2R. (20)

Íà îñíîâàíèè (9) è (19) óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ñöåïëåíèÿ ïðàâîãî çàäíåãî êîëåñà ñ îïîðíîé ïëîñ-

êîñòüþ ïðè ïîïàäàíèè íà �ìèêñò� èìååò âèä Fx(V0)/2 < κMN . Çíà÷åíèå εM ìîæåò áûòü íàéäåíî

ãðà�è÷åñêè êàê àáñöèññà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðà�èêà P2jx = −κMNε22x/ε (j = 2) ñ ãîðèçîíòàëüíîé
ïðÿìîé P2jx = Fx(V0)/2 (ðèñ. 3, êðèâàÿ 2 ).
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Èçó÷èì äèíàìèêó àïïàðàòà ïîñëå ïîïàäàíèÿ íà �ìèêñò� ñ ïðèìåíåíèåì àñèìïòîòè÷åñêèõ ìå-

òîäîâ ðàçäåëåíèÿ äâèæåíèé [2, 11, 12℄. Äëÿ ýòîãî ïðèâåäåì ñèñòåìó (1), (3)�(8), (10) îòíîñèòåëüíî

èçáûòî÷íîãî íàáîðà äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ Vx, Vy, Ωz, Ω11, Ω12, Ω21, Ω22, Ω ê ñèíãóëÿðíî âîç-

ìóùåííîé �îðìå [12℄ ñ ìàëûìè ïàðàìåòðàìè ïðè ïðîèçâîäíûõ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäèêîé �ðàê-

öèîííîãî àíàëèçà [2, 11℄ ïåðåéäåì îò ýòîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ ê íàáîðó Vx, Vy, Ωz, U11x, U12x, U21x,

U22x, âêëþ÷àþùåìó áûñòðûå ïåðåìåííûå. Â ñèëó (7) è ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ (14) èìååì

Ωij =
1

R

(
Vx + (−1)jBΩz − Uijx

)
(i, j = 1, 2), Ω =

n

2R
(2Vx − U21x − U22x). (21)

Ïîñëå óêàçàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ó÷åòà óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèé ðàññìàòðèâàåìàÿ ñè-

ñòåìà ïðèíèìàåò âèä

MV̇x = F1, MV̇y = F2, IzΩ̇z = F3,

U̇11x =
1

M
F1 −

B

Iz
F3 −

R

I1
F4, U̇12x =

1

M
F1 +

B

Iz
F3 −

R

I1
F5,

U̇21x =
1

M
F1 −

B

Iz
F3 −

R

I2
F6, U̇22x =

1

M
F1 +

B

Iz
F3 −

R

I2
F7,

F1 = P11x + P12x + P21x + P22x − Fx(Vx), F2 = P11y + P12y + P21y + P22y −MVxΩz,

F3 = (−P11x + P12x − P21x + P22x)B + (P11y + P12y)A1 − (P21y + P22y)A2,

F4 = −P11x, F5 = −P12x, F6 = −P21x + L, F7 = −P22x + L.

(22)

Âûðàæåíèÿ (6), (7) äëÿ êàñàòåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ êîíòàêòíûõ ñèë çàïèñûâàþòñÿ â �îðìå

P1jx = −κ0N
U1jx

ε(Vx + (−1)jBΩz − U1jx)
, P1jy = −κ0N

Vy +AiΩz

ε(Vx + (−1)jBΩz − U1jx)
,

P21x = −κ0N
U21x

ε(Vx −BΩz − U21x)
, P21y = −κ0N

Vy −A2Ωz

ε(Vx −BΩz − U21x)
,

P22x = −κMN
U22x

ε(Vx +BΩz − U22x)
, P22y = −κMN

Vy −A2Ωz

ε(Vx +BΩz − U22x)
(i, j = 1, 2).

(23)

Çäåñü Fx(Vx) âû÷èñëÿþòñÿ èç (5), N � èç (13), L � èç (10), ãäå Ω çàäàåòñÿ ïîñëåäíåé �îðìóëîé (21).

Ïðîâåäåì íîðìàëèçàöèþ [2, 11℄ ñèñòåìû (22), (23) íà êëàññå äâèæåíèÿ, îïðåäåëÿåìîì óñëî-

âèåì (2), ïåðâûì íåðàâåíñòâîì (8) è îãðàíè÷åíèÿìè (11), (17), çàìåíèâ ïåðåìåííûå è âðåìÿ èõ

áåçðàçìåðíûìè àíàëîãàìè:

T = T∗t, Vx = Vx∗vx, Vy = Vy∗vy, Ωz = Ωz∗ωz, Uijx = Uijx∗uijx, Pijx = Pijx∗pijx,

Pijy = Pijy∗pijy (i, j = 1, 2), L = L∗l, Ω = Ω∗ω, M(Ω, η) =M∗m(ω, η),

Fx = Fx∗fx, Fk = Fk∗fk (k = 1, . . . , 7).

(24)

Íèæíèì èíäåêñîì ∗ ïîìå÷åíû õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ. Áóäåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü µ è ε â êà÷åñòâå ìàëûõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå äàëåå áóäóò óñòðåìëåíû ê íóëþ, è âûáåðåì

õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Vy∗ = (A1 +A2)Ωz∗ = Uijx∗ = εVx∗,

Ω∗ =MgR/KD = Vx∗/R, Pijx∗ = Pijy∗ = Fx∗ =Mg, L∗ =M∗ =MgR,

F1∗ = F2∗ =Mg, F3∗ =Mg(A1 +A2), F4∗ = F5∗ = F6∗ = F7∗ =MgR,

(25)

îãðàíè÷èâøèñü õàðàêòåðèñòèêàìè äâèãàòåëÿ, äëÿ êîòîðûõ

KD ∼MgR2/
√
g(A1 +A2),

ò.å. Vx∗ ∼
√
g(A1 +A2).

�àññìàòðèâàÿ íà÷àëüíûé ýòàï çàíîñà àïïàðàòà ïîñëå ïîïàäàíèÿ íà �ìèêñò�, îãðàíè÷åííûé õà-

ðàêòåðíûìè âðåìåíàìè T ∼ T2 èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ Vy è Ωz, ïðèìåì T∗ = T2. Íîðìàëèçîâàííûì
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àíàëîãîì ñèñòåìû (22), (23) ñëóæèò ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà òèõîíîâñêîãî âèäà [2, 11, 12℄

ñ ìàëûìè ïàðàìåòðàìè (17):

v′x = εf1, v′y = f2, ω′
z =

1

i2z
f3,

µu′11x = µf1 − µ
b

i2z
f3 −

1

i21
f4, µu′12x = µf1 + µ

b

i2z
f3 −

1

i21
f5,

µu′21x = µf1 − µ
b

i2z
f3 −

1

i22
f6, µu′22x = µf1 + µ

b

i2z
f3 −

1

i22
f7,

(26)

f1 = p11x + p12x + p21x + p22x − fx(vx), f2 = p11y + p12y + p21y + p22y − εvxωz,

f3 = (−p11x + p12x − p21x + p22x)b+ (p11y + p12y)a1 − (p21y + p22y)a2,

f4 = −p11x, f5 = −p12x, f6 = −p21x + l, f7 = −p22x + l, fx(vx) = ρv2xScx(A1 +A2)/2M,

l =
1

2

n
+ ni23

[
m(ω, η) +

n

2
i23(p21x + p22x)

]
, ω =

n

2
(2vx − εu21x − εu22x),

a1 =
A1

A1 +A2
, a2 =

A2

A1 +A2
, b =

B

A1 +A2
, iz =

ρz
A1 +A2

, i1 =
ρ1
R
, i2 =

ρ2
R
, i23 =

I

I2
,

p1jx = −1

4
κ0

u1jx
vx + (−1)jεbωz − εu1jx

, p1jy = −1

4
κ0

vy + aiωz

vx + (−1)jεbωz − εu1jx
,

p21x = −1

4
κ0

u21x
vx − εbωz − εu21x

, p21y = −1

4
κ0

vy − a2ωz

vx − εbωz − εu21x
,

p22x = −1

4
κM

u22x
vx + εbωz − εu22x

, p22y = −1

4
κM

vy − a2ωz

vx + εbωz − εu22x
(i, j = 1, 2).

(27)

Øòðèõîì îáîçíà÷åíû ïðîèçâîäíûå ïî áåçðàçìåðíîìó âðåìåíè t.
Ñ ó÷åòîì (24) íîðìàëèçîâàííûå àíàëîãè íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ ïåðåìåííûõ Vx, Vy, Ωz, U11x,

U12x, U21x â ìîìåíò ïîïàäàíèÿ íà �ìèêñò�, êîòîðûå ðàâíû ñâîèì çíà÷åíèÿì íà ýòàïå ñòàöèîíàðíîãî

äâèæåíèÿ (12), (13), (15), (16), è íîðìàëèçîâàííûå àíàëîãè íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ U21x è

U22x, ñîâïàäàþùèõ ñ U21x0 è U22xM
èç (20), ïðèíèìàþò âèä

vx(0) = v0, v0 = V0/Vx∗, vy(0) = 0, ωz(0) = 0, u11x(0) = u12x(0) = 0, u21x(0) = ε0ω2/ε,

u22x(0) = εMω2/ε, ω2 = Ω2R/Vx∗,
(28)

ãäå V0, Ω2 è Vx∗ áûëè îïðåäåëåíû ïðè çàïèñè (15) è (25).

Ïðîâåäÿ âûðîæäåíèå ñèñòåìû (26), (27) ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó µ è ñ÷èòàÿ ïàðàìåòð ε êîíå÷íûì,
ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

v′x = εf1, v′y = f2, ω′
z =

1

i2z
f3, p1jx = 0, p2jx = l =

n

2
m(ω, η) (j = 1, 2), (29)

ãäå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðàâûõ ÷àñòåé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîíòàêòíûõ ñèë è ìîìåíòà, ïðè-

ëîæåííîãî ê çàäíèì êîëåñàì àïïàðàòà, âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè �îðìóë (27), ñ ó÷åòîì êîòîðûõ

êîðíåì ïåðâûõ äâóõ êîíå÷íûõ óðàâíåíèé (29) ñëóæèò

u11x = u12x = 0. (30)

Ïîëó÷àåìîå èç äâóõ ïîñëåäíèõ êîíå÷íûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (29) óñëîâèå ðàâåíñòâà êîíòàêò-

íûõ ñèë íà êîëåñàõ âåäóùåé îñè îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî íà õàðàêòåðíûõ âðåìåíàõ T ∼ T2 ïðîöåññ

èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ U21x è U22x, ïðîèñõîäÿùèé íà âðåìåíàõ T ∼ T4, óæå çàâåðøåí, ò.å. êîí-

òàêòíûå ñèëû óðàâíîâåøèâàþòñÿ äè��åðåíöèàëîì, íåñìîòðÿ íà ðàçíûå êîý��èöèåíòû κ0 è κM
êóëîíîâà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ (ïîäðîáíåå ïðîòåêàíèå ýòîãî ïðîöåññà îáñóæäàåòñÿ íèæå). Ïåðåéäåì

ê îòûñêàíèþ êîðíÿ óêàçàííûõ óðàâíåíèé. Èç óñëîâèÿ p21x = p22x ñ ó÷åòîì (27) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

u21x =
κM
κ0

u22x +O(ε),
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ñîãëàñíî êîòîðîìó âûðàæåíèå äëÿ ω ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

ω = nvx − ε
n

2

(
κM
κ0

+ 1

)
u22x +O(ε2).

Ïîäñòàâèâ åãî â âûðàæåíèå äëÿ m(ω, η) èç (27) è ïðîâåäÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ïî ε, ïîëó÷èì

m(ω, η) = m(nvx, η) − ε
n

2

(
κM
κ0

+ 1

)
∂m

∂ω

∣∣∣∣
ω=nvx

u22x +O(ε2),

îòêóäà ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé äëÿ p2jx èç (27) è äâóõ ïîñëåäíèõ êîíå÷íûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (29)

ñëåäóþò èñêîìûå âûðàæåíèÿ

u21x =
−2vxnm(nvx, η)

κ0
+O(ε), u22x =

−2vxnm(nvx, η)

κM
+O(ε). (31)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áëèçîñòè ðåøåíèé èñõîäíîé è âûðîæäåííîé ñèñòåì (26), (27) è (29) âîñ-

ïîëüçóåìñÿ òåîðèåé Òèõîíîâà�Âàñèëüåâîé [2, 11, 12℄. Èññëåäóåì èçîëèðîâàííîñòü, àñèìïòîòè÷åñêóþ

óñòîé÷èâîñòü ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ è îáëàñòü âëèÿíèÿ òî÷åê ïîêîÿ ïðèñîåäèíåííîé ñèñòåìû,

ïîëó÷àåìîé èç (26) ïóòåì çàìåíû âðåìåíè τ = t/µ è ïîñëåäóþùåãî ïðèðàâíèâàíèÿ ñëàãàåìûõ ïî-

ðÿäêà µ ê íóëþ:

du1jx
dτ

=
1

i21
p1jx,

du2jx
dτ

=
1

i22
(p2jx − l) (j = 1, 2). (32)

Çíà÷åíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé âû÷èñëÿþòñÿ èç (27). Ñèñòåìà (32) îïèñûâàåò äâèæåíèå àïïàðàòà íà �ìà-

ëûõ� âðåìåíàõ T ∼ T4. Ìåäëåííûå ïåðåìåííûå vx è vy, ωz, ðàçìåðíûå àíàëîãè êîòîðûõ èçìåíÿþòñÿ

íà âðåìåíàõ T1 è T2, ïîëàãàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Ñ÷èòàÿ õàðàêòåðíîå âðåìÿ ðåàêöèè âîäèòåëÿ (ñèñòå-
ìû óïðàâëåíèÿ) ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäÿùèì T4, çíà÷åíèå η â (27) ïîëàãàåì ðàâíûì çíà÷åíèþ (16)

â ìîìåíò ïîïàäàíèÿ íà �ìèêñò�. Êîîðäèíàòû (30), (31) òî÷êè ïîêîÿ ïðèñîåäèíåííîé ñèñòåìû íàõî-

äÿòñÿ èç êîíå÷íûõ óðàâíåíèé (29).

Èññëåäóåì åå àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ. Ïðîâîäÿ ëèíåàðèçàöèþ

ñèñòåìû (32) îêîëî òî÷êè ïîêîÿ è îòáðàñûâàÿ ÷ëåíû O(ε), ïîëó÷èì

d∆u11x
dτ

= −1

4
κ0

∆u11x
vx

,
d∆u12x
dτ

= −1

4
κ0

∆u12x
vx

,

d∆u21x
dτ

=
1

8i22vx(2 + n2i23)

(
∆u21x(−4κ0 − n2i23κ0) + ∆u22xn

2i23κM

)
,

d∆u22x
dτ

=
1

8i22vx(2 + n2i23)

(
∆u21xn

2i23κ0 +∆u22x(−4κM − n2i23κM )
)
,

(33)

ãäå ∆uijx (i, j = 1, 2) � ìàëûå îòêëîíåíèÿ ïåðåìåííûõ uijx îò òî÷êè ïîêîÿ. Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ

ñèñòåìû (33) íå ñâÿçàíû ñ ïîñëåäíèìè è ìîãóò áûòü èññëåäîâàíû îòäåëüíî. Ïîñêîëüêó ìíîæèòåëü

ïðè ïåðåìåííûõ∆u1jx îòðèöàòåëåí, òî÷êà ïîêîÿ (30) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà â ñèëó ñèñòåìû (33).

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû äâóõ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé (33)

λ2 +
(4 + n2i23)(κ0 + κM )

8i22vx(2 + n2i23)
λ+

κ0κM
8i42v

2
x(2 + n2i23)

= 0 (34)

èìååò äâà ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ îòðèöàòåëüíûõ êîðíÿ λ1, λ2. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà, êîîðäèíàòû

êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ïåðâûìè ñëàãàåìûìè ïðàâûõ ÷àñòåé (31), òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà

ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ è ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì óçëîì íà �àçîâîé ïëîñêîñòè u21x, u22x.
Èññëåäîâàíèå ñèñòåìû (33) ïîêàçàëî, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Àíäðîíîâà�Ïîíòðÿãèíà [13,

14℄ ñèñòåìà (32) ãðóáàÿ: òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà åå �àçîâîãî ïîðòðåòà óñòîé÷èâà è íå èçìåíÿåò-

ñÿ ïðè ìàëûõ èçìåíåíèÿõ ïðàâûõ ÷àñòåé. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà ïîêîÿ (30), (31) àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâà ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ â ñèëó àíàëîãà ñèñòåìû (33), ó÷èòûâàþùåãî ÷ëåíû ïîðÿäêà ε.
Âûÿñíèì îáëàñòü âëèÿíèÿ ýòîé òî÷êè ïîêîÿ, îáðàçîâàííóþ ñîâîêóïíîñòüþ íà÷àëüíûõ çíà÷å-

íèé ïåðåìåííûõ uijx, äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèå ñèñòåìû (32) ñòðåìèòñÿ ê (30), (31). Ïîñêîëüêó ïåðâûå

äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (32) ñêàëÿðíûå, îíè äîïóñêàþò êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå ìåòîäàìè [12℄.
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îáëàñòü âëèÿíèÿ òî÷êè ïîêîÿ ïî ïåðåìåííûì u1jx íå îãðàíè÷åíà. Äëÿ çàìêíó-
òîé ñèñòåìû äâóõ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé (32), ñîãëàñíî êðèòåðèþ Áåíäèêñîíà [14℄, ïîëîæèòåëüíîñòüþ

êîý��èöèåíòà ïðè ïåðâîé ñòåïåíè λ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (34) ïðè ε→ 0 îáåñïå÷èâàåòñÿ
îòñóòñòâèå ïðåäåëüíûõ öèêëîâ íà �àçîâîé ïëîñêîñòè u21x, u22x. Òî÷êà ïîêîÿ (31) åäèíñòâåííà è

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ, ñëåäîâàòåëüíî, åå îáëàñòü âëèÿíèÿ íå îãðà-

íè÷åíà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Âàñèëüåâîé [2, 11, 12℄ ðàññîãëàñîâàíèå ìåæäó ðåøåíèÿìè èñõîäíîé

ñèñòåìû (26), (27) è âûðîæäåííîé ñèñòåìû (29) îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé O(µ) íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå

âðåìåíè t ∼ 1, îòâå÷àþùåì èíòåðâàëó T ∼ T2 ðàçìåðíîãî âðåìåíè T . Äëÿ ïåðåìåííûõ uijx (i, j =
1, 2) ýòà îöåíêà âåðíà âíå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ øèðèíîé O(−µ lnµ).

Ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî (32) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäåëü ïåðåõîäíîãî

ïðîöåññà èçìåíåíèÿ ïðîäîëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòåé òî÷åê êîíòàêòà äî çíà÷åíèé, áëèçêèõ

ê (30) è (31), è ïðîäîëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ êîíòàêòíûõ ñèë äî áëèçêèõ äðóã äðóãó çíà÷åíèé, îïðå-

äåëÿåìûõ êîíå÷íûìè óðàâíåíèÿìè âûðîæäåííîé ñèñòåìû. Òåì ñàìûì íà óðîâíå òî÷íîñòè ñèñòå-

ìû (29) ïîïåðå÷íîå äâèæåíèå àïïàðàòà, îïðåäåëÿåìîå ïåðåìåííûìè vy è ωz, íå âîçìóùàåòñÿ. Ìî-

äåëü âëèÿíèÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà íà äèíàìèêó àïïàðàòà ìîæíî ïîñòðîèòü ïðè ó÷åòå �àêòîðîâ

ñëåäóþùåãî, ïåðâîãî ïî µ, ïîðÿäêà [1, 2, 11, 12℄.
Ñîãëàñíî àëãîðèòìó À.Á. Âàñèëüåâîé [12℄, ïðè ñîñòàâëåíèè ïðèáëèæåííîé ìîäåëè, îïèñûâàþ-

ùåé ðåøåíèå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìû òèõîíîâñêîãî âèäà íà óðîâíå òî÷íîñòè O(µ), íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ ïî ìåäëåííûì ïåðåìåííûì ñëåäóåò ñêîððåêòèðîâàòü ÷ëåíàìè ïîðÿäêà ìàëîãî ïà-

ðàìåòðà. Äëÿ ïðèáëèæåííîé ìîäåëè ñèñòåìû (26), (27) íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïî ìåäëåííûì ïåðåìåí-

íûì vx è vy, ωz âìåñòî (28) ñëåäóåò âû÷èñëÿòü ïî �îðìóëàì vx(0) = v0 + µv
(1)
x (0), vy(0) = µv

(1)
y (0),

ωz(0) = µω
(1)
z (0),

v(1)x (0) = 0, v(1)y (0) = 0, ω(1)
z (0) =

1

i2z

∞∫

0

(−p11x + p12x − p21x + p22x)b dτ, (35)

ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî òðàåêòîðèÿì ïðèñîåäèíåííîé ñèñòåìû (32); çíà÷åíèå τ = 0 îòâå÷àåò ìîìåíòó
ïîïàäàíèÿ íà �ìèêñò� (íà÷àëó ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà), çíà÷åíèå τ = ∞ � îêîí÷àíèþ ïåðåõîäíîãî

ïðîöåññà. Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë èíòåãðàëà (35) � ñóììàðíûé èìïóëüñ ìîìåíòà, ïðèëîæåííîãî ê

êîðïóñó àïïàðàòà ïî îñè Cz çà âðåìÿ T ∼ T4. Ïîñêîëüêó ïåðåäíèå êîëåñà àïïàðàòà íà ïðîòÿæåíèè
ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà íàõîäÿòñÿ â îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî p11x = p12x, ò.å. íà
ýòîò èìïóëüñ ìîìåíòà äîëæíû âëèÿòü òîëüêî ïðîäîëüíûå ñîñòàâëÿþùèå êîíòàêòíûõ ñèë íà çàäíèõ

êîëåñàõ. Ýòî íåòðóäíî çàìåòèòü è ïðè ïîìîùè �îðìóë (27), (29) è (32), ñ ó÷åòîì êîòîðûõ ïîñëåäíåå

âûðàæåíèå (35) è ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ïðèíèìàþò âèä

ω(1)
z (0) =

1

i2z

∞∫

0

(p22x − p21x)b dτ, p22x − p21x = i22
d

dτ
(u22x − u21x), (36)

îòêóäà

µω(1)
z (0) = µ

i22b

i2z
(u22x(∞)− u21x(∞)− (u22x(0)− u21x(0))) . (37)

Çíà÷åíèÿ u2jx(0) è u2jx(∞) (j = 1, 2) ïðîäîëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòåé òî÷åê êîíòàêòà çàäíèõ

êîëåñ â íà÷àëå è â êîíöå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî äâóìÿ ïîñëåäíèìè

âûðàæåíèÿìè (28) è âûðàæåíèÿìè (31) ïðè vx = v0 è η = η0.
Â ïðåíåáðåæåíèè ñëàãàåìûìè O(ε) îêîí÷àòåëüíîé �îðìîé âûðàæåíèÿ (37) â ðàçìåðíûõ ïåðå-

ìåííûõ ñëóæèò

µΩ(1)
z (0) = µ

(
ρ2
ρz

)2 B

R2

(
εnV0M(nV0, η0)(κM − κ0)

2RNκMκ0
+ (ε0 − εM )Ω2R

)
. (38)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîïðàâêà, ïîëó÷åííàÿ â ðàáîòå [1℄ ïðè ó÷åòå äèíàìèêè äâèãàòåëÿ, òðàíñìèññèè

è êîëåñ àïïàðàòà

µΩ
(1)
z (0) = µ

(
ρ2
ρz

)2 B

R
(Ω21(∞)− Ω22(∞)) , (39)
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ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì ñëàãàåìûì ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (38). Òàêèì îáðàçîì, ðàññîãëàñîâàíèå ìåæ-

äó âûðàæåíèÿìè (38) è (39) èìååò âèä µ

(
ρ2
ρz

)2 B

R
(ε0 − εM )Ω2.

Ïðèâåäåì ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïàðàìåòðîâ è äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê àâòîìîáèëÿ,

êîòîðûå, çà èñêëþ÷åíèåì ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè êîðïóñà, âçÿòû èç [1℄. Ïîïðàâêà (39) èìååò ïîðÿäîê

10−2
ðàä/ñ. Îáà ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (38) èìåþò îäèíàêîâûå ïîðÿäêè (10−2

ðàä/ñ) è

ðàçíûå çíàêè. Òàêèì îáðàçîì, ïîïðàâêà óãëîâîé ñêîðîñòè êîðïóñà àïïàðàòà, âû÷èñëåííàÿ ïî ýòîé

�îðìóëå, èìååò ïîðÿäîê 10−3
ðàä/ñ. Äëÿ äðóãèõ, áîëåå ëåãêèõ è áûñòðîõîäíûõ êîëåñíûõ àïïàðàòîâ

âûðàæåíèå (38) ìîæåò áûòü áîëüøå.

4. Äâèæåíèå àïïàðàòà íà �ìèêñòå�. Êîëåñà, çà èñêëþ÷åíèåì ïðàâîãî çàäíåãî, ñîõðà-

íÿþò ñöåïëåíèå ñ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ. �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïðè ïîïàäàíèè íà �ìèêñò�

ïðàâîå çàäíåå êîëåñî àïïàðàòà òåðÿåò ñöåïëåíèå ñ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ, ò.å. ïåðâîå íåðàâåíñòâî (8)

íàðóøàåòñÿ äëÿ i, j = 2, à îñòàëüíûå êîëåñà ïðîäîëæàþò ñîõðàíÿòü ñöåïëåíèå ñ íåé: κMN 6
Fx(V0)/2 < κ0N . Ïåðåìåííàÿ U22x òåïåðü èçìåíÿåòñÿ íà âðåìåíàõ T ∼ T3, ò.å. â îòëè÷èå îò ï. 3

çäåñü äèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ âûðàâíèâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñèë íà âåäóùèõ êîëåñàõ â ïåðâóþ î÷åðåäü

çàòðàãèâàåò ïåðåìåííûå U11x, U12x, U21x è Ω, èçìåíÿþùèåñÿ íà õàðàêòåðíûõ âðåìåíàõ T ∼ T4 ∼ T5,
à îñòàëüíûå ïåðåìåííûå, êàê è ðàíåå, ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûìè, ðàâíûìè ñâîèì çíà÷åíèÿì íà

ýòàïå ñòàöèîíàðíîãî äâèæåíèÿ (12), (13), (15), (16). Òåì ñàìûì â ìîìåíò ïîïàäàíèÿ ïðàâîãî çàäíåãî

êîëåñà íà �ìèêñò� âûðàæåíèÿ äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ êîíòàêòíîé ñèëû íà ýòîì êîëåñå èìåþò âèä

P22x = −κMNsgnU22x, P22y = 0.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû â íîâîì íàáîðå ïåðåìåííûõ Vx, Vy, Ωz, U11x, U12x, U21x, Ω, âêëþ-
÷àþùåì áûñòðûå ïåðåìåííûå, ïîëó÷àþòñÿ èç (22) çàìåíîé ïîñëåäíåãî äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

äèíàìè÷åñêèì óðàâíåíèåì èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé Ω èç (4).

Âûðàæåíèÿ äëÿ êàñàòåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ êîíòàêòíûõ ñèë íàõîäÿòñÿ èç (23) ïîñëå çàìåíû

P22x = −κMN
U22x√

U2
22x + U2

22y

, P22y = −κMN
U22y√

U2
22x + U2

22y

,

ãäå U22y âû÷èñëÿåòñÿ èç (7), U22x � èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà (21): U22x = 2Vx − U21x − 2RΩ/n.
Ïðîâåäåì íîðìàëèçàöèþ [2, 11℄ ýòîé ñèñòåìû, çàìåíèâ ïåðåìåííûå è âðåìÿ èõ áåçðàçìåðíûìè

àíàëîãàìè (24). Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå êëàññ äâèæåíèÿ àïïàðàòà îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè (2),

ïåðâûì è âòîðûì íåðàâåíñòâàìè (8) äëÿ i = 1, 2, j = 1 è i, j = 2 ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå îãðàíè÷å-
íèÿìè (11) è (17), õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ � èç (25), ãäå ñëåäóåò çàìåíèòü U22x∗ íà Vx∗.

Íîðìàëèçîâàííûì àíàëîãîì ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ñëóæèò ñèñòåìà (26), ïîñëåäíåå óðàâíå-

íèå êîòîðîé ñëåäóåò çàìåíèòü óðàâíåíèåì

µi24ω
′ = m(ω, η)− 2

n
l, i24 =

T5
T4

· KDVx∗
MgR2

∼ 1;

âûðàæåíèÿ äëÿ êàñàòåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ êîíòàêòíûõ ñèë è ìîìåíòà, ïðèëîæåííîãî ê çàäíèì

êîëåñàì àïïàðàòà, íàõîäÿòñÿ èç (27) ïîñëå çàìåíû

p22x = −1

4
κM

u22x√
u222x + ε2u222y

, p22y = −1

4
κM

εu22y√
u222x + ε2u222y

,

u22x = 2vx − εu21x −
2

n
ω, u22y = vy − a2ωz.

(40)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ vx, vy, ωz, u11x, u12x, u21x â ìîìåíò ïîïàäàíèÿ íà �ìèêñò�

áåðóòñÿ ðàâíûìè ñâîèì çíà÷åíèÿì (28), íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ω îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì ω(0) =
ω0, ω0 = Ω0/Ω∗.

Ïðîâåäÿ âûðîæäåíèå ýòîé ñèñòåìû ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó µ è ñ÷èòàÿ ïàðàìåòð ε êîíå÷íûì, ïî-
ëó÷èì ñèñòåìó (29), ãäå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðàâûõ ÷àñòåé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âû÷èñëÿþòñÿ

ïðè ïîìîùè (27) è (40). Ñ ó÷åòîì (7) è (10) êîðíåì ïåðâûõ òðåõ êîíå÷íûõ óðàâíåíèé âûðîæäåííîé

ñèñòåìû � àíàëîãîì (30) è ïåðâîãî âûðàæåíèÿ (31) � ñëóæèò

u11x = u12x = 0, u21x =
κM
κ0

vxsgn
(
vx −

ω

n

)
+O(ε). (41)
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�èñ. 4

�åøåíèÿ ωM1 = ΩM1/Ω∗ è ωM2 = ΩM2/Ω∗ âûðîæ-

äåííîé ñèñòåìû ïî ïåðåìåííîé ω îòûñêèâàþòñÿ èç åå

ïîñëåäíåãî êîíå÷íîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå ìîæåò áûòü

ïðèâåäåíî ê âèäó

m(ω, η) = − 1

2n
κM sgnu21x +O(ε2).

Íàïðèìåð, ïðè �èêñèðîâàííîì η è u21x > 0 çíà÷åíèÿ

ΩM1 è ΩM2 ñ ïîãðåøíîñòüþ O(ε2) ìîæíî íàéòè ãðà�è-
÷åñêè êàê àáñöèññû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðà�èêàM(Ω, η)
ñ ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé M(Ω, η) = 2κMNR/n (ðèñ. 4).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áëèçîñòè ðåøåíèé èñõîäíîé è âûðîæäåííîé ñèñòåì, êàê è â ï. 3, âîñïîëü-

çóåìñÿ òåîðèåé Òèõîíîâà�Âàñèëüåâîé [2, 11, 12℄. Ïðèñîåäèíåííàÿ ñèñòåìà èìååò âèä

du1jx
dτ

=
1

i21
p1jx (j = 1, 2),

du21x
dτ

=
1

i22
(p21x − l) ,

dω

dτ
=

1

i24

(
m(ω, η) − 2

n
l

)
, (42)

ãäå çíà÷åíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé âû÷èñëÿþòñÿ èç (27) è (40). Ñèñòåìà (42) îïèñûâàåò äâèæåíèå àïïà-

ðàòà íà �ìàëûõ� âðåìåíàõ T ∼ T4. Ìåäëåííûå ïåðåìåííûå vx è vy, ωz, u22x, ðàçìåðíûå àíàëîãè

êîòîðûõ èçìåíÿþòñÿ íà âðåìåíàõ T1 è T2, ïîëàãàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Êîîðäèíàòû åå òî÷åê ïîêîÿ

îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè (41) è çíà÷åíèÿìè ωM1, ωM2 � êîðíÿìè êîíå÷íûõ óðàâíåíèé âûðîæäåí-

íîé ñèñòåìû. Êàê è äëÿ (33), ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (42) íå ñâÿçàíû ñ îñòàëüíûìè è ìîãóò

áûòü èññëåäîâàíû íåçàâèñèìî.

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç ∆u1jx, ∆u21x, ∆ω ìàëûå îòêëîíåíèÿ ïåðåìåííûõ u1jx, u12x, ω îò òî÷êè ïîêîÿ,

ðàçëîæèâ âûðàæåíèå äëÿ m(ω, η) â ðÿä Òåéëîðà ïî ∆ω ñ öåíòðîì â òî÷êå ω = ω̂, ãäå ω̂ = ωM1 èëè

ω̂ = ωM2:

m(ω, η0) = m(ω̂, η0) + kD ·∆ω +O(∆ω2), kD = ∂m(ω, η0)/∂ω
∣∣
ω=ω̂

,

ïðîâåäÿ ëèíåàðèçàöèþ ñèñòåìû (42) îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è îòáðîñèâ ÷ëåíû O(ε), ïîëó÷èì
ñèñòåìó

d∆u11x
dτ

= −1

4
κ0

∆u11x
vx

,
d∆u12x
dτ

= −1

4
κ0

∆u12x
vx

,

d∆u21x
dτ

=
1

8i22vx(2 + n2i23)

(
−∆u21x(4 + n2i23)κ0 +∆ω · 8vxnkD

)
,

d∆ω

dτ
=

i23
8i24vx(2 + n2i23)

(
∆u21x · 2nκ0 +∆ω · 8vxn2kD

)
.

(43)

Ââèäó îòðèöàòåëüíîñòè ìíîæèòåëÿ ïðè ïåðåìåííûõ ∆u1jx òî÷êà ïîêîÿ ñèñòåìû (42) ïî ïåðåìåí-

íûì u1jx (j = 1, 2) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà â ñèëó ñèñòåìû ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé (43). Äëÿ

àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òî÷êè ïîêîÿ ñèñòåìû äâóõ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé (42) ïî ïåðâîìó

ïðèáëèæåíèþ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè âñåõ êîý�-

�èöèåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðè

kD < 0. (44)

Ñîãëàñíî ýòîìó íåðàâåíñòâó è ðèñ. 4 ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ω = ωM1 íåóñòîé÷èâî, ïîëîæåíèå ðàâ-

íîâåñèÿ ω = ωM = ωM2 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ.

Ïðè âûïîëíåíèè (44) òî÷êà ïîêîÿ ïðèñîåäèíåííîé ñèñòåìû � óñòîé÷èâûé óçåë èëè �îêóñ íà

�àçîâîé ïëîñêîñòè u21x, ω; â ñèëó ãðóáîñòè ñèñòåìû (42) åå òî÷êà ïîêîÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà

ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ è äëÿ àíàëîãà ñèñòåìû (43), ó÷èòûâàþùåãî ÷ëåíû O(ε). Äîêàçàòåëüñòâî
íåîãðàíè÷åííîñòè îáëàñòè âëèÿíèÿ òî÷êè ïîêîÿ ïðîâîäèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì â ï. 3.

Ïîïðàâêè ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ïî ìåäëåííûì ïåðåìåííûì vx, vy, ωz äàþòñÿ �îðìóëàìè (35),

äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäíåé èç êîòîðûõ ñëåäóåò ïåðåéòè ê ïåðâîé �îðìóëå (36), ãäå ñ ó÷åòîì (27)

è (42) èìååì

p22x − p21x = −2
d

dτ

(
i24ω

ni23
+ i22u21x

)
.
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Òàêèì îáðàçîì,

µω(1)
z (0) = −µ2i

2
2b

i2z

(
u21x(∞) +

i24
i22i

2
3n
ω(∞)−

(
u21x(0) +

i24
i22i

2
3n
ω(0)

))
. (45)

Ñîãëàñíî (15), (28), (41) è (44) çíà÷åíèÿìè ïðîäîëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè òî÷êè êîíòàêòà

ëåâîãî çàäíåãî êîëåñà è óãëîâîé ñêîðîñòè âûõîäíîãî âàëà äâèãàòåëÿ â íà÷àëå è â êîíöå ïåðåõîäíîãî

ïðîöåññà ñëóæàò

u21x(0) =
ε0ω2

ε
, u21x(∞) =

kM
k0
v0sgn

(
v0 −

ω

n

)
, ω(0) = ω0, ω0 = Ω0/Ω∗, ω(∞) = ωM .

Îêîí÷àòåëüíàÿ �îðìà âûðàæåíèÿ (45) â ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä

Ω(1)
z (0) = 2µ

B

R

(
ρ2
ρz

)2(
ε0Ω2 − ε

κM
κ0

V0
R
sgn

(
V0 −

R

n
Ω

)
+

1

n
(Ω0 − ΩM )

)
. (46)

Ïîïðàâêà óãëîâîé ñêîðîñòè êîðïóñà, âû÷èñëåííàÿ ïî �îðìóëå (46) äëÿ ïàðàìåòðîâ àâòîìîáèëÿ

èç ðàáîòû [1℄, ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé 10−2
ðàä/ñ, ÷òî íà ïîðÿäîê áîëüøå ïîïðàâêè (38) äëÿ ñëó÷àÿ

ï. 3, êîãäà âñå êîëåñà àïïàðàòà ñîõðàíÿþò ñöåïëåíèå ñ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ. Äëÿ áîëåå ëåãêèõ è

áûñòðîõîäíûõ êîëåñíûõ àïïàðàòîâ ýòà ïîïðàâêà ìîæåò áûòü áîëüøå.

Ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî â ñëó÷àå ñèëüíîãî ðàçíåñåíèÿ (18) ïîñòîÿííûõ âðå-

ìåíè T2, T4 è ìàëîñòè îáëàñòåé êîíòàêòà êîëåñ àïïàðàòà ñ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ ïðè ïîñòðîåíèè

âûðàæåíèé (38) è (46) ìîæíî íå ó÷èòûâàòü âîçâðàùàþùèå ìîìåíòû â îáëàñòÿõ êîíòàêòà êîëåñ, íå

òåðÿþùèõ ñöåïëåíèå ñ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ [15�17℄, è ìîìåíòû òðåíèÿ âåð÷åíèÿ â îáëàñòÿõ êîíòàêòà

ñêîëüçÿùèõ êîëåñ [18℄, ïîñêîëüêó îíè çàâèñÿò îò ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ Uijy è Ωz ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ

06.03.2019

ÓÄÊ 531.01

Î ÄÂÈÆÅÍÈÈ ÑÈÑÒÅÌÛ

Ñ ÏÅ�ÅÌÅÙÀÞÙÈÌÑß ÂÍÓÒ�ÅÍÍÈÌ ÝËÅÌÅÍÒÎÌ

Ï�È ÍÀËÈ×ÈÈ ÂÍÅØÍÅ�Î ÂßÇÊÎ�Î Ò�ÅÍÈß

Å.È. Êóãóøåâ

1

, Ò. Â. Ïîïîâà

2

, Ñ.Â. Ñàçîíîâ

3

�àññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ïëàò�îðìû, äâèæóùåéñÿ ïîñòóïàòåëüíî âäîëü

íåïîäâèæíîé ïðÿìîé ïðè íàëè÷èè ñèë âÿçêîãî òðåíèÿ, è òåëà, ñîâåðøàþùåãî îòíîñèòåëüíî

ïëàò�îðìû çà ñ÷åò âíóòðåííèõ ñèë çàäàííîå ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå âäîëü òîé æå ïðÿ-

ìîé. Â îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè âåëè÷èíà ñêîðîñòè òåëà îãðàíè÷åíà. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

â ñëó÷àå ëèíåéíîãî âÿçêîãî òðåíèÿ íåîãðàíè÷åííîå ñìåùåíèå ïëàò�îðìû â êàêóþ-ëèáî

ñòîðîíó íåâîçìîæíî. Â îáùåì ñëó÷àå ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà ñèëó âÿçêîãî òðåíèÿ

âåëè÷èíà ñêîðîñòè ïëàò�îðìû îãðàíè÷åíà. Ïðè ýòîì åñëè ñìåùåíèå ïëàò�îðìû â êàêóþ-

ëèáî ñòîðîíó, íàïðèìåð âïðàâî, íå îãðàíè÷åíî, òî ñ ðîñòîì âðåìåíè âåëè÷èíà ñêîðîñòè

ïëàò�îðìû ìåíÿåò ñâîé çíàê áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, à îáùåå âðåìÿ äâèæåíèÿ ïëàò�îðìû

âëåâî è ïðîéäåííûé ïðè ýòîì ïóòü ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âÿçêîå òðåíèå, ïîäâèæíàÿ âíóòðåííÿÿ ìàññà, íåîãðàíè÷åííîå ïåðå-

ìåùåíèå.

We 
onsider a system 
onsisting of a translationally moving platform along a �xed line with

vis
ous fri
tion and a body 
ommitting a given translational motion relatively to the platform

due to internal for
es along the same line. In relative motion the value of the body velo
ity is

limited. It is proved that, in the 
ase of linear vis
ous fri
tion, the unlimited displa
ement of the

platform in any dire
tion is impossible. In the general 
ase under 
ertain 
onditions imposed

on the for
e of vis
ous fri
tion, the velo
ity of the platform is limited. At the same time, if the

displa
ement of the platform in any dire
tion, for example to the right, is unlimited, then with

the growth of time the value of the platform velo
ity 
hanges its sign in�nite number of times,

and the total time of platform motion to the left and the path passed at the same time tend to

in�nity.

Key words: vis
ous fri
tion, moving internal mass, unlimited movement.

1. Ââåäåíèå. �àáîòà ïîñâÿùåíà çàäà÷å ïåðåìåùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ìåõàíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ

çà ñ÷åò äâèæåíèÿ âíóòðåííèõ ìàññ, îáåñïå÷èâàåìîãî âíóòðåííèìè ñèëàìè. Òàêèå ïåðåìåùåíèÿ ìî-

ãóò ñòàòü âîçìîæíûìè ïðè íàëè÷èè âíåøíèõ ñèë òðåíèÿ. Óñòðîéñòâà ñ ïîäîáíîãî ðîäà äâèæèòåëÿìè

ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ðîáîòîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ðà-

áîò â àãðåññèâíûõ èëè îïàñíûõ äëÿ ëþäåé ñðåäàõ. Ïåðâûé âîïðîñ, êîòîðûé ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ïðè

ðàçðàáîòêå òàêèõ äâèæèòåëåé, � ýòî âîçìîæíîñòü èëè íåâîçìîæíîñòü íåîãðàíè÷åííîãî ïåðåìåùå-

íèÿ óñòðîéñòâà â ïðîñòðàíñòâå. Â ðàáîòàõ [1�3℄ ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à î äâèæåíèè â èäåàëüíîé

1
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æèäêîñòè òåëà, ñîäåðæàùåãî âíóòðè ñåáÿ ïîäâèæíóþ ìàññó, çàäà÷è î äâèæåíèè òåë ïîä âëèÿíè-

åì ïîäâèæíûõ âíóòðåííèõ ìàññ ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî âÿçêîãî èëè ñóõîãî òðåíèÿ èññëåäîâàëèñü â

ðàáîòàõ [4�11℄.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíîå äâèæåíèå ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ òâåðäûõ

òåë. Ïåðâîå òâåðäîå òåëî (ïëàò�îðìà) äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî âäîëü íåïîäâèæíîé ïðÿìîé Ox ïðè
íàëè÷èè ñèë âÿçêîãî òðåíèÿ. Âíóòðè ïëàò�îðìû ïî çàäàííîìó çàêîíó ñîâåðøàåò ïîñòóïàòåëüíîå

äâèæåíèå âäîëü ïðÿìîé Ox âòîðîå (âíóòðåííåå) òåëî. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ýòî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò çà

ñ÷åò âíóòðåííèõ ñèë ñèñòåìû. Èçó÷àåòñÿ âîïðîñ: âîçìîæíî ëè ïîäîáðàòü òàêîé çàêîí îòíîñèòåëüíîãî

äâèæåíèÿ âíóòðåííåãî òåëà, ïðè êîòîðîì ïëàò�îðìà ñìåñòèòñÿ â ïîçèöèþ, ñêîëü óãîäíî äàëåêóþ îò

íà÷àëüíîé? Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè óñëîâèè îãðàíè÷åííîñòè âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè

âíóòðåííåãî òåëà.

2. Îãðàíè÷åííîñòü âåëè÷èíû ñêîðîñòè ïëàò�îðìû. Ïîëîæåíèå ïëàò�îðìû áóäåì çà-

äàâàòü êîîðäèíàòîé x åå öåíòðà ìàññ S. Ñâÿæåì ñ ïëàò�îðìîé îñü Sξ, íàïðàâëåííóþ ïî îñè Ox.
Ïîëîæåíèå âíóòðåííåãî òåëà îòíîñèòåëüíî ïëàò�îðìû áóäåì çàäàâàòü êîîðäèíàòîé ξ öåíòðà ìàññ
òåëà, ïðè÷åì çàêîí äâèæåíèÿ ýòîãî öåíòðà ìàññ çàäàí: ξ = ξ(t). Äâèæåíèå ñèñòåìû ðàññìàòðèâàåòñÿ

ïðè 0 6 t < +∞. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íà ýòîì ïðîìåæóòêå âåëè÷èíà îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè âíóòðåííåãî

òåëà îãðàíè÷åíà:

|ξ̇| 6 C ïðè 0 6 t < +∞. (1)

Çäåñü C > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñëåäóåò ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îòíîñè-

òåëüíîå ïåðåìåùåíèå âíóòðåííåãî òåëà òàêæå îãðàíè÷åíî.

Íà ïëàò�îðìó, äâèæóùóþñÿ ïîñòóïàòåëüíî âäîëü îñè Ox, äåéñòâóåò ñèëà âÿçêîãî òðåíèÿ

F = −f(v)ex. (2)

Çäåñü v = ẋ � âåëè÷èíà (ñî çíàêîì) ñêîðîñòè ïëàò�îðìû, ex � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð îñè Ox,
à f(v) � �óíêöèÿ, çàäàþùàÿ çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû ñèëû âÿçêîãî òðåíèÿ îò âåëè÷èíû ñêîðîñòè

ïëàò�îðìû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòà �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

f(v) > 0 ïðè v > 0, f(v) < 0 ïðè v < 0 (3)

è â ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëèïøèöà ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé L:

|f(v1)− f(v2)| 6 L|v1 − v2|. (4)

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå f(v) íåïðåðûâíà è f(0) = 0.
Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñèñòåìû èìååò âèä

m1ẍ+m2(ẍ+ ξ̈) = −f(ẋ),

ãäå m1 è m2 � ìàññû ïëàò�îðìû è âíóòðåííåãî òåëà ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ

ϕ(v) =
f(v)

m1 +m2
, g(t) = −µξ̇(t), µ =

m2

m1 +m2
, (5)

ïîëó÷èì

ẋ = v, v̇ = −ϕ(v) + ġ(t). (6)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ çàêîíà îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ âíóòðåííåãî òåëà è ñèëû âÿçêîãî

òðåíèÿ âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1), (3), (4). Òîãäà ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x(0) = x0, v(0) = v0
âåëè÷èíà ñêîðîñòè ïëàò�îðìû îãðàíè÷åíà:

|v(t)| 6 B ïðè 0 6 t < +∞,

ãäå B > 0 � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è çàêîíà îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ

âíóòðåííåãî òåëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ u = v − g(t), çàïèøåì âòîðîå óðàâíåíèå â (6) â

âèäå

u̇ = −ϕ(u+ g(t)).
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Èç (1) èìååì |g(t)| 6 µC. Òîãäà ñ ó÷åòîì (3) è (5) ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè u > µC, òî u̇ < 0 è, çíà÷èò,

�óíêöèÿ u(t) óáûâàåò. Åñëè u < −µC, òî u̇ > 0 è, çíà÷èò, u(t) âîçðàñòàåò. Ñòàëî áûòü, åñëè â êàêîé-
òî ìîìåíò âðåìåíè t∗ âûïîëíåíî óñëîâèå |u(t∗)| 6 µC, òî è ïðè âñåõ t > t∗ áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå
|u(t)| 6 µC. Òàêèì îáðàçîì,

|u(t)| 6 B1 = max {|u(0)|, µC} .
Òîãäà

|v(t)| = |u(t) + g(t)| 6 B1 + µC.

3. Ëèíåéíîå âÿçêîå òðåíèå. Â ñëó÷àå ëèíåéíîãî âÿçêîãî òðåíèÿ f(v) = cv (c = const > 0)
óðàâíåíèÿ (6) ïðèíèìàþò âèä

ẋ = v, v̇ = −c∗v + ġ(t), (7)

ãäå c∗ =
c

m1 +m2
.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ çàêîíà îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ âíóòðåííåãî òåëà âûïîëíåíî óñëî-

âèå (1) è íà ïëàò�îðìó äåéñòâóåò ñèëà ëèíåéíîãî âÿçêîãî òðåíèÿ. Òîãäà ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ

óñëîâèÿõ x(0) = x0, v(0) = v0 âåëè÷èíà ñêîðîñòè ïëàò�îðìû îãðàíè÷åíà è ñìåùåíèå ïëàò�îðìû

îãðàíè÷åíî:

|x(t)| 6 A, |v(t)| 6 B ïðè 0 6 t < +∞,

ãäå A > 0, B > 0 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è çàêîíà îòíîñè-

òåëüíîãî äâèæåíèÿ âíóòðåííåãî òåëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëèíåéíîãî âÿçêîãî òðåíèÿ âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3), (4), ïîýòîìó â ñèëó

òåîðåìû 1 ïðè 0 6 t < +∞ âåëè÷èíà ñêîðîñòè ïëàò�îðìû îãðàíè÷åíà: |v(t)| 6 B, ãäå B > 0 �

êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è çàêîíà îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ âíóòðåííåãî òåëà.

Ïîñêîëüêó g(t) = −µξ̇(t), òî, èíòåãðèðóÿ âòîðîå óðàâíåíèå â (7) íà îòðåçêå îò 0 äî t, ïîëó÷àåì

v(t) − v(0) = −c∗(x(t)− x(0))− µ
(
ξ̇(t)− ξ̇(0)

)
.

Îòñþäà

|x(t)− x(0)| = 1

c∗

∣∣∣v(t)− v(0) + µ
(
ξ̇(t)− ξ̇(0)

)∣∣∣ .

Ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà îãðàíè÷åíû. Ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíà è âåëè÷èíà |x(t) −
x(0)|.

4. Ïðèìåð íåîãðàíè÷åííîãî äâèæåíèÿ ïëàò�îðìû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 2 íåîãðà-

íè÷åííîå ïåðåìåùåíèå ïëàò�îðìû íåâîçìîæíî â ñëó÷àå ëèíåéíîãî âÿçêîãî òðåíèÿ. �àññìîòðèì

íåëèíåéíîå âÿçêîå òðåíèå âèäà ϕ(v) = ev − 1. Òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå â (6) ïðèìåò âèä

v̇ = −ev + 1 + ġ(t). (8)

Âûïîëíèâ çàìåíó v = u + t + g(t) â ýòîì óðàâíåíèè, ïîëó÷àåì u̇ = −eu+t+g(t)
è íàõîäèì îáùåå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8):

v(t) = t+ g(t)− ln(b(t) +K),

ãäå

b(t) =

t∫

0

es+g(s)ds, K = eg(0)−v(0). (9)

Ïóñòü

g(t) = b1 + ln(1 + b2 sin(t+ b3)), (10)

ãäå b1, b2, b3 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, òàêèå, ÷òî

0 < b2 < 1, g(0) = 0,

2π∫

0

g(t) dt = 0.
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Èìååì

b1 = − 1

2π

2π∫

0

ln(1 + b2 sin τ) dτ, b3 = arcsin
e−b1 − 1

b2
. (11)

Ôóíêöèÿ g(t) íåïðåðûâíàÿ, 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ, è åå ñðåäíåå íà ïåðèîäå ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó �óíê-

öèÿ ξ(t) = − 1

µ

t∫

0

g(s)ds îãðàíè÷åíà ïî ìîäóëþ. Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0 ïëàò�îðìà ïîêî-

èòñÿ. Òîãäà

v(t) = t+ g(t)− ln(b(t) + 1). (12)

Èñïîëüçóÿ (9) è (10), èìååì

b(t) =

t∫

0

eseb1(1 + b2 sin(s+ b3)) ds = eb1
(
et − 1 + b2

t∫

0

es sin(s + b3) ds
)
.

Ïîñêîëüêó

t∫

0

es sin(s+ b3)ds =
1

2

(
et(sin(t+ b3)− cos(t+ b3))− sin b3 + cos b3

)
è sin b3 =

e−b1 − 1

b2
,

òî

b(t) + 1 = eb1et
(
1 +

b2
2
(sin(t+ b3)− cos(t+ b3)) +

e−tb2
2

(sin b3 + cos b3)
)
.

Òîãäà ñîãëàñíî (12) ïîëó÷àåì

v(t) = ln(1 + b2 sin(t+ b3)− ln
(
1 +

b2
2
(sin(t+ b3)− cos(t+ b3)) +

e−tb2
2

(sin b3 + cos b3)
)
. (13)

Â ñèëó (13) ìîìåíòû âðåìåíè, â êîòîðûå ñêîðîñòü ïëàò�îðìû ðàâíà íóëþ, îïðåäåëÿþòñÿ èç

óðàâíåíèÿ

sin
(
t+ b3 +

π

4

)
= e−t sin

(
b3 +

π

4

)
.

Ïðè 0 6 t < +∞ íà êàæäîì îòðåçêå âðåìåíè äëèíîé 2π ýòî óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ è âåëè÷èíà
ñêîðîñòè v(t) ìåíÿåò ñâîé çíàê, ïîýòîìó ïëàò�îðìà ïåðåìåùàåòñÿ êàê âïðàâî, òàê è âëåâî. Îöåíèì
ñìåùåíèå ïëàò�îðìû ïðè ìàëûõ b2. Ïîëàãàÿ τ = t+ b3 â (13), èìååì

v(τ) = ln(1 + b2 sin τ)− ln
(
1 +

b2
2
(sin τ − cos τ) +

e−τ eb3b2
2

(sin b3 + cos b3)
)
.

Ñîãëàñíî (11)

b1 = O(b22), e−b1 = 1 +O(b22), b3 = O(b2), sin b3 = O(b2), cos b3 = 1 +O(b22),

ïîýòîìó â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî b2

v(τ) =
b2
2
(sin τ + cos τ)− e−τ b2

2
+O(b22)

è ñìåùåíèå ∆xn ïëàò�îðìû íà îòðåçêå âðåìåíè 2πn 6 τ 6 2π(n + 1) (n ∈ N) ðàâíî

∆xn =

2π(n+1)∫

2πn

v(τ) dτ = −1

2
e−2πn(1− e−2π)b2 +O(b22).
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Ïîëíîå ñìåùåíèå ïëàò�îðìû ïðè 0 6 t < +∞ ðàâíî

∞∑
n=0

∆xn, ãäå ∆x0 =
2π∫
b3

v(τ) dτ . Çíà÷èò, â ïåðâîì

ïðèáëèæåíèè ïî b2 ïëàò�îðìà ñìåùàåòñÿ âëåâî è ýòî ñìåùåíèå êîíå÷íî, ïîñêîëüêó ðÿä

∞∑
n=1

e−2πn

ñõîäèòñÿ. Âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè ïî b2 èìååì

v(τ) =
b2
2
(sin τ+cos τ)−e

−τ b2
2

−1

2
b22 sin

2 τ+
1

8
b22
(
(sin τ−cos τ)2+2(sin τ−cos τ)e−τ+e−2τ

)
−e−τkb22+O(b32),

ãäå k � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò b2. Òîãäà ñìåùåíèå ïëàò�îðìû íà îòðåçêå âðåìåíè 2πn 6 τ 6
2π(n + 1) (n ∈ N) ðàâíî

∆xn =

2π(n+1)∫

2πn

v(τ) dτ = −πb
2
2

4
− e−2πn(1 − e−2π)

(b2
2

+ kb22

)
+
b22
16
e−4πn(1− e−4π) +O(b32).

�ÿäû

∞∑
n=1

e−2πn
è

∞∑
n=1

e−4πn
ñõîäÿòñÿ. Ïîñêîëüêó O(b32) < Kb32, ãäå K � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ

îò b2, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ b2 èìååì −πb
2
2

4
+O(b32) < −πb

2
2

4
+Kb32 < −πb

2
2

8
. Çíà÷èò, äëÿ òàêèõ b2

ïðè n→ +∞ ïëàò�îðìà íåîãðàíè÷åííî ñìåùàåòñÿ âëåâî.

Áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî èçìåíåíèé çíàêà ñêîðîñòè v(t) â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîãî ïåðåìåùåíèÿ
ïëàò�îðìû â êàêóþ-ëèáî ñòîðîíó ÿâëÿåòñÿ îáùèì ñâîéñòâîì äëÿ íåëèíåéíîãî âÿçêîãî òðåíèÿ.

5. Íåëèíåéíîå âÿçêîå òðåíèå. Ïóñòü ñèëà âÿçêîãî òðåíèÿ çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì (2), ïðè÷åì

�óíêöèÿ f(v) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3), (4) è óñëîâèþ

|f(v)| > c|v| ïðè |v| 6 a. (14)

Çäåñü a > 0, c > 0 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Äëÿ ëþáîãî B > a ïðè a 6 |v| 6 B âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî |f(v)| > b(B), ãäå
b(B) = min

a6|v|6B
|f(v)|.

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíû a, b, c ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì ca = b. Äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè ca > b, òî ñëåäóåò óìåíüøèòü c äî âåëè÷èíû c =
b

a
, åñëè ca < b, òî óâåëè÷èòü a äî

âåëè÷èíû a =
b

c
. Èç (4) è (14) ñëåäóåò, ÷òî êîíñòàíòà c è êîíñòàíòà Ëèïøèöà L ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì

c 6 L.
Äàäèì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Â ìîìåíò âðåìåíè t = t∗ ïëàò�îðìà äâèæåòñÿ âïðàâî, âëåâî èëè ïîêîèòñÿ, åñëè ñîîòâåòñòâåííî

v(t∗) > 0, v(t∗) < 0 èëè v(t∗) = 0.
Íà îòðåçêå t1 6 t 6 t2 ïðîèçîøëî ïåðåêëþ÷åíèå ñêîðîñòè, åñëè v(t1) > 0 è v(t2) < 0 èëè,

íàîáîðîò, v(t1) < 0 è v(t2) > 0.
Ïëàò�îðìà íåîãðàíè÷åííî äâèæåòñÿ âïðàâî, åñëè íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ âðå-

ìåíè {tn}, òàêàÿ, ÷òî tn → +∞ è x(tn) → +∞ ïðè n → +∞. Àíàëîãè÷íî åñëè tn → +∞ è

x(tn) → −∞ ïðè n→ +∞, òî ïëàò�îðìà íåîãðàíè÷åííî äâèæåòñÿ âëåâî.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ çàêîíà îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ âíóòðåííåãî òåëà è ñèëû âÿçêîãî

òðåíèÿ âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1), (3), (4), (14). Åñëè ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿ x(0) = x0,
v(0) = v0 ïëàò�îðìà íåîãðàíè÷åííî äâèæåòñÿ âïðàâî, òî ïðè 0 6 t < +∞ ìåðà îòðåçêîâ âðåìåíè,

íà êîòîðûõ ïëàò�îðìà äâèæåòñÿ âëåâî, áåñêîíå÷íà è ñóììàðíîå ñìåùåíèå ïëàò�îðìû âëåâî íà

ýòèõ îòðåçêàõ áåñêîíå÷íî. Ïðè ýòîì ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé ñêîðîñòè áåñêîíå÷íî. Äëÿ ëþáîãî t∗ > 0
íà èíòåðâàëå t∗ < t < +∞ ïðîèçîéäåò ïåðåêëþ÷åíèå ñêîðîñòè.

Â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîãî äâèæåíèÿ ïëàò�îðìû âëåâî âûïîëíÿþòñÿ àíàëîãè÷íûå óòâåðæäå-

íèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1), (3), (4), òî â ñèëó òåîðåìû 1 âåëè÷èíà

ñêîðîñòè ïëàò�îðìû îãðàíè÷åíà:

|v(t)| 6 B ïðè 0 6 t < +∞, (15)
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ãäå B > 0 � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è çàêîíà îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ âíóò-

ðåííåãî òåëà. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî B > a.
Èç óñëîâèé (4), (14) è (15) ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

c1v(t) 6 ϕ(v(t)) 6 c2v(t) ïðè v > 0,
c2v(t) 6 ϕ(v(t)) 6 c1v(t) ïðè v < 0,

(16)

ãäå

c1 = min

{
c

m1 +m2
,

b(B)

B(m1 +m2)

}
, c2 =

L

m1 +m2
.

Ïîñêîëüêó c 6 L, òî c1 6 c2. Ïðè c1 = c2 âÿçêîå òðåíèå ëèíåéíî è â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 2

íåîãðàíè÷åííîå äâèæåíèå ïëàò�îðìû íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî c1 < c2.
Âûáåðåì ëþáîé ìîìåíò t∗ > 0 è ðàçîáüåì îòðåçîê 0 6 t 6 t∗ íà òðè íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæå-

ñòâà: D0 � ìíîæåñòâî ìîìåíòîâ âðåìåíè, â êîòîðûå v(t) = 0; D1 � ìíîæåñòâî ìîìåíòîâ âðåìåíè,

â êîòîðûå v(t) > 0; D2 � ìíîæåñòâî ìîìåíòîâ âðåìåíè, â êîòîðûå v(t) < 0. Â ìîìåíòû t ∈ D0

ïëàò�îðìà ïîêîèòñÿ, â ìîìåíòû t ∈ D1 ïëàò�îðìà äâèæåòñÿ âïðàâî, â ìîìåíòû t ∈ D2 � âëåâî.

Èç (16) ñëåäóåò, ÷òî

ϕ(v(t)) > c1v(t) ïðè t ∈ D1, ϕ(v(t)) > c2v(t) ïðè t ∈ D2. (17)

Ïóñòü ∆1 è ∆2 � ñóììàðíûå ñìåùåíèÿ ïëàò�îðìû ñîîòâåòñòâåííî âïðàâî è âëåâî:

∆1 =

∫

D1

v dt, ∆2 =

∫

D2

v dt.

Ïîëíîå ñìåùåíèå ïëàò�îðìû çà âðåìÿ t∗ ðàâíî

x(t∗)− x(0) = ∆1 +∆2. (18)

Èç (17) ñëåäóåò, ÷òî ∫

D1

ϕ(v) dt > c1∆1,

∫

D2

ϕ(v) dt > c2∆2. (19)

Èíòåãðèðóÿ âòîðîå óðàâíåíèå â (6) íà îòðåçêå 0 6 t 6 t∗, íàõîäèì

v(t∗)− v(0) = −
∫

D1

ϕ(v) dt −
∫

D2

ϕ(v) dt + g(t∗)− g(0).

Òîãäà ∫

D1

ϕ(v) dt +

∫

D2

ϕ(v) dt = −
[
v(t∗)− v(0) + µ(ξ̇(t∗)− ξ̇(0))

]
.

Èñïîëüçóÿ (19), ïîëó÷àåì

c1∆1 + c2∆2 6 −
[
v(t∗)− v(0) + µ(ξ̇(t∗)− ξ̇(0))

]
.

Ñ ó÷åòîì (18) èìååì

c1(x(t
∗)− x(0)) + (c2 − c1)∆2 6 −

[
v(t∗)− v(0) + µ(ξ̇(t∗)− ξ̇(0))

]
,

îòêóäà

−∆2 >
c1(x(t

∗)− x(0)) + v(t∗)− v(0) + µ(ξ̇(t∗)− ξ̇(0))

c2 − c1
.

Â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà âñå âåëè÷èíû, êðîìå x(t∗), îãðàíè÷åíû. Ïî óñëîâèþ ïëàò�îðìà

íåîãðàíè÷åííî äâèæåòñÿ âïðàâî, ò.å. tn → +∞ è x(tn) → +∞ ïðè n→ +∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ∆2(tn) →
−∞. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ ∆2(t) ìîíîòîííî óáûâàåò, òî

∆2(t) → −∞ ïðè t→ +∞. (20)
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè 0 6 t < +∞ ñóììàðíîå ñìåùåíèå ïëàò�îðìû âëåâî áåñêîíå÷íî. Âåëè÷èíà

ñêîðîñòè ïëàò�îðìû îãðàíè÷åíà, ïîýòîìó ìåðà îòðåçêîâ âðåìåíè, íà êîòîðûõ ïëàò�îðìà äâèæåòñÿ

âëåâî, òîæå áåñêîíå÷íà.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé ñêîðîñòè áåñêîíå÷íî è äëÿ ëþáîãî t∗ > 0 íà èíòåð-
âàëå t∗ < t < +∞ ïðîèçîéäåò ïåðåêëþ÷åíèå ñêîðîñòè. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íåâåðíî. Òîãäà íàéäåòñÿ

ìîìåíò âðåìåíè τ , òàêîé, ÷òî ïðè t > τ ïåðåêëþ÷åíèÿ ñêîðîñòè îòñóòñòâóþò. Ïî óñëîâèþ òåîðå-

ìû ïëàò�îðìà íåîãðàíè÷åííî äâèæåòñÿ âïðàâî, ïîýòîìó v > 0 ïðè t > τ . Çíà÷èò, �óíêöèÿ ∆2(t)
îãðàíè÷åíà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (20).

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò � 18�01�00887).
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Ê�ÈÒÅ�ÈÉ ÏÎÄÑÒÀÍÎÂÎ×ÍÎÑÒÈ ÏÀËÈÍÄ�ÎÌÎÂ ØÒÓ�ÌÀ

È ÎÄÍÎÌÅ�ÍÀß ÔÀÊÒÎ�-ÄÈÍÀÌÈÊÀ

È.À. �åøåòíèêîâ,

1

À.ß. Êàíåëü-Áåëîâ

2

Â ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ êðèòåðèé ïîäñòàíîâî÷íîñòè ñèììåòðè÷íûõ, áåñêîíå÷íûõ â îáå

ñòîðîíû ñëîâ Øòóðìà è åãî äîêàçàòåëüñòâî, à òàêæå òåîðåìà î ïîäñòàíîâî÷íîñòè �àêòîð-

äèíàìèêè ïîâîðîòîâ îêðóæíîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëîâà Øòóðìà, ïîäñòàíîâî÷íûå ñëîâà, ìåõàíè÷åñêèå ñëîâà, äèíàìè-

÷åñêèå ñèñòåìû, ïîâîðîò îêðóæíîñòè, èíäóêöèÿ �îçè, ñèìâîëè÷åñêàÿ äèíàìèêà, �àêòîð-

äèíàìèêà.

The paper provides a 
riterion for substitution of symmetri
 Sturm words in�nite on both

sides and its proof, and a theorem on the substitution of fa
tor dynami
s of 
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le rotations.
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tor dynami
s.

1. Ââåäåíèå. Äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íîå ñëîâî w � ýòî îòîáðàæåíèå Z → A, ãäå A � àë�àâèò

ñëîâà w. Áóäåì îáîçíà÷àòü w(n) ÷åðåç wn.

Ïóñòü åñòü ñèìâîëè÷åñêàÿ äèíàìèêà (M,Rα, x0, U), ãäå M � îêðóæíîñòü; U � äóãà óãëîâîé

ìåðû α (α èððàöèîíàëüíîå); Rα � �óíêöèÿ ýâîëþöèè, ïîâîðîò íà α îòíîñèòåëüíî öåíòðà îêðóæ-

íîñòè (óãëîâóþ ìåðó âñåé îêðóæíîñòè ñ÷èòàåì åäèíèöåé); x0 � íà÷àëüíàÿ òî÷êà, íà÷àëî äóãè α.
Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (M,Rα) ïîðîæäàåò íåêîòîðîå áåñêîíå÷íîå ñëîâî w � ýâîëþöèþ òî÷êè x0.
Òàêèå ñëîâà íàçûâàþòñÿ ìåõàíè÷åñêèìè.

Äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íîå ñëîâî w íàçûâàåòñÿ ïàëèíäðîìîì, åñëè äëÿ ëþáîãî n ∈ Z èìååì wn =
w−n (ïàëèíäðîì, ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî áóêâû) èëè wn = w1−n (ïàëèíäðîì, ñèììåòðè÷íûé

îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ñëîâà).

Ïðàâîñòîðîííå-áåñêîíå÷íîå ñëîâî w íàä àë�àâèòîì A íàçûâàåòñÿ ÷èñòî ïîäñòàíîâî÷íûì, åñëè

îíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå w = ϕ∞(a), ãäå a ∈ A � áóêâà, à ϕ � ïîäñòàíîâêà, òàêàÿ, ÷òî ϕ(a) = aU ,
ãäå U ∈ A∗

íåïóñòîå.

Ñëîâî w íàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâî÷íûì, åñëè ïîëó÷àåòñÿ èç ÷èñòî ïîäñòàíîâî÷íîãî ñëîâà w′

ïîäñòàíîâêîé h, ïðèìåíåííîé ê ñëîâó w′
: w = h(w′). Òîãäà ϕ(ϕ(a)) = aUϕ(U), ϕ(ϕ(ϕ(a))) =

aUϕ((Uϕ(U)) è ò.ä. Ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïîëó÷àåì w = ϕ∞(a).
Ïîíÿòèÿ ïîäñòàíîâî÷íîñòè è ÷èñòîé ïîäñòàíîâî÷íîñòè ñëîâ, áåñêîíå÷íûõ â îáå ñòîðîíû,

ââîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî äëÿ äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íîãî ïîäñòàíîâî÷íîãî ñëîâà

ïîäñòàíîâêà äîëæíà îáëàäàòü ñâîéñòâîì ϕ(a) = Ua è ϕ(b) = bW . Òîãäà äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íîå

ñëîâî w ÿâëÿåòñÿ êîíêàòåíàöèåé ëåâîñòîðîííå-áåñêîíå÷íîãî ïîäñòàíîâî÷íîãî ñëîâà (ïîçèöèè îò −∞
äî 0 âêëþ÷èòåëüíî) è ïðàâîñòîðîííå-áåñêîíå÷íîãî ïîäñòàíîâî÷íîãî ñëîâà (ïîçèöèè, áîëüøèå íóëÿ)

è ïðåäñòàâèìî â âèäå w = ϕ∞(a|b).
Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âîïðîñ, áóäåò ëè �àêòîð-äèíàìèêà ïîäñòàíîâî÷íîé ñèñòåìû ïîäñòàíî-

âî÷íà. Ìû ðåøàåì ýòîò âîïðîñ äëÿ ðàçìåðíîñòè 1 (ìîòèâèðîâêè çàäà÷ è ïîäðîáíîñòè ñì. â [1�3℄).

2. Èíäóêöèÿ �îçè. Ìåòîä èíäóêöèè �îçè [4℄ ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò èçó÷åíèÿ íåêîòîðûõ ìå-

õàíè÷åñêèõ ñëîâ ê èçó÷åíèþ öåïíûõ äðîáåé. Åãî ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü åñòü ñèìâîëè÷åñêàÿ äèíàìèêà (M,Rα, x0, U), ãäå M � îêðóæíîñòü, U � äóãà óãëîâîé

ìåðû α (α èððàöèîíàëüíîå), Rα � ïîâîðîò íà α îòíîñèòåëüíî öåíòðà îêðóæíîñòè (óãëîâóþ ìåðó
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âñåé îêðóæíîñòè ñ÷èòàåì åäèíèöåé), èëè �óíêöèÿ ýâîëþöèè, x0 � íà÷àëüíàÿ òî÷êà, íà÷àëî äóãè α.
Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (M,Rα) ïîðîæäàåò íåêîòîðîå áåñêîíå÷íîå ñëîâî w � ýâîëþöèþ òî÷êè x0.

Òðåáîâàíèå èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñëà α ïðîäèêòîâàíî ïåðèîäè÷íîñòüþ ñäâèãîâ íà ðàöèîíàëüíûé

óãîë, òðèâèàëüíûé ñëó÷àé ìû íå ðàçáèðàåì.

Ìåòîä èíäóêöèè �îçè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ìû ïðåîáðàçóåì ñèìâîëè÷åñêóþ äèíàìèêó (M,Rα,

x0, U) â ñèìâîëè÷åñêóþ äèíàìèêó (M̃, R̃α, x̃0, Ũ) ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì.

1. Åñëè α <
1

2
, òî â ñëîâå w ïîñëå a âñåãäà ñëåäóåò b. Ïîýòîìó ñëîâî w ïîëó÷àåòñÿ èç ñëîâà

w̃ çàìåíîé a → ab; b → b. Âîçüìåì M̃ � îêðóæíîñòü äëèíîé 1 − α. Áîëåå íàãëÿäíî: ìû âûðåçà-

åì èç îêðóæíîñòè M äóãó äëèíîé α (ñëåäóþùóþ çà âûäåëåííîé äóãîé U). Òîãäà ñëîâî w̃ áóäåò

ïîðîæäàòüñÿ ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêîé (M̃, R̃α = Rα, x̃0 = x0, U = Ũ).

2. Åñëè æå α >
1

2
, òî çàìåíèì a íà b è íàîáîðîò. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïîëîæèòü Ũ =M\U .

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îïèñàííûé àëãîðèòì àíàëîãè÷åí àëãîðèòìó ðàçëîæåíèÿ α â öåïíóþ

äðîáü. Òàêèì îáðàçîì, åñëè α � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü (åå öåïíàÿ äðîáü ïåðèîäè÷íà),

òî â êàêîé-òî ìîìåíò ìû ïîëó÷èì ñèìâîëè÷åñêóþ äèíàìèêó, ýêâèâàëåíòíóþ óæå âñòðå÷àâøåéñÿ, à

çíà÷èò, ìîæåì çàïèñàòü ïîäñòàíîâêó, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî ïîëó÷èòü ñëîâî w. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç ϕ êîìïîçèöèþ ïîäñòàíîâîê, îáðàçóþùèõ ïåðèîä, à ÷åðåç ψ êîìîçèöèþ ïîäñòàíîâîê, îáðàçóþùèõ

ïðåäïåðèîä. Ñëîâî w ïðåäñòàâèìî â âèäå w = ψ ◦ ϕ∞(a), ò.å. ïîäñòàíîâî÷íî. Åñëè æå ïðåäïåðèîä

îòñóòñòâóåò, òî ñëîâî w ÷èñòî ïîäñòàíîâî÷íîå.

Åñëè æå α � íå êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü, òî ïðîöåññ íå çàöèêëèòñÿ, íî â ëþáîì ñëó÷àå

ìîæíî áóäåò èçó÷àòü ñâîéñòâà öåïíîé äðîáè α è ñîîòíîñèòü èõ ñî ñâîéñòâàìè ñëîâà w.
3. Êðèòåðèé ïîäñòàíîâî÷íîñòè ïàëèíäðîìíûõ ñëîâ Øòóðìà. Åñòü âñåãî òðè äâóñòîðîí-

íå-áåñêîíå÷íûõ ïàëèíäðîìà, ÿâëÿþùèõñÿ ìåõàíè÷åñêèìè ñëîâàìè ïàðàìåòðà α. Ýòî ñëîâà, îòâå÷à-
þùèå ñåðåäèíàì äóã, è ñëîâî, ïîëó÷àþùååñÿ èç òî÷êè, êîòîðàÿ ïðè ïåðâîì ïîâîðîòå ïåðåõîäèò â

òî÷êó, ñèììåòðè÷íóþ åé îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåòðèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïàëèíäðîìû, ïîëó÷à-

þùèåñÿ èç ñåðåäèí äóã, ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñâîåé áóêâû, à òðåòèé ïàëèíäðîì ñèììåòðè÷åí

îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ñëîâà.

3.1. Àíàëîã èíäóêöèè �îçè äëÿ ïàëèíäðîìîâ. Äîêàæåì ñëåäóþùèé êðèòåðèé ïîäñòàíîâî÷íîñòè

ïàëèíäðîìîâ Øòóðìà. Ïîëàãàåì àë�àâèò A = {0, 1}.
Êðèòåðèé ïîäñòàíîâî÷íîñòè ïàëèíäðîìîâ Øòóðìà. Ñèìâîëè÷åñêàÿ äèíàìèêà (M,Rα,

xm, U), ãäå xm � ñåðåäèíà äóãè U äëèíîé α íà îêðóæíîñòè M äëèíîé 1, ïîðîæäàåò ïîäñòàíî-

âî÷íûé äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íûé ïàëèíäðîì p òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α � êâàäðàòè÷íàÿ

èððàöèîíàëüíîñòü.

Òàê êàê íàøå ïðåîáðàçîâàíèå îêðóæíîñòè îáðàòèìî, òî ìîæíî ãîâîðèòü è î äâóñòîðîííå-

áåñêîíå÷íûõ ñëîâàõ, ïîðîæäàåìûõ ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêîé, â ÷àñòíîñòè î ñëîâàõ-ïàëèíäðîìàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò îñíîâàíî íà ñõîäñòâå íåêîòîðîãî àëãîðèòìà ñ èíäóêöèåé �îçè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü: åñëè ñëîâî p ÿâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâî÷íûì, òî α � êâàäðàòè÷íàÿ

èððàöèîíàëüíîñòü. Ïóñòü ïîäñòàíîâêà ϕ ïîðîæäàåò ñëîâî p. Ïóñòü ïðè äåéñòâèè ïîðîæäàþùåé

ïîäñòàíîâêè ϕ 0 ïåðåõîäèò â ñëîâî ñ a íóëÿìè è b åäèíèöàìè, à 1 ïåðåõîäèò â ñëîâî ñ c íóëÿìè
è d åäèíèöàìè. Òîãäà, òàê êàê p � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïîäñòàíîâêè ϕ, à α � äîëÿ ÷èñëà åäèíèö,

ïîëó÷àåì êâàäðàòè÷íîå îòíîñèòåëüíî α óðàâíåíèå

α =
b(1− α) + dα

(a+ b)(1 − α) + (c+ d)α
,

çíà÷èò, α � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü.

Äîñòàòî÷íîñòü: åñëè α � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü, òî ñëîâî p ïîäñòàíîâî÷íî. Ïóñòü

åñòü áåñêîíå÷íîå ñëîâî Øòóðìà p � ïàëèíäðîì íàä àë�àâèòîì {0, 1}. Ïóñòü â íåì äîëÿ åäèíèö

ðàâíà α. Åñëè íóëåé ìåíüøå, ÷åì åäèíèö, òî ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó E : 0 ↔ 1. Îñòàåòñÿ ðàñïèñàòü

äåéñòâèÿ àëãîðèòìà ïðè α <
1

2
. Òàê êàê p ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì Øòóðìà è α <

1

2
, òî â íåì íå ìîãóò

âñòðåòèòüñÿ äâå åäèíèöû ïîäðÿä. Âîçìîæíî íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

1. Ñëîâî p ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî 1. Áóäåì îòíîñèòü 1 ê ëåâîé ïîëîâèíå ñëîâà p. Òàê êàê â
ñëîâå p íóëåé áîëüøå, ÷åì åäèíèö, òî ïåðåä êàæäîé åäèíèöåé èäåò íóëü. Çíà÷èò, ñëîâî p ïîëó÷àåòñÿ
ïîäñòàíîâêîé G : 1 → 01; 0 → 0 èç íåêîòîðîãî ñëîâà p′, ïðè÷åì ïîäñòàíîâêà ïîäîáðàíà òàê, ÷òî

ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ñëîâà p ïîëó÷àþòñÿ èç ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ñëîâà p′. Òàê êàê êîëè÷åñòâî
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íóëåé â êàæäîé ãðóïïå íóëåé óìåíüøèëîñü íà 1, à áîëüøå íè÷åãî íå ïðîèçîøëî, òî ñëîâî p′ òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ïàëèíäðîìîì, ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî 1.

2. Ñëîâî p ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî 0. Áóäåì îòíîñèòü 0 ê ëåâîé ïîëîâèíå ñëîâà p. Òàê êàê â
ñëîâå p íóëåé áîëüøå, ÷åì åäèíèö, òî ïîñëå êàæäîé åäèíèöû èäåò íóëü. Çíà÷èò, ñëîâî p ïîëó÷àåòñÿ
ïîäñòàíîâêîé G̃ : 1 → 10; 0 → 0 èç íåêîòîðîãî ñëîâà p′. Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ñëîâà p ïîëó÷à-

þòñÿ ñîîòâåòñòâåííî èç ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ñëîâà p′. Êîëè÷åñòâî íóëåé â êàæäîé ãðóïïå íóëåé

óìåíüøèëîñü íà 1, ïîýòîìó ñëîâî p′ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïàëèíäðîìîì, íî íà ýòîò ðàç ñèììåòðè÷íûì

îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ñëîâà.

3. Ñëîâî p ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ñëîâà. Òîãäà áóêâû w0 è w1 äîëæíû áûòü

íóëÿìè; ñëîâî p ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé G èç íåêîòîðîãî ñëîâà p′, ïðè ýòîì ñëîâî p′ ñèììåòðè÷íî
îòíîñèòåëüíî íóëÿ.

Â íàøåì ñëó÷àå α � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü. Ïðè äåéñòâèè ïðèâåäåííîãî àëãîðèòìà

α ïðåòåðïåâàåò òàêèå æå èçìåíåíèÿ, êàê è â èíäóêöèè �îçè, à çíà÷èò, òàê êàê α � êâàäðàòè÷íàÿ

èððàöèîíàëüíîñòü, òî äîëÿ åäèíèö α íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà áóäåò èçìåíÿòüñÿ ïåðèîäè÷å-

ñêè. Äëÿ êàæäîãî α âîçìîæíû ëèøü òðè âàðèàíòà ñèììåòðè÷íîñòè, òðè ðàçëè÷íûõ ïàëèíäðîìà.

Ïîýòîìó âîçìîæíî ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïàð (α, j), ãäå j � íîìåð âàðèàíòà ñèììåòðè÷íîñòè. Äëÿ

êàæäîé ïàðû îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí ïåðåõîä ñîãëàñíî àëãîðèòìó ê íåêîòîðîé äðóãîé ïàðå. Ïîýòî-

ìó ïðîöåññ è â îáùåì ñëó÷àå òàêæå öèêëè÷åí. Èç öèêëè÷íîñòè ïðîöåññà ñëåäóåò, ÷òî ïàëèíäðîì p
ïîäñòàíîâî÷åí, êàê è â ñëó÷àå ñ îáû÷íîé èíäóêöèåé �îçè. Êðèòåðèé äîêàçàí.

4. ×èñòàÿ ïîäñòàíîâî÷íîñòü äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íîãî ïàëèíäðîìà Ôèáîíà÷÷è�

Øòóðìà. Åñëè ìû ïðåäúÿâèì ïîäñòàíîâêó ϕ, îñòàâëÿþùóþ íà ìåñòå ñëîâî w, òàêóþ, ÷òî ϕ(a) = Ua
è ϕ(b) = bW äëÿ êàêèõ-òî íåïóñòûõ ñëîâ U èW , òî äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íîå ñëîâî w áóäåò ÿâëÿòüñÿ

÷èñòî ïîäñòàíîâî÷íûì.

Óòâåðæäåíèå. Åñëè ïîäñòàíîâêà ϕ : 0 → 00101, 1 → 001 îñòàâëÿåò íà ìåñòå ïàëèíäðîì

w è îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ϕ(a) = Ua è ϕ(b) = bW , òî äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íûé ïàëèíäðîì w,
ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî 1 äëÿ α = φ (çäåñü φ � çîëîòîå ñå÷åíèå), ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè

ýòîé ïîäñòàíîâêè, ò.å. w = ϕ∞(1|0).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííàÿ ïîäñòàíîâêà ϕ ïîëó÷àåòñÿ êîìïîçèöèåé äâóõ ïîäñòàíîâîê: ϕ = ψ2 ◦

ψ1, ãäå ψ1 : 0 → 01, 1 → 1 è ψ2 : 0 → 001, 1 → 01, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå

êîëè÷åñòâà íóëåé è åäèíèö â ñëîâå, ïðè ýòîì îòíîøåíèå íóëåé è åäèíèö òàêîå æå, êàê â ñëîâå

Ôèáîíà÷÷è. Îáå ýòè ïîäñòàíîâêè ñîõðàíÿþò ñâîéñòâî ïàëèíäðîìíîñòè. Ïåðâàÿ ïîäñòàíîâêà óâåëè-

÷èâàåò êîëè÷åñòâî íóëåé â êàæäîé ãðóïïå íóëåé íà 1, à çíà÷èò, ñîõðàíÿåò ïàëèíäðîìíîñòü. Âòîðàÿ

ïîðîæäàåò ãðóïïû íóëåé, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî òî÷êè ñèììåòðèè ñëîâà. Ïîäñòàíîâêà ψ1 ñëî-

âî, ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî 1, ïåðåâîäèò â ñëîâî, ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ñëîâà,

à ïîäñòàíîâêà ψ2 ñëîâî, ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ñëîâà, ïåðåâîäèò â ñëîâî, ñèììåò-

ðè÷íîå îòíîñèòåëüíî 1. Òàê êàê òàêîå ñáàëàíñèðîâàííîå ñëîâî òîëüêî îäíî äëÿ äàííîãî îòíîøåíèÿ

êîëè÷åñòâ íóëåé è åäèíèö, òî ϕ, ïåðåâîäÿùàÿ ñëîâî, ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî 1, â ñëîâî, ñèììåò-
ðè÷íîå îòíîñèòåëüíî 1, îñòàâëÿåò ñëîâî w áåç èçìåíåíèé, ïðè ýòîì îñòàâëÿÿ íåèçìåííûì îòíîøåíèå

êîëè÷åñòâ 0 è 1. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

4.1. Ôàêòîð-äèíàìèêà ïðûæêîâ ïî îêðóæíîñòè. Ïóñòü åñòü äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (M,Rα,

x0, U). Ôàêòîð-äèíàìèêà ïîëó÷àåòñÿ îòîæäåñòâëåíèåì òî÷åê, ðàçëè÷àþùèõñÿ íà

m

n
, ãäå n �èêñè-

ðîâàíî, à m ∈ N. Òàêàÿ îáîáùåííàÿ òî÷êà áóäåò ïðàâèëüíûì n-óãîëüíèêîì. Òîãäà ïîïàäàíèé â

âûäåëåííóþ äóãó ìîæåò áûòü ëèáî

k =

[
α

1/n

]
= [nα],

ëèáî íà 1 áîëüøå äëÿ êàæäîé îáîáùåííîé òî÷êè. Áóäåì ïèñàòü a, åñëè èõ k+1, è b èíà÷å. Îáîçíà÷èì
ýòó �àêòîð-äèíàìèêó ÷åðåç (M/n,Rα, x0, U/n).

Òåîðåìà. Åñëè ñëîâî w, ïîðîæäåííîå ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêîé (M,Rα, x0, U), ïîäñòàíîâî÷-
íîå, òî è ñëîâî w′

, ïîðîæäåííîå ñèìâîëè÷åñêîé �àêòîð-äèíàìèêîé (M/n,Rα, x0, U/n), ïîäñòàíî-
âî÷íîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî, ïîëó÷àþùååñÿ �àêòîðèçàöèåé îêðóæíîñòè ïî äàí-

íîìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè, èçîìîð�íî îêðóæíîñòè ω äëèíîé

1

n
. Ïðè ýòîì òî÷êè, ïðè ïîïà-
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äàíèè íà êîòîðûå ìû ïèøåì a (ìíîæåñòâî U ′
), îáðàçóþò äóãó α′

äëèíîé

α′ = α− [nα]

n
= α− k

n
.

Ïîâîðîò íà óãîë α íà îêðóæíîñòè M îòâå÷àåò ïîâîðîòó íà óãîë nα íà îêðóæíîñòè ω. Óâåëè÷èâ
äëèíó îêðóæíîñòè ω è äëèíó äóãè α′

â n ðàç (ñäåëàâ ãîìîòåòèþ), ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî ñèìâî-

ëè÷åñêóþ äèíàìèêó (M,Rnα, x0, U
′). Óãîë nα îòëè÷àåòñÿ îò óãëà α′

íåñêîëüêèìè îáîðîòàìè âîêðóã

îêðóæíîñòè, ïîýòîìó ïîâîðîò íà óãîë nα ñîâïàäàåò ñ ïîâîðîòîì íà óãîë α′
. Òàêèì îáðàçîì, ìû

ïîëó÷èëè ñòàíäàðòíóþ ñèìâîëè÷åñêóþ äèíàìèêó ïîâîðîòîâ îêðóæíîñòè åäèíè÷íîé äëèíû íà óãîë

α′
. Áëàãîäàðÿ ìåòîäó èíäóêöèè �îçè ìû çíàåì, ÷òî ñëîâî ÿâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâî÷íûì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà α � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü. Åñëè ñëîâî w ïîäñòàíîâî÷íîå, òî α � êâàäðàòè÷-

íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü, à çíà÷èò, è α′
� êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü, ïîýòîìó ñëîâî w′

òàêæå

áóäåò ïîäñòàíîâî÷íûì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

�àáîòà ïîääåðæàíà �îññèéñêèì íàó÷íûì �îíäîì, ãðàíò � 17�11�01377.
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ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎ�Î ËÎ�À�ÈÔÌÈ×ÅÑÊÎ�Î ÒÅÌÏÀ �ÎÑÒÀ

Ñ.À. Êîìêîâ

1

Â ðàáîòå ïîëó÷åíà íîâàÿ �îðìóëèðîâêà êðèòåðèÿ ìèíèìàëüíîãî ëîãàðè�ìè÷åñêîãî

òåìïà ðîñòà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñ çàäàííûì ìíîæåñòâîì îïåðàöèé.

Îêàçàëîñü, ÷òî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñ îïåðàöèÿìè èìååò ìèíèìàëüíûé ëîãàðè�ìè÷åñêèé

òåìï ðîñòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî îïåðàöèé íå ñîäåðæèòñÿ öåëèêîì íè

â îäíîì èç ïðåäïîëíûõ êëàññîâ, îòëè÷íûõ îò êëàññîâ ñîõðàíåíèÿ ïîäìíîæåñòâà è êëàñ-

ñîâ �óíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàòû, çàäàþùèåñÿ ïåðåñòàíîâêàìè, ðàçëàãàþùèìèñÿ íà

öèêëû îäíîé è òîé æå ïðîñòîé äëèíû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåìï ðîñòà, ãåíåðèðóþùèå ìíîæåñòâà, êîíå÷íûå ìíîæåñòâà.

A new formulation of a 
riterion of minimal logarithmi
 growth rate for an arbitrary �nite

set with a set of operations de�ned on it is obtained. It turns out that a �nite set with operations

has the minimal logarithmi
 growth rate if and only if the set of operation is not 
ontained in

any maximal 
lass di�ering from autodual fun
tions and fun
tions preserving any subset.

Key words: growth rate, generating sets, �nite sets.

1. Ââåäåíèå. Ïóñòü èìååòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A ñ ìíîæåñòâîì îïåðàöèé M . Ýëåìåíòû äå-

êàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ An
áóäåì íàçûâàòü íàáîðàìè. Èç ëþáîé k-ìåñòíîé îïåðàöèè f ∈M íàä ýëå-

ìåíòàìè ìíîæåñòâà A, ãäå k ∈ N, ìîæíî ïîëó÷èòü k-ìåñòíóþ îïåðàöèþ fn íàä íàáîðàìè, ïðèìåíÿÿ
îïåðàöèþ ê íàáîðàì ïîýëåìåíòíî.
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Òàêèì îáðàçîì, èç ìíîæåñòâà M ìîæíî ïîëó÷èòü ìíîæåñòâî îïåðàöèé Mn
íàä ýëåìåíòàìè An

.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàä ýëåìåíòàìè An
çàäàíû îïåðàöèèM , ïîäðàçóìåâàÿ óêàçàííîå

ìíîæåñòâî Mn
.

Íàáîð a âûâîäèòñÿ èç íàáîðîâ B = {b1, . . . , bk} ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé èçM , åñëè a = f(c1, . . . , cp),
f ∈ M , ãäå êàæäûé íàáîð ci, 1 6 i 6 p, ëèáî ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó B, ëèáî âûâîäèòñÿ èç

íàáîðîâ B.
Ïîäìíîæåñòâî X ⊆ An

íàçûâàåòñÿ ãåíåðèðóþùèì ìíîæåñòâîì äëÿ An
ïî îïåðàöèÿì èçM , åñëè

ëþáîé íàáîð èç An
âûâîäèòñÿ èç íàáîðîâ X ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé èç M . �åíåðèðóþùåå ìíîæåñòâî

íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ãåíåðèðóþùèì ìíîæåñòâîì, åñëè ó íåãî ìèíèìàëüíàÿ ìîùíîñòü ñðåäè

âñåõ ãåíåðèðóþùèõ ìíîæåñòâ.

Ôóíêöèÿ dF (n), ãäå F = (A,M), ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ, ðàâíûå ìîùíîñòÿì ìèíèìàëüíûõ

ãåíåðèðóþùèõ ìíîæåñòâ äëÿ An
ïî îïåðàöèÿì èç M , íàçûâàåòñÿ òåìïîì ðîñòà.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü A = {0, 1}, M = {¬}. Òîãäà dF (n) = 2n−1
.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü A = {0, 1, 2}, M = {⊕}. Òîãäà dF (n) = n.
Ôóíêöèÿ dF (n) ïîäðîáíî èçó÷åíà äëÿ êëàññè÷åñêèõ êîíå÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð [1�4℄.

Íåñêîëüêî ðàáîò ïîñâÿùåíî èññëåäîâàíèþ òåìïà ðîñòà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ñ ïðîèçâîëüíûì ìíîæå-

ñòâîì îïåðàöèé [5�7℄.

�àíåå àâòîðîì â [7℄ áûë äîêàçàí ñëåäóþùèé êðèòåðèé ìèíèìàëüíîãî ëîãàðè�ìè÷åñêîãî òåìïà

ðîñòà.

Òåîðåìà 1. Ñîîòíîøåíèå dF (n) − log|A| n = O(1) ïðè n → ∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå

íàéäåòñÿ âàæíîãî ïðåäèêàòà ρ ∈ Inv(M), ïðè÷åì åñëè íå íàøëîñü âàæíîãî ïðåäèêàòà ρ ∈ Inv(M),

òî

∣∣∣dF (n)− log|A| n
∣∣∣ 6 |A|+ 1 äëÿ ëþáîãî n.

Çäåñü âàæíûì ïðåäèêàòîì íàçûâàåòñÿ òàêîé íåòîæäåñòâåííûé ïðåäèêàò ρ áåç íåñóùåñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ, ÷òî ρ(c, . . . , c) = 1 äëÿ ëþáîãî c ∈ A è íàéäåòñÿ ñòîëáåö, ïðèíàäëåæàùèé ïðåäèêàòó,

êîòîðûé ñîäåðæèò íå ìåíåå äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé.

Ïðåäïîëíûå êëàññû k-çíà÷íîé ëîãèêè ìîãóò áûòü îïèñàíû êàê êëàññû ñîõðàíåíèÿ íåêîòî-

ðûõ ïðåäèêàòîâ [8, 9℄. Âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè èç [9℄ äëÿ ïðåäèêàòîâ, çàäàþùèõ ïðåäïîëíûå

êëàññû.

Ïðåäèêàòàìè òèïà P íàçûâàþòñÿ ïðåäèêàòû, çàäàþùèåñÿ ïåðåñòàíîâêàìè, ðàçëàãàþùèìèñÿ íà

öèêëû îäíîé è òîé æå ïðîñòîé äëèíû.

Ïðåäèêàòàìè òèïà O íàçûâàþòñÿ ïðåäèêàòû, îïðåäåëÿþùèå íà ìíîæåñòâå A ÷àñòè÷íûé ïîðÿ-

äîê ñ íàèìåíüøèì è íàèáîëüøèì ýëåìåíòàìè.

Ïðåäèêàòàìè òèïà L íàçûâàþòñÿ ïðåäèêàòû, çàäàþùèå êëàññû êâàçèëèíåéíûõ �óíêöèé.

Ïðåäèêàòàìè òèïà E íàçûâàþòñÿ ïðåäèêàòû, çàäàþùèå íåòðèâèàëüíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-

íîñòè íà A.
Ïðåäèêàòàìè òèïà C íàçûâàþòñÿ ïðåäèêàòû, çàäàþùèå ñòðîãî ðå�ëåêñèâíîå, ñòðîãî ñèììåò-

ðè÷íîå îòíîøåíèå ñ íåòðèâèàëüíûì öåíòðîì íà A. Îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòû òèïà C çàäàþò ïðåä-

ïîëíûå êëàññû, ñîõðàíÿþùèå íåêîòîðîå ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A.
Ïðåäèêàòàìè òèïà B íàçûâàþòñÿ ïðåäèêàòû, çàäàþùèå îòíîøåíèå λT , îïðåäåëÿåìîå p-óïîðÿ-

äî÷åííûì êëàññîì T ýêâèâàëåíòíûõ îòíîøåíèé íà A, ãäå p > 2.
Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ïîëó÷åíà íîâàÿ �îðìóëèðîâêà ïðèâåäåííîãî êðèòåðèÿ â òåðìèíàõ �óíê-

öèé, à èìåííî

Òåîðåìà 2. Ñîîòíîøåíèå dF (n) − log|A| n = O(1) ïðè n → ∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ìíîæåñòâî M íå âêëàäûâàåòñÿ öåëèêîì íè â îäèí èç ïðåäïîëíûõ êëàññîâ �óíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ

ïðåäèêàò òèïà O, L, E, B èëè ïðåäèêàò òèïà C àðíîñòè íå ìåíåå äâóõ.

2. Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Äîïóñòèì, ÷òî dF (n)− logk n = O(1) ïðè n→ ∞.

Åñëè áû ìíîæåñòâî M ñîäåðæàëîñü â êëàññå �óíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò òèïà O, L, E,

B èëè ïðåäèêàò òèïà C àðíîñòè íå ìåíåå äâóõ, òî â Inv(M) ñîäåðæàëñÿ áû âàæíûé ïðåäèêàò, òàê

êàê ïðåäèêàòû òèïà O, L, E, B è ïðåäèêàòû òèïà C àðíîñòè íå ìåíåå äâóõ óæå ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè

ïðåäèêàòàìè. Çíà÷èò, ìíîæåñòâîM íå ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ â äàííûõ ïðåäïîëíûõ êëàññàõ, ïîñêîëüêó

òîãäà â Inv(M) ñîäåðæàëñÿ áû âàæíûé ïðåäèêàò è ýòî ïðîòèâîðå÷èëî áû òåîðåìå 1.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Äîïóñòèì, ÷òî ìíîæåñòâî M íå ñîäåðæèòñÿ â êëàññå �óíêöèé, ñî-

õðàíÿþùèõ ïðåäèêàò òèïà O, L, E, B èëè ïðåäèêàò òèïà C àðíîñòè íå ìåíåå äâóõ, íî ïðè ýòîì

dF (n)− logk n 6= O(1) ïðè n→ ∞. Òîãäà ïî òåîðåìå 1 ñóùåñòâóåò âàæíûé ïðåäèêàò ρ ∈ Inv(M).
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Ìíîæåñòâî M ìîæíî òàê ðàñøèðèòü äî êëàññà Pol(ρ), à çàòåì äî ïðåäïîëíîãî êëàññà R, ÷òî
M ⊆ Pol(ρ) ⊆ R. Âñå êîíñòàíòíûå �óíêöèè áóäóò ïðèíàäëåæàòü êëàññó R, òàê êàê âñå îíè ïðè-

íàäëåæàò êëàññó Pol(ρ), à çíà÷èò, R íå ìîæåò áûòü êëàññîì �óíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò òèïà

P èëè îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò òèïà C. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî M ðàñøèðÿåòñÿ äî ïðåäïîëíîãî

êëàññà �óíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò òèïà O, L, E, B èëè ïðåäèêàò òèïà C àðíîñòè íå ìåíåå

äâóõ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òîM íå ñîäåðæèòñÿ â äàííûõ ïðåäïîëíûõ êëàññàõ,

à çíà÷èò, dF (n)− logk n = O(1) ïðè n→ ∞.
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ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈß, ÑÎÕ�ÀÍßÞÙÈÅ ÎÒÍÎØÅÍÈß,

ÎÏ�ÅÄÅËÈÌÛÅ ×Å�ÅÇ ËÈÍÅÉÍÛÉ ÏÎ�ßÄÎÊ

À.Ë. Ñåìåíîâ

1

Îòíîøåíèÿ �ìåæäó�, �öèêë�, �çàöåïëåííîñòü� áûëè îïðåäåëåíû ÷åðåç îòíîøåíèå ëè-

íåéíîãî ïîðÿäêà â êëàññè÷åñêîé ðàáîòå Ýäâàðäà Â. Õàíòèíãòîíà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå

ïîëó÷åíû êðèòåðèè ñîõðàíåíèÿ ýòèõ îòíîøåíèé ïðè èíúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíûé ïîðÿäîê, îòíîøåíèå �ìåæäó�, îòíîøåíèå �öèêë�, îòíîøå-

íèå �çàöåïëåííîñòü�, àâòîìîð�èçìû ñòðóêòóð ïîðÿäêà, ñèìâîëè÷åñêàÿ äèíàìèêà.

The relations �between�, �
y
le�, �separation� were de�ned through the relation of linear

order in the 
lassi
al paper of Edward V. Huntington. In this paper, the 
riteria for preserving

these relations under inje
tive mappings are obtained.

Key words: linear order, �between� relation, �
y
le� relation, �separation� relation, auto-

morphisms of order stru
tures, symboli
 dynami
s.

Â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âàæíóþ ðîëü èãðàþò ãîìåîìîð�èçìû îêðóæíîñòè (ñì., íàïðè-

ìåð, [1℄). Â.Ñ. Êîçÿêèí [2℄ ðàññìîòðåë îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè áîëåå îáùèå, ÷åì ãîìåîìîð�èçìû,
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à èìåííî ñîõðàíÿþùèå öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê, è óñòàíîâèë, ÷òî ýòî áîëåå îáùåå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ

äîñòàòî÷íûì äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ î ãîìåîìîð�èçìàõ, èñïîëüçóåìûõ â ñèìâîëè÷å-

ñêîé äèíàìèêå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå èñ÷åðïûâàþùèé ïåðå÷åíü

òàêîãî ðîäà îáîáùåíèé è ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå âîçíèêàþùèõ îòîáðàæåíèé.

Ôèêñèðóåì 〈A,<〉 � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. ×åðåç ïîðÿäîê îïðåäåëèìû îòíîøåíèÿ:

B � �ìåæäó�, à èìåííî xB(y, z) îçíà÷àåò �y < x < z ∨ z < x < y�;
C � �öèêë�, à èìåííî C(x, y, z) îçíà÷àåò �x < y < z ∨ z < x < y ∨ y < z < x�;
S � �çàöåïëåíî�, à èìåííî (x, y)S(z, t) îçíà÷àåò �zB(x, y) 6≡ tB(x, y)�.
Ëåììà 1. Îòíîøåíèå S ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ÷åðåç C: (x, y)S(z, t) ýêâèâàëåíòíî

C(x, y, z) 6≡ C(x, y, t).

Â ðàáîòå [3℄ ïðèâåäåíû ïîëíûå ñèñòåìû àêñèîì äëÿ êàæäîãî èç óêàçàííûõ îòíîøåíèé. Â ðàáîòå

[4℄ äîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñÿêîé ñòðóêòóðû, ãäå çàäàíî êàêîå-òî èç îòíîøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñî-

îòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå àêñèîì, ìîæåò áûòü �âîññòàíîâëåíà� ñòðóêòóðà ïîðÿäêà. �àññìàòðèâàåìûì

ñïèñêîì îòíîøåíèé èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå âîçìîæíîñòè äëÿ îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèé ÷åðåç ïîðÿäîê äëÿ

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (ñì., íàïðèìåð, [5℄).

Ìû áóäåì ÷àñòî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ïðîñòîå çàìå÷àíèå.

Ëåììà 2. Åñëè x íå ëåæèò ìåæäó a è b è x íå ëåæèò ìåæäó a è c, òî x íå ëåæèò ìåæäó

b è c.
Îïðåäåëåíèÿ. Ìû ãîâîðèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f : A → A ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå P , åñëè

P (x, y, . . .) ⇔ P (f(x), f(y), . . .). Îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå ïîðÿäîê, íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùèì

(f âîçðàñòàåò). Îòîáðàæåíèå f, äëÿ êîòîðîãî x < y ⇒ f(y) < f(x), íàçûâàåòñÿ óáûâàþùèì

(f óáûâàåò).
Ñå÷åíèåì ñòðóêòóðû 〈A,<〉 íàçûâàåòñÿ ïàðà 〈I0, I1〉 ìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ñëåäó-

þùèå äâà óñëîâèÿ:

1) I0 ∪ I1 = A;
2) ∀x ∈ I0, y ∈ I1 x < y.

Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àé, êîãäà îäèí èç ýëåìåíòîâ ñå÷åíèÿ � ïóñòîå ìíîæåñòâî, íå èñêëþ÷àåòñÿ.

(Ýòî ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü íåêîòîðûå �îðìóëèðîâêè.) Áóäåì íàçûâàòü I0, I1 îòðåçêàìè ñå÷åíèÿ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : A → A ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê îòðåçêîâ I0, I1,
åñëè ∀x ∈ I0, y ∈ I1 âûïîëíåíî f(x) < f(y); f ïåðåñòàâëÿåò îòðåçêè, åñëè ∀x ∈ I0, y ∈ I1 âûïîë-
íåíî f(x) > f(y). Åñëè îäèí èç îòðåçêîâ ïóñò, òî f îäíîâðåìåííî è ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê îòðåçêîâ, è

ïåðåñòàâëÿåò èõ.

Òåîðåìà. Ïóñòü f : A→ A � èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà f
(B) ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f âîçðàñòàåò èëè óáûâàåò;

(C) ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå C òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ñå÷åíèÿ 〈I0, I1〉 ìíî-
æåñòâà 〈A,<〉 îòîáðàæåíèå f âîçðàñòàåò íà I0 è íà I1 è ïåðåñòàâëÿåò îòðåçêè;

(S) ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå S òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ñå÷åíèÿ 〈I0, I1〉 ìíî-
æåñòâà 〈A,<〉

(S.1) f âîçðàñòàåò íà I0 è íà I1 è ïåðåñòàâëÿåò îòðåçêè

èëè

(S.2) f óáûâàåò íà I0 è íà I1 è ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê îòðåçêîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (x, y) èíòåðâàë ñ êîíöàìè x, y, ïðè ýòîì íåîáÿçà-

òåëüíî x < y.
(B) Ïðîâåðêà ñîõðàíåíèÿ îòíîøåíèÿ B äëÿ âîçðàñòàþùèõ è óáûâàþùèõ îòîáðàæåíèé f î÷å-

âèäíà.

Ïóñòü òåïåðü f ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå B. Åñëè â A ìåíüøå ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ, òî óòâåðæäåíèå

î÷åâèäíî. Èíà÷å ðàññìîòðèì ëþáûå ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà A. Â ñèëó òîãî ÷òî f ñîõðàíÿåò

îòíîøåíèå �ìåæäó�, äâà �ñðåäíèõ� ýëåìåíòà ÷åòâåðêè îñòàíóòñÿ ñðåäíèìè, äâà �êðàéíèõ� � �êðàé-

íèìè� è ïîñëå ïðèìåíåíèÿ f . Äàëåå, ÿñíî, ÷òî è âåñü ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ ÷åòâåðêè ïîñëå ïðèìåíåíèÿ
f áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ïîðÿäêîì �êðàéíèõ� ýëåìåíòîâ è îí ñîõðàíèòñÿ èëè ïîìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâî-

ïîëîæíûé. Çíà÷èò, åñëè íà êàêîé-òî ïàðå ýëåìåíòîâ f âîçðàñòàåò, òî è íà ëþáîé ïàðå âîçðàñòàåò,

åñëè íà êàêîé-òî óáûâàåò, òî è íà ëþáîé óáûâàåò. Îòñþäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå (B).
(S) Ïóñòü f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ, ñ�îðìóëèðîâàííîìó â òåîðåìå â òåðìèíàõ ñå÷åíèÿ.

Ïóñòü a < c < b < d è âûïîëíåíî (a, b)S(c, d). Ïóñòü äàëåå, íàïðèìåð, a, c ∈ I0, b, d ∈ I1. Òîãäà â
ñëó÷àå (S.1) èìååì f(b) < f(d) < f(a) < f(c). Â ñëó÷àå (S.2) èìååì f(c) < f(a) < f(d) < f(b). È â òîì
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è â äðóãîì ñëó÷àå èñòèííîñòü S äëÿ îáðàçîâ î÷åâèäíà. Îñòàëüíûå ñëó÷àè òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ

íåïîñðåäñòâåííî.

Ïóñòü f ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå S. Åñëè f ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå B, òî ñëåäóåò âçÿòü I0 = A,
I1 = ∅, è óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ (B) òåîðåìû.

Ïóñòü òåïåðü f íå ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå B. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå òðè ýëåìåíòà a0, a1, b ∈ A,
÷òî b ëåæèò ìåæäó a0, a1, íî f(b) íå ëåæèò ìåæäó f(a0) è f(a1). Òîãäà äëÿ ëþáîãî c èç ñîõðàíåíèÿ
îòíîøåíèÿ S âûòåêàåò ðàâåíñòâî

¬cB(a0, a1) ≡ (b, c)S(a0, a1) ≡ (f(b), f(c))S(f(a0), f(a1)) ≡ f(c)B(f(a0), f(a1)).

Òàêèì îáðàçîì, èìåþò ìåñòî óòâåðæäåíèÿ:

(*) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà c, ëåæàùåãî ìåæäó a0, a1, åãî îáðàç f(c) íå ëåæèò ìåæäó îáðàçàìè

f(a0) è f(a1);
(**) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà c, íå ëåæàùåãî ìåæäó a0, a1, åãî îáðàç f(c) ëåæèò ìåæäó îáðàçàìè

f(a0) è f(a1).
Èíà÷å ãîâîðÿ, f îñóùåñòâëÿåò �èíâåðñèþ A îòíîñèòåëüíî îòðåçêà (a0, a1)�.
Áóäåì äàëåå ïîëàãàòü, ÷òî â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ a0 < a1. Îïðåäåëèì

I0 = {x|x < a1 ∧ ¬f(a1)B(f(a0), f(x))},
I1 = {x|x > a0 ∧ ¬f(a0)B(f(a1), f(x))}.

Äîêàæåì ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

1. Î÷åâèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, ÷òî a0 ∈ I0 è a1 ∈ I1.
2. Ïðîâåðèì ñâîéñòâî 1 èç îïðåäåëåíèÿ ñå÷åíèÿ.

Ïóñòü x ëåæèò ìåæäó a0, a1. Òîãäà ïåðâûå óñëîâèÿ â êîíúþíêöèÿõ äëÿ ìíîæåñòâ I0 è I1 âûïîë-
íåíû. Â ñèëó �èíâåðñèè� (*) çíà÷åíèå �óíêöèè f(x) íå ëåæèò ìåæäó f(a0) è f(a1). Çíà÷èò, ðîâíî
äëÿ îäíîé ïàðû ðàçëè÷íûõ k, j ∈ {0, 1} ýëåìåíò f(ak) íå ëåæèò ìåæäó f(aj) è f(x). Òåì ñàìûì x
ïðèíàäëåæèò ðîâíî îäíîìó èç ìíîæåñòâ I0 è I1.

Ïóñòü òåïåðü x íå ëåæèò ìåæäó a0, a1. Â ñèëó �èíâåðñèè� (**) çíà÷åíèå �óíêöèè f(x) ëåæèò
ìåæäó f(a0), f(a1). Çíà÷èò, â îïðåäåëåíèÿõ I0 è I1 âòîðîé ÷ëåí êîíúþíêöèè âûïîëíåí. Ïåðâûé ÷ëåí
êîíúþíêöèè âûïîëíåí ðîâíî äëÿ îäíîãî èç I0 è I1.

Òàêèì îáðàçîì, 〈I0, I1〉 � ýòî ðàçáèåíèå A íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà.

3. Âîçüìåì ëþáûå j ∈ {0, 1}, y, z ∈ Ij è ëþáîé ýëåìåíò x, ëåæàùèé ìåæäó y è z. Ïîêàæåì, ÷òî
f(x) ëåæèò ìåæäó f(y), f(z) è ìíîæåñòâî Ij íå ñîäåðæèò ïîñòîðîííèõ âêëþ÷åíèé.

Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì k 6= j. Â ñèëó ïåðâîãî óñëîâèÿ â îïðåäåëåíèè Ij ýëåìåíò ak íå ëå-

æèò ìåæäó y, z è âûïîëíåíî (y, z)S(x, ak). Ñîãëàñíî âòîðîìó óñëîâèþ èç îïðåäåëåíèÿ Ij çíà÷åíèå
�óíêöèè f(ak) íå ëåæèò ìåæäó f(aj) è f(y) è íå ëåæèò ìåæäó f(aj) è f(z). Ïî ëåììå 2 çíà-

÷åíèå �óíêöèè f(ak) íå ëåæèò ìåæäó f(y) è f(z). Ïîñêîëüêó f ñîõðàíÿåò çàöåïëåíèå S, èìååì
(f(y), f(z))S(f(x), f(ak)). Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå �óíêöèè f(x) ëåæèò ìåæäó f(y) è f(z).

Êàê ìû óæå óñòàíîâèëè, çíà÷åíèå �óíêöèè f(ak) íå ëåæèò ìåæäó f(y) è f(aj) è íå ëåæèò

ìåæäó f(y) è f(z), ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå �óíêöèè f(ak) íå ëåæèò ìåæäó f(y) è f(x). Ïî ëåììå 2
çíà÷åíèå �óíêöèè f(ak) íå ëåæèò ìåæäó f(aj) è f(x), ò.å. äëÿ x âûïîëíåí âòîðîé ÷ëåí êîíúþíêöèè
â îïðåäåëåíèè Ij . Ïåðâûé ÷ëåí êîíúþíêöèè âûïîëíåí â ñèëó âûáîðà y, z, çíà÷èò, x ∈ Ij .

4. Ïîêàæåì, ÷òî ∀x ∈ I0 y ∈ I1 âûïîëíåíî x < y. Èç ïï. 1 è 3 âûòåêàåò, ÷òî âñå x, ìåíüøèå
a0, ëåæàò â I0 (èíà÷å ýëåìåíò a0 ëåæàë áû ìåæäó êàêèì-òî ýëåìåíòîì I1 è a1), àíàëîãè÷íî âñå x,
áîëüøèå a1, ëåæàò â I1. Äëÿ x, y, ëåæàùèõ ìåæäó a0 è a1, åñëè x ∈ I0, y ∈ I1, òî îòíîøåíèå x > y
íåâîçìîæíî: åñëè áû îíî èìåëî ìåñòî, òî ýëåìåíò y èç I1 ëåæàë áû ìåæäó äâóìÿ ýëåìåíòàìè èç I0,
à èìåííî ìåæäó a0 è x.

5. Èç ï. 3 è óæå äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ (B) òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî f âîçðàñòàåò èëè óáûâàåò
íà I0 è íà I1 (íî àïðèîðè âîçìîæíî, ÷òî íà îäíîì èç ýòèõ ìíîæåñòâ f âîçðàñòàåò, à íà äðóãîì

óáûâàåò). Äîêàæåì, ÷òî òàêîå �ðàññîãëàñîâàíèå� íåâîçìîæíî, ò.å. ÷òî �óíêöèÿ f âîçðàñòàåò íà

îáîèõ ìíîæåñòâàõ èëè óáûâàåò íà îáîèõ ìíîæåñòâàõ.

Åñëè I0 = {a0} èëè I1 = {a1}, òî f íà ýòîì Ik è âîçðàñòàåò, è óáûâàåò. Óòâåðæäåíèå â ýòèõ

ñëó÷àÿõ äîêàçàíî. Ïîýòîìó äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî è â I0, è â I1 áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà. Äîñòàòî÷íî
â êàæäîì èç îòðåçêîâ óêàçàòü ïî äâà ýëåìåíòà òàê, ÷òîáû íà ýòèõ ïàðàõ �óíêöèÿ f âåëà ñåáÿ

�îäèíàêîâî�. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà �èíâåðñèè� (*) è (**).

Ïóñòü f(a0) < f(a1). Ìû ïîêàæåì, ÷òî f óáûâàåò íà êàæäîì îòðåçêå ñå÷åíèÿ.
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Âîçüìåì â I0 ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò c, îòëè÷íûé îò a0. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ I0 ýëåìåíò c íå
ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì a1. Åñëè c < a0, òî ââèäó óòâåðæäåíèÿ (**) îá �èíâåðñèè� çíà÷åíèå f(c)
ëåæèò ìåæäó f(a0) è f(a1), â ÷àñòíîñòè f(a0) < f(c). Òàêèì îáðàçîì, f óáûâàåò íà ïàðå c, a0 è,

çíà÷èò, íà I0. Åñëè c ëåæèò ìåæäó a0 è a1, òî â ñèëó óòâåðæäåíèÿ (*) îá �èíâåðñèè� çíà÷åíèå f(c) íå
ìîæåò ëåæàòü ìåæäó f(a0) è f(a1). Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì I0 çíà÷åíèå f(c) íå ìîæåò áûòü
áîëüøå, ÷åì f(a1), èíà÷å çíà÷åíèå f(a1) ëåæàëî áû ìåæäó f(a0) è f(c). Òàêèì îáðàçîì, f(c) < f(a0)
è â ýòîì ñëó÷àå f óáûâàåò íà I0.

Äëÿ ýëåìåíòîâ I1 ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íî ñ çàìåíîé < íà >. Òàêèì îáðàçîì, f óáûâàåò è

íà I0, è íà I1.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè f(a0) > f(a1), òî f âîçðàñòàåò íà êàæäîì îòðåçêå ñå÷åíèÿ.

(C) Ïóñòü f âîçðàñòàåò íà I0 è íà I1 èç íåêîòîðîãî ñå÷åíèÿ è ∀x ∈ I0, y ∈ I1 èìååì f(y) < f(x).
Èñòèííîñòü îòíîøåíèÿ C (êàê è âñåõ äðóãèõ ðàññìàòðèâàåìûõ îòíîøåíèé) çàâèñèò òîëüêî îò îòíî-

øåíèé ïîðÿäêà ìåæäó àðãóìåíòàìè. Îòíîøåíèå C(x, y, z) èñòèííî íà íàáîðàõ, â êîòîðûõ x < y < z,
èëè z < x < y, èëè y < z < x, âòîðîé è òðåòèé íàáîðû ïîëó÷àþòñÿ öèêëè÷åñêèìè ïåðåñòàíîâêàìè

ïåðâîãî. Îòîáðàæåíèå f íå ìåíÿåò ïîðÿäîê àðãóìåíòîâ, ëåæàùèõ â îäíîì êîìïîíåíòå ñå÷åíèÿ. Åñëè

ðîâíî äâà ýëåìåíòà ëåæàò â îäíîì êîìïîíåíòå ñå÷åíèÿ, à òðåòèé � â äðóãîì, òî f ïåðåñòàâëÿåò ýòîò
ýëåìåíò ñ ïåðâîãî ìåñòà íà ïîñëåäíåå èëè ñ ïîñëåäíåãî íà ïåðâîå, çíà÷èò, ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå C.

Ïóñòü òåïåðü f ñîõðàíÿåò öèêë C. Ïîñêîëüêó çàöåïëåíèå îïðåäåëèìî ÷åðåç öèêë, f ñîõðàíÿåò è
çàöåïëåíèå. Ïîýòîìó ìîæíî èñïîëüçîâàòü óòâåðæäåíèå (S) äîêàçûâàåìîé òåîðåìû è âûáðàòü I0, I1.
ßñíî, ÷òî ñëó÷àé (S.2) íåâîçìîæåí.

Òðåòüå óòâåðæäåíèå òåîðåìû è òåîðåìà â öåëîì äîêàçàíû.

Ïðèìåðû. Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé àâòîìîð�èçìîâ çàöåïëåíèÿ, ìîäè�èêàöèè äëÿ äðóãèõ

îòíîøåíèé ïîëó÷àþòñÿ ëåãêî.

Êîíå÷íûå ñòðóêòóðû. Ñå÷åíèå �ïðîõîäèò� ÷åðåç ëþáîé ýëåìåíò a: ê I0 îòíîñèì âñå ýëåìåíòû,

ìåíüøèå a, ê I1 � âñå ýëåìåíòû, íå ìåíüøèå a. Âñÿêàÿ èíúåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àâòîìîð�èçìîì. Âàðè-

àíòû (S.1) (�âîçðàñòàíèå�) è (S.2) (�óáûâàíèå�) âîçìîæíû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû òî÷êîé ñå÷åíèÿ.

�àöèîíàëüíûå ÷èñëà.Äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåëQ (è èçîìîð�íîãî åìó èíòåðâàëà

Q(0; 1)) �òî÷êà ñå÷åíèÿ� � ïðîèçâîëüíîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Îáðàçû ýëåìåíòîâ ñå÷åíèÿ ìîãóò

ðàçäåëÿòüñÿ ïðîèçâîëüíûì èððàöèîíàëüíûì ÷èñëîì.

Äëÿ ìíîæåñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (è èçîìîð�íîãî åìó ïîëóèíòåðâàëà

Q[0; 1)) �òî÷êà ñå÷åíèÿ� � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, â ñëó÷àå �âîçðàñòà-

íèÿ� f ýòà òî÷êà ëåæèò â I1, â ñëó÷àå �óáûâàíèÿ� f � â I0. Îáðàç íóëÿ ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì
ïîëîæèòåëüíûì ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì.

Äëÿ îòðåçêà Q[0; 1] íåòðèâèàëüíûõ ñå÷åíèé íåò.

Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Äëÿ ìíîæåñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (è èçîìîð�-

íîãî åìó ïîëóèíòåðâàëà S1[0; 1)) òî÷êà ñå÷åíèÿ ìîæåò áûòü ëþáûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì (àíàëî-

ãè÷íî ñëó÷àþ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë). Äëÿ òàêîãî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà òåîðåìà â ñëó÷àå (C)
áûëà äîêàçàíà Â.Ñ. Êîçÿêèíûì â [2℄.

Äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R èëè îòðåçêà R[0; 1] íåòðèâèàëüíûõ ñå÷åíèé íåò.

Áåç òðåáîâàíèÿ âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ êëàññ ñèòóàöèé ðàñøèðÿåòñÿ.

�àáîòà ïðîâåäåíà ïðè ïîääåðæêå �ÍÔ, ãðàíò � 17�11�01377.
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�ÅÇÎÍÀÍÑÍÛÅ ÝÔÔÅÊÒÛ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ �ÀÇÎÂÎ�Î ÏÓÇÛ�ÜÊÀ

Â ÍÅÂßÇÊÎÉ È ÍÜÞÒÎÍÎÂÑÊÎÉ Ñ�ÅÄÀÕ

À.Ó. Ñàäðèñëàìîâ

1

Â ñòàòüå ïîñòðîåíà ëèíåéíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ïó-

çûðüêà ãàçà â âÿçêîé íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè. Íàéäåíà ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé

ãàçîâîãî ïóçûðüêà. Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç ðåçîíàíñíûõ ý��åêòîâ êîëåáàíèé ãàçî-

âîãî ïóçûðüêà â äàííîé ñðåäå, à òàêæå âûïîëíåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ

èìåþùèìèñÿ êëàññè÷åñêèìè äëÿ íåâÿçêîé ñðåäû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåçîíàíñ, ãàçîâûé ïóçûðåê, âÿçêîñòü, íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ, ñîá-

ñòâåííàÿ ÷àñòîòà.

A linear mathemati
al model of for
ed os
illations of a gas bubble in vis
ous Newtonian

�uid is developed in this paper. The natural frequen
y of os
illations of the gas bubble is found.

A numeri
al analysis of the resonant e�e
ts of gas bubble os
illations within the media is 
arried

out and a 
omparison of the obtained results with the existing 
lassi
al ones for non-vis
ous

media is dis
ussed.

Key words: resonan
e, gas bubble, vis
osity, nonlinear os
illations, natural frequen
y.

1. Êðàòêàÿ èñòîðèÿ âîïðîñà è ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Çàäà÷à î äâèæåíèè ïóçûðüêà â ñïëîø-

íîé ñðåäå ïîä äåéñòâèåì äàâëåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè è äàâëåíèÿ ãàçà âíóòðè � îäíà èç êëàññè÷åñêèõ

çàäà÷ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Ñõëîïûâàíèå âàêóóìíîãî ïóçûðüêà áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè â èäå-

àëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè áûëî èçó÷åíî Äæ. �ýëååì åùå â 1917 ã. [1℄. Îí ïîêàçàë, ÷òî ñêîðîñòü

ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà, íàïðàâëåííàÿ ê åãî öåíòðó, íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò êàê a−3/2
(a � ðàäèàëüíàÿ

êîîðäèíàòà ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò öåíòðà), ò.å. ïî ìîäóëþ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷-

íîñòè.

Çàäà÷à î ñõëîïûâàíèè âàêóóìíîãî ïóçûðüêà â âÿçêîé æèäêîñòè âïåðâûå áûëà èññëåäîâàíà â [2℄.

Â [3℄ ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå â ýéëåðîâûõ ïåðåìåííûõ, à òàêæå ïîêàçàíî,

÷òî èìåþòñÿ äâà ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûõ ðåæèìà ñõëîïûâàíèÿ: ïðè ÷èñëå �åéíîëüäñà (íàïðÿìóþ

çàâèñÿùåì îò ðàäèóñà ïóçûðüêà), áîëüøåì êðèòè÷åñêîãî, ïðèáëèæåííî ðàâíîãî 8.4, ïðîèñõîäèò

áûñòðîå ñõëîïûâàíèå, ñîïðîâîæäàþùååñÿ íåîãðàíè÷åííîé êóìóëÿöèåé ýíåðãèè; åñëè æå ÷èñëî �åé-

íîëüäñà ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî, òî çàïîëíåíèå ïóçûðüêà ïðîèñõîäèò çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ. Â [4℄ äàíî

îáîáùåíèå çàäà÷è Çàáàáàõèíà [3℄: ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ äëÿ ñ�å-

ðè÷åñêîãî ñëîÿ íåñæèìàåìîé âÿçêîé æèäêîñòè, íà âíåøíåé è âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòÿõ êîòîðîãî

çàäàíû äàâëåíèÿ, ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì çàâèñÿùèå îò âðåìåíè. Â ñëó÷àå, êîãäà âíåøíÿÿ ãðàíèöà

ñëîÿ æèäêîñòè óäàëÿåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü è äàâëåíèå òàì ïîñòîÿííî, à äàâëåíèå âíóòðè ïóçûðüêà

îòñóòñòâóåò (çàäà÷à Çàáàáàõèíà), óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ðàäèóñå ïóçûðüêà åãî çà-

ïîëíåíèå ïðîèñõîäèò çà êîíå÷íîå âðåìÿ, ïðè÷åì ïðè ñòðåìëåíèè ðàäèóñà ïóçûðüêà ê íóëþ âðåìÿ

ñõëîïûâàíèÿ ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîé âåëè÷èíå, çàâèñÿùåé òîëüêî îò îòíîøåíèÿ äèíàìè÷åñêîé âÿç-

êîñòè æèäêîñòè è äàâëåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ñêîðîñòü çàïîëíåíèÿ ìàëûõ ïóçûðüêîâ ñòðåìèòñÿ ê

íóëþ.

Âëèÿíèå ñêàëÿðíî- è òåíçîðíî-íåëèíåéíûõ ñâîéñòâ ñðåäû, îêðóæàþùåé âàêóóìíûé èëè ãàçîâûé

ïóçûðåê, â ÷àñòíîñòè íàëè÷èå ïðåäåëà òåêó÷åñòè, íà äèíàìèêó ïóçûðüêà ó÷òåíî â [5℄. Áîëüøîå

êîëè÷åñòâî òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ â äèíàìèêå ãàçîâîãî ïóçûðüêà ïîëó÷åíî â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî æèäêîñòü íåñæèìàåìà. Îäíàêî â ñîñòîÿíèè, áëèçêîì ê ñõëîïûâàíèþ, ñêîðîñòü ïîâåðõíîñòè

ñðàâíèìà ñî ñêîðîñòüþ çâóêà â äàííîé ñðåäå è ý��åêòîì ñæèìàåìîñòè ïðåíåáðåãàòü íåïðàâîìåðíî.

Ý��åêòû ñæèìàåìîñòè ñðåäû ðàññìîòðåíû â [6℄.

Îòìåòèì èññëåäîâàíèÿ ïîñëåäíèõ ëåò â îáëàñòè ïóçûðüêîâîé ñîíîëþìèíåñöåíöèè [7℄ � ÿâëåíèÿ

âîçíèêíîâåíèÿ âñïûøêè ñâåòà ïðè ñõëîïûâàíèè êàâèòàöèîííûõ ïóçûðüêîâ â ðåçóëüòàòå àêóñòè÷å-

ñêîãî âîçäåéñòâèÿ íà æèäêîñòü.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ ÷èñëåííûé àíàëèç ðåçîíàíñíûõ ý��åêòîâ êîëåáàíèé ãàçîâîãî

ïóçûðüêà â âÿçêîé íüþòîíîâñêîé ñðåäå è äàåòñÿ ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ èìåþùèìèñÿ

êëàññè÷åñêèìè äëÿ íåâÿçêîé ñðåäû.

�àññìîòðèì ýâîëþöèþ ðàäèóñà a(t) ñ�åðè÷åñêîãî ãàçîâîãî ïóçûðüêà â íåñæèìàåìîé âÿçêîé ñðå-
äå ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîãî äàâëåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè p∞(t). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äàâëåíèå
ñðåäû èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó p∞(t) = p0+△p ·sin(wt), ãäå p0 � ñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå â ñðåäå; △p, w �

àìïëèòóäà è ÷àñòîòà êîëåáàíèé, ïðè÷åì △p≪ p0. Ïðèìåì ãàç áàðîòðîïíûì, à ïðîöåññ, ïðîèñõîäÿ-

ùèé ïðè r < a(t), ïîëèòðîïíûì, òàê ÷òî äàâëåíèå pg îäèíàêîâî âî âñåõ òî÷êàõ r < a(t) è ñâÿçàíî

ñ ïëîòíîñòüþ ãàçà ρg ïîëèòðîïîé pg = p0g(ρg/ρ
0
g)

γ
, γ > 0, à ñ ðàäèóñîì ïóçûðüêà � ñîîòíîøåíèåì

pg = C/a3γ , ãäå C � ïîñòîÿííàÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ îáùóþ ìàññó ãàçà.

Ïîëîæèì, ÷òî öåíòð ïóçûðüêà O íåïîäâèæåí è ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìû êî-

îðäèíàò (r, θ, ϕ), θ � ïîëÿðíûé óãîë. Ïëîòíîñòü ρ è äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü µ íå ìåíÿþòñÿ ïðè

r > a(t). Â êà÷åñòâå áàçèñà îáåçðàçìåðèâàíèÿ âûáåðåì òðîéêó {a(0), ρ, p0}. Íàðÿäó ñ ïîêàçàòåëåì
ïîëèòðîïû γ çàäà÷à ñîäåðæèò òðè áåçðàçìåðíûõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðà-êîíñòàíòû

Re =
a(0)

√
ρp0

µ
, c =

C

(a(0))3γp0
, v0 = ȧ(0)

√
ρ

p0
.

Âñå äàëüíåéøèå ñîîòíîøåíèÿ â ðàáîòå âûïèñàíû â áåçðàçìåðíîì âèäå.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî äâèæåíèå ñðåäû â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ öåíòðîì

ïóçûðüêà, ðàäèàëüíîå (vϕ = vθ = 0). Èç óñëîâèé íåñæèìàåìîñòè äëÿ ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòû ñêî-

ðîñòè vr ≡ v(r, t) è äëÿ êîìïîíåíò vrr, vθθ, vϕϕ òåíçîðà ñêîðîñòåé äå�îðìàöèè ṽ ïîëó÷èì

v =
−V (t)

r2
, vrr =

2V (t)

r3
, vθθ = vϕϕ = −V (t)

r3
. (1)

Èìååì åäèíñòâåííîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

∂σrr
∂r

+
1

r
(2σrr − σΘΘ − σϕϕ) =

∂vr
∂t

+ vr
∂vr
∂r

(2)

ñ ãðàíè÷íûìè σrr(∝) = −1 + εsin(wt), ε = △p/p0 ≪ 1, σrr(a) = − c

a3γ
è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

a(0) = 1, ȧ(0) = v0.
Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (2) ïî r â ïðåäåëàõ îò a(t) äî áåñêîíå÷íîñòè ñ ó÷åòîì (1),

ñîîòíîøåíèÿ V (t) = −a2ȧ, ñëåäóþùåãî èç (1) ïðè r = a(t), à òàêæå âûïèñàííûõ ðàíåå ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé. Òàê êàê â ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå σΘΘ = σϕϕ, ïîëó÷èì

c

a3γ
− 1 + ε sin(wt) + 2

∝∫

a

σrr − σΘΘ

r
dr = aä+

3

2
ȧ2. (3)

Âûïèøåì òàêæå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ëèíåéíîé âÿçêîé æèäêîñòè. Òåíçîðíîå îïðå-

äåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå (ìîäåëü âÿçêîé æèäêîñòè Íüþòîíà) çàïèñûâàåòñÿ â îáùåì âèäå êàê

σ̃ = −pĨ + 2

Re

ṽ.

Ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (1) íà êèíåìàòèêó íàéäåì, ÷òî íåíóëåâûå íàïðÿæåíèÿ ñâÿçàíû ñ �óíêöèåé

V (t) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σrr = −p+ 4V

r3Re
, σΘΘ = −p− 2V

r3Re
. (4)

Ïîäñòàâèì (4) â (3) è ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé áóäåì èìåòü

aä+
3

2
ȧ2 = − 4ȧ

aRe
+

c

a3γ
− 1 + ε sin(wt). (5)

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (5) ïðîïîðöèîíàëüíî âÿçêîñòè ñðåäû. Óðàâíåíèå

äëÿ èäåàëüíîé ñðåäû áóäåò îòëè÷àòüñÿ òîëüêî òåì, ÷òî îíî íå ñîäåðæèò äàííîãî ñëàãàåìîãî.
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2. Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ è ëèíåàðèçàöèÿ îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. �àñ-

ñìîòðèì ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ãàçîâîãî ïóçûðüêà, íàõîäÿùåãîñÿ â ëèíåéíîé âÿçêîé æèäêîñòè. Äëÿ

ýòîãî â (5) ïîëîæèì ε = 0, à ðàäèóñ ïóçûðüêà a(t) ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû ðàäèóñà ðàâíîâåñèÿ

a0 ≡ 1 è ìàëîãî îòêëîíåíèÿ ∆a(t) îò ðàäèóñà ðàâíîâåñèÿ a0:

a(t) = a0 +∆a(t). (6)

Ïîäñòàâëÿÿ (6) â (5) è ïðîâîäÿ ëèíåàðèçàöèþ îòíîñèòåëüíî ðàäèóñà ðàâíîâåñèÿ a0, ïîëó÷èì ëèíå-

àðèçîâàííîå óðàâíåíèå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé:

∆ä+
4

Re

∆ȧ+ 3γc∆a = 0. (7)

�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äèñêðèìèíàíò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà óðàâíåíèÿ (7) ìåíü-

øå íóëÿ, ò.å. íàáëþäàþòñÿ çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ. Òîãäà ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé ãàçîâîãî

ïóçûðüêà â ëèíåéíîé âÿçêîé æèäêîñòè ðàâíà

w0 =

√
3γc − 4

Re

2 . (8)

Äàëåå ïðåäñòàâèì ðàäèóñ ãàçîâîãî ïóçûðüêà â âèäå ñóììû èçâåñòíîãî ðåæèìà, à èìåííî ñîá-

ñòâåííûõ êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòîé (8) è âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé, âûçâàííûõ âîçäåéñòâèåì âíåøíåãî

ïåðèîäè÷åñêîãî äàâëåíèÿ p∞(t):
a(t) = a0(t) + ε∆a(t), (9)

ãäå a0(t) � ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ, ∆a(t) � âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, ε = △p/p0 ≪ 1 � àñèìïòî-

òè÷åñêè ìàëûé ïàðàìåòð çàäà÷è.

Ïîäñòàâëÿÿ (9) â (5) è ðàñêëàäûâàÿ íåëèíåéíûå çàâèñèìîñòè â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè ñîá-

ñòâåííûõ êîëåáàíèé ñ ñîõðàíåíèåì òîëüêî ëèíåéíûõ ÷àñòåé ðàçëîæåíèÿ, ïîñëåäóþùèì âû÷èòàíèåì

èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé èç (5) ïîëó÷èì ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé





a0ä0 +
3

2
ȧ20 +

4ȧ0
a0Re

− c

a3γ0
+ 1 = 0,

a0∆ä+

(
3ȧ0 +

4

a0Re

)
∆ȧ+

(
ä0 −

4ȧ0
a20Re

+
3γc

a3γ+1
0

)
∆a+ sin(wt) = 0

(10)

ñî ñëåäóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

a0(0) = 1, ȧ0(0) = v0, ∆a(0) = 0, ∆ȧ(0) = 0.

Â äàííîé ñèñòåìå ðåøåíèåì ïåðâîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå êîëåáà-

íèÿ a0(t), âòîðîãî � âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ∆a(t), ïðè÷åì â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè óðàâíåíèå

âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé äîëæíî ïåðåñ÷èòûâàòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåøåíèåì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ.

Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ëèíåéíàÿ ìîäåëü âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé

∆a(t) ãàçîâîãî ïóçûðüêà ñïðàâåäëèâà ëèøü ïðè ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ ãðàíèöû ïóçûðüêà îò èñõîäíîãî

ðåæèìà, ò.å. ïðè ε∆a(t) ≪ 1.
3. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà. Ñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ ðåçîíàíñíûå êîëåáàíèÿ ãàçîâî-

ãî ïóçûðüêà, ëåãêî ïîëó÷èòü èç (10), ïîäñòàâèâ âìåñòî ÷àñòîòû âíåøíåãî ïåðèîäè÷åñêîãî äàâëåíèÿ w
ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó (8). Ïîëàãàÿ æå â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå Re = ∞, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé,

îïèñûâàþùåé ðåçîíàíñíûå êîëåáàíèÿ ãàçîâîãî ïóçûðüêà â èäåàëüíîé ñðåäå.

�åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà ïîëó÷åííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1, 2. Íà ïåðâîì èç íèõ èçîáðàæåíû ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ãàçîâîãî ïóçûðüêà â

èäåàëüíîé ñðåäå (a) è â ëèíåéíîé âÿçêîé æèäêîñòè (á ). Èç ãðà�èêîâ âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå èäåàëüíîé

ñðåäû àìïëèòóäà êîëåáàíèé îñòàåòñÿ íåèçìåííîé â òå÷åíèå âñåãî îòðåçêà âðåìåíè, â ñëó÷àå æå

âÿçêîé ñðåäû êîëåáàíèÿ çàòóõàþò, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îæèäàåìûì äëÿ ñðåäû, îáëàäàþùåé âÿçêîñòüþ.

Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ãàçîâîãî ïóçûðüêà äëÿ äâóõ òèïîâ ñðåä. Â îáî-

èõ ñëó÷àÿõ êîëåáàíèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþò, îäíàêî â îòëè÷èå îò èäåàëüíîé ñðåäû, ãäå êîëåáàíèÿ

âîçðàñòàþò íåîãðàíè÷åííî, àìïëèòóäà êîëåáàíèé â âÿçêîé ñðåäå îãðàíè÷åíà. Âåëè÷èíà ïðåäåëüíîé

àìïëèòóäû çàâèñèò îò âÿçêîñòè äàííîé ñðåäû èëè (â áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðàõ) îò ÷èñëà �åéíîëüä-

ñà.
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�èñ. 1. Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ a0(t) â ñëó÷àå γ = 1.4; v0 = 0.3; c = 1: à � èäåàëüíàÿ ñðåäà, Re = ∞,

á � âÿçêàÿ æèäêîñòü, Re = 62.11

�èñ. 2. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ∆a(t) â ñëó÷àå γ = 1.4; v0 = 0.3; c = 1: à � èäåàëüíàÿ ñðåäà, Re = ∞,

á � âÿçêàÿ æèäêîñòü, Re = 62.11

Âûâîäû. Â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå êîëåáàíèé ãàçîâîãî ïóçûðüêà ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì. Óðàâ-

íåíèå ìàëûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ïîëó÷åíî ìåòîäîì ëèíåàðèçàöèè âáëèçè ñîáñòâåííûõ êîëå-

áàíèé ãàçîâîãî ïóçûðüêà. Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç ïîñòðîåííîé ëèíåéíîé ìîäåëè âûíóæäåííûõ

ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé ãàçîâîãî ïóçûðüêà â ëèíåéíîé âÿçêîé æèäêîñòè, à òàêæå âûïîëíåíî ñðàâíå-

íèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ èìåþùèìèñÿ êëàññè÷åñêèìè äëÿ íåâÿçêîé ñðåäû. Êàê è îæèäàëîñü,

âÿçêîñòü ñðåäû ïðîÿâëÿåòñÿ â çàòóõàíèè êàê ñîáñòâåííûõ, òàê è âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé. Òåì íå

ìåíåå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ àìïëèòóäà êîëåáàíèé ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî ïðè ÷àñòîòå âíåøíåãî ïå-

ðèîäè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, áëèçêîé ê ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå ãàçîâîãî ïóçûðüêà.
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ÏÀÌßÒÈ �ÓÄÎËÜÔÀ ÀËÅÊÑÅÅÂÈ×À ÂÀÑÈÍÀ

(1937�2019)

18 äåêàáðÿ 2019 ãîäà ïîñëå ïðîäîëæèòåëüíîé áîëåçíè ñêîí÷àëñÿ �óäîëü� Àëåêñååâè÷ Âàñèí �

äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðî�åññîð êà�åäðû òåîðèè óïðóãîñòè ìåõàíèêî-ìàòåìàòè-

÷åñêîãî �àêóëüòåòà Ì�Ó, çàâåäóþùèé ëàáîðàòîðèåé óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè ÍÈÈ ìåõàíèêè

Ì�Ó, äåéñòâèòåëüíûé ÷ëåí �îññèéñêîé àêàäåìèè åñòåñòâåííûõ íàóê, çàñëóæåííûé íàó÷íûé ñî-

òðóäíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, ëàóðåàò ïðåìèè èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà I ñòåïåíè (ñîâìåñòíî

ñ À.À. Èëüþøèíûì è Â.Ñ. Ëåíñêèì), ÷ëåí Íàöèîíàëüíîãî êîìèòåòà �Ô ïî òåîðåòè÷åñêîé è ïðè-

êëàäíîé ìåõàíèêå; íàãðàæäåí ìåäàëÿìè èìåíè Ï.Ë. Êàïèöû �ÀÅÍ, �Â ïàìÿòü 850-ëåòèÿ Ìîñêâû�.

�.À. Âàñèí ðîäèëñÿ 11 àâãóñòà 1937 ãîäà â ã. Âÿçíèêè Âëàäèìèðñêîé îáëàñòè â ñåìüå âîåííî-

ñëóæàùåãî. Â 1959 ãîäó îí îêîí÷èë ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé �àêóëüòåò Ì�Ó ïî êà�åäðå òåîðèè

óïðóãîñòè, à â 1962 ãîäó � àñïèðàíòóðó îòäåëåíèÿ ìåõàíèêè. Âñÿ åãî òðóäîâàÿ äåÿòåëüíîñòü ñâÿçàíà

ñ Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèì èíñòèòóòîì ìåõàíèêè Ì�Ó è êà�åäðîé òåîðèè óïðóãîñòè. Â 1966 ãîäó

íà äèññåðòàöèîííîì ñîâåòå Ì�Ó îí çàùèòèë êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ �Íåêîòîðûå âîïðîñû ñâÿçè

íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé ïðè ñëîæíîì íàãðóæåíèè�, à â 1987 ãîäó � äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ

�Ýêñïåðèìåíòàëüíî-òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé â òåîðèè óïðóãîïëà-

ñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ�. Âñåãî èì îïóáëèêîâàíî îêîëî 130 íàó÷íûõ ñòàòåé, íàïèñàíû äâå ìîíîãðà�èè

è áîëüøîå ÷èñëî ó÷åáíûõ ïîñîáèé ïî �èçèêî-ìåõàíè÷åñêîìó ïðàêòèêóìó. Ñ 2001 ãîäà �.À. Âàñèí

çàâåäîâàë ëàáîðàòîðèåé óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè ÍÈÈ ìåõàíèêè Ì�Ó è ïî ñîâìåñòèòåëüñòâó ëà-

áîðàòîðèåé ìåõàíèêè ñâåðõïëàñòè÷íîñòè â Èíñòèòóòå ïðîáëåì ñâåðõïëàñòè÷íîñòè ìåòàëëîâ �ÀÍ â

ã. Ó�å.

Íàó÷íûå èíòåðåñû �.À. Âàñèíà ëåæàëè â îáëàñòè òåîðèè óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ìåõà-

íèêè ñâåðõïëàñòè÷íîñòè, ïðî÷íîñòè òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé. Èì äàíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå îáîñíî-

âàíèå äîñòîâåðíîñòè è ñòåïåíè òî÷íîñòè ãëàâíûõ ïîñòóëàòîâ òåîðèè óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ,

ýêñïåðèìåíòàëüíî è òåîðåòè÷åñêè èññëåäîâàíû õàðàêòåðíûå ñâîéñòâà �óíêöèîíàëîâ ïëàñòè÷íîñòè
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ïðè ñëîæíîì íàãðóæåíèè, ïðåäëîæåíû íîâûå âàðèàíòû îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé òåîðèè ïëà-

ñòè÷íîñòè â ñàìîì øèðîêîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà, ïðîâåäåíû îáùèðíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëå-

äîâàíèÿ ïî ïðî÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè ïëàñòèí è îáîëî÷åê ïðè óäàðíûõ íàãðóæåíèÿõ, âûïîëíåíû

ïåðâûå ñèñòåìàòè÷åñêèå ðàáîòû ïî óñòàíîâëåíèþ êîððåëÿöèè ìåæäó èñòîðèåé äå�îðìèðîâàíèÿ è

ýâîëþöèåé ìèêðîñòðóêòóðû ñïëàâîâ ïðè ñëîæíîì íàãðóæåíèè â ðåæèìå ñâåðõïëàñòè÷íîñòè, ïðåä-

ëîæåíû è àïðîáèðîâàíû íîâûå ìåòîäû èäåíòè�èêàöèè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé â ìåõàíèêå

ñâåðõïëàñòè÷íîñòè.

Äëÿ ïðåäëîæåííîãî À.À. Èëüþøèíûì ìåòîäà ÑÍ-ÝÂÌ ÷èñëåííî-ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ðåøå-

íèÿ êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè �.À. Âàñèíûì ïðîâåäåíû ìíîãî÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

(äëÿ ñëó÷àÿ îäíîìåðíîãî íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ) ïî èññëåäîâàíèþ ñõîäèìîñòè

ìåòîäà â çàâèñèìîñòè îò òèïà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ìàòåðèàëà, âûáîðà àïïðîêñèìàöèîííûõ

ñîîòíîøåíèé, íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ è èñòîðèè äå�îðìèðîâàíèÿ. Èì óêàçàíû íåêîòîðûå íåîáõî-

äèìûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà, ïðåäëîæåí è ðåàëèçîâàí â ïðîãðàììàõ àëãîðèòì èñïîëüçîâàíèÿ

ïðîöåäóðû ÑÍ-ÝÂÌ êàê ñïåöèàëüíîãî ìåòîäà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷. Ïîçäíåå ìåòîä

ÑÍ-ÝÂÌ �.À. Âàñèíûì è åãî ó÷åíèêàìè áûë ðàçâèò ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì äèíàìèêè, â òîì

÷èñëå êîëåáàíèé è óñòîé÷èâîñòè óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ïëàñòèí è îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé.

Íà ïðîòÿæåíèè âñåé æèçíè áîëüøîå âíèìàíèå �.À. Âàñèí óäåëÿë ïåäàãîãè÷åñêîé ðàáîòå è ïîä-

ãîòîâêå íàó÷íûõ êàäðîâ, ÷èòàë îðèãèíàëüíûå ñïåöèàëüíûå êóðñû, â ÷àñòíîñòè �Ïëàñòè÷íîñòü� (îáÿ-

çàòåëüíûé ïî êà�åäðå), �Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ïëàñòè÷íîñòü�, �Ýêñïåðèìåíòàëüíûå îñíîâû ìåõàíèêè

äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà�, �Ñâåðõïëàñòè÷íîñòü ìåòàëëîâ è òåõíîëîãè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ� íà

ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì �àêóëüòåòå Ì�Ó, â ÌÀÌÈ è â ìîëîäûå ãîäû � â Âûñøåé øêîëå ÌÂÄ

ÑÑÑ�. Ñðåäè åãî ó÷åíèêîâ îäèí äîêòîð íàóê è øåñòü êàíäèäàòîâ íàóê. �.À. Âàñèí áûë ïîñòîÿí-

íûì ó÷àñòíèêîì íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî ñåìèíàðà èì. À.À. Èëüþøèíà êà�åäðû òåîðèè óïðóãî-

ñòè, îäíèì èç îñíîâàòåëåé ñåìèíàðà ïî ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ïîä ðóêîâîäñòâîì

È.�. �îðÿ÷åâîé.

Ìíîãîãðàííà áûëà è îáùåñòâåííî-íàó÷íàÿ äåÿòåëüíîñòü �.À. Âàñèíà. Îí ÿâëÿëñÿ ÷ëåíîì áþ-

ðî ñîâåòà ïî ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà �ÀÍ, ÷ëåíîì ó÷åíîãî ñîâåòà ÍÈÈ ìåõàíèêè

Ì�Ó, ñïåöèàëèçèðîâàííûõ äèññåðòàöèîííûõ ñîâåòîâ íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì �àêóëüòåòå Ì�Ó

è â Èíñòèòóòå ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî �ÀÍ, áûë ÷ëåíîì ðåäêîëëåãèé ðÿäà æóðíà-

ëîâ, âõîäèë â ñîñòàâ ðóêîâîäÿùèõ îðãàíîâ ìíîãèõ ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ ñúåçäîâ, êîí�åðåíöèé

è ñèìïîçèóìîâ, ÿâëÿëñÿ èçâåñòíûì â ñòðàíå êâàëè�èöèðîâàííûì ýêñïåðòîì â îöåíêå íàó÷íîé çíà-

÷èìîñòè äèññåðòàöèé, ãðàíòîâ è ñòàòåé.

Äðóçüÿ, êîëëåãè è ó÷åíèêè ãëóáîêî ñêîðáÿò îá óõîäå �óäîëü�à Àëåêñååâè÷à Âàñèíà � òàëàíò-

ëèâîãî ó÷åíîãî-ìåõàíèêà, âûäàþùåãîñÿ ýêñïåðèìåíòàòîðà, ïåäàãîãà, ÿðêîãî ïðåäñòàâèòåëÿ íàó÷íîé

øêîëû Àëåêñåÿ Àíòîíîâè÷à Èëüþøèíà. Ïàìÿòü î íåì îñòàíåòñÿ â ñåðäöàõ âñåõ, êòî åãî çíàë è

ðàáîòàë âìåñòå ñ íèì.

�.Ë. Áðîâêî, Ä.Â. �åîðãèåâñêèé, Â.È. �îðáà÷¼â, Ý.Á. Çàâîé÷èíñêàÿ,

À.Â. Çâÿãèí, Â.Ï. Êàðëèêîâ, Å.Â. Ëîìàêèí, Å.Ä. Ìàðòûíîâà,

È.Í. Ìîëîäöîâ, À.Â. Ìóðàâë¼â, Í. Â. Îâ÷èííèêîâà, Ç. �. Òóíãóñêîâà,

Ï.Â. ×èñòÿêîâ, Â.Í. ×óáàðèêîâ, À.È. Øà�àðåâè÷, Â.ß. Øêàäîâ
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ïîäãîòîâêè ðóêîïèñåé, ïðåäñòàâëÿåìûõ äëÿ îïóáëèêîâàíèÿ

â æóðíàëå �Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåð. 1,

Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà�

Æóðíàë ïå÷àòàåò ñòàòüè ïî âñåì ðàçäåëàì ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè. Æóðíàë îòêðûò äëÿ ïóáëèêàöèè

íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ó÷åíûõ Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, äðóãèõ

íàó÷íûõ ó÷ðåæäåíèé è âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé.

Îáúåì ñòàòüè (âêëþ÷àÿ òàáëèöû è ñïèñîê ëèòåðàòóðû) îãðàíè÷åí òðåìÿ óðîâíÿìè: à) 12 ñòðàíèö ñ

÷èñëîì èëëþñòðàöèé äî ïÿòè; á) 6 ñòðàíèö ñ ÷èñëîì èëëþñòðàöèé äî òðåõ; â) 4 ñòðàíèöû ñ ÷èñëîì èëëþ-

ñòðàöèé äî äâóõ. Ê ñòàòüÿì îáúåìîì 7�12 ñòðàíèö ïðåäúÿâëÿþòñÿ ïîâûøåííûå òðåáîâàíèÿ; î÷åðåäíîñòü èõ

îïóáëèêîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îòäåëüíî. Â ñòàòüÿõ îáúåìîì äî 6 ñòðàíèö ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷åòêîå ïðåäñòàâëå-

íèå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ áåç èçëèøíèõ äåòàëåé âûâîäîâ è äîêàçàòåëüñòâ. Ñòàòüè îáúåìîì äî 4 ñòðàíèö

ïå÷àòàþòñÿ â ðàçäåëå �Êðàòêèå ñîîáùåíèÿ� âíå î÷åðåäè.

Ïðèíèìàþòñÿ ñòàòüè, íàáðàííûå íà êîìïüþòåðå â �îðìàòå LATEX âåðñèè 2.09 (ñì. ïðàâèëà î�îðì-

ëåíèÿ ýëåêòðîííîé âåðñèè ïî ñëåäóþùåìó àäðåñó: http://vestnik.math.msu.su/ ). �óêîïèñü ïðåäñòàâëÿåòñÿ â

ðåäàêöèþ íà ðóññêîì ÿçûêå â äâóõ ýêçåìïëÿðàõ íà ëèñòàõ �îðìàòà À4 ñ ïîëÿìè 2 ñì ñëåâà è ñïðàâà, 4 ñì

ñâåðõó è ñíèçó. Íåîáõîäèìî òàêæå ïðåäñòàâèòü â ðåäàêöèþ CD-äèñê ñ �àéëîì ñòàòüè.

×åðòåæè, ðèñóíêè, ñõåìû, ãðà�èêè âûïîëíÿþòñÿ íà îòäåëüíûõ ëèñòàõ â �îðìàòå, îáåñïå÷èâàþùåì

ÿñíîñòü ïåðåäà÷è äåòàëåé. Ìåñòà ðàñïîëîæåíèÿ èëëþñòðàöèé â òåêñòå äîëæíû áûòü óêàçàíû ïðîñòûì êà-

ðàíäàøîì íà ïîëÿõ. Íà îáîðîòå èëëþñòðàöèè äîëæíû áûòü íàïèñàíû �àìèëèÿ àâòîðà è íàçâàíèå ñòàòüè.

Òåêñò ê èëëþñòðàöèÿì, à òàêæå òàáëèöû ñëåäóåò ïîìåñòèòü íà îòäåëüíûõ ñòðàíèöàõ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû äîëæåí ñîäåðæàòü áèáëèîãðà�è÷åñêèå ñâåäåíèÿ î âñåõ ïóáëèêàöèÿõ, óïîìèíàåìûõ

â ñòàòüå, è íå äîëæåí ñîäåðæàòü óêàçàíèÿ íà ðàáîòû, íà êîòîðûå â òåêñòå íåò ññûëîê. �àñïîëàãàòü ïóáëè-

êàöèè â ñïèñêå ñëåäóåò â ïîðÿäêå óïîìèíàíèÿ î íèõ â ñòàòüå. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ïðèâîäèòñÿ íà îòäåëüíîì

ëèñòå ñ îáÿçàòåëüíûì óêàçàíèåì ñëåäóþùèõ äàííûõ: äëÿ êíèã (ìîíîãðà�èÿ, ñáîðíèê è ò.ä.) � �àìèëèÿ è

èíèöèàëû àâòîðà, íàçâàíèå êíèãè, ìåñòî èçäàíèÿ (ãîðîä), èçäàòåëüñòâî, ãîä èçäàíèÿ; äëÿ æóðíàëüíûõ ñòà-

òåé � �àìèëèÿ è èíèöèàëû àâòîðà, íàçâàíèå ñòàòüè, íàçâàíèå æóðíàëà, ãîä èçäàíèÿ, òîì, íîìåð, âûïóñê,

ñòðàíèöû (ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ).

Ññûëêè íà íåîïóáëèêîâàííûå ðàáîòû íå äîïóñêàþòñÿ.

Â ëåâîì âåðõíåì óãëó ïåðâîãî ëèñòà ðóêîïèñè ïðîñòàâëÿåòñÿ ÓÄÊ. Íèæå óêàçûâàþòñÿ íàçâàíèå ñòàòüè,

åùå íèæå � èíèöèàëû è �àìèëèè àâòîðîâ. Äàëåå ïîìåùàþòñÿ ðåçþìå íà ðóññêîì ÿçûêå, êëþ÷åâûå ñëîâà

íà ðóññêîì ÿçûêå, ðåçþìå íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, êëþ÷åâûå ñëîâà íà àíãëèéñêîì ÿçûêå. �åçþìå îáúåìîì äî

7 ñòðîê íå äîëæíî ñîäåðæàòü ññûëêè íà ðàçäåëû, èëëþñòðàöèè, íîìåðà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû, �îðìó-

ëû è ðèñóíêè. Êðîìå òîãî, ïðèëàãàåòñÿ áèáëèîãðà�è÷åñêîå îïèñàíèå ñòàòüè (�àìèëèè, èíèöèàëû àâòîðîâ,

íàçâàíèå ñòàòüè) íà àíãëèéñêîì ÿçûêå.

Ñîêðàùåíèÿ ñëîâ, èìåí, íàçâàíèé íå äîïóñêàþòñÿ, çà èñêëþ÷åíèåì îáùåïðèíÿòûõ ñîêðàùåíèé ìàòåìà-

òè÷åñêèõ âåëè÷èí è òåðìèíîâ, ìåð �èçè÷åñêèõ è õèìè÷åñêèõ âåëè÷èí.

Íóìåðàöèÿ òåîðåì, ëåìì, óòâåðæäåíèé è �îðìóë (ñïðàâà) ïðîèçâîäèòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ

íà ïðîòÿæåíèè âñåé ñòàòüè áåç ïðîïóñêîâ è ïîâòîðåíèé. Íóìåðóþòñÿ òîëüêî òå �îðìóëû, íà êîòîðûå åñòü

ññûëêè.

Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü ïîäïèñàí âñåìè àâòîðàìè �â ïå÷àòü�. Îòäåëüíî íóæíî óêàçàòü �àìèëèè,

èìåíà, îò÷åñòâà âñåõ àâòîðîâ, ó÷åíóþ ñòåïåíü, ó÷åíîå çâàíèå, ìåñòî ðàáîòû, äîëæíîñòü, ïîëíûé ïî÷òîâûé

àäðåñ, íîìåð òåëå�îíà (ñëóæåáíûé è äîìàøíèé) è e-mail êàæäîãî ñîàâòîðà; àâòîðñêèé êîëëåêòèâ äîëæåí

óêàçàòü òàêæå ëèöî, ñ êîòîðûì ðåäàêöèÿ áóäåò âåñòè ïåðåãîâîðû è ïåðåïèñêó.

Àâòîðó ïðåäîñòàâëÿåòñÿ êîððåêòóðà ñòàòüè. Íèêàêèå èçìåíåíèÿ âåðñòêè, çà èñêëþ÷åíèåì èñïðàâëåíèÿ

îïå÷àòîê è âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóùåííîãî ïðè íàáîðå, íå äîïóñêàþòñÿ. Âûïðàâëåííóþ è ïîäïèñàííóþ êîð-

ðåêòóðó ñëåäóåò â òå÷åíèå äâóõ äíåé ïîñëå ïîëó÷åíèÿ âîçâðàòèòü â ðåäàêöèþ.

Îáðàùàåì âíèìàíèå àâòîðîâ íà òî, ÷òî, íàïðàâëÿÿ ñâîþ ñòàòüþ â æóðíàë, îíè òåì ñàìûì äàþò ñî-

ãëàñèå íà îáíàðîäîâàíèå åå ïóòåì èçäàíèÿ íà ðóññêîì ÿçûêå â äàííîì æóðíàëå è ñîãëàñèå íà îáíàðî-

äîâàíèå, ïåðåâîä è èçäàíèå ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå àìåðèêàíñêèì èçäàòåëüñòâîì �Àëëåðòîí Ïðåññ�

(http://www.allertonpress.
om), êîòîðîìó ïðåäîñòàâëåíî èñêëþ÷èòåëüíîå ïðàâî ïåðåâîäà, èçäàíèÿ è ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ àíãëîÿçû÷íîé âåðñèè æóðíàëà è åãî ñòàòåé ïî âñåìó ìèðó.

Ýëåêòðîííûå âåðñèè ñòàòåé íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ìîæíî íàéòè ïî àäðåñó: http://www.springerlink.
om.

Çà àíãëîÿçû÷íîå èçäàíèå ñòàòåé àâòîðàì âûïëà÷èâàåòñÿ ãîíîðàð. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãîíîðàðà àâòîðàì ñëå-

äóåò îáðàùàòüñÿ â �îññèéñêîå àâòîðñêîå îáùåñòâî (�ÀÎ) ïî àäðåñó: 123995, Ìîñêâà, �ÑÏ-5, óë. Á. Áðîííàÿ,

6À, �ÀÎ, Îòäåë âàëþòíûõ ðàñ÷åòîâ. Òåë.: 8 (495) 697-33-35.

Ïðè íåñîáëþäåíèè àâòîðîì âûøåïðèâåäåííûõ ïðàâèë ðåäàêöèÿ æóðíàëà îñòàâëÿåò çà ñîáîé ïðàâî çà-

äåðæàòü ïóáëèêàöèþ ñòàòüè èëè îòêëîíèòü ðóêîïèñü áåç åå ðàññìîòðåíèÿ ïî ñóùåñòâó.

Ïëàòà ñ àñïèðàíòîâ çà ïóáëèêàöèþ ðóêîïèñåé íå âçèìàåòñÿ.

�óêîïèñè ïðèíèìàþòñÿ ïî àäðåñó: 119992, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, �ëàâíîå çäàíèå Ì�Ó, ìåõàíèêî-ìà-

òåìàòè÷åñêèé �àêóëüòåò, êîìí. 13-25. Òåë.: 8 (495) 939-51-27, e-mail: msu-vestmm�mail.ru.

�óêîïèñè, ïðèñëàííûå ïî ïî÷òå, à òàêæå ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå, ê ðàññìîòðåíèþ íå ïðèíèìàþòñÿ è íå

âîçâðàùàþòñÿ.


