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Прецизионное тестирование эффекта гравитационного замедления времени предполагает сравнение хода
часов в точках с разными гравитационными потенциалами. Такая конфигурация возникает при размеще-
нии стандартов радиочастоты на борту орбитальной и наземной станций. При этом наземный стандарт
доступен непосредственно, а бортовой только через обмен электромагнитными сигналами. Восстанов-
ление текущей частоты бортового стандарта представляет собой некорректную обратную задачу, реше-
ние которой существенно зависит от характеристик стохастического электромагнитного фона. Известно
решение для гауссова шума, но природа самих стандартов ассоциирована с нестационарными флукту-
ациями широкого класса распределений. Предлагается решение для фона фликкерных флуктуаций со
спектром типа (1/f)γ , где 1 < γ < 3, и стационарными приращениями. Результатом являются форму-
лы для ошибки восстановления частоты бортового стандарта и численные оценки точности измерения
релятивистского эффекта красного смещения.
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1. МОТИВАЦИЯ

Сенсационное обнаружение всплеска гравита-
ционных волн от сливающихся компонент двой-
ной черной дыры на космологическом расстоя-
нии в 400 Мпк [1] фактически закрывает список
релятивистских эффектов, предсказанных в ОТО
[2,3] и получивших экспериментальное подтвер-
ждение. Объявленная регистрация всплеска гра-
витационных волн служит доказательством сразу
двух предсказаний теории: существования экзоти-
ческих сверхплотных звезд — черных дыр и косми-
ческого гравитационного излучения, которые дол-
гое время сохраняли элемент гипотезы. Дальнейшие
эксперименты по проверке ОТО имеют смысл пре-
цизионного тестирования ее основных постулатов и
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главного из них — принципа эквивалентности (ПЭ).
Проверка этой базовой для ОТО (как метрической
теории) аксиомы с нарастающей точностью имеет
целью отыскание границ ее применимости и, значит,
сопряжено с поиском новой физики в случае обнару-
жения нарушений. Современная трактовка ПЭ вы-
деляет три его характерных аспекта [4]: а) универ-
сальность свободного падения пробных тел в грави-
тационном поле (независимость ускорения от мас-
сы тел), б) локально лоренцевскую инвариантность
(независимость физических законов от скорости си-
стемы отсчета), в) универсальность гравитационно-
го смещения частоты спектральных линий электро-
магнитного излучения (позиционная независимость
физических законов). Последний аспект, термино-
логически более известный как универсальность эф-
фекта красного смещения, иногда трактуется как
ПЭ для свободно падающих фотонов [5]. Как извест-
но, этот эффект измерен в ходе эксперимента GP-A,
в котором выполнялось сравнение частот наземного
и бортового H-мазеров, когда последний находился в
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точке максимального подъема баллистической раке-
ты∼ 10 тыс. км [6,7]. Было найдено соответствие на-
блюдаемого взаимного гравитационного сдвига час-
тот теоретической величине, рассчитанной по фор-
муле ОТО: f = (Δϕ/c2), где Δϕ — разность гра-
витационных потенциалов в точках расположения
стандартов. При этом относительная точность та-
кого соответствия достигла 0.01% (т. е. 10−4). Пред-
лагаются проекты космических миссий для улучше-
ния точности на несколько порядков, среди которых
наиболее известны ACES (2018) [8] и STE-QUEST
(> 2022) [9]. Между тем уже сейчас в ходе действую-
щей миссии РадиоАстрон [10] имеется возможность
выполнения измерений эффекта красного смещения
с точностью, по крайней мере на порядок превыша-
ющей точность, достигнутую с GP-A [11]. Как ука-
зано в работе [11], это может быть получено за счет
накопления измерений при их повторении на каж-
дом орбитальном цикле, а также при использова-
нии орбитальной модуляции величины самого эф-
фекта красного смещения. Обсуждение этих утвер-
ждений не является, однако, предметом данной ра-
боты. Мы обращаем внимание на то, что анализ дан-
ных и оценка гравитационного сдвига частоты в та-
ком эксперименте связаны с решением некоррект-
ной обратной задачи восстановления частоты бор-
тового стандарта по сигналу, принятому наземной
станцией слежения. Проблема в том, что в кана-
ле связи сигнал испытывает воздействие стохасти-
ческих когерентных помех, среди которых наиболее
сильными являются доплеровский, ионосферный и
тропосферный сдвиги частоты. Кроме того, суще-
ствуют частотные флуктуации самого стандарта.
Известно решение подобной задачи в рамках адап-
тивных оценочно-компенсационных алгоритмов при
условии моделирования помех гауссовым белым или
окрашенным шумом [12]. Это справедливо в отно-
шении шумов «канала связи», но неприменимо к
шумам стандартов, для которых типичным явля-
ется присутствие нестационарного «фликкерного»
стохастического фона со спектральной плотностью
инверсно-степенного типа (1/f)γ .

Целью данной работы является решение обрат-
ной задачи восстановления частоты бортового стан-
дарта по сигналу, принятому наземной станцией
слежения на фоне нестационарного фликкерного
шума со спектральным индексом 1 < γ < 3. Чис-
ленная оценка точности восстановления позволя-
ет вынести суждение о реалистичности программы
увеличения точности измерения эффекта красного
смещения с космическим аппаратом (КА) Радио-
Астрон.

2. ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ

Пусть информация, посланная с борта КА, при-
нята наземной станцией слежения в виде реализа-
ции

v(t) = u(t; a) + n(t),

которая представляет собой смесь информационно-
го сообщения u(t; a), зависящего от векторного па-
раметра a = ‖a0 . . . am‖T, и аддитивной случайной
помехи n(t). Для посылки в классе узкополосных
колебаний удобно использовать комплексную фор-
му записи

v(t) = Re [ṽ((t; a)) exp {jω0t}] ,
где ω0 — номинальная несущая частота, а ṽ((t; a)) —
комплексная огибающая, медленно меняющаяся фа-
за которой определена как ϑ(t; a) = arg [ṽ(t; a)].
Введение векторного параметра a призвано описать
медленные изменения несущей частоты, связанные
с движением КА и вариациями среды в канале свя-
зи.

Мгновенная несущая частота ω тогда представ-
ляется как сумма ее номинального значения и пере-
менной добавки — производной меняющейся фазы

ω = ω0 +
dϑ(t; a)

dt
.

При этом уравнение меняющейся фазы задается в
следующей форме:

dϑ(t; a)

dt
= x(t) =

m∑
i=0

ait
i + ξ(t), 0 � t � T ; (1a)

т. е. ее медленно меняющаяся (квазидетерминиро-
ванная) часть аппроксимируется степенным поли-
номом с коэффициентами векторного параметра a,
а стохастическая часть представлена на интерва-
ле наблюдения T флуктуационной переменной ξ(t).
Для случая гауссовых флуктуаций оценка потенци-
альной точности измерения ω не представляет про-
блемы, и может быть дана на основе обобщенного
неравенства Рао –Крамера [13]. Однако для стан-
дартов частоты микроволнового диапазона харак-
терно присутствие нестационарного «фликкерного»
стохастического фона ξ(t) со спектральной плотно-
стью

Nξ(ω) =
A

|ω |γ , 1 < γ < 3, (1b)

и присущими ей постоянными параметрами: уров-
нем мощностиA и спектральным индексом γ. В этом
случае универсального решения для оценки точно-
сти не существует, и его отыскание требует допол-
нительного анализа, который представлен ниже.
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3. ХАРАКТЕРИСТИКИ ФЛИККЕРНОГО
ШУМА

Нестационарный фликкерный шум ξ(t) относит-
ся к классу случайных процессов со стационарными
приращениями, для описания которых традиционно
используется структурная функция [14]

dξ(t1, t2; τ1, τ2) =

=M1 {[ξ(t1 + τ1)− ξ(t1)][ξ(t2 + τ2)− ξ(t2)]} .
Частным случаем структурной функции
dξ(t1, t2; τ1, τ2) (t1 = t2 = t и τ1 = τ2 = τ) ока-
зывается статистическая структурная функция [14]

dξ(τ) =M2 {ξ(t+ τ)− ξ(t)} =

=
4

π

∞∫
0

Nξ(ω) sin
2 ωτ

2
dω, (2a)

где M1,2 {·} — центральные моменты первого и вто-
рого порядков.

В радиофизике, однако, для характеристики
флуктуационных свойств частотных стандартов
принято описание с помощью так называемой
дисперсии Аллана σ2

A(T0) [15], которая измеряется
экспериментально на интервале усреднения T0 и
представляется в паспорте такого индивидуального
инструмента. По этой причине следует указать
на связь параметров стационарной структурной
функции с дисперсией Аллана:

σ2
A(T0) =M2

⎧⎨⎩ 1

T0

t+T0∫
t

[ξ(t+ T0)− ξ(t)]dt
⎫⎬⎭ =

=
16

π

∞∫
0

Nξ(ω)
sin4(ωT0/2)

(ωT0)2
dω. (2b)

Вычисляя интегралы (2a), (2b) с учетом (1), полу-
чаем соотношения связи

dξ(τ) =
4A

π

( |τ |
2

)γ−1

I−γ+1,2,

σ2
A(T0) =

4A

π

(
T0
2

)γ−1

I−γ−1,4,

(3a)

где введено обозначение

Iα,n =

∞∫
0

xα−1 sinn x dx.

Соотношения (3a) можно записать в более яв-
ном виде, определяя также спектральный индекс по

двум значениям дисперсии Аллана на разных ин-
тервалах усреднения T0, T1:

dξ(τ) = C0|τ |γ−1, C0 =
σ2
A(T0)

T γ−1
0

I−γ+1,2

I−γ=1,4
,

γ = 1 +
1

ln(T0/T1)
ln
σ2
A(T0)

σ2
A(T1)

, T1 �= T0.

(3b)

Как было сказано выше (разд. 2), целью анали-
за является оценка потенциальной точности изме-
рения мгновенной частоты ω, а значит, векторного
параметра a на фоне нестационарного фликкерного
шума ξ(t) со спектральной плотностью (1). В лите-
ратуре [14] указывается, что для фликкерного шума
существенна характерная зависимость от начально-
го значения реализации. В небайесовской постанов-
ке начальное значение рассматривается как неиз-
вестный, но неслучайный параметр, что приводит
к появлению систематической ошибки измерения.
Влияние флуктуационной части фликкерного шу-
ма на оценку параметров может вычисляться на ос-
нове обобщенного неравенства Рао –Крамера. При
этом корреляционная матрица флуктуационной со-
ставляющей определяется с помощью условных ста-
тистических характеристик фликкерного шума как
условного гауссова случайного процесса. Перейти к
анализу условных характеристик ξ(t) можно с помо-
щью процедуры регуляризации, рассматривая обоб-
щенный флуктуационный фон, зависящий от пара-
метра α:

ξ(t)→ ξ(t;α)→ ξ(t) = lim
α↔0

ξ(t;α),

↓
lim
α→0

dξ(τ ;α) = dξ(τ),

где
dξ(τ ;α) =M2 {ξ(t+ τ ;α)− ξ(t;α)}

— статистическая структурная функция вспомога-
тельного стационарного гауссова случайного про-
цесса ξ(t;α) со спектральной плотностью Nξ(ω;α)

и корреляционной функцией kξ(τ ;α),

Nξ(ω;α) =
A

(ω2 + α2)γ/2
, 1 < γ < 3,

kξ(τ ;α) =
1

π

∞∫
0

Nξ(ω;α) cosωτ dω.

(4)

Пусть σ2(α) = M2 {ξ(t;α)} и �(τ ;α) =

= kξ(τ ;α)/σ
2(α) — соответственно дисперсия и

коэффициент корреляции. Тогда структурная
функция вспомогательного процесса dξ(τ ;α) может
быть представлена в виде
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dξ(τ ;α) = 2σ2
A(α)[1 − �(τ ;α)].

Учитывая, что на практике используется цифро-
вая обработка данных, перейдем далее к описанию
процесса x(t) в дискретном времени (что позволяет
заменить суммированием интегралы непрерывных
функционалов правдоподобия [16]) t → tk = kΔt,
Δt — шаг дискретизации, k = 0,M :

x = s(a) + ξ. (5)

Здесь
x = ‖x0 . . . xM‖T, xk = x(tk);

s(a) = ‖s0(a) . . . sM (a)‖T, sk(a) = s(tk; a);

ξ = ‖ξ0 . . . ξM‖T, ξk = ξ(tk).

4. ФЛУКТАЦИОННЫЙ ФЛИККЕРНЫЙ ФОН
КАК УСЛОВНЫЙ ГАУССОВ ПРОЦЕСС

Пусть ξ(α) = ‖ξ0(α) . . . ξM (α)‖T — стаци-
онарный гауссов дискретный случайный процесс,
ξk(α) = ξ(tk;α), т. е. ξ0(α) — его начальное состо-
яние. Тогда можно показать (см. Приложение), что
условные среднее значение M1 {ξi(α)|ξ0(α)} и дис-
персия M2 {ξi(α)|ξ0(α)} случайной величины ξi(α)

определяются следующими выражениями:

M1 {ξi(α)|ξ0(α)} = �(ti;α)ξ0(α),

M2 {ξi(α)|ξ0(α)} = σ2(α)[1 − �2(ti;α)],
ti = iΔt.

(5a)

Видно, что в отличие от среднего значения
M1 {ξi|ξ0} условная дисперсия M2 {ξi|ξ0} не за-
висит от начального состояния и может быть
выражена через структурную функцию dξ(τ ;α)

(см. выше):

M2 {ξi(α)|ξ0(α)} = 1

2
[1 + �(ti;α)]dξ(ti;α), i = 0,M.

Для того чтобы осуществить предельный переход
α→ 0, воспользуемся функцией корреляции (4) ста-
ционарного гауссова случайного процесса ξ(t;α), ко-
торая может быть представлена в виде

kξ(τ ;α) =
Aα−2ν

√
πΓ(γ/2)

(ατ
2

)ν

Kν(ατ),

где ν = (1/2)(γ − 1), 0 < ν < 1, Kν(z) — функ-
ция Макдональда (функция Бесселя третьего рода).
Учитывая, что

Kν(z) =
π[I−ν(z)− Iν(z)]

2 sinπν
,

Iν(z) =
(z
2

)ν ∞∑
k=0

1

k!Γ(ν + k + 1)

(z
2

)2k

(где Iν(z) — модифицированная функция Бесселя
ν-го порядка), можно показать, что

σ2(α) =
Aα−2ν√π

2 sinπνΓ(γ/2)Γ(−ν + 1)
,

�(τ ;α) = Γ(−ν + 1)×

×
∞∑

m=0

(ατ/2)2m

m!

[
1

Γ(−ν +m+ 1)
− (ατ/2)2ν

Γ(ν +m+ 1)

]
.

Анализ этого выражения показывает, что

lim
α→0

�(τ ;α) = 1,

т. е. зависимость среднего значения от начального
состояния сохраняется (см. (5a)) и, следовательно,

lim
α→0

M1 {ξi(α)|ξ0(α)} =M1 {ξi|ξ0} = ξ0,

lim
α→0

M2 {ξi(α)|ξ0(α)} =M2 {ξi|ξ0} = dξ(ti),

k = 0,M.

(6)

Опираясь на результат (6), можно вычислить
корреляцию дискретных отсчетов

ξi = ξ0 + δξi, i = 0,M,

где δξi — гауссова случайная величина с нулевым
средним значением и не зависящей от начального
состояния дисперсией M2 {δξi} = dξ(ti).

Статистические свойства гауссовой последова-
тельности δξ = ‖δξ0 . . . ‖T гауссовых случайных
величин определяются корреляционной матрицей

K =M1

{
ξξT

}
= [Kik], [Kik] =M1 {δξiδξk} . (7a)

Для того чтобы определить элементы этой матри-
цы, введем разность отсчетов

ζ = ξi − ξk = δξi − δξk, i, k = 0,M.

Тогда, учитывая, что

M2 {ζ} =M2 {δξi} − 2M1 {δξiδξk}+M2 {δξk} =
= dξ(ti − tk),

получим

M1 {δξiδξk} = (1/2)[dξ(ti)+dξ(tk)−dξ(ti−tk)].
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Здесь dξ(τ) — структурная функция, заданная в (3).
Используя (2), последнюю формулу можно перепи-
сать в явном виде:

M1 {δξiδξk} = C0

2

(
1

T0

)γ−1

×

× (
(iΔt)γ−1 + (kΔt)γ−1 − (|i − k|Δt)γ−1

)
, (7b)

что полностью определяет корреляционную матри-
цу (7а).

Итак, в векторном представлении дискретный
фликкерный шум ξ, как условный гауссов случай-
ный процесс, определяется следующим выражени-
ем:

ξ = ξ01+ δξ, (8)

где 1 = ‖1 . . . 1‖T — единичный вектор.

5. ТОЧНОСТЬ ИЗМЕРЕНИЯ ПРИ НАЛИЧИИ
ФЛИККЕРНОГО ШУМА

При обработке информации в дискретном време-
ни совокупность стохастических помех записывает-
ся в виде (см. (5), (8))

xk = ξ0 +

m∑
i=0

ait
i
k + δξk, k = 0,M.

Как уже отмечалось, ξ0 = ξ(0) рассматривается
как неизвестный, но неслучайный параметр. Следо-
вательно, характерная для нестационарного флик-
керного шума зависимость от начального состояния
приводит к систематической (неустранимой) ошиб-
ке при измерении параметра a0. Фактически, пара-
метр аппроксимации дрейфа a0 следует объединить
с систематикой ξ0 = ξ(0) и перенести в правую часть
предыдущего уравнения, рассматривая стохастичес-
кую переменную

Δxk = xk − ξ0 − a0 =

m∑
i=1

ait
i
k + δξk, k = 1,M.

Флуктуационная ошибка обусловлена наличием
аддитивной гауссовой помехи δξ, у которой элемен-
ты (7) корреляционной матрицы K уже свободны
от параметров начального состояния. Поэтому ми-
нимальные дисперсии несмещенных оценок âi опре-
деляются обобщенным неравенством Рао –Краме-
ра [13]:

M2 {ai − âi} � σ2
ii, i = 1,M, (9)

где σ2
ii — диагональные элементы матрицы I−1, об-

ратной информационной матрице Фишера I,

σ2
ii =

1

det[Iij ]

∂

∂Iii
det[Iik],

det[Iij ] — детерминант информационной матрицы
Фишера (далее D). Элементы матрицы Фишера
определяются следующим выражением:

I = [Iij ], Iij = −M1

{[
∂2z(a)

∂ai∂aj

]}
, (10)

где z(a) — логарифм условного отношения правдо-
подобия.

Как известно [16], для гауссова случайного про-
цесса δξ функционал правдоподобия z(a) строится
по формуле

z(a) = ΔxTr(a) − (1/2)ΔsT(a)r(a),

ΔsT(a) = sT(a)− a0,
(11)

где весовой вектор r(a) = ‖r1(a) . . . rM (a)‖T подчи-
няется уравнению

r(a) = K−1Δs(a). (12)

Выражения (11) и (12) можно преобразовать к эк-
вивалентному виду, удобному для работы с дискрет-
ным представлением:

z(a) =

M∑
k=0

Δxkrk(a)− 1

2

M∑
k=0

Δsk(a)rk(a),

rk(a) =

M∑
m=0

K−1
kmΔsm(a),

где K−1
km — элементы обратной матрицы K−1.

Учитывая, что Δsk(a) =
m∑
i=1

ait
i
k, имеем

Iik =
1

2

M∑
k=0

(
tik
∂rk(a)

∂aj
+ tjk

∂rk(a)

∂ai

)
, (13)

где
∂rk(a)

∂ai
=

M∑
m=0

K−1
kmt

i
m.

6. ВОССТАНОВЛЕНИЕ НОМИНАЛЬНОЙ
ЧАСТОТЫ ПОСЫЛКИ

Вернемся теперь к изначальной постановке зада-
чи — восстановление номинальной частоты ω0 сиг-
нала, посланного с борта КА. Очевидно, что номи-
нальная частота получается в результате обработки
принятого сигнала ω в соответствии с процедурой
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ω0 = ω−dϑ(t; a)
dt

= ω−ξ0−a0−
m∑
i=1

ait
i−δξ(t),

0 � t � T.

(14)

Здесь мы разделили фликкерное воздействие на
неизвестный стационарный сдвиг ξ0 и гауссову сто-
хастическую часть δξ(t). Формула (14) представляет
собой классическую процедуру компенсации помехи
с ее предварительной оценкой, которая осуществля-
лась по алгоритму максимума правдоподобия, изло-
женному в разд. 5. По существу, в (14) предлагает-
ся вычитание медленной эволюции частоты, задан-
ной оценками параметров вектора a, с последующим
расчетом точности восстановления (измерения) ω0

на фоне гауссовой компоненты шума δξ(t). В этом
смысле данная процедура логически совпадает с об-
работкой эмпирическими алгоритмами типа [12] с
тем отличием, что она проходит на фоне фликкер-
ной помехи.

Для выполнения процедуры (14) имеются все
требуемые конструкции: корреляционная матрица
фликкерного шума (7a), (7b); погрешность оцен-
ки параметров эволюции ai (9); формулы отыска-
ния элементов информационной матрицы Фишера
(10)–(13). Имеется, однако, особенность, связанная
с наличием систематической ошибки квазистатиче-
ских сдвигов частоты. Преодоление этой неопреде-
ленности невозможно только в рамках алгоритмов
правдоподобия и требует использования дополни-
тельных информационных каналов.

7. ЧАСТНЫЙ СЛУЧАЙ ФЛИККЕРНОГО
ШУМА С γ = 2

Хотя процедура оценки номинальной частоты ω0

полностью определена в разд. 5 и 6, она предпола-
гает выполнение численного счета по обработке экс-
периментальных данных в дискретном времени. Та-
ким образом, результат как восстановление (оценка)
номинальной частоты посылки с приемлемой точно-
стью остается неявным и поддерживается лишь оп-
тимальностью предлагаемых алгоритмов фильтра-
ции. Между тем возможна относительно быстрая
оценка достижимой точности для частного случая
фликкерного фона с показателем индекса γ = 2

(1b), так называемый «шум случайного блуждания»
[17]. Чтобы найти такую оценку, вернемся к непре-
рывному представлению данных: Δt → 0, t = iΔt,
τ = kΔt.

Тогда вместо (11) имеем для логарифма отноше-
ния правдоподобия z(Δx(a)) реализации случайного
процесса Δx(t) следующие выражения:

z(Δx|a) =
T∫
0

Δx(t)r(t; a) dt−

− 1

2

T∫
0

Δs(t; a)r(t; a) dt. (15a)

Здесь вектор r(t; a) задан интегральным уравнени-
ем:

T∫
0

kδξ(t, τ)r(t; a)dτ = Δs(t; a), 0 � t � T, (15b)

где kδξ(t, τ) — функция корреляции процесса δξ,

kδξ(t, τ) = 〈δξ(t)δξ(τ)〉 = C0

2T

[
tγ−1+τγ−1−|t−τ |γ−1

]
,

0 � t, τ � T.

Информационная матрица Фишера определе-
на формулой (10). В соответствии с неравенством
Рао –Крамера, минимальные дисперсии несмещен-
ных оценок â1,2 неизвестных параметров a1 и a2 рав-
ны

σ2
ii =

1

D

∂D

∂Iii
, i = 1, 2,

где D — детерминант матрицы Фишера,

D =

[
I11 I12

I21 I22

]
= I11I22−I12I21 = I11I22−I212.

В частном случае фликкерного шума с γ ≈ 2 функ-
ция корреляции гауссова случайного процесса δξ(t)
равна

kδξ(t, τ) =
C0

2T
[t+ τ − |t− τ |] , 0 � t, τ, (16)

а опорный вектор r(t, a) находится из приведенных
выше уравнений как [18]

r(t, a) =
1

C0
[−2a2 + 2(a1 + 2a2T )δ(t− T )] .

Появление δ-функции в этом выражении обусловле-
но тем, что производная сигнала Δs(t; a) не обра-
щается в нуль на конце интервала интегрирования
(0, T ).

Отсюда находим элементы матрицы Фишера

I11 =
2T

C0
, I12 = I21 =

2T 2

C0
, I22 =

8

3

T 3

C0
, (17a)

и дисперсии оценок параметров a1, a2

σ2
11 =

I22
D

=
4C0

3T
, σ2

22 =
I11
D

=
3C0

2T 3
. (17b)
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С помощью формул (16), (17) можно сде-
лать численную оценку точности восстановле-
ния номинальной частоты посылки для конкрет-
ных Н-стандартов, используемых в миссии Радио-
Астрон. Стандарты, наземный и бортовой, произ-
водства компании «Время-Ч» [19] обладают наилуч-
шей «алановской» относительной стабильностью
Δf/f ≈ 3 · 10−15 при времени усреднения поряд-
ка 1000 с. Отсюда оценка параметра C0 по фор-
мулам (3) имеет вид C0 = σ2

A(T0)/T0 ≈ 10−12 Гц3.
Для стандартных отклонений параметров a1, a2 по
(9), (17b) соответственно получаем 3.6 · 10−8 Гц2

и 3.3 · 10−11 Гц3. Отсюда ошибка восстановления
эволюции частоты посылки составит по абсолют-
ной величине 3 ·10−5 Гц. Величина гравитационного
сдвига частоты на орбите КА РадиоАстрон в сред-
нем (5 ÷ 6) Гц, т. е. прогнозируемая точность изме-
рения эффекта красного смещения должна соста-
вить ∼ 10−6 даже в однократном измерении. Ошиб-
ка, вносимая флуктуационной частью фликкерно-
го шума

√〈δξ2〉 ≈ √
C0T0 также оказывается того

же порядка. Таким образом, наш пример в част-
ном случае фликкера типа «случайных блужданий»
иллюстрирует возможность достаточно качествен-
ного выполнения оценочно-компенсационной филь-
трации по указанному алгоритму для достижения
повышенной (до двух порядков) точности измере-
ния гравитационного сдвига частоты в эксперимен-
тах с радиотелескопом РадиоАстрон. Заметим, что
переход к другому значению γ < 3 не изменяет ре-
зультаты по порядку величины.

8. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ И
ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе решена задача восстановления
номинальной частоты бортового стандарта по при-
нятому наземной станцией сигналу с учетом неста-
ционарного фликкерного шума, присущего атом-
ным часам данного типа. Описание такого шума
проведено с помощью статистической структурной
функции dξ(τ). Ее параметры определялись по дан-
ным, полученным при измерении дисперсии Аллана
σ2
A(T0,1). Хотя структурная функция часто прини-

мается как аналог корреляционной функции, такой
подход оказывается не вполне корректным. Для пре-
одоления возникающих осложнений в данной работе
случайный процесс ξ(t) рассматривался не как гаус-
сов, а только как условно гауссов случайный про-
цесс. При этом удается полностью сохранить «тон-
кую структуру» фликкерного шума и ее зависи-
мость от начального состояния. Найдена корреля-
ционная матрица фликкерного шума Kξ как услов-

но гауссова процесса, уже свободная от начального
состояния. Ее элементы определены с помощью ста-
тистической структурной функции.

В результате в работе сформулирован алгоритм
оптимальной фильтрации. На частном примере по-
казана ее эффективность, позволяющая рассчиты-
вать на увеличение точности до двух порядков при
регистрации относительного гравитационного сдви-
га частоты бортовых часов, расположенных на спут-
нике РадиоАстрон. Это верно, однако, по отноше-
нию к стохастической части фликкерной помехи.
Присутствие неконтролируемого квазистатического
сдвига номинальной частоты приводит к системати-
ческой ошибке измерения, порождаемой негравита-
ционными отклонениями ξ0 = ξ(0) и a0. В рамках
аксиоматики, представленной в разд. 1, 2, преодо-
леть это затруднение невозможно. Необходимо из-
менение методики эксперимента, в частности, путем
перехода к измерению орбитальных вариаций гра-
витационного сдвига вместо его средней абсолютной
величины.

Замечательно, что потребность в такой модифи-
кации диктуется не только особенностями статисти-
ческих свойств фликкерной помехи, но также техни-
ческой спецификой, изначально заложенной в схе-
ме экспериментов с космическим радиотелескопом
РадиоАстрон. Действительно, тождественность но-
минальных значений частот наземного и бортово-
го стандартов изначально не гарантируется с иде-
альной точностью. Метрологическая погрешность
или «погрешность воспроизводимости» номиналь-
ной частоты, в принципе, для водородных стандар-
тов лежит в интервале 10−13–10−14, чего можно до-
биться предусмотренными регулировками частоты
задающего резонатора. На практике сдвиг номи-
нальных частот для разных образцов может дости-
гать 10−11. В частности, по результатам мониторин-
га 2015–2016 гг. для бортового стандарта КА Радио-
Астрон и наземного стандарта на станции слежения
Пущино (филиал АКЦ ФИАН) сдвиг составляет по-
рядка 10−11. Зная этот сдвиг на стадии предвари-
тельных наземных измерений, его можно было бы
вычесть из полного сдвига, измеряемого в процессе
эксперимента по определению красного смещения.
К сожалению, он не постоянен, а медленно дрейфует
под действием фликкерного шума. Фактически, он
суммируется со смещениями ξ0 = ξ(0) и a0 и участ-
вует в формировании систематической ошибки из-
мерения гравитационного сдвига частоты.

Радикальным решением этой проблемы является
переход от измерения абсолютной величины сдви-
га к измерению его переменной составляющей, ко-
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торая обусловлена движением КА по сильно вы-
тянутой эллиптической орбите. Для орбиты с наи-
меньшим перигеем в одну тысячу км и апогеем в
350 тыс. км коэффициент модуляции гравитацион-
ного сдвига составляет 0.6 при его средней относи-
тельной величине 6·10−10. Выделяя в процессе изме-
рений (минимум 3 точки на одной орбите) гармони-
ку на частоте обращения спутника (период 8 дней),
можно легко отфильтровать постоянные и медленно
меняющиеся (негравитационные) компоненты сдви-
га, выделяя эффект гравитационного красного сме-
щения в чистом виде.

В заключение напомним, что доминирующими
помехами при измерении гравитационного сдвига
являются доплеровский сдвиг несущей частоты,
сдвиги, порождаемые ионосферными и тропосфер-
ными флуктуациями. Однако для борьбы с ними
существует техническое решение при их онлайн
компенсации за счет разности одно- и двухпутевых
данных (однопутевые содержат перечисленные по-
мехи в сумме с гравитационным сдвигом, в то время
как двухпутевые — только удвоенную помеху), см.
детали в [6, 11]. Полученные после такой процеду-
ры данные будут страдать только от фликкерного
шума. Соответcтвующие рецепты фильтрации были
найдены в данной работе.

Авторы выражают благодарность группе сопро-
вождения миссии РадиоАстрон в АКЦ ФИАН за
постоянный интерес к работе и обсуждение резуль-
татов. Особо выделяем внимание со стороны руко-
водителей проекта Н. С. Кардашева, Ю. Ю. Кова-
лева и М. В. Попова. Работа поддержана Програм-
мой перспективного развития МГУ им. М. В. Ломо-
носова и частично РФФИ (гранты №№14-02-00567,
14-22-03036).

ПРИЛОЖЕНИЕ

Пусть ζ1,2 — гауссовы случайные величины с па-
раметрами M1 {ζ1,2} = m1,2, M2 {ζ1,2} = σ2

1,2 и ко-
эффициентом взаимной корреляции ρ. Тогда можно
показать, что условное среднее значение M1 {ζ2|ζ1}
случайной величины ζ2 определяется следующим
выражением:

M1 {ζ2|ζ1} = m2 + ρ(ζ1 −m1)
σ2
σ1
. (A.1)

Условная дисперсияM2 {ζ2|ζ1} случайной величины
ζ2 не зависит от того, какое значение приобретает
случайная величина ζ1:

M2 {ζ2|ζ1} = σ2
2(1− ρ2). (A.2)

В частном случае, при

m1 = m2 = 0, σ2
1 = σ2

2 = σ2

из (A.1) и (A.2) находим
M1 {ζ2|ζ1} = ρξ1, M2 {ζ2|ζ1} = σ2(1− ρ2).
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