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Постановка первой СКЗ для линейно упругого

неоднородного тела.

Çàäà÷à îá ýôôåêòèâíûõ ìîäóëÿõ óïðóãîñòè

𝜎ij,j = 0 , 𝜎ij = Cijkl(x)𝜀kl , 𝜀kl = ∆klmnum,n , x ∈ V (1)

ui |Σ = 𝛾ijyj , y ∈ Σ , 𝛾ij = 𝛾ji = const. (2)

ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå (︀
Cijkluk,l

)︀
,j
= 0 (3)

Â ñëó÷àå çàäà÷è (1), (2) ⟨𝜀̃︀⟩ = 𝛾̃︀ íåçàâèñèìî îò âèäà ÎÑ.

Êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé ëèíåéíî çàâèñÿò îò òåíçîðà 𝛾̃︀.
𝜎ij = C̃ijkl(x)𝛾kl , (4)

ãäå êîýôôèöèåíòû C̃ijkl(x) ïðåäñòîèò íàéòè èç ðåøåíèÿ ïåðâîé ÑÊÇ.
Óñðåäíÿÿ (4) ïî îáú¼ìó òåëà íàéäåì êîìïîíåíòû hijkl òåíçîðà
ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé óïðóãîñòè

⟨𝜎ij⟩ = ⟨C̃ijkl⟩𝛾kl = hijkl⟨𝜀kl⟩ , hijkl ≡ ⟨C̃ijkl⟩ (5)



Сведение исходной первой СКЗ к вспомогательной

задаче. Структурные функции.

Ðåøåíèå èñõîäíîé ÑÊÇ áóäåì èñêàòü â âèäå

ui = vi + ūi (𝛾̃︀) , (6)

ui (x) = 𝛾ijxj + Nikl(x)𝛾kl (7)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
Nikl |Σ = 0 (8)

Èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (3) ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äëÿ N-ôóíêöèé(︀
Cijkl + CijmnNmkl,n

)︀
,j
𝛾kl = 0 ; ⇒

(︀
Cijkl + CijmnNmkl,n

)︀
,j
= 0 (9)

Íàïðÿæåíèÿ

𝜎ij = Cijkl𝜀kl =
(︀
Cijkl + CijmnNmkl,n

)︀
𝛾kl = C̃ijkl(x)𝛾kl (10)

hijkl = ⟨C̃ijkl⟩ =
⟨︀
Cijkl + CijmnNmkl,n

⟩︀
(11)



Сведение вспомогательной задачи к серии классических

задач теории упругости.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

u
(kl)
i (x) ≡ Nikl(x) � ôèêòèâíûå ïåðåìåùåíèÿ (12)

𝜀
(kl)
ij (x) = ∆ijmnu

(kl)
m,n(x) � ôèêòèâíûå äåôîðìàöèè (13)

𝜎
(kl)
ij (x) = Cijmn(x)𝜀

(kl)
mn (x) � ôèêòèâíûå íàïðÿæåíèÿ (14)

X
(kl)
i (x) = Cijkl,j(x) � ôèêòèâíûå îáú¼ìíûå íàãðóçêè (15)

Òîãäà ïîñòàíîâêà çàäà÷è äëÿ ôèêòèâíûõ ïåðåìåùåíèé(︀
Cijmnu

(kl)
m,n

)︀
,j
+ X

(kl)
i = 0 , u(kl)m

⃒⃒
Σ
= 0 (16)

Ïî ðåøåíèÿì ôèêòèâíûõ çàäà÷ ñðàçó ìîæíî íàéòè

ui (x) =
[︀
∆ijklxj + u

(kl)
i (x)

]︀
𝛾kl (17)

𝜀ij(x) =
[︀
∆ijkl + 𝜀

(kl)
ij (x)

]︀
𝛾kl (18)

𝜎ij(x) =
[︀
Cijkl(x) + 𝜎

(kl)
ij (x)

]︀
𝛾kl (19)

hijkl =
⟨︀
Cijkl(x) + 𝜎

(kl)
ij (x)

⟩︀
(20)



Цилиндрическое тело, неоднородное в поперечном

сечении. Волокнистый композит.

1x
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S

Рис. 1: Поперечное сечение стержня,
армированного квадратными волокнами.
Границы ячеек периодичности показаны
штриховыми линиями.

Вспомогательная задача

(︀
CiJkl + CiJmSNmkl,S

)︀
,J
= 0

Nmkl

⃒⃒
Σ
= 0

(21)

Выражения для фиктивных
объёмных сил в случае
кусочно-постоянных модулей

Xi = Cijkl,j =
(︀
C+
iJkl −C−

iJkl

)︀
nJ𝛿(Γ) (22)

Èíòåíñèâíîñòü ýòèõ íàãðóçîê ðàâíà

qi =
(︀
C+
iJkl − C−

iJkl

)︀
nJ (23)



Рис. 2: Фиктивные нагрузки на контактной границе матрицы с волокном



Методика расчёта эффективных модулей упругости

волокнистых композитов методом конечных элементов

Çàäà÷à (21) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (â
îáîçíà÷åíèÿõ (12)-(15)).

ℒ =
1

2

∫︁
Ω

CiJmL um,L ui,J dΩ−
∫︁
Ω

Xiui dΩ, (24)

[C ] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
C1111 C1122 2C1112 2C1113 2C1123

C2222 2C2212 2C2213 2C2223
2C1212 2C1213 2C1223

2C1313 2C1323
2C2323

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ (25)

Ââ¼äåì [𝜀] = {𝜀}T = [𝜀11, 𝜀22, 𝜀12, 𝜀13, 𝜀23],
[𝛿] = {𝛿}T = [u1, u2, u3],
[X ] = {X}T = [X1,X2,X3]

(26)

Òîãäà ìàòðè÷íàÿ ôîðìà çàïèñè ôóíêöèîíàëà (24)

ℒ =
1

2

∫︁
Ω

[𝜀][C ]{𝜀} dΩ−
∫︁
Ω

[𝛿]{X} dΩ (27)



Методика расчёта эффективных модулей упругости

волокнистых композитов методом конечных элементов

ℒ =
∑︁
(e)

ℒ(e), ℒ(e) =
1

2

∫︁
Ω(e)

[𝜀][C ]{𝜀} dΩ−
∫︁

Ω(e)

[𝛿]{X} dΩ (28)

u
(e)
k (x1, x2) =

Q(e)∑︁
q=1

Φ
(e)
iq

(x1, x2) v
(iq)
k , (x1, x2) ∈ Ω(e), (29)

ãäå Φ
(e)
iq

(x1, x2) � òàê íàçûâàåìûå ôóíêöèè ôîðìû ýëåìåíòà.

Âûðàæåíèå (29) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå

{𝛿(e)} = [Φ(e)]3×3Q(e)
· {v(e)}, (30)

ãäå

[v(e)] = [v
(i1)
1 , v

(i1)
2 , . . . , v

(iQe )
1 , v

(iQe )
2 , v

(i1)
3 , . . . , v

(iQe )
3 ],

[𝛿(e)] = [u
(e)
1 , u

(e)
2 , u

(e)
3 ]

(31)

Ïî ôîðìóëàì Êîøè
{𝜀(e)} = [B(e)] {v(e)} (32)



Методика расчёта эффективных модулей упругости

волокнистых композитов методом конечных элементов

Ïîäñòàâëÿÿ (30) è (32) â (28), íàéä¼ì

ℒ(e) =
1

2
[v(e)][K (e)]{v(e)} − [v(e)]{F (e)}, (33)

ãäå [K (e)] � ìàòðèöà æåñòêîñòè ýëåìåíòà

[K (e)] =

∫︁
Ω(e)

[B(e)]T [C ][B(e)] dΩ, (34)

à {F (e)} � âåêòîð óçëîâûõ íàãðóçîê íà ýëåìåíòå

[F (e)] =

∫︁
Ω(e)

[Φ(e)]T{X} dΩ, (35)



Методика расчёта эффективных модулей упругости

волокнистых композитов методом конечных элементов

Èìååì âûðàæåíèå

ℒ =
1

2
[v][K ]{v} − [v]{P}, (36)

ãäå [v] � âåêòîð-ñòðîêà óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé

[v] = [v
(1)
1 , v

(1)
2 , . . . , v

(Q)
1 , v

(Q)
2 , v

(1)
3 , . . . , v

(Q)
3 ], (37)

[K ] � ãëîáàëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè, à {P} � âåêòîð óçëîâûõ
íàãðóçîê, ïîëó÷åííûé ïóò¼ì ñóììèðîâàíèÿ âåêòîðîâ (35)

[P] = [P
(1)
1 ,P

(1)
2 , . . . ,P

(Q)
1 ,P

(Q)
2 ,P

(1)
3 , . . . ,P

(Q)
3 ] (38)

Ìèíèìèçàöèÿ (36) ïî ïåðåìåííûì [v]

[K ]{v} = {P} (39)

Ïîñëå ýòîãî ïî ôîðìóëàì (32) íàéä¼ì äåôîðìàöèè â ýëåìåíòàõ, à
çàòåì èç çàêîíà Ãóêà � íàïðÿæåíèÿ â ýëåìåíòàõ. Â èòîãå

hijkl =
1

Ω

∑︁
e

∫︁
Ω(e)

[︀
C

(e)
ijkl + 𝜎

(e)(kl)
ij

]︀
dΩ (40)



Дискретизация области
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Текущие итоги и дальнейшая работа

Â ðàìêàõ ïîëóãîäîâîé ðàáîòû íàä êóðñîâîé

▶ Ðåàëèçîâàíà ïðîãðàììà íà ÿçûêå Python äëÿ ðàñ÷åòà
ýôôåêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîé ÿ÷åéêè.

▶ ÿ ïîçíàêîìèëñÿ ñ áàçîâûìè ïîíÿòèÿìè è ïðîöåäóðàìè ìåòîäà
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ïîâòîðèë ðåçóëüòàò Â.È. Ãîðáà÷åâà.

Â òå÷åíèè ñëåäóþùåãî ñåìåñòðà ïëàíèðóåòñÿ

▶ Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîåé ïðîãðàììû è ðåçóëüòàòû,
ïðåäñòàâëåííûå Â.È. Ãîðáà÷åâûì. Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû
ïðîãðàììû ñ àíàëèòè÷åñêèìè ôîðìóëàìè.

▶ Ïîïûòàòüñÿ ðåàëèçîâàòü âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ
ìîäóëåé äëÿ íåñèììåòðè÷íîé ïðîèçâîëüíîé ÿ÷åéêè.
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