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О МОЩНОСТИ ИНТЕРВАЛА ЗАМКНУТЫХ КЛАССОВ

Int(Pol) В ЧАСТИЧНОЙ k-ЗНАЧНОЙ ЛОГИКЕ

Алексеев Валерий Борисович
Кафедра математической кибернетики, e-mail: vbalekseev@rambler.ru

Классы дискретных k-значных функций, замкнутые относительно операции
суперпозиции, играют важную роль при изучении вопросов выразимости од-
них функций через другие. Пусть A — замкнутый класс в множестве всюду
определенных k-значных функций. Начиная с работы [1], активно изучался
интервал I(A) в решетке замкнутых классов частичной k-значной логики, со-
стоящий из всех замкнутых классов, в которых множество всюду определенных
функций совпадает с A [2]. И только относительно недавно была установлена
мощность I(A) для всех замкнутых классов A 2-значной логики [3]. Автором
предложено мсследовать более узкие интервалы Int(A), определяемые следую-
щим образом. Пусть Str(A) — замкнутый класс в частичной k-значной логике,
состоящий из всех функций частичной k-значной логики, доопределимых до
какой-нибудь функции из A. Тогда Int(A) — семейство всех замкнутых классов
C в частичной k-значной логике таких, что A ⊆ C ⊆ Str(A).

Пусть Polk — замкнутый класс в k-значной логике, состоящий из всех
функций, представимых полиномом по модулю k. Данная работа посвящена
исследованию интервала Int(Polk). Если k — простое число, то Polk совпадает
с множеством Pk всех всюду определенных k-значных функций. В этом случае
Int(Polk) состоит из 3 классов. Ранее автором был рассмотрен случай, когда
k есть произведение двух различных простых чисел, и доказано, что в этом
случае Int(Polk) состоит из 7 классов, которые были явно описаны. В данной
работе показано, что ситуация резко меняется при переходе от двух различных
простых делителей к 3 различным простым делителям.

Теорема 1. Пусть у натурального числа k имеется хотя бы 3 различных
простых делителя. Тогда интервал Int(Polk) содержит бесконечное число
замкнутых классов, в частности, в нем имеются бесконечно убывающие
цепочки замкнутых классов.

Для доказательства теоремы явно строится бесконечно убывающая цепочка
замкнутых классов в Int(Polk) при указанных k. Точная мощность Int(Polk)
для таких k остается пока неизвестной. Также остается пока открытым вопрос
о конечности Int(Polk) для k, имеющих ровно 2 различных простых делителя
и делящихся на квадрат хотя бы одного из них.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 19-01-00200).
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УСТОЙЧИВЫЙ ГРАДИЕНТНЫЙ МЕТОД В ЗАДАЧЕ

КВАДРАТИЧНОЙ МИНИМИЗАЦИИ С НЕРАВНОМЕРНЫМИ

ВОЗМУЩЕНИЯМИ В КРИТЕРИИ И ОГРАНИЧЕНИЯХ

Артемьева Людмила Анатольевна1, Дряженков Андрей Александрович2,
Потапов Михаил Михайлович3
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В гильбертовых пространствах рассматривается задача квадратичной мини-
мизации при наличии линейного операторного ограничения типа равенства и
квадратичного ограничения типа неравенства:

‖Au− f‖F → min
u∈U

, U = {u ∈ U0 | Bu = g, ‖Qu− w‖W 6 R}.

Требуется найти некоторое её оптимальное решение u∗ ∈ U. Здесь H , F , G,
W — гильбертовы пространства, в которых действуют заданные линейные огра-
ниченные операторы A : H → F , B : H → G, Q : H → W . Элементы f ∈ F ,
g ∈ G, w ∈ W , число R > 0 и выпукое замкнутое множество U0 ⊂ H также
считаются заданными.

Задача переформулируется в виде задачи поиска седловой точки функции
Лагранжа. Для численного решения данной задачи предлагается регуляризо-
ванный метод градиентного типа, в идейном плане близкий к [1, 2] и осу-
ществляющий итерации как по прямым, так и по двойственным переменным.
Принципиальные отличия от [1, 2] связаны с тем, что метод применяется в
неклассических информационных условиях, когда доступные вычислителю
приближения к точным операторам, входящим в постановку задачи, аппрокси-
мируют их лишь сильно поточечно и отсутствуют соответствующие оценки
погрешностей в операторных нормах исходных пространств. Вместо этого,
как и в [3], где менее общая задача решалась с помощью модифицированного
обобщённого метода невязки, здесь используется априорная информация о
таких уровнях погрешностей, к которым открывается доступ при усилении
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нормировок в области определения и ослаблении нормировок в областях зна-
чений операторов. Данные условия описываются с помощью вспомогательных
гильбертовых пространств H−, F+, G+ и W+, связанных с исходными про-
странствами непрерывными и всюду плотными вложениями H− ⊂ H , F ⊂ F+,
G ⊂ G+, W ⊂ W+. Доказано, что генерируемые предложенным методом
приближения сходятся к решению исходной задачи оптимизации по норме
исходного пространства.
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О РАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧИ ВОССТАНОВЛЕНИЯ

ОГРАНИЧЕННОГО РЕШЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО

УРАВНЕНИЯ В РЕАЛЬНОМ ВРЕМЕНИ
Атамась Евгений Иванович

МГУ имени М.В. Ломоносова, e-mail: eatamas@cs.msu.ru

При решении задач обращения динамических систем в реальном времени
([2]), в том числе систем с запаздыванием, часто возникает следующая вспо-
могательная задача. Необходимо, зная значения сигнала ξ на отрезке [t0, t],
восстановить в момент t ограниченное решение неустойчивого скалярного
уравнения

ẋ(t) = ax(t) + ξ(t), a > 0. (1)
Известно ([1]), что такое решение существует и единственно, однако его на-
хождение на практике затруднительно. Ранее было показано ([1]), что если
функция ξ непрерывна и удовлетворяет оценке |ξ(t)| < ξ0, то без привлечения
дополнительной информации разрешить эту задачу в реальном времени невоз-
можно. Возникает вопрос, будет ли задача разрешима, если усилить условия и
потребовать наличия у функции ξ ограниченной производной.

Теорема 1. Пусть функция ξ(t) непрерывно дифференцируема и удовлетворяет
условиям |ξ(t)| 6 ξ0, |̇ξ(t)| 6 ξ1, а значение x̂0 таково, что для решения
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уравнения (1) с начальным условием x0 выполнено неравенство x 6 ξ0
a на

сегменте [0, t0]. Тогда если определено и справедливо неравенство∣∣∣∣ln ξ0

(1− a)ξ0 + a2x̂0

∣∣∣∣ 6 2a,

то функцию ξ(t) можно продолжить на [t0,+∞) так, чтобы соответствую-
щее решение уравнения с начальным условием x̂0 было ограничено.

Из этой теоремы вытекает неразрешимость задачи восстановления ограни-
ченного решения в реальном времени при выполнении указанных условий.
Вопрос о разрешимости в противном случае остается открытым.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 19-07-00294-а) и гранта
Президента РФ МК-4905.2021.1.
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Системы предоставления доступа к виртуальным рабочим столам востре-
бованы сегодня. Согласно Market Research Future (MRFR), рынок подобных
систем может достигнуть 25,496.3 миллионов долларов США с совокупным
среднегодовым темпом роста 16.1% с 2018 по 2025 год [1]. Сегодня подобные
системы чаще всего базируются на облачных системах, предоставляя доступ
клиенту через специальное приложение, устанавливаемое на его локальный
компьютер. При этом, необходимость установки специального приложения
выставляет определенные требования к программной среде пользователя и
его навыкам. В свою очередь, виртуальные машины, на которых базируются
современные облачные системы, порой сложны в обслуживании и более ре-
сурсозатратны, чем технологии контейнеризации, способные решать схожие
задачи [2].
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В рамках работы реализована система предоставления рабочих столов на
основе Kubernetes. Инструмент реализован в виде сервиса с системой пользо-
вателей, предоставляющий доступ к рабочему столу через браузер. Система
запакована в контейнер и может быть развернута в составе Kubernetes-кластера.
После развертывания, инструмент осуществляет взаимодействие с Kubernetes
в процессе исполнения запросов пользователей.

Графические приложения, поддерживаемые системой, также запакованы в
контейнер, что облегчает добавление новых приложений администраторами
системы. В процессе работы был создан набор рекомендаций, позволяющих
модифицировать существующие контейнеры с графическими приложениями,
для их добавления в систему. При этом, если графическое приложение нужда-
ется в специфичных аппаратных ресурсах(например, в видеокарте), контейнер
с данным приложением будет запущен на определенном вычислительном узле,
в составе которого содержится необходимый ресурс.

Также приводится разработанная схема построения итогового рабочего
стола, заключающаяся во взаимодействии нескольких контейнеров в среде
Kubernetes. Таким образом, все исполняемые файлы не запускаются в одной
контейнерной среде, что облегчает контроль за "итоговой сущностью". Взаимо-
действие между контейнерами осуществляется с помощью протокола передачи
изображения NX [3].
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О ДВУХ ОБРАТНЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ ВОЛНОВОГО

УРАВНЕНИЯ С НЕЛИНЕЙНЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ

Баев Андрей Владимирович
Кафедра математической физики, e-mail: drbaev@mail.ru

Рассмотрено уравнение гиперболического типа с нелинейным коэффициен-
том при старшей производной, определяющим как скорость нелинейных волн,
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так и характеризующим рассеивающие свойства среды:

utt = a2(u)uxx + (−1)ka(u)(a(u))xux, x, t ∈ R, (1)

Функцию a(u) считаем четной, достаточно гладкой, и a′(u) > 0 при u > 0.
Случаи k = 1, 2 приводят к принципиально различным результатам.

Среди решений (1) как в лабораторных экспериментах, так и в натурных
наблюдениях наиболее просто изучать установившиеся колебания типа бе-
гущих волн. Для таких стационарных решений волн поставлены обратные
задачи, состоящие в определении нелинейного коэффициента уравнения по
зависимости периода от амплитуды стационарных колебаний.

Интегрируя ОДУ, описывающее установившиеся колебания, для функ-
ции a(y), делая y = u(x, t) независимой переменной, при k = 1 получаем:

4

∫ Y

0

dy√
a2(Y )− a2(y)

= T (Y ), (2)

где T (Y ) — период колебаний, Y — амплитуда. Полагаем, что T и Y являются
величинами, доступными в измерениях при 0 6 Y 6 H .

Очевидно, что (2) — уравнение обратной задачи, является нелинейным функ-
циональным уравнением типа Вольтерра I рода относительно a(y). На основе
исследования этого интегро-функционального уравнения установлены доста-
точные условия существования и единственности решения обратной задачи.
Для решения функционального уравнения предложен алгоритм эволюционного
типа, представлены решения модельных обратных задач.

В работе также представлены соответствующие результаты решения задачи
при k = 2. В этом случае колебания являются режимом с обострением, а
основное уравнение обратной задачи имеет вид:

4

∫ Y

0

√
a2(Y )− a2(y) dy = X(Y ), (3)

где X(Y ) — период колебаний, определяемый амплитудой Y . На основе иссле-
дования этого уравнения установлены достаточные условия единственности
решения обратной задачи, предложен алгоритм решения, представлены реше-
ния модельных задач.

Работа выполнена при поддержке Московского математического центра.

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ СПЕЦИАЛЬНОЙ СЕТКИ ДЛЯ

ЧИСЛЕННОГО АНАЛИЗА МЕТОДА ИНТЕГРАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ В ЗАДАЧЕ ГЕОЭЛЕКТРИКИ

Барашков Игорь Сергеевич
Лаборатория математической физики, e-mail: baraskov@cs.msu.ru

В настоящей работе рассмотрено математическое моделирование электро-
магнитного поля в неоднородной среде с помощью метода интегральных
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уравнений. Подробно изучен случай контрастных проводящих сред, когда
проводящая неоднородность находится в плохо проводящей среде.

Эффект контрастности среды наиболее сильно проявляется в случае H-
поляризованного двумерного электромагнитного поля в неоднородной среде.
Поэтому численный эксперимент проводится именно для этого случая для
модели грабена. Анализ численного решения интегрального уравнения в этом
случае показал, что решение имеет плохую точность, когда в области неод-
нородности используется традиционная равномерная прямоугольная сетка, а
узлы, в которых вычисляется электрическое поле, традиционно расположены в
центре ячеек сетки. При этом ничего не делается для детализации поведения
поля на границах неоднородности в надежде на то, что граничные условия
будут учитываться сами собой автоматически. Не помогает даже использование
метода повышенной фоновой проводимости, предложенного в работе [1].

Значительно более хороший результат был получен при совместном исполь-
зовании метода повышенной фоновой проводимости и специальной неравно-
мерной сетки с уменьшенными ячейками в верхнем ряду сетки и с узлами
на верхней границе этих ячеек. В настоящей работе приводится обоснование
этого результата с учётом сингулярности интегрального уравнения. Таким
образом, показано, что учёт значений поля на границе неоднородности важен
для правильного решения интегрального уравнения.

В настоящей работе выполнено сравнение решения, посчитанного с помо-
щью интегрального уравнения и решения посчитанного с помощью конечно
разностного метода. Получено очень хорошее совпадение результатов двух
методов.
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Для анализа производительности DVMH-программ в документации к
DVM-системе [1-3] предложены некоторые рекомендации по анализу основных
характеристик производительности, описан сценарий для отладки эффектив-
ности параллельных программ. Задача данной работы — упростить анализ
эффективности программ при использовании данного сценария.

Во время выполнения DVMH-программы происходит накопление статисти-
ческой информации о ходе выполнения, после чего она записывается в файл,
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содержащий информацию о множестве различных характеристик производи-
тельности заданной программы. Далее этот файл преобразуется в json-формат
[4] для последующей быстрой загрузки и визуализации.

Для анализа сложных и объёмных DVMH-программ характеристик выполне-
ния всей программы целиком может быть недостаточно, поэтому DVM-система
предоставляет возможности детализации этих характеристик применительно
к отдельным частям программы — интервалам, размечаемым пользователем
и/или компилятором.

В результате проделанной работы был создан визуальный инструмент для
анализа и отладки эффективности выполнения параллельных программ, разра-
ботанных в рамках DVMH-модели. Данный инструмент можно использовать
как самостоятельно, так и в составе Системы Автоматизированной Параллели-
зации ФОРтран-программ (системы SAPFOR) [5].

Приложение позволяет производить детальный анализ единичных статистик
выполнения в отдельной вкладке «Анализ». На ней присутствуют: дерево интер-
валов программы, столбчатая диаграмма потерянного времени для выбранного
интервала, а также его текст.

Кроме того, инструмент поддерживает возможность сравнения нескольких
загруженных статистик. На вкладке «Сравнение» можно просмотреть диаграм-
мы двух типов, а также произвести поинтервальный анализ с использованием
пересечения деревьев интервалов сравниваемых статистик, что позволяет рас-
сматривать программы с отличающейся интервальной структурой.

Эта возможность особенно важна для системы SAPFOR, т. к. позволяет сопо-
ставлять различные версии параллельных программ, автоматически сгенериро-
ванных системой, оценить влияние разнообразных преобразований программы,
выполняемых в процессе распараллеливания, а также найти наилучший вари-
ант параллельной программы.
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При проведении высокопроизводительных вычислений представляется важ-
ным решение следующей задачи: разработать принципы сохранения контроль-
ных точек за время, меньшее характерной продолжительности безотказной
работы системы, и алгоритмы, обеспечивающие, в случае отказа части обору-
дования, быстрое автоматическое возобновление расчета на работоспособной
части вычислительного поля.

Данная работа — это первый шаг в решении данной задачи. Цель данной ра-
боты — реализация средств для работы с контрольными точками в компиляторе
C-DVMH и в системе поддержки выполнения DVMH-программ.

DVM-system — система, разработанная в Институте прикладной математики
имени М. В. Келдыша РАН, позволяет разрабатывать параллельные программы
для гетерогенных вычислительных кластеров с различными ускорителями [1].

В DVM-системе реализовано множество режимов работы с файлами [2].
Среди них, например, локальный режим, при котором каждый процесс пишет
свои данные в отдельный файл. Параллельный режим, при котором каждый
процесс пишет в выделенную область одного файла, а результат получается
таким же, каким он был бы при записи последовательной программой. Для
всех режимов записи реализованы их неблокирующие аналоги.
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Для работы с контрольными точками были реализованы новые функции
системы поддержки, которые основаны на использовании различных режимов
работы с файлами, для языка C-DVMH были предложены новые директивы.
Компилятор C-DVMH преобразует директивы создания, чтения, сохранения
и синхронизации контрольных точек в соответствующие вызовы функций
системы поддержки.

Компилятор C-DVMH и система поддержки поддерживают сохранение как
распределенных массивов, так и скалярных переменных, нераспределенных
массивов и подмассивов.

Возможности механизма контрольных точек были протестированы на тестах
NAS NPB [3]. Проверялась как корректность работы механизма, так и скорость
сохранения контрольных точек в различных режимах.
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В различных областях естествознания проводятся эксперименты с повторны-
ми наблюдениями (ПН) за объектами исследования при изменяемых внешних
и внутренних условиях (факторах). Большинство известных методов обработки
данных с ПН основан на предположениях о независимости наблюдений, их
многомерной нормальности, ковариационной (корреляционной) однородности
или симметрии. Такие предположения часто невыполнимы для реальных дан-
ных. Все это требует более внимательного подхода в выборе статистических
методов обработки данных с ПН на основе сложных факторных моделей.

Рассматривается эксперимент, в котором для наблюдаемой популяции биоло-
гических объектов имеют место следующие характеристики: вид (A), состояние
(B) (зараженность патогенами) и место обитания популяции (C). При изме-
няемых в фиксированных множествах значениях температуры окружающей
среды (L) и времени суток (M ) для каждого объекта проводится измерение
некоторой характеристики h, например, степени активности, выраженной в вы-
соте подъема. При этом количество объектов может различаться в зависимости
от факторов A,B,C. Ставится задача определения степени влияния факто-
ров A,B,C, L,M на результаты наблюдений h. Решение задачи проводится в
форме проверки гипотез о равенстве групповых математических ожиданий ме-
тодами дисперсионного анализа на основе многофакторной линейной модели.
При этом особенности экспериментальных данных обусловливают специфику
используемой модели, гипотез и критериев их проверки.

Сформулирована многофакторная модель поведения популяции биологиче-
ских объектов, учитывающая особенности структуры исследуемых факторов и
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ПН. Разработан в R-среде программный код, численно реализующий теорети-
ческие результаты исследований. На примере реальных экспериментальных
данных по изучению активности популяции иксодовых клещей в различном
состоянии строится трехфакторная модель их поведения в зависимости от ме-
ста обитания, температуры окружающей среды и времени суток. Проведенные
расчеты по проверке гипотез с помощью критерия Вальда и его модификаций
показали, что результаты, иллюстрирующие их эффективность согласуются с
проведенными модельными исследованиями в других работах.

РЕГУЛИРОВАНИЕ КОЛИЧЕСТВА ПОДПОТОКОВ ДЛЯ

МНОГОПОТОЧНОГО СОЕДИНЕНИЯ ПРИ ПОМОЩИ

ПРОГНОЗИРОВАНИЯ ИХ СКОРОСТИ

Беляева Ольга Константиновна1, Степанов Евгений Павлович2

1 Кафедра автоматизации систем вычислительных комплексов, e-mail: olya_bel@arccn.ru
2 Кафедра автоматизации систем вычислительных комплексов, e-mail: estepanov@lvk.cs.msu.ru

Одним из методов обеспечения качества сервиса является использование
многопоточных протоколов. Они разделяют поток данных, полученный от уров-
ня приложения, на несколько подпотоков, что позволяет увеличить скорость
передачи данных. [1] В работе рассматривается динамическое демультиплекси-
рование, идея которого заключается в том, что новый подпоток выделяется в
случае снижения суммарной скорости подпотоков ниже скорости, требуемой
приложением. [2][3]

От момента старта нового подпотока до момента, когда его скорость достиг-
нет остаточной пропускной способности маршрута, может пройти несколько
секунд из-за процедуры трехкратного рукопожатия и фазы медленного старта
алгоритма управления перегрузки. В этот период требование к скорости потока
все ещё будет нарушаться.

Чтобы непрерывно поддерживать требуемую скорость, следует выделять
новый подпоток заранее. В настоящей работе рассматривается задача прогно-
зирования нарушения требований приложения, то есть уменьшения суммарной
скорости подпотоков ниже заданного порога.

Для описанной задачи проведена формальная постановка, в которой сум-
марная скорость подпотоков представлена как временной ряд. Был проведен
обзор моделей прогнозирования [4][5][6], по результатам которого выбран
метод дрейфа. Обзор проводился по следующим критериям: ресурсоемкость и
обнаружение тренда.

Для решения поставленной задачи предлагается следующий подход: ис-
пользуя метод дрейфа вычисляется прогнозируемое значение скорости. Если
оно меньше требования приложения, то открывается новый подпоток. Так
как метод дрейфа экстраполирует прогнозируемое значение по двум точкам
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временного ряда, то для повышения качества прогноза используется метод
машинного обучения для выбора точек временного ряда. Предложенный под-
ход реализован в ядре Linux. Эффективность решения будет исследоваться на
стенде из [2] для топологий Интернет-провайдеров с динамической нагрузкой,
генерируемой согласно распределению Вейбулла.
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В данной работе рассматривается задача фильтрации по непрерывно - дис-
кретным наблюдениям с коррелируемыми шумами. К задачам такого типа
относятся следующие задачи: задача сопровождения цели, определения её
местоположения, скорости и ускорения, при этом результаты измерений могут
поступать как постоянно, так и периодически, и сильно зашумлены; повыше-
ние точности определения координат для навигации беспилотных летательных
аппаратов, когда есть взаимосвязь между наблюдениями непрерывного и дис-
кретного датчиков.

Имеется ненаблюдаемый процесс x(t) и его наблюдения: непрерывный z(t)
и дискретный η(tm) процессы: dx(t) = −ax(t)dt + φ1dω(t) , dz(t) = bx(t)dt+
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+φ2dv(t), η(tm) = cx(tm) + φ4ξ(tm), где a > 0, b, c, φ1, φ2, φ4 — константы,
ω(t), v(t) — стандартные белые гауссовы шумы, ξ(tm) — последовательность
независимых одномерных гауссовых случайных величин с нулевым математи-
ческим ожиданием и единичной дисперсией.

Требуется по совокупности непрерывных zt0 = {z(s) : t0 6 s 6 t} и
дискретных ηm0 = {η(t0), η(t1), . . . , η(tm); t0 6 t1 6 . . . 6 tm 6 t} наблюдений
найти оптимальную в среднеквадратическом смысле оценку фильтрации µ(t)
процесса x(t), при условии корреляции шумов E{ξ(tm) · dv(t)} = φ3.

На основании теории стохастических процессов [1] и результатов [2], [3],
при условии корреляции случайных ошибок ξ(tm) и v(t), были получены
формулы для оценок фильтрации µ(tm) и её дисперсии Γ(tm) в моменты tm
поступления дискретных наблюдений, а также уравнения для оценок µ(t) и
Γ(t) на полуинтервалах tm−1 6 t < tm, когда оценка происходит только по
непрерывным наблюдениям, при условии корреляции шумов.

Для анализа качества решения фильтра Калмана-Бьюси с коррелируемы-
ми шумами была введена величина, равная отношению дисперсии в момент
поступления дискретного наблюдения tm, к дисперсии в момент времени t:
t ∈ [tm−1, tm). Эта величина показывает меру эффективности дискретного на-
блюдения и не превышает 1. При анализе графиков зависимости этой величины
от параметров модели было получено, что дискретные наблюдения могут улуч-
шить точность оценки в том случае, если дисперсия непрерывных наблюдений
будет много больше дисперсии дискретных.

Было получено, что в случае коррелируемых случайных ошибок непрерыв-
ного и дискретного процессов, дискретное наблюдение почти не увеличивает
точность непрерывной оценки, если величина φ4 велика, и наоборот, если
эта величина стремится к нулю, то возможно достижение практически без-
ошибочного оценивания. Также было установлено, что если дисперсия по
непрерывным наблюдениям будет много больше дисперсии в моменты по-
ступления дискретных, то дискретные наблюдения могут улучшить точность
оценки.
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Авторами статьи [1] была представлена схема подписи CFS с использовани-
ем модифицированного квазициклического кода снизкой плотностью проверок
на четность (QC-LPDC), основанная на криптосистеме Мак-Элиса. Было про-
ведено исследование устойчивости новой схемы к наиболее известным атакам
для схемы CFS и QC-LDPC.

Была показана невозможность применения алгебраической атаки, идея кото-
рой состоит в нахождении матрицы, выполняющей роль проверочной, но не
являющейся ей, с помощью нахождения векторов особого вида [2]. Выявлено,
что результирующая система уравнений слишком велика для эффективного ее
применения.

Для QC-LDPC также известна атака на декодирование информационного
набора, предложенная Штерном [3]. В результате применения данной атаки
вероятность нахождения кодового слова фиксированного веса для модифици-
рованного QC-LDPC кода не является значительно меньше вероятности для
оригинальных QC-LDPC кодов.

В процессе применения алгоритма CFS на основе стандартных QC-LDPC
кодов требуется возможность декодирования результата выполнения хэш-
функции, что является основным недостатком данной системы [4], так как
вероятность успеха слишком мала, что требует большое количество итераций.
Для оценки целесообразности применения данной модифицированной схемы
ЭЦП на практике была проведена оценка вероятности попадания расширенного
вектора в синдром (1):

P =
1

2n−2k
· t+ 1

n+ 1
· t

n

n!
(1)

Полученная оценка показывает наличие упомянутого выше недостатка и делает
применение схемы на практике невозможным.

При анализе алгоритма расширения в тексте статьи [1] было выявлено, что
на самом деле в схеме подписи используется не модифицированный открытый
ключ, а стандартный. Был предложен скорректированный вариант подписи,
позволяющий использовать преимущества и недостатки модифицированных
кодов QC-LDPC, как и было задумано авторами статьи.
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Теория графов - область математики, которая нашла множество применений
в различных прикладных задачах. Актуальным является направление, в рамках
которого граф рассматривается с вероятностной точки зрения.

Впервые модель случайного графа была предложена П. Эрдешем и А. Реньи
на рубеже 50-х 60-х годов XX−го века в [1] и независимо от них Е. Гильбер-
том в [2]. Рассматривается граф с n вершинами, в котором нет кратных ребер и
петель. Две вершины i и j соединяются ребром с вероятностью p : 0 < p < 1 и
независимо от всех остальных пар вершин. Таким образом реализуется класси-
ческая схема Бернулли с "вероятностью успеха"p. Естественным обобщением
модели является предположение, что вероятность соединения двух вершин
ребром основывается на их весах. Чем больше вес вершины, тем вероятнее
соединение с наибольшим числом других вершин.

Т. Бриттон в [3] определил модель обобщенного случайного графа. Пусть
{1, 2, .., n} - набор вершин, а Wi > 0 - вес i−ой вершины, 1 6 i 6 n. Вероят-
ность наличия ребра между i и j определяется выражением:

pij = (WiWj)/(Ln +WiWj),

где Ln =
∑n

i=1Wi. При этом Wi может быть как постоянной, так и случайной
величиной (с. в.).
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Для произвольных целочисленных неотрицательных с. в. Y и Z определим
расстояние между их распределениями L(Y ) и L(Z) как

‖ L(Y )− L(Z) ‖≡ sup‖h‖=1|Eh(Y )− Eh(Z)|,
где h – произвольная вещественная функция, определенная на {0, 1, 2, ...} и
‖ h ‖≡ supm>0 |h(m)|.

Для k > 3 пусть Sn(k) – число циклов длины k, т.е. замкнутых путей без
повторяющихся вершин (за исключением первой и последней вершины). Будем
предполагать, что Wi, i = 1, 2, ..., n – независимые одинаково распределенные
с. в., распределенные как с. в. W . Пусть Zk – с. в. с пуассоновским распре-
делением с параметром λ(k) = (EW 2/EW )k/(2k). Справедлива следующая
теорема (доказательство и обсуждение представлено в [4]).

Теорема 1. Для любого k > 3, верно

‖ L(Sn(k))− L(Zk) ‖= O(n−1/2),

при условии, что P(W > x) = o(x−2k−1), при x→ +∞.

Доказательство теоремы опирается на асимптотический анализ моментов
дробей (X2

1 + ...+X2
n)/(X1 + ...+Xn), где X1, ..., Xn− независимые одинаково

распределенные с. в.. Данный анализ представляет независимый интерес.
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В мире каждый год создаётся большое количество документов, объём кото-
рых многократно превышает возможности их неавтоматического анализа. Для
автоматической обработки (например, поиска по документам, суммаризации
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и т. д.) необходимо представить документ в удобном для обработки виде, т. е.
выделить его структуру. В данной работе обозреваются различные способы
выделения и представления структуры документа.

Типы структуры документов Для документов можно определить три ос-
новных типа структуры, которая из них выделяется [1]:

1. Физическая структура документа описывает то, как выглядит документ.

2. Логическая структура документа описывает разбиение документа на компо-
ненты. Например, законы состоят из глав, главы разбиваются на статьи и
так далее. Логическая структура строится на основе известной физической
структуры и правил, задаваемых конкретным доменом.

3. Семантическая структура связана с задачей понимания содержимого текста.

Далее рассмотрим более подробно логическую структуру документов.
Типы логической структуры

— Документы могут представлять из себя последовательность вложенных
друг в друга частей. Поэтому логическая структура документа может быть
представлена в виде дерева [2].

— Произвольный граф позволяет представить разбиение документа на части
(каждая часть является вершиной графа), а также описать порядок чтения
частей [3].

— Документ может быть представлен в виде формальной грамматики: последо-
вательностью правил, которые можно обработать с помощью специального
парсера [4].

— Документ может быть представлен как плоская структура: последователь-
ность частей какого-либо типа [5].

Форматы для представления структуры документов Для хранения и
представления логической и физической структуры документа использует-
ся множество форматов, например, SGML, XML (и основанные на нём HTML,
TEI, Office Open XML), ODA, JSON, PDF.
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ЭТАП ПЕРЕСТРОЙКИ В РАЗРЫВНОМ МЕТОДЕ ЧАСТИЦ
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Кувшинников Артем Евгеньевич2
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Особенностью нового варианта разрывного метода частиц является мини-
мальное размазывание разрывов, благодаря новому критерию перестройки
частиц. В отличие от ранее использовавшегося варианта [1–3], мы анализируем
не перекрытие частиц, что требует предположение об их форме, а используем
ключевую характеристику частиц, а именно, их массу. Мы делаем предположе-
ние о том, что в нелинейном упругом переносе сохраняются не только массы
частиц, но и масса, находящаяся между центрами этих частиц. Это требование
приводит к тому, что изменение расстояния между частицами в процессе их
сдвига и сохранение массы в пространстве между ними, приводят к изменению
плотности одной из частиц. На рисунке 1 показано решение задачи двумерного
квазилинейного уравнения переноса. Скорость разрыва (жирная черная линия)
вычисляется верно.

Рис. 1: Метод частиц. Круги — частицы, черная линиия — разрыв.
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ВЕРОЯТНОСТНАЯ МОДЕЛЬ СТАТИЧЕСКИХ СООБЩЕСТВ
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В нашей работе мы исследуем временную динамику популяции раститель-
ных сообществ [1], используя аппарат стохастических дифференциальных
уравнений (СДУ) [2] для формализации микроскопической модели:{

dxi(t) = 0,

dηi(t) = Bη − Dη, i = 1, 2, ...N.
(1)

где xi координата – место в котором может появиться растение, одно из двух
состояний ηi: 0 - особи нет или 1 - особь присутствует η = {η1, η2...ηN}. Наши
индивиды остаются неподвижны. Введём операторы B рождения и D гибели:

Bη =
∨
j 6=i,
xj∈Rb

δ(ηi(t), 0)δ(ηj(t), 1)bij(dt), (2)

Dη =

( ∨
j 6=i
xj∈Rd

δ(ηi(t), 1)δ(ηj(t), 1)bij(dt)

)
∨ δ(ηi(t), 1)bij(dt). (3)

Мы используем символ Кронекера и независимые меры Бернулли bij(dt) с
показателями λij

δ(k, l) =

{
1 if k = l,

0 if k 6= l.
bij(dt) =

{
1 с вероятностью P = λij(dt),

0 с вероятностью P = 1− λij(dt).
Переход (2) из состояния 0 в состояние 1 (в пустой лунке возникает растение)

происходит с вероятностью λ01 = b dt, если изначально в точке xi состояние
ηi = 0 и в пределах радиуса рождения Rb есть xj с состоянием ηj = 1.

∨
- это оператор дизъюнкции, который отвечает за радиус взаимодействия и
показывает, что достаточно хотя бы одного благоприятного исхода.
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Компонент в скобках в (3) описывает смертность в результате конкуренции.
Возможность перехода из состояния 1 в состояние 0 с вероятностью λ11 = d′ dt,
если изначально в точке xi состояние ηi = 1 и в радиусе конкуренции Rd есть
xj с состоянием ηj = 1. После скобки стоит вторая дизъюнкция, потому что
каждый индивид в любом случае умирает с вероятностью λ1j = d dt. Так как
возможны множество благоприятных исходов, для смерти достаточно хотя бы
одного.

Введем нормированную численность популяции: F (t) = 1
N

∑N
i δ(ηi(t); 1),

и исследуем её стационарное значение для различных наборов параметров.
Ограничения на параметры: 0 < d, d′, b < 1, d, d′ < b, Rb > 0, Rd > 0.
Ниже приведены результаты численных расчетов c параметрами: dt – шаг по
времени 0.01, b – вероятность рождения 0.6, Rb – на рисунке, d – вероятность
эндогенной смерти 0.2, d′ – на рисунке, Rd – радиус конкурентности 0.04.
Рис. 1 показывает поведение популяции с переменными силой конкуренции

Рис. 1: Расчеты c d′ = от 0 до 0.1,
Rb = от 0 до 0.4

Рис. 2: Расчеты d′ = от 0 до 0.001,
Rb = от 0 до 0.04

и дальностью разлета семян. На рис. 2 можно заметить что при маленьком
радиусе рождения численность популяции стремиться к нулю, а при большом
– уравновешивает высокую смертность от конкуренции.

В дальнейшей перспективе планируется переход к макро-модели [2].
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Существуют ошибки, которые могут возникать при написании кода на мно-
гих языках программирования: разыменование нулевого указателя, выход за
пределы массива, целочисленное переполнение, двойное освобождение ресур-
сов и многие другие. Поэтому при реализации статического анализатора нового
языка разумно использовать существующий инструмент анализа других языков
для тех ошибок, которые являются общими, и при необходимости расширить
его возможности для поиска специфических дефектов. Целью работы являлось
дополнение существующего статического анализатора Svace [1], разработанно-
го для анализа языков C/C++, Java, Kotlin, чтобы он также мог быть применим
к программам на Go.

Для решения задачи были предприняты следующие шаги:

1. Был выбран инструмент ssadump [2], имеющий ближайшее к анализатору
промежуточное представление для языка Go, и в его рамках была реализо-
вана кодогенерация в формате JSON.

2. Был реализован парсер данного представления со стороны анализатора,
а также добавлена обработка большинства новых конструкций языка Go,
которые являются существенными для поиска ошибок, допускаемых и в
других языках.

3. Был модифицирован инструмент перехвата сборки [3], чтобы в точности
воспроизводить шаги компиляции программы на языке Go и обрабатывать
их с целью генерации промежуточного представления.

4. В рамках ssadump также были реализованы построение и генерация DXR-
представления Go-программы для наглядности демонстрации найденных
предупреждений.

5. В рамках ssadump было реализовано шесть легковесных детекторов дефек-
тов на основе АСД языка Go.

6. В рамках полновесного анализатора svace было реализовано два детектора,
специфических для языка Go.

7. Также были адаптированы восемь существующих детекторов.

Для оценки результатов мы выполнили анализ для 10 проектов с открытым
исходным кодом. В среднем перехват сборки медленнее оригинальной сборки
в 3,16 и 4,2 раза в зависимости от того, включены ли легковесные детекторы
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модифицированного ssadump. Время основного анализа — в 7,67 раз. Перехват
вместе с анализом медленнее оригинальной сборки в 11,88 раз. Мы считаем это
приемлемым временем анализа за возможность найти нетривиальные ошибки.
Для каждого типа мы вручную разметили хотя бы 20 предупреждений для
оценки качества детекторов. В среднем доля истинных срабатываний составила
76%.
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Особенностью любого естественного языка являются устойчивые словосоче-
тания (коллокации). Круг таких словосочетаний довольно широк: фразеологиз-
мы (бить баклуши), многословные термины (лошадиная сила), словосочетания,
в которых один компонент употребляется не в прямом значении (крепкий
напиток), а также частотные выражения (экономический кризис). Посколь-
ку устойчивость словосочетаний существенно зависит от конкретного языка,
коллокации накапливаются в словарных ресурсах для применения в задачах
автоматической обработки текстов (АОТ).

Для русского языка созданы большие базы словосочетаний в системе Крос-
сЛексика [1] и корпусе CoSyCo [2]. Обе базы содержат словосочетания разных
типов и включают не только устойчивые, но и обычные словосочетания, како-
вых большинство в языке. Система КроссЛексика создавалась как многофунк-
циональный словарь для обучения языку и помощи при написании текстов, и
словосочетания подбирались автором вручную. Корпус CoSyCo разработан для
лингвистических исследований и применения в задачах АОТ, словосочетания
извлекались из большой текстовой коллекции автоматически, и объем базы
существенно больше. Однако в обеих базах словосочетания не упорядочены по
устойчивости, что для КроссЛексики является недостатком, т.к. пользователей
в первую очередь интересуют устойчивые.

В докладе рассматривается задача упорядочения (ранжирования) словосоче-
таний КроссЛексики с помощью известных статистических мер ассоциации
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(MI, MI3, Log-Dice и др.), применяемых для выявления устойчивых слово-
сочетаний в текстовых коллекциях. Для численной оценки устойчивости эти
меры учитывают как частоту встречаемости словосочетания в коллекции, так
и частоту встречаемости его компонентов.

Для исследования были взяты пять мер ассоциации, значения которых рас-
считывались автоматически на двух больших текстовых коллекциях разных
жанров, для 30 частотных существительных и их сочетаний с прилагательными.
Оценка качества полученного ранжирования словосочетаний по степени их
устойчивости проводилась на основе метрики средней точности и экспертной
оценки. По результатам экспериментов определена мера ассоциации, наилуч-
шая для ранжирования словосочетаний рассмотренного вида.

Поскольку не все словосочетания, представленные в КроссЛексике, бы-
ли обнаружены в обработанных коллекциях, но они присутствовали в базе
CoSyCo, дополнительно было проведено сравнение найденного упорядочения
с ранжированием рассматриваемых словосочетаний, на основе представленной
в CoSyCo статистики и доступных для этой базы двух мер ассоциации. По
результатам сравнения предложен способ расширения набора словосочетаний
КроссЛексики новыми устойчивыми словосочетаниями из CoSyCo.
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Автоматическая торговая система (торговый робот) — компьютерная про-
грамма для автоматического заключения торговых сделок. Основной подход,
используемый для получения данных для обучения и тестирования торговых
стратегий, в том числе с применением машинного обучения, — это тестирование
на исторических данных (бэктестинг) [1]. При его использовании оказывается
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потерянной или неучтённой информация о таких важных характеристиках, как
разница между ценой продажи и ценой покупки, размер спроса и предложения,
состояние биржевого стакана заявок, алгоритм исполнения заявок, задержка и
скорость реакции системы, влияние участника торгов на рынок.

В рамках данной работы была разработана и апробирована распределённая
платформа для обучения и тестирования торговых роботов в условиях, реали-
стично моделирующих биржевую торговлю. В неё входят биржевое торговое
ядро, низкоуровневая и высокоуровневая библиотеки для реализации торго-
вых алгоритмов, а также компоненты, ответственные за управление этапами
жизненного цикла торговых роботов, за сбор метрик их эффективности и за
автоматический подбор оптимальных параметров торговых алгоритмов.

Для взаимодействия между компонентами платформы используются тех-
нологии AMQP, REST API, WebSocket. Для изоляции исполнения кода из
недоверенных источников используются такие технологии Linux, как кон-
трольные группы и пространства имён. Для оценки эффективности работы
торговых алгоритмов используются коэффициент Шарпа (1) и Calmar—коэффи-
циент (2) [2]. Для подбора значений параметров строится адаптивная n-мерная
сетка параметров, по которой оптимизируются значения метрик.

Sa =
E[Ra −Rb]

σa
(1)

C(T ) =
R(T )

MDD(T )
(2)

Разработанная платформа является распределённой и рассчитана на работу
на кластере исполнительных узлов в облачной среде. Проведена эксперимен-
тальная апробация платформы в конфигурации для облачных вычислений.
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ПРИ COVID-19 НА ОСНОВЕ МЕТОДОВ МАШИННОГО
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Всемирная организация здравоохранения 11 марта 2020 года объявила пан-
демию по заболеванию COVID-19, вызываемому вирусом SARS-CoV-2. В
условиях пандемии коронавирусной инфекции компьютерная томография ор-
ганов грудной клетки (далее - КТ) занимает важное место в диагностике
заболевания.

Результаты КТ могут служить предикторами необходимости госпитализации
в стационар и вероятности неблагоприятного исхода в отделении интенсивной
терапии. Однако, существуют и недостатки КТ: низкая ресурсоемкость, высо-
кие экономические затраты, проблемы радиационной безопасности пациентов
и медицинского персонала.

В качестве альтернативного диагностического инструмента разработан спо-
соб оценки степени изменения легочной ткани при COVID-19 в экспресс
режиме на основе физикальных и клинических признаков пациента.

Из полученных из средств автоматизации города данных была подготов-
лена выборка, содержащая данные пациентов, которым была проведена КТ.
Выборка содержит осмотровые признаки (частота дыхания, температура тела
и т.д.), анамнез (хронические заболевания, возраст, пол и т.д.) и результаты
лабораторных анализов (включается общий анализ крови, общий анализ мочи
и биохимический анализ).

Общий объем выборки составил 200 тысяч записей. Выборка была разделена
на обучающую и тестовую часть рандомизированным образом. Обучающая
выборка использована для построения прогнозных моделей. Тестовая – для
оценки точности/достоверности работы модели.

В качестве прогнозных моделей рассматривались как классические алго-
ритмы машинного обучения: ансамбль деревьев решений (метод случайного
леса), бустинг ансамбля деревьев решений (метод градиентного бустинга), так
и алгоритмы, основанные на нейронных сетях (рассматривался многослойный
персептрон, регуляризованная нейронная сеть, ансамбль нейронных сетей).

С использованием вышеописанных алгоритмов были построены модели
классификации, обеспечивающие решение следующих прикладных задач:

1. Определение вероятности легкой степени тяжести (КТ 0-1) – пациент не
требует госпитализации и может проходить лечение на дому
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2. Определение вероятности тяжелой пневмонии (КТ 3-4)– пациент должен
быть незамедлительно госпитализирован в стационар для проведения ин-
тенсивной терапии

При построении моделей был проведен анализ всех используемых факторов
на степень значимости. Значимость фактов определялась алгоритмически, без
участия человека.

Точность построенных моделей проверялась на тестовой выборке. В каче-
стве метрик качества использовалась площадь под рок-кривой (roc auc). После
проведения экспериментов наиболее перспективной моделью стала модель,
основанная на бустинге ансамбля деревьев решений. На задаче классификации
КТ 0-1 качество модели достигает 0.9307, на задаче классификации КТ 3-4
качество достигает 0.9542.

В рамках взаимодействия с ГКБ №67 г. Москвы был разработан и внедрен в
московскую систему ЕМИАС КТ-калькулятор (https://ct.emias.mos.r
u/), доступ к которому открыт врачам не только Москвы, но и других регионов
(https://www.sobyanin.ru/kalkulyator-pnevmonii-ii-dlya-
diagnostiki-covid-19).

Благодаря разработанному ПО минимизируется необходимость использо-
вания КТ для оценки категории изменений легочной ткани при COVID-19.
Определение степени изменений в легочной ткани в экспресс режиме поз-
воляет осуществить своевременную госпитализацию в стационар пациентов
с высокой вероятностью тяжелого течения пневмонии за счет сокращения
диагностического этапа амбулаторного КТ-центра.
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Развитие электроэнергетики является важной задачей с точки зрения ускоре-
ния темпов роста российской экономики. Ее решение связано с использованием
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новых экономических и технических инструментов для оптимизации производ-
ства и потребления электроэнергии.

Накопители энергии - это новый инструмент повышения эффективности
оптовых рынков электроэнергии. Накопители электрической мощности позво-
ляют перераспределять энергию, производимую в течение дня, обеспечивать ба-
ланс спроса и предложения в любое время и снижать общие производственные
затраты. В частности, накопители способствуют эффективному использованию
возобновляемых источников энергии (ВИЭ). Объем поставляемой ими энергии
является случайной величиной, зависящей от погодных условий. В ситуации,
когда необходимо гарантировать поставку энергии всем потребителям, при
неблагоприятных условиях она должна быть заменена энергией из других
источников. Энергоаккумуляторы обеспечивают эффективную замену. Еще
один инструмент для той же цели - тарифное регулирование, направленное на
перевод части потребления из пиковой зоны графика в непиковое время суток.
Выравнивание кривых суточной нагрузки потребителей снижает потребность
в генерирующих мощностях, передаче и производственных затратах.

Настоящая работа направлена на разработку математических моделей для
расчета оптимальных тарифных ставок и оптимального управления накопите-
лями энергии для оптового рынка электроэнергии. Исследуется случай, когда
управление накопителем основано на надежном прогнозе случайных факторов
на интервал планирования (на сутки вперед). Также обсуждается проблема
расчета оптимальных параметров накопителя. В нашем предыдущем исследо-
вании [1, 2] были рассмотрены некоторые ситуации с неполной информацией о
случайных факторах.

Модели рынка электроэнергии, учитывающие указанные новые факторы,
разработаны в ряде научных работ. В [3] учитывается неэластичный спрос со
стороны потребителей, включающий в себя почасовые составляющие необхо-
димого объема, а также сменную нагрузку, которую можно перераспределять
в течение дня с учетом стоимости перехода с наиболее выгодного время в
менее удобное время. В статье [4] обсуждается проблема создания оптималь-
ного графика генерации с точки зрения минимизации затрат и выбросов. В
статье [5] рассматривается аналогичная проблема минимизации затрат и выбро-
сов в рамках стохастической модели и используется вероятностная концепция
доверительных интервалов для оценки неопределенности прогнозирования.

Основное внимание в настоящем исследовании уделяется максимальному
повышению общественного благосостояния оптового рынка электроэнергии с
помощью устройств накопителей энергии и регулирования тарифов.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 19-01-00533-а).
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ЗАДАЧА РАСЧЕТА ВЕРОЯТНОСТИ ПОБЕДЫ В МОДЕЛИ

ДВУСТОРОННЕГО БОЯ
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Рассматривается динамическая модель, предназначенная для описания
столкновений небольших групп войск, численности которых не превышают
1000 единиц. Такие столкновения нередко происходят в современных услови-
ях. Каждая сторона характеризуется начальной численностью, вероятностью
уничтожения единицы противника собственной единицей за один период боя,
а также критическим уровнем потерь, при достижении которого сторона пре-
кращает бой и считается проигравшей. Ставится задача расчета вероятностей
побед сторон. Исследуется динамика средних численностей (ДСЧ, см. так-
же [1]). Изучается случай, в котором одна из сторон обнаруживает только часть
единиц противника. Анализируется влияние эффективности обнаружения на
исход боя. Исследуется изменение вероятности победы при пропорциональном
увеличении начальных численностей сторон, устанавливается связь с ДСЧ.
Предлагается алгоритм расчета вероятностей побед. Находится приближенная
формула, определяющая вероятность победы стороны в бою.

Пусть Nx(t), Ny(t) - численности сторон в начале периода t. В каждый
период одна единица может обстреливать только одну единицу противника,
при этом Πi - вероятность уничтожения единицы противника единицей стороны
i, Li ∈ (0, 1] - критический уровень потерь (порог) стороны i, при достижении
которого она считается проигравшей, i ∈ {X, Y }.

Пусть потери в каждом периоде t совпадают со своими математическими
ожиданиями, а 1/k, k > 1, - доля единиц стороны X , которые обнаружива-
ются и по которым равномерно распределяются огневые средства стороны Y .
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Получаем следующую динамику средних численностей:

Nx(t+ 1) =

{
Nx(t)

(
1− 1

k(1− (1− Πy)
kM(t))

)
, M(t) > 1

k ,

Nx(t)
(
1− ΠyM(t)

)
, M(t) < 1

k .

N y(t+ 1) =

{
N y(t)

(
1− Πx/M(t)

)
, M(t) > 1,

N y(t)(1− Πx)
1/M(t), M(t) < 1,

где t = 1, 2, ... , M(t) = Ny(t)/Nx(t). Введем следующую величину:

F (M) =


1− Πx/M

1− (1− (1− Πy)kM)/k
, M > 1,

(1− Πx)
1/M

1− (1− (1− Πy)kM)/k
, M ∈ [1

k , 1),(
(1− Πx)

1/M
)
/ (1− ΠyM) , M < 1

k .

Теорема 1. В данных предположениях отношение численностей войск меняет-
ся согласно уравнению M(t+1) = M(t)F (M(t)). Если для начальных численно-
стей Nx(1), Ny(1) выполнено F (M(1)) > 1, то M(t)→∞ при t→∞ (победа
стороны Y в ДСЧ); если же F (M(1)) < 1, то M(t)→ 0 (победа стороны X
в ДСЧ).
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Анализ и обработка журналов событий — важная часть мониторинга совре-
менных комплексных вычислительных инфраструктур, для чего создаются
соответствующие программные средства[1]. Так например, для эксперимента
ATLAS на БАК разрабатывается фреймворк ClusterLogs∗, призванный разби-
вать большие объемы сообщений об ошибках и связных с ними метаданных
на кластеры.

∗https://github.com/maria-grigorieva/ClusterLog
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ClusterLogs выполняет кластеризацию в несколько этапов: токенизация,
очистка строк по регулярным выражениям, перегруппировка исходных данных
по идентичным сообщениям и кластеризация. При выполнении многократного
ретроспективного анализа данных, когда количество строк составляет десятки
миллионов, время обработки существенно увеличивается. В представленной
работе предложен метод распараллеливания первых трех подготовительных
этапов, поскольку именно они являются наиболее ресурсоемкими, и на их
выполнение тратится большая часть времени.

Поддержка параллельного выполнения была выполнена с использованием
библиотеки MPI. Реализован метод параллельного чтения текстового файла
частями равного объема. На этапах токенизации и очистки элементы журнала
обрабатываются независимо, поэтому было применено распараллеливание по
данным. Этап перегруппировки требует обхода по всем данным для создания
каждый группы, поэтому он был разделен на локальную (для перегруппировки
данных внутри одного процесса) и итоговую части (для объединения групп,
полученных на разных процессах).

Тесты производительности были выполнены на вычислительном кластере
факультета ВМК МГУ Polus. Был использован публично доступный журнал
сообщений системы RAS суперкомпьютера Blue Gene/L Ливерморской нацио-
нальной лаборатории[2]. Из него были сделаны выборки объёмом от 1,0 до 4,5
млн. сообщений. Тесты показали явное уменьшение времени выполнения рас-
параллеленных этапов и сокращение общего времени выполнения программы
на порядок, что можно видеть на рис. 1.

Рис. 1: Распределение времени работы параллельной версии алгоритма по
этапам для 1 и 40 процессов для выборки из 4,5 млн. сообщений журнала Blue
Gene/L.

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ № 18-71-10003.
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ОБ ОЦЕНИВАНИИ ПАРАМЕТРОВ

ГАММА-ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Воронцов Михаил Олегович, Кудрявцев Алексей Андреевич, Недоливко
Юлия Николаевна, Шестаков Олег Владимирович

Кафедра математической статистики, e-mail: m.vtsov@mail.ru, nubigena@mail.ru,
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Применительно к моделям, описывающим реальные явления при помо-
щи непрерывных распределений, имеющих неограниченные неотрицательные
носители, традиционно используются частные случаи обобщенного гамма-
распределения и обобщенного бета-распределения второго рода. В докладе
рассматривается задача оценивания параметров предложенного в [1] распреде-
ления, тесно связанного с перечисленными популярными распределениями.

Определение. Будем говорить, что случайная величина ζ имеет гамма-экспо-
ненциальное распределение GE(r, ν, s, t, δ) с параметрами изгиба 0 6 r < 1,
формы ν 6= 0, концентрации s, t > 0 и масштаба δ > 0, если ее плотность
при x > 0 задается соотношением

gE(x) =
|ν|xtν−1

δtνΓ(s)Γ(t)
Ger, tr+s(−(x/δ)ν), (1)

где E = (r, ν, s, t, δ), а Geα, β(x) – гамма-экспоненциальная функция [2]:

Geα, β(x) =
∞∑
k=0

xk

k!
Γ(αk + β), x ∈ R, 0 6 α < 1, β > 0. (2)

В работе [1] было показано, что отношение двух независимых случайных
величин, имеющих обобщенные гамма-распределения с параметрами формы
одного знака, имеет гамма-экспоненциальное распределение. Данное свойство
позволяет применять распределение (1) для широкого круга прикладных задач.

При работе с реальными данными неизбежно встает вопрос об оценке
параметров модельного распределения. Наличие функции (2) в выражении для
плотности (1) гамма-экспоненциального распределения осложняет применение
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ряда широко распространенных методов оценивания параметров, таких как
прямой метод моментов и метод максимального правдоподобия. Данный доклад
посвящен обсуждению оценок, полученных с помощью модифицированного
метода моментов, основанного на использовании логарифмических моментов
[3]. Рассматриваются асимптотические свойства данных оценок.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект
№ 20-07-00655).
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КРИТЕРИЙ РЕГУЛЯРНОСТИ L-ГРАФОВ БЕЗ

ПСЕВДОЦИКЛОВ

Вылиток Алексей Александрович, Генералова Татьяна Владимировна
Кафедра алгоритмических языков, e-mail: vylitok@cs.msu.su, tanya.generalova@gmail.com

Рассматриваемая в данной работе задача связана с хорошо известной про-
блемой регулярности формальных языков, которая состоит в том, чтобы по
заданному формальному описанию языка определить, регулярен ли он. В клас-
се формальных описаний контекстно-свободных языков (и в более широких
классах) данная проблема алгоритмически неразрешима [1].

В работах [2-3] была установлена разрешимость проблемы регулярности в
классе детерминированных магазинных автоматов, однако практически прием-
лемых алгоритмов проверки регулярности в этом классе, по-видимому, до сих
пор не предложено.

Предлагаемый авторами новый подход к поиску практического алгоритма
для проверки регулярности основывается на описании детерминированных
языков с помощью детерминированных бесконтекстных L-графов в нормаль-
ной форме, исключающей так называемые псевдоциклы, которые затрудняют
анализ успешных маршрутов на графе [4].

L-граф представляет собой ориентированный граф, на дугах которого рас-
положены пометки – символьные из алфавита основных символов, и допол-
нительные скобочные, которые влияют на успешность прохождения пути из
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начальной вершины в заключительную (требуется баланс по скобкам). L-графы
являются обобщением D-графов, описанных в [5-6]. L-графы без ограничений
описывают все языки класса 0 в иерархии Хомского [7].

Для бесконтекстных L-графов существует конечное множество успешных
маршрутов графа, называемое ядром, которое выражает законы развития всех
остальных маршрутов. Предлагаемый в данной работе критерий регулярности
формулируется в терминах свойств ядра L-графа и является алгоритмически
проверяемым вследствие конечности ядра.
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НАБЛЮДЕТЕЛИ ДЛЯ СИСТЕМ С НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЬЮ

ПРИ НАЛИЧИИ НЕИДЕАЛЬНОСТЕЙ В РЕЛЕЙНЫХ

ЭЛЕМЕНТАХ

Высоцкий Алексей Олегович1, Фомичев Василий Владимирович2
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При решении задач управления для систем с неопределенностью зачастую
используются элементы переключения в обратной связи. Исследованию свойств
систем управления при неидеальности реле посвящены работы [1, 2].
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В данной работе рассматривается задача построения наблюдателя для систем
вида {

ẋ = Ax+Bu+B′ξ

y = Cx
, (1)

где x ∈ Rn – неизвестный фазовый вектор системы, u ∈ R1 – известный
вход (управление), y ∈ R1 – измеряемый выход, ξ ∈ R1 – неизвестный вход
(возмущение); A,B,B′ и C – постоянные известные матрицы соответствующих
размерностей.

В работе [3] было показано, что в случае, если система (1) обладает устойчи-
вой нулевой динамикой, находится в общем положении и имеет относительный
порядок r > 1, а неизвестное входное воздействие ограничено, то исходную
задачу можно свести к задаче выбора коэффициента µ, такого что система

ė1 = e2 − sgn(y + δ)
√
|y + δ|

ė2 = −µsgn(y + δ) + ξ

y = e1,

(2)

где δ(t) – неизвестная погрешность измерения выхода y, такая что δ(t) −−−→
t→∞

0,

ξ – неизвестное входное воздействие, |ξ| 6 ξ0, сходится к началу координат
при t→∞.

Для системы (2) было доказано, что для любого ξ0 существует такое зна-
чение параметра µ, что траектория системы сходится к нулю. Более того, для
случая, когда δ – ограниченный сигнал, |δ| 6 ∆ = const было показано, что
траектория системы сходится в окрестность нуля с диаметром F (∆), при этом
F (∆)→ 0 при ∆→ 0. Конкретнее,

|e2| 6 max((
1√
ν − 1

(C1∆ + C2∆
2)(µ+ ξ0))

1
2 ;
√

∆) = e2,max(∆),

|ε1| 6 ε2,max(∆) + ∆,
(3)

Оценка (3) была получена в предположении что реле в системе (2) идеальны.
Исследованию cлучая неидеальности реле и посвящена эта работа.

Зона нечувствительности Пусть вместо идеальных реле в системе (2) име-
ются реле следующего вида

sgnins(x) =


1, x > ∆ins,

−1, x < −∆ins,

0, |x| 6 ∆ins

, (4)

Утверждение 1. В случае наличия неидеальности вида (4) в системе (2) тра-
ектория системы будет сходится в область, размер которой не превышает
F (∆ + ∆ins)
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Гистерезис Пусть теперь вместо идеальных реле в системе (2) с неидеаль-
ностью типа гистерезис, то есть:

sgnh(x(t)) =


1, x > ∆h,

−1, x < −∆h,

sgn(x(τ(t))), |x| 6 ∆h

, (5)

где τ(t) = sup {τ 6 t : |x(τ)| = 1}.

Утверждение 2. В случае наличия неидеальности вида (5) в системе (2) тра-
ектория системы будет сходится в область, размер которой не превышает
F (∆ + ∆h + ε), где ε > 0 – любое, сколь угодно малое число.

Задержка Рассмотрим теперь систему (2) при наличии задержки в элемен-
тах переключения, т.е.

sgnτ(x(t)) = sgn(x(t− τ)) (6)

Утверждение 3. В случае наличия неидеальности вида (6) в системе (2) в
установившемся режиме будет справедливо неравенство

e∗2 >
τ
√
ν(µ− ξ)

1−
√
ν

,

где e∗2 – координаты пересечения траекторией системы оси e1 = 0.
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О ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДАХ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОГО
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Рассмотрим задачу, возникающую при моделировании процесса динамики
сорбции. Требуется определить функции u(x, t) и a(x, t) такие, что

ux + at = 0, 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T, (1)
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at = γ(t)(ϕ(t)u− a), 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T, (2)

u(0, t) = µ(t), 0 6 t 6 T, (3)

a(x, 0) = ψ(x), 0 6 x 6 l. (4)

В работе [1] были изучены вопросы существования и единственности реше-
ния следующей обратной задачи.

Пусть в задаче (1)-(4) функции µ(t) и ψ(x) заданы, а функции γ(t) и ϕ(t)
неизвестны. Требуется определить γ(t), ϕ(t), u(x, t) и a(x, t), если задана
дополнительная информация об одной из компонент решения задачи (1)-(4)

u(l, t) = g(t), 0 6 t 6 T, (5)

ux(l, t) = p(t), 0 6 t 6 T. (6)

В работе [1] было показано, что при определенных условиях решение
обратной задачи сводится к решению нелинейного операторного уравнения

γ(t) = (Aγ)(t).

В докладе рассматриваются два итерационных метода решения этого опера-
торного уравнения: метод последовательных приближений и метод Ньютона.

Работа выполнена при частичной поддержке Московского центра фундамен-
тальной и прикладной математики.
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Построение и оптимизация маршрутов являются одними из ключевых на-
правлений в области логистики. Во множестве практических задач, таких как
перераспределении товаров по точкам сбыта, курьерской доставке, выборе
подходящего такси для множества клиентов, необходимо строить быстрые и
точные маршруты.

С формальной точки зрения задача оптимизации маршрутов имеет мно-
жество разновидностей. Базовая постановка представляет собой задачу ком-
мивояжера и является NP-трудной [1]. В прикладных областях возникают
дополнительные условия, такие как: ограничения спроса на разные категории
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товаров, временные окна посещения вершин графа, ограничения на последова-
тельность посещения и т.д. Для решений подобных задач не было предложено
эффективных полиномиальных алгоритмов. Используются два подхода: (i) по-
иск точных решений с помощью методов целочисленного программирования
(требующих существенных временных затрат) и (ii) использование эвристик
(приближенных решений, не гарантирующих достаточную точность).

В настоящей работе исследуются алгоритмы глубокого обучения с подкреп-
лением для решения задач оптимизации маршрутов с ограничениями вида
вместимости транспортных средств и временных окон, основанные на механиз-
мах внимания (attention, self-attention) и алгоритме reinforce with baseline ([2],
[3]), в применении к заказам, сформированным по реальным картам города, для
оценки качества алгоритмов в сравнении с базовым эвристическим алгоритмом
- "Google OR-Tools".
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Поиск скоплений галактик в данных многоволновых обзоров неба в рент-
геновском, оптическом и радио (микроволновом) диапазонах имеет большое
значения для измерения параметров Вселенной и изучения формирования и
эволюции галактик [1]. В работе предложены нейросетевые методы поиска
скоплений (объектов Сюняева-Зельдовича) в высокочастотных (HFI) данных
из современного обзора всего неба спутника Planck [2]. Как было показано в
ряде работ (e.g. [3]), нейросетевые модели являются перспективным методом
поиска объектов Сюняева-Зельдовича (СЗ). На данный момент, в литературе не
существует открытых каталогов скоплений, полученных с помощью глубокого
обучения.
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В нашей работе модель сегментации скоплений строилась на базе архитек-
туры U-Net (как в работе [4]), но обучалась с использованием более широкого
набора современных каталогов скоплений: PSZ2 [5], ACT [6], MCXC [7],
RedMaPPer [8], Abell [9]. За счет применения техники активного обучения в
задаче сегментации, нам удалось существенно увеличить полноту детектирова-
ния скоплений по сравнению с базовыми моделями в этой области, а также
нейросетевым подходом [3].

На Рис. 1 представлена функция отбора скоплений галактик (полнота отбора
в зависимости от массы и космологического красного скопления) в полученном
нами расширенном каталоге кандидатов в скопления галактик по данным Planck.
Как можно видеть, нейросетевая модель наиболее эфективно сегментирует
СЗ-объекты c массой M500 > 3 × 1014 масс Солнца и красным смещением
z < 0.5.

Рис. 1: Функция отбора скоплений галактик при помощи нейросетевой модели
на данных Planck.
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Инкрементальное моделирование — это подход анализа данных, в котором
решается задача классификации и отбора объектов, чувствительных к некото-
рому воздействию. В работе исследуются модели в области директ-маркетинга.

Новизна данной работы состоит, во-первых, в проведенном авторами си-
стематическом сравнении точности широкого набора алгоритмов инкремен-
тального моделирования на различных наборах данных академической (Criteo
Lab [2]) и прикладной (соревнования X5 retail group [6]) направленности. Для
данных X5 рассматривался полный набор агрегированных признаков и призна-
ки, отобранные победителем соревнования. Для сравнения моделей в работе
рассматривались базовые алгоритмы инкрементального моделирования [4].
Сравнение моделей проводилось на отложенном тестовом датасете по 4 раз-
личным метрикам: площадь под Qini (AUQC), площадь Uplift кривой (AUUC),
коэффициент Кэндала и значение метрики Uplift30%. Во-вторых, в работе
предложены и прошли сравнение новые алгоритмы инкрементального моде-
лирования для области директ-маркетинга: предложен подход для построения
Uplift-деревьев с использованием статистического теста [5] при разбиении
вершины, для учёта дисбаланса классов в группе воздействия и контрольной
группе; предложены нейросетевые модели на базе сиамских сетей [1] с ис-
пользованием архитектуры TabNet [3], и проведено сравнение их точности с
другими подходами в задаче директ-маркетинга.
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AUQC Uplift30%
Метод X5: 333 признака X5: 6 признаков Criteo X5: 333 признака X5: 6 признаков Criteo
Трансформация классов 2.56 ± 0.033 2.47 ± 0.032 2.05 ± 0.0054 8.11 ± 0.098 9.13 ± 0.102 5.16 ± 0.015
Uplift-деревья со стат. те-
стом

1.69 ± 0.029 2.33 ± 0.036 1.72 ± 0.0045 6.32 ± 0.095 8.36 ± 0.100 5.40 ± 0.016

Uplift-деревья 2.30 ± 0.032 2.04 ± 0.032 1.72 ± 0.0045 7.55 ± 0.098 6.90 ± 0.102 5.32 ± 0.016
Сиамские сети (MLP)

Сиамские сети (TabNet)
0.72 ± 0.034 1.40 ± 0.039 1.46 ± 0.0049 5.27 ± 0.112 6.15 ± 0.100 5.76 ± 0.013
1.17 ± 0.033 - - 5.81 ± 0.103 - -

Рис. 1: Сравнение точности методов на двух наборах (X5 и Criteo). Жирным
выделены предлагаемые авторами модели и лучшие значения метрик.

На основе экспериментов можно сделать вывод, что метрики AUUC и AUQC
являются равнозначными, а коэффициэнт Кэндала плохо ранжирует модели. В
таблице 1 приведены результаты сравнения методов на двух наборах данных по
метрикам AUQC и Uplift30%. Лучшие результаты показал подход с трансфор-
мацией классов за исключением Uplift30% на Criteo, где он уступает сиамским
сетям. Использование статистического теста при построении Uplift-деревьев
даёт прирост точности (на выборке X5 с отобранными признаками). Исполь-
зование архитектуры TabNet [3] вместо MLP позволяет улучшить точность
моделей инкрементального моделирования на основе сиамских сетей.
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Рассматривается задача расследования инцидентов нарушения информаци-
онной безопасности, связанных с утечкой изображений конфиденциальных
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документов, распечатанных на бумажном носителе. Под расследованием по-
нимается выявление пользователя и его устройства – источника утечки. Пред-
полагается, что при расследовании имеется изображение, полученное путем
сканирования или фотографирования распечатанного документа.

Один из подходов к решению задачи состоит в маркировании документов
– добавлении на распечатываемый документ уникального идентификатора
– метки пользователя [1]. В основе метода лежит изменение визуального
представления машинописного текста перед печатью. В данной постановке
встраивание малозаметных меток не представляется возможным, поскольку
метка должна быть различима считывающей головкой сканера или матрицей
фотоаппарата. Требуется поиск компромисса между точностью извлечения и
заметностью метки [2, 3].

Существующие решения [4, 5] маркирования документов предполагают
наличие оригинального, немаркированного документа для считывания внедрен-
ной метки. Разработанный метод позволяет извлечь метку без оригинального
документа. Другой важной особенностью метода является возможность стира-
ния метки с последующим внедрением иной метки.

В ходе работы над методами маркирования документов требовалось решить
следующие задачи:

— Разработка методов кодирования метки, сочетающих высокие показатели
незаметности и точности извлечения;

— Разработка подхода коррекции ошибок при считывании метки, возникаю-
щих вследствие искажений печати, сканирования или фотографирования
документа;

— Разработка методики тестирования реализации методов маркирования.

На основе полученных методов был разработан программный инструмент
маркирования текстовых документов, реализующий два метода маркирования.
Тестирование показало возможность применимости разработанных методов на
практике.
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Высокочастотная торговля (HFT) - основная форма алгоритмической торгов-
ли на финансовых рынках, в которой современное оборудование и алгоритмы
используются для быстрого совершения операций с ценными бумаги.

Стохастическое двойственное динамическое программирование (SDDP) -
это метод оптимизации, предназначенный для решения динамических задач
в условиях неопределенности, то есть в случае, когда некоторые параметры
задачи не являются детерминированными.

Рассматривается высокочастотная торговля одним активом (например, акци-
ей). Осуществляется динамическая оптимизация стратегии подачи ордеров на
основе алгоритма SDDP. Для представления неопределенности используется
дерево сценариев, которое содержит некоторые состояния «стакана» котировок.
Постановка и решение задачи оптимизации стратегий на дереве сценариев
как одной задачи линейного программирования было бы слишком трудоемким
из-за высокой размерности дерева.

В предлагаемой модели оптимизации высокочастотной торговли горизонт
планирования разделяется на определенные промежутки времени (периоды).
Длительность периода равняется времени принятия решений о подаче собствен-
ных ордеров. В начале каждого периода начинается формирование собственных
ордеров. Предполагается, что решения, полученные на основе информации,
доступной в начале некоторого периода, реализуются в конце этого периода.

Оптимизационная модель на основе алгоритма SDDP строится для каждого
узла дерева с добавлением соотвествующих ограничений в зависимости от
типа ордера (рыночный ордер, лимитный ордер или ордер модификации).

В качестве меры риска в рассматриваемой модели используется наиболее
распространённая в настоящее время мера AV@R (Average V@R)

Вопрос об эффективности применения стохастической оптимизации может
быть решен путем моделирования на исторических данных.
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В данной статье рассматривается один из самых продвинутых современных
алгоритмов, с помощью которого можно решать задачи стохастической опти-
мизации – алгоритм двойственной динамической стохастической оптимизации.
Есть несколько способов реализации данного алгоритма, мы рассматриваем
версию, в которой используется сценарная решетка. Основная цель данной
работы – сравнить несколько методов построения сценарной решетки. Мы
рассматриваем задачу производства, продажи и хранения товара, которая в
каком-то смысле является модификацией задачи разносчика газет, для того,
чтобы сравнить методы построения сценарной решетки.

Построению сценарной решетки посвящено множество работ. В статье [1],
на которой мы основывались, использовались методы, позволяющие снизить
дисперсию sample average approximation, что приводит к ускорению сходи-
мости приближения. Мы сфокусировались на трех методах: метод к-средних,
градиентный спуск, метод Вороного. Ключевой особенностью нашей работы
является то, что мы рассматриваем решетку с несколькими, связанными между
собой этапами. Решетку мы генерируем с помощью различных процессов: AR,
ARMA, случайное броуновское движение. Это позволяет нам решать задачу,
приближенную к тем, которые встречаются в реальной жизни.

Мы проанализировали результаты для выбранных процессов с различными
конфигурациями решеток с точки зрения полученной прибыли. Оказалось, что
все три метода приносят примерно одинаковую прибыль, но метод Вороного
показывает результаты чуть лучше. Также мы сравнили методы по скорости
работы. Метод к-средних работает намного быстрее, чем градиентный спуск и
метод Вороного, скорость которых примерно одинаковая.
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Численное моделирование процессов взаимодействия упругих тел с жид-
костью и газом начало наиболее активно развиваться около двух десятилетий
назад, когда вычислительные мощности суперкомпьютеров позволили решать
множество сложных задач данной тематики. За это время широко распро-
странился «несвязанный» подход к моделированию таких процессов, когда
уравнения газовой динамики, описывающие движение жидкости и газа, и
уравнения динамической упругости, описывающие движение упругих тел, ре-
шаются с помощью разных численных методов с последующей их «стыковкой»
на границе между течением и телом. Так, уравнения газовой динамики в ос-
новном решают с помощью методов конечного объема на основе годуновских
методов, а уравнения динамической упругости - с помощью методов конеч-
ных элементов, причем стыковка этих методов осуществляется один раз в
несколько шагов по времени с помощью некоторого итерационного процесса.
Использование для моделирования метода конечных элементов, являющегося,
вообще говоря, неявным, усложняет вычислительную сложность алгоритма и
его масштабируемость на системы с распределенной памятью.

В данной работе предлагается новый явный бесшовный балансно-
характеристический метод моделирования взаимодействия упругих тел с жид-
костью и газом, основанный на обобщении схемы КАБАРЕ [1] на подвижные
эйлерово-лагранжевы сетки. Особенностью предлагаемого метода является
«связанное» моделирование, когда влияние течения на деформацию упругого
тела и влияние деформации упругого тела на течение учитываются на каждом
шаге по времени. При этом «стыковка» уравнений на границе между телом
и течением осуществляется с помощью значений римановых инвариантов,
приходящих на границу по характеристикам с обеих сторон.

Метод тестируется на различных одномерных задачах, среди которых: задачи
о распаде разрыва для уравнений газовой динамики, задачи о соударении
упругих тел, задачи о распространении акустических колебаний через границу
между газом и упругим телом, задачи о тепловом ударе об упругое тело [2].

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 20-31-90037).
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Численное решение систем дифференциальных уравнений в частных про-
изводных гиперболического типа является одной из основных задач мате-
матического моделирования физических процессов. Этим видом уравнений
описываются задачи гидродинамики, аэроакустики, океанологии, ядерной энер-
гетики и другие задачи индустриальной математики. Фундаментом многих ме-
тодов решения уравнений гиперболического типа является решение линейных
уравнений переноса. Даже в случае таких относительно простых уравнений
разностные схемы зачастую сталкиваются с проблемами сохранения фазы и
амплитуды распространяющихся волн, искажающихся из-за схемной дисперсии
и диссипации.

В настоящей работе предлагается новый явный балансно-
характеристический метод решения систем линейных дифференциальных
уравнений в частных производных гиперболического типа, обладающий
четвертым порядком аппроксимации на равномерных сетках и вторым — на
неравномерных [1]. Метод основан на добавлении в консервативные фазы
стандартной схемы КАБАРЕ [2] антидисперсионных членов таким образом,
чтобы улучшались дисперсионные свойства переноса каждого инварианта
Римана системы. Как и схема КАБАРЕ второго порядка, предлагаемый метод
является бездиссипативным (при отключенных процедурах монотонизации)
и устойчивым при числах Куранта CFL 6 1.0. При этом вычислительный
шаблон метода увеличивается с одной расчетной ячейки до трех, что не
так сильно усложняет процесс масштабирования алгоритма на системы с
распределенной памятью. Данная схема является новым шагом к улучшению
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дисперсионных свойств схемы КАБАРЕ и будет в дальнейшем обобщаться на
более сложные случаи систем нелинейных дифференциальных уравнений.

Предлагаемый балансно-характеристический метод тестируется на задаче о
переносе промодулированной гауссианом волны. Результаты расчетов сравнива-
ются с расчетами по стандартной схеме КАБАРЕ и схеме, предложенной в [3].
На последовательности сгущающихся равномерных сеток демонстрируется
сходимость всех трех методов, а также четвертый порядок точности первого
метода и второй порядок остальных методов.
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Течения в океане формируются под влиянием многих факторов, одним из
важнейших является напряжение на поверхности океана, создаваемое ветрами.
В данном докладе рассматриваются течения формирующиеся в модельном
приближении Южного океана [1] при характерных значениях силы ветра [2].

В работе сформулирована негидростатическая модель динамики жидкости с
учетом внешних сил (сила Кориолиса, ветровое напряжение на поверхности и
донное трение). В модели разделены баротропные и бароклинные составляю-
щие за счет введения механизма "мягкой крышки"[3, 4]. Приводится сравнение
полученых результатов с расчетами по модели MOM6 [1].

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 18-11-00163).
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Гравитационные течения создаются всякий раз, когда возникает разность
плотностей между двумя жидкостями. Классический анализ гравитационных
течений - это анализ плотной жидкости(смеси), которая движется горизонталь-
но вдоль дна под менее плотной окружающей жидкостью [1]. Более сложная
ситуация возникает, при движении в неоднородной окружающей среде. Оке-
аны и атмосфера часто характеризуются областями с резкими градиентами
плотности в вертикальном направлении(термоклином). В таких областях океа-
нические течения, выбросы загрязняющих веществ промежуточной плотности
распространяются вдоль границы раздела стратифицированной окружающей
среды.

Результаты валидации многослойной гидростатической модели со свободной
поверхностью (CABARET-MFSH [2]) на классических экспериментах были
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показаны ранее [3]. В данной работе представленны результаты валидации
CABARET-MFSH на лабораторных тестах динамики гравитационных течений,
которые распространяются вдоль границы раздела плотностей [4]. Первоначаль-
но заглушка разделяет жидкость с плотностью ρl и двухслойную окружающую
среду с плотностями верхних и нижних слоев жидкости ρ0 и ρ1, соответственно.
Чтобы гарантировать движение вдоль границы раздела на начальные плотно-
сти жидкостей накладывается ограничение ρ0 < ρl < ρ1. Модель показывает
хорошее совпадение с экспериментальными данными.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 18-11-00163).
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В условиях постоянного увеличения объёмов данных, а также возрастающей
значимости результатов их анализа вопрос обнаружения имеющихся в них
аномалий стоит особенно остро.

В реальном мире разметка данных на нормальные и аномальные экземпля-
ры отсутствует, поэтому разработка метода неконтролируемого обнаружения
аномалий является наиболее значимой задачей. Также стоит отметить, что
подавляющее большинство современных методов обнаружения аномалий в тек-
стовых данных либо не учитывают семантическую составляющую вовсе, либо
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учитывают контекст, опираясь на природу начальных данных. Таким образом,
актуальной задачей является разработка универсального метода обнаружения
аномалий в текстовых данных, учитывающего контекст.

Анализ существующих работ показывает, что классические методы обна-
ружения аномалий [1] не эффективны для текстовых данных, склонных к
проклятию размерности и контекстной неоднозначности. В настоящее время
развиваются нейросетевые методы для обнаружения аномалий, но обычно они
используются в частично-контролируемом режиме [2].

В данной работе предлагается рассмотреть метод, основанный на нейросете-
вой архитектуре полносвязного автокодировщика с дополнительным робастным
слоем в центральной части [3]. Кодировщик отображает данные из входного
пространства в выходное так, чтобы при применении робастного слоя и об-
ратного преобразования кодировщика ошибка реконструкции для нормальных
точек была незначительной, а для аномальных — большой. Таким образом,
благодаря робастному слою, появляется возможность использования автоко-
дировщика в неконтролируемом режиме. Для учёта контекста предлагается
использовать предобученную языковую модель как обучаемый слой нейросе-
ти, что способствует повышению эффективности алгоритма [4]. Корректная
обработка выбросов осуществляется за счёт использования робастного слоя
с регуляризацией и новой функцией потерь, которая накладывает штраф на
аномальные экземпляры данных.

В результате проведённых экспериментов, предложенный алгоритм позво-
лил добиться лучшего результата по сравнению с классическими методами
обнаружения аномалий, такими как IF, LOF, kNN и COPOD. Также проведён-
ные эксперименты показали, что предлагаемая функция потерь для робастного
слоя улучшает качество нейросетевого подхода.
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В рамках исследовательского проекта решаем задачу разделения сообществ
в социальной сети vk.com по превалирующим в них темам. Результаты работы
могут быть использованы для улучшения рекомендаций, выявления экстремиз-
ма в социальных сетях, социологических исследований и иных задач науки и
бизнеса. В качестве сообществ были отобраны порядка 7000 групп, на которые
подписаны не менее пяти студентов Томского государственного университе-
та. Для каждого сообщества было выгружено через API название, описание
и последние 50 записей на стене, не включая рекламные. Далее, текст был
предобработан – убраны знаки препинания, слова приведены в нижний ре-
гистр, и проведена их лемматизация. Полученные таким образом текстовые
документы образуют текстовый корпус, в котором будем выделять тематики
с помощью классических методов тематического моделирования – LDA [1] и
ARTM [2]. При использовании LDA были выделены 40 тем, две из которых
оказались фоновыми (содержали общеупотребительные слова) и одна мусор-
ной (содержала части слов, отдельные буквы). После того, как эти темы были
исключены, получили распределение тем в документах, и посчитали для каж-
дого документа, к какой теме он может быть отнесён с большей вероятностью.
Данные экспертами названия для топ-15 самых встречаемых тем представлены
с помощью wordcloud на рисунке 1.

Рис. 1: Названия топ-15 самых популярных тем, выделенных LDA

В качестве аддитивных регуляризаторов были использованы разреживающие
регуляризаторы для матриц распределения тем в документах и слов в темах.
При использовании ARTM доля нулей в вышеописанных матрицах оказалась
равна примерно 0.9, что обеспечило отсутствие фоновых тем и отсутствие
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коллинеарности в темах. В результате работы модели были также выделены 40
тем, две из которых оказались мусорными. После соответствующей коррекции
также были выделены самые часто встречаемые темы, представленные на
рисунке 2.

Рис. 2: Названия топ-15 самых популярных тем, выделенных ARTM
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Рассматривается задача перелета на заданную кеплеровскую орбиту управля-
емого космического аппарата (КА), динамика которого описывается математи-
ческой моделью движения при гравитационном и световом воздействии на КА
Солнца [1,2,4]. Двигательная система предполагается гибридной, включающей
реактивный двигатель, имеющий запас горючего, и солнечный парус. Управле-
ние гибридной двигательной системой позволяет уменьшать расход топлива
в процессе перелета. Приведен класс позиционных управлений радиальной
и трансверсальной тягой двигательной системы, зависящий от параметров,
который решает задачу управляемости на заданную кеплеровскую орбиту при
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наличии фазового ограничения в виде расстояния до притягивающего центра.
Приведена оценка времени прихода траектории в заданную окрестность целе-
вой орбиты. Позиционные управления получены в аналитической форме [3].
Приведены результаты расчетов позиционного управления и траекторий дви-
жения для различных тестовых параметров процесса и вариантов целевых
траекторий КА (рис. 1, 2). Перелет характеризутся временем его исполнения.
При малом времени перелета основной вклад в формирование результирую-
щей тяги отводится реактивному двигателю. При большом времени перелета
возрастает вклад солнечного паруса в формирование результирующей тяги.
Приведенные в статье управляющие функции позволяют оценить полезность
наличия солнечного паруса в гибридной двигательной системе при заданных
параметрах целевой орбиты, начальных условиях движения и желательном
времени перелета на целевую орбиту.

Рис. 1: Целевая эллиптическая ор-
бита

Рис. 2: Целевая гиперболическая
орбита

Авторы благодарят д.ф.-м.н. М. С. Никольского, д.ф.-м.н. Н. Л. Григоренко
за обсуждение результатов работы.
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ЗАДАЧА УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ
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Рассматривается модель динамики концентраций глюкозы, инсулина и глю-
кагона в крови [1]:

İ(t) = α(Γ(t)− Γ0)θ(Γ(t)− Γ0)− βΓ(t)I(t)− µII(t) + dIext(t),

Γ̇(t) = γR(t)− λβΓ(t)I(t)− µΓθ(Γ(t)− Γcr)(Γ(t)− Γcr) + dΓext(t),

Ṙ(t) = (Γ0 − Γ(t))θ(Γ0 − Γ(t))− µRR(t).

(1)

Здесь θ(x) - функция Хевисайда: θ(x) = 1 при x > 0 и θ(x) = 0, если x < 0; Γ0

- нормальный уровень глюкозы в крови, Γcr - критический уровень глюкозы, т.
е. уровень глюкозы, выше которого происходит вывод ее из организма через
почки; α, β, γ, µI , µΓ, µR - набор постоянных, индивидуальных для каждого
организма, dΓext(t)- скорость поступления глюкозы из внешнего источника
(ммоль/л · час); dIext(t) - скорость поступления инсулина «извне» (ЕД/л час).
Параметрами управления являются dΓext(t) и dIext. Решение системы (1) при
некоторых параметрах здорового организма назовем эталонным. Рассмотрим
систему (1) при параметрах организма соответствующих сахарному диабе-
ту и поставим задачу управления процессом питания и инъекций инсулина
при которых сахарная и инсулиновая кривые больного диабетом организма
ассимптотически приближаются к сахарной и инсулиновой кривым эталонного
организма. В докладе излагается алгоритм построения позиционного управ-
ления процессом питания и инъекций инсулина, основанный на результатах
работ [2,3], при котором решается поставленная задача. Полученные управле-
ния анализируются и при необходимости могут быть вычислены для другого
эталонного решения. Приведены аналитические вычисления соотвествующих
управлений и численные расчеты значений фазовых переменных и управлений
иллюстрирующие такой подход.
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О СИНТЕЗЕ ДЕШИФРАТОРА В ОДНОМ КЛАССЕ
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В работе рассматривается одно из возможных обобщений понятия контакт-
ной схемы [1], при котором переменные, приписанные контактам, принимают
не два, а большее число значений, а проводимость контакта по-прежнему оста-
ётся двузначной. Назовём k-ичной контактной схемой мультиграф с выделены-
ми вершинами (полюсами), рёбра (контакты) которого помечены символами xσi ,
где xi, 1 6 i 6 n, — переменная, σ — число, 0 6 σ 6 k − 1. Подобно двоичному
случаю контакт xσi проводит тогда и только тогда, когда значение переменной
xi, определённой на множестве Ek = {0, . . . , k − 1}, равно σ. Под сложностью
k-ичной контактной схемы будем, как обычно, понимать число её контактов.

Для так называемых контактных схем с разделёнными полюсами среди по-
люсов выделяют входные и выходные. Матрицей проводимости такой контакт-
ной схемы называют функциональную матрицу F = ||fij||, где на пересечении
строки i и столбца j записана функция проводимости fij(x1, . . . , xn) от полюса
i к полюсу j, которая как и в двоичном случае является характеристической
функцией некоторого подмножества множества En

k .
Такого рода обобщение контактной схемы рассматривалось ранее [2], где

получены оценки сложности реализации функции аналогичной двоичному
счётчику чётности. В данной работе изучается сложность реализации системы
функций Qk(n) = {xσ11 ∧ . . .∧ xσnn | (σ1, . . . , σn) ∈ En

k}, обобщающих двоичный
конъюнктивный дешифратор (здесь ‘∧’ — это обычная конъюнкция). Слож-
ность LК

(
Qk(n)

)
системы функций Qk(n) определяется как минимальная из

сложностей реализующих её k-ичных контактных схем.
Для случая k = 2 хорошо известны (например, см. [3]) оценки:

kn 6 LК
(
Qk(n)

)
6 kn +O

(kn
n

)
,

которые в данной работе установлены и для произвольного k > 3.
Работа выполнена при поддержке гранта Московского центра фундамен-

тальной и прикладной математики.
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Модель нейроморфных вычислений предполагает выполнение вычислений
биологически правдоподобным образом. Одним из наиболее успешных методов
моделирования нейроморфных вычислений являются спайковые нейронные
сети (СНС) – одни из ведущих кандидатов для преодоления ограничений
ИНС 2-го поколения и эффективного использования алгоритмов машинного
обучения в реальных приложениях. Концепция СНС часто рассматривается как
нейронная сеть 3-го поколения [1], которая может эффективно обрабатывать
дискретные пространственно-временные сигналы (спайки).

В данной работе рассматриваются ключевые аспекты применения СНС:
модель спайкового нейрона, методы кодирования информации в СНС, методы
их обучения и создания, а также аппаратные и программные платформы для
их использования.

Основной моделью нейрона в СНС является интегрирующий нейрон с
утечкой. Такой нейрон может быть охарактеризован внутренним состоянием –
мембранным потенциалом. Нейрон интегрирует входные сигналы с течением
времени и с учётом утечки сигнала. Выходной спайк генерируется всякий раз,
когда потенциал преодолевает порог срабатывания нейронов.

Наиболее часто используемым методом кодирования информации является
метод кодирования частотой спайков. Однако исследования в области ней-
робиологии показали, что высокоскоростная обработка информации в мозге
не может быть осуществлена с использованием исключительно такой схемы
кодирования, но может быть осуществлена с помощью метода кодирования при
помощи точного времени спайка. К тому же, такой метод позволяет кодировать
большее количество информации, используя меньшее количество спайковых
нейронов [2].

Существуют два широких класса СНС: преобразованные из обученных
классических ИНС и полученные путем прямого обучения. Методы прямо-
го обучения можно разделить на два подкласса: основанные на локальной
оптимизации, и основанные на оптимизации с глобальной целью (например,
минимизация функции потери).

Успешными примерами аппаратной поддержки СНС можно назвать
Neurogrid, BrainScaleS, Intel Loihi, IBM TrueNorth, Tianjic. Использование специ-
ализированного аппаратного обеспечения позволяет достигнуть сопоставимой
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точности по сравнению с ИНС при использовании меньшего количества энер-
гии и других ресурсов [3].

Активно развивается несколько програмных продуктов, которые упрощают
разработку СНС: SpykeTorch, SNN Conversion Toolkit и Nengo. SpykeTorch
имитирует сверточные СНС, основанные на правиле обучения STDP, с не более
чем одним спайком на нейрон. SNN Conversion Toolkit позволяет получить
СНС из ИНС методом преобразования и запустить её на различных аппаратных
платформах. Nengo [4] –– пакет нейронного моделирования с графическим
интерфейсом и средой программирования, поддерживающий различные специа-
лизированные вычислители. Тем не менее, программные средства для создания
СНС находятся на ранней стадии развития, поэтому создание СНС занимает
много времени.

Подробное изучение области СНС в данной работе показывает, что предло-
женный подход к разработке архитектур ИНС активно развивается, находит
все большее применение и получает поддержку в виде современного и эффек-
тивного аппаратного и програмного обеспечения.
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Многие проблемы современной лазерной физики описываются уравнени-
ями или системами уравнений в неограниченной области, либо в процессе
распространения лазерного излучения существенно изменяется его простран-
ственный или временной масштабы. Однако, при компьютерном моделиро-
вании неограниченную область заменяют на конечную область, что может
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привести к появлению ложной отраженной волны от границы области и суще-
ственному искажению численного решения. Чтобы избежать этого, требуется
существенно расширить расчетную область, что приводит к многократному
увеличению машинного времени, особенно в случае решения многомерных
задач или вычислений на больших временных интервалах. Другим подходом
является постановка искусственных (неотражающих, прозрачных) граничных
условий (ИГУ). Это актуальная научная проблема, привлекающая внимание
многих авторов (см., например [1-2]).

Существуют различные подходы постановки ИГУ для уравнения Шре-
дингера. Как правило, в этих условиях используются постоянные значения
параметров (неадаптивные ИГУ). Очевидно, что в процессе распространения
оптического излучения, его локальные характеристики (проекции волновых
чисел, групповая скорость) изменяются в следствие дифракции и дисперси-
онного расплывания, а также из-за нелинейного взаимодействия со средой.
Следовательно, для повышения эффективности ИГУ необходимо выполнять
адаптацию их параметров, используя решение задачи вблизи искусственной
границы (адаптивные ИГУ). Учитывая конечную точность аппроксимации
краевых условий и решения задачи, особую роль играет способ вычисления
данных параметров, а также влияние продольной и поперечной дифракции
светового пучка на их эффективность.

В докладе продемонстрирована необходимость использования адаптивных
(по времени и пространству) ИГУ при учете дифракции пучка, а также предло-
жен метод их построения в 2D случае. Приведены результаты компьютерного
моделирования и проведены сравнения решений, полученных с помощью
неадаптивных и адаптивных ИГУ, с эталонным решением.

В.А. Егоренков и М.М. Логинова выражают благодарность РНФ за финансо-
вую поддержку работы (грант № 19-11-00113).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] Review of Transparent and Artificial Boundary Conditions Techniques for
Linear and Nonlinear Schrodinger Equations / X. Antoine, A. Arnold, C. Besse,
M. Ehrhardt, A. A. Schadle // Communications in Computational Physics. 2008.
V. 4, № 4. P. 729–796.

[2] Antoine X., Besse C., Mouysset V. Numerical schemes for the simulation
of the two-dimensional Schrödinger equation using non-reflecting boundary
conditions // Mathematics of computation. 2004. V. 73, № 248. P. 1779–1799.



Еленин Г. Г., Еленина Т. Г. 73

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ

НЕКОТОРЫХ ГАМИЛЬТОНОВЫХ СИСТЕМ

Еленин Георгий Георгиевич1, Еленина Татьяна Георгиевна2

1 Кафедра вычислительных методов ВМиК МГУ, e-mail: elenin2@rambler.ru
2 Кафедра математического моделирования и информатики Физического факультета МГУ, e-mail:

t.yelenina@gmail.com

В докладе рассматриваются семейства адаптивных численных методов
решения задачи Коши для гамильтоновых систем с разделенной функцией
Гамильтона H(P ,R) = K(P ) + U(R). Вектор-функции P = P (t), R = R(t)
описывают зависимости импульсов и положений от времени t, K и U обознача-
ют кинетическую энергию системы и потенциальную энергию гравитационного
взаимодействия. Точные решения задачи могут иметь внутренние погранслои.
Для эффективного численного решения таких задач следует привлекать чис-
ленные методы с автоматическим выбором шага, сохраняющие геометрию
фазового пространства и первые интегралы движения в рамках точной ариф-
метики. Построение таких методов является одной из проблем современной
вычислительной математики [1].

Один из походов к созданию адаптивных методов заключается в па-
раметризации решения P = P (t′), R = R(t′), dt/dt′ = s(P (θ),R(θ)),
где s = s(P ,R) –– функция выбора шага, рассмотрении новой задачи
Коши в расширенном фазовом пространстве {P ,−H(P0,R0),R, t} и при-
влечении для численного решения новой задачи с функцией Гамильтона
H ′ = s(P ,R)(H(P ,R) − H(P0,R0)) симплектических консервативных ме-
тодов четного порядка аппроксимации с постоянным шагом ∆t′. Порядок
аппроксимации финального метода можно повысить с помощью симметрич-
ных методов композиции [2].

Приводятся конкретные реализации такого подхода и описываются соответ-
ствующие им вычислительные алгоритмы.
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В программно-конфигурируемых сетях контур управления логически центра-
лизован, поэтому контроллер является целью для атаки. Отказ или перегрузка
контроллера вследствие атаки может приводить к потере контроля над сетью.
При получении очередного запроса на установление нового потока в сети,
контроллер должен рассчитать новый маршрут, что является трудозатратной
операцией. При получении большого количества таких запросов, контроллер
может не справиться с нагрузкой, что может привести к сбросу пользователь-
ских запросов. Таким образом, злоумышленники могут добиться того, что
очередь обработки запросов контроллера будет переполнена фиктивными за-
просами, сформированными ими, а запросы, сформированные пользователями,
не будут успевать обрабатываться [1], то есть будет осуществлена DDoS атака
на контроллер в ПКС сети.

Для решения данной проблемы в работе [2] и [3] используется триггерный
механизм на основе пороговых значений. В работе [4] используется метод
на основе общей энтропии потоков. В работе [5] используется триггерный
механизм в связке с методом K ближайших соседей.

Для решения задачи обнаружения атаки в данной работе предлагается метод,
основанный на анализе потоков в сети [5]. Данный метод предполагает исполь-
зование машинного обучения для определения фиктивных потоков, с помощью
которых производится атака на контроллер. В работе используется связка из
методов K средних для обучения и K ближайших соседей для классификации
подозрительных потоков. Использование данной связки методов позволяет
ускорить классификацию, путем кластеризации обучающей выборки в процес-
се обучения и последующей классификации путем нахождения ближайших
кластеров в методе ближайших соседей.
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В статье рассматривается новый подход к реализации технологии сетевого
кодирования. Сетевое кодирование — технология передачи данных, активно
развиваемая в последнее время, благодаря следующим преимуществам перед
обычной передачей данных: уменьшение числа циркулирующих в сети кадров,
повышенная безопасность передаваемых данных, а также повышение скоро-
сти освобождения буфера коммутатора. До настоящего времени основным
методом, применяемым в сетевом кодировании является т. н. линейное сетевое
кодирование [1]. В работе предлагается новый метод, основанный на сжатии
данных без потерь. В предложенном подходе сжатие передаваемых данных
происходит за счет перехода к более компактному алфавиту, а именно от дво-
ичного к троичному. Вследствие такого преобразования, за счет сокращения
фактического объема отправляемых единиц данных, высвобождается пустое
пространство, которое можно использовать для передачи дополнительной ин-
формации или для исправления ошибок, возникающих во время передачи
данных. В работе рассматриваются и развиваются подходы к использованию
свободного пространства для применения технологии Forward Error Сorrection,
кодов, исправляющих ошибки. Использование такой технологии позволит из-
бавиться от повторной передачи одних и тех же кадров, а значит повысить
эффективность использования пропускной способности сети.

В докладе дано описание полей Галуа и обоснование выбора полей Галуа, с
основанием 3. В докладе представлен предлагаемый метод, а также приведены
примеры преобразования сжатия. Показано, как использовать помехоустой-
чивое кодирование, а конкретно — коды Рида—Соломона. Сформулированы
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достоинства и недостатки предложенного метода, а также ряд проблем, требу-
ющих дальнейшего рассмотрения.
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В современном мире онкологические заболевания являются причиной прак-
тически каждой шестой смерти. Существуют три основных направления борь-
бы с онкологическими заболеваниями: хирургическое лечение, химиотерапев-
тическое лечение и лучевая терапия.

Одним из передовых методов лучевое терапии в настоящий момент явля-
ется протонная терапия. Благодаря физическим свойствам протонных лучей,
протонная терапия привлекает внимание не только своей высокой точностью
облучения, но и существенно меньшим дополнительным облучением на здоро-
вые окружающие ткани и жизневажные органы. Это явдяется существенным
моментов при выборе тактики лечения, например, в педиатрической практике, у
ослабленных больных, а также в случаях невозможности проведения оператив-
ного лечения из-за анатомического расположения опухолевого процесса. Надо
также отметить, что протонная терапия дает меньшее количество побочных
эффектов в сравнении с традицинным облучением. Зачастую, это единственный
метод, позволяющий сохранить высокий уровень качества жизни пациентов
при минимуме препятствий к социальной реабилитации и повседневной актив-
ности после окончания лечения.

На настоящее время в мире более 100 центров протонный терапии, и несмот-
ря на кажущуюся идентичность, каждый из них обладает своей пропускной
способностью, принимает пациентов на определенной стадии заболевания и
с определенными локализациями опухолевого процесса, стоимость лечения
в каждом центре различна, многие центры находятся в странах визового ре-
жима и получение медицинской визы в которые может быть сопряжено с
определенными трудностями.



Желтков Д. А., Замаршкин Н. Л., Матвеев С. А. 77

В этой работе рассматривается способ разработки информационной платфор-
мы, позволяющей быстро подобрать для пациента центр протонный терапии
подходящий именно ему. На основе всех данных о стадии заболевания паци-
ента рекомендательная система находит центры, пациенты которых имели на
момент поступления похожие симптомы и уже прошли лечение. На выходе
получается список наиболее релевантных для пациента центров, в которых
его смогут принять. Это осуществимо благодаря методу Content-based filtering,
который рассчитывает косинусную близость векторов-признаков, полученных
путем кодирования и векторизации характеристик заболевания пациента. Далее
происходит фильтрация центров, исходя из финансовых и логистических воз-
можностей пациента. Таким образом, вместо месяцев потраченных на поиски,
пациент за короткое время получит список центров, в которых ему скорее всего
смогут оказать помощь, а также для каждого центра – четкие рекомендации
для составления первичного запроса.
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Одним из наиболее популярных несимметричных алгоритмов шифрования,
используемых при передаче данных по сети, является алгоритм RSA [1]. Дан-
ный алгоритм основывается на высокой вычислительной сложности задачи
факторизации чисел.

Для оценки практической сложности взлома RSA ключей в 1991 [2] и 2001
годах были сгенерированы наборы полупропростых (являющихся произведе-
нием двух простых) чисел различных размеров – от 100 до 617 десятичных
знаков (от 330 до 2048 двоичных). С 2009 и до 2019 года наибольшим фактори-
зованным числом являлось число RSA-768, содержащее 232 десятичных (768
двоичных) знака [3]. Для российских исследователей с 2010 года рекордным
являлось число RSA-190, содержащее 190 десятичных (629 двоичных) знаков.

Для факторизации чисел такого размера используется метод обощённого
решета числового поля (generalized number field sieve, GNFS). Одним из наибо-
лее вычислительно затратных этапов данного метода является так называемый
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линейный этап – решение большой разреженной системы над полем из двух
элементов. В ИВМ РАН активно занимались этой задачей [4,5], для проверки
соответствия разработанных методов мировому уровню было принято решение
факторизовать число RSA-232, имеющее те же размеры, что и рекордное фак-
торизованное на тот момент число RSA-768 – 232 десятичных (768 двоичных)
знака.

Для всех этапов метода обобщённого решета числового поля, кроме этапа
решения линейной системы над полем из двух элементов, использовалась
библиотека CADO-NFS [6], для решения линейной системы – разработанная
в ИВМ РАН версия блочного метода Ланцоша-Монтгомери [4, 5]. В итоге,
17 февраля 2020 года было получено разложение числа RSA-232 на простые
множители, что являлось на тот момент вторым по размеру (вместе с RSA-768)
факторизованным RSA-числом в мире, так как чуть ранее, в конце 2019 года
группой французских исследователей была получена факторизация числа RSA-
240, содержащего 240 десятичных (795 двоичных) знаков. На данный момент
число является третьим по размеру факторизованным RSA-числом в мире и
рекордным в России.

Отметим, что возникшая в процессе факторизации система над полем из
двух элементов имела порядок более 317 миллионов и являлась рекордной по
размеру решённой системой такого типа, при этом её решение заняло меньше
времени, чем, например, решение системы меньшего порядка, возникшей при
факторизации числа RSA-240.

Доклад посвящён деталям процесса факторизации и, в особенности, анализу
эффективности линейного этапа.

Работа выполнена с использованием оборудования Центра коллективного
пользования сверхвысокопроизводительными вычислительными ресурсами
МГУ имени М.В. Ломоносова [7] а также суперкомпьютера «Жорес» [8] Скол-
ковского института наук и технологий.

Работа поддержана Отделением Московского центра фундаментальной и
прикладной математики в ИВМ РАН (Соглашение № 075-15-2019-1624 с Ми-
нистерством науки и высшего образования Российской Федерации).
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Для дифференциальной позиционной игры шести лиц с двумя коалициями
(по три игрока) и без побочных платежей, формализуется внешняя и внутренняя
устойчивость коалиции с помощью принципа максимума по Парето для каждой
коалиции и концепции угроз и контругроз, препятствующей уходу отдельного
члена коалиции и присоединению к коалиции других игроков. Для одной из
видов игры найден явный вид такого решения.
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КОЭФФИЦИЕНТ КОАГУЛЯЦИИ В ПОТОКЕ ВЕЩЕСТВА

Загидуллин Ришат Раилевич1, Смирнов Александр Павлович2, Матвеев
Сергей Александрович3, Бриллиантов Николай Васильевич4
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В данной работе мы выводим коэффициенты для ядра коагуляции для слу-
чая пространственной неоднородности. Для этого строится модель коагуляции
частиц, движущихся с разной скоростью в одном направлении. Из этой модели
выводится постановка задачи. Аналитическим решением задачи является бес-
конечный ряд из полиномов Лежандра и функций Макдональда, через который
можно получить простые асимптотики при большом и малом параметре. Что-
бы провести валидацию, мы получаем численное решение, согласующееся с
найденными асимптотиками.

Для получения коэффициентов нужно решить следующую постановку зада-
чи:

∆u− µ2u = 0 (1)
u(r →∞, θ) = 0 (2)

u(r → R12, θ) = −n∞e−µR12cosθ (3)

где n = ueµx, µ =
v0x

2D
.

В сферических координатах в предположении цилиндрической симметрии
решением постановки задачи 1-3 является бесконечный ряд [1]:

u(r, θ) =
1√
r

∞∑
n=0

−n∞
√
R12

Kn+ 1
2
(µR12)

1

||Pn||2
· Fn(µR12)Pn(cosθ)Kn+ 1

2
(µr) (4)

где Pn – полином Лежандра, Kn+ 1
2

– функция Макдональда, Fn определяется
следующим образом:

Fn(µR12) =

∫ 1

−1

e−µR12qPn(q) dq (5)

Отсюда можно вывести коэффиценты коагуляции для случая, когда частицы
находятся в потоке. Так как ряд бесконечный, то его можно посчитать лишь с
определенной степенью точности. Поэтому мы строим асимптотики.

Аппроксимация при малых числах Пекле получается с помощью разложения
экспоненты в ряд Тейлора. Получаем формулу для K (если оставить лишь
линейный член):

K̂0(µR12) = 2 + 2µR12 (6)
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Рис. 1: График ядра коагуляции в потоке и асимптотические формулы при ма-
лых и больших числах Пекле в логарифмической шкале по x. µR12 ∈ [0.03, 100].

При достаточно больших µR12 мы имеем возможность переписать поток
лишь через его переносную компоненту и получить простую формулу для ядра
коагуляции:

K̂∞(µR12) =
µR12

2
(7)

Значения функции K̂(µR12) для средних чисел Пекле можно получить из
численного решения. На Рис. 1 построены графики численного решения, а
также асимптотик при малых и больших µR12 в разных масштабах. В даль-
нейшем планируется применить полученное ядро для решения уравнения
Смолуховского с учетом пространственной неоднородности[2].
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В настоящее время активно развиваются различные сетевые сервисы, мно-
гие из которых подразумевают работу с высокой нагрузкой на сеть. Одним из
подходов к повышению качества сервиса является оптимизация работы алго-
ритмов управления перегрузкой. Так, было разработано множество алгоритмов:
TCP Tahoe, TCP Reno, TCP Cubic, BBR и другие. В настоящей работе рас-
сматриваются алгоритмы управления перегрузкой, определяющие перегрузку
по потере пакета. Эти алгоритмы имеют общий недостаток - это уменьшение
размера окна перегрузки домножением на детерменированный коэффициент.
Например, в TCP Cubic оно домножается на b, где b принимает значение,
равное 0,7. Tаким образом, фаза предотвращения перегрузки начинается с
меньшим размером окна, чем могла бы позволить сеть. В настоящей работе
предлагается алгоритм перегрузки, в котором, благодаря интервальному про-
гнозированию скорости, будет определено значение окна перегрузки, равное
нижней границе прогнозированного интервала.

Представленная задача была формализована следующим образом: имея
временной ряд со значениями средней скорости и наперёд заданное значение
вероятности p, найти b1, b2 : P (b1 < VN+k < b2) = p. По результатам обзора
методов интервального прогнозирования [4] был выбран эмпирический подход
на основании следующих критериев:

— Не требует подбора модели прогнозирования.

— Является автоматическим методом.

— Обладает адекватной вычислительной сложностью.

Для работы интервального метода прогнозирования необходимо сначала при-
менить точечное прогнозирование. По результатам обзора точечных методов
прогнозирования был выбран метод, использующий модель скользящего сред-
него [3], благодаря своей простоте и, гипотетически, наиболее корректным
результатам (в виду усреднения последних значений ряда). Сам алгоритм реали-
зован в виде модуля ядра операционной системы Linux. Предложена методика
проведения экспериментального исследования эффективности предложенного
алгоритма - сравнительный анализ скорости соединения, проходящего через
канал с динамически меняющейся остаточной пропускной способностью, под
управлением разных алгоритмов управления перегрузкой.
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Рассмотрим гиперболическое уравнение

utt = uxx +
k

x
ux (1)

в прямоугольной области D = {(x, t)| 0 < x < l, 0 < t < T}, где l > 0, T > 0,
k 6= 0 — заданные действительные числа.

Для уравнения (1) в области D исследованы начально-граничные задачи с
классическими начальными условиями и нелокальными интегральными усло-
виями первого и второго рода. Найдены промежутки изменения параметра
k: k 6 −1; −1 < k < 1 и k 6= 0; k > 1, в которых задачи с интегральными
условиями первого рода [1, 2, 3] и задачи с интегральными условиями второго
рода [4, 5] поставлены корректно. В каждом из этих случаев доказаны теоре-
мы единственности, существования и устойчивости решения задач. Решения
построены в виде ряда Фурье–Бесселя по собственным функциям одномер-
ной спектральной задачи с соответствующим обоснованием его сходимости в
классе регулярных решений уравнения (1).
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В настоящее время для улучшения качества сервиса широко используются
многопоточные протоколы передачи данных [1, 2 3]. Демультиплексирование
соединения позволяет увеличить его скорость, так как используются ресур-
сы сразу нескольких маршрутов в сети. Кроме того, демультиплексирование
повышает и отказоустойчивость соединения.

Однако неправильный выбор алгоритма построения маршрутов демульти-
плексированного соединения может не позволить получить выгоду от демульти-
плексирования. Так, если с помощью демультиплексирования нужно повысить
скорость соединения, то без должной маршрутизации некоторые маршруты
могут частично или полностью совпасть, что не даст получить того выигрыша
от демультиплексирования, который был бы получен при правильном выборе
маршрутов.

Для построения маршрутов многопоточных соединений на данный момент
существует множество различных алгоритмов: (жадный алгоритм, алгоритм
нахождения максимального потока, алгоритмы построения максимальных из-
быточных деревьев, MCMF, ...), однако нет данных о том, какой из алгоритмов
наилучшим образом решает отдельную задачу.

В работе формулируется несколько классов задач, требующих найти в
графе множество маршрутов, отвечающее заявленному требованию. Пусть в
некоторой сети есть абоненты А и Б, которые хотят установить между собой
соединение, к которому предъявляется одно из следующих требований.

— Задача 1. Необходимо передавать данные с требуемой скоростью.
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— Задача 2. Необходимо гарантировать надёжность соединения не ниже заяв-
ленного требования.

— Задача 3. Необходимо найти множество маршрутов, имеющих минимальное
пересечение друг с другом.

В работе предложена методика выбора алгоритма построения маршрута на
основе оценки их эффективности по следующим критериям:

— Сложность алгоритма.

— Оптимальность алгоритма, или процент найденных решений от общего
числа запросов.
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ВОССТАНОВЛЕНИЕ ПРОДОЛЬНОГО ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО
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Для работы электромагнитной диагностической системы современной уста-
новки токамак требуется разработка быстродействующих алгоритмов обра-
ботки данных физического эксперимента. Особенно это актуально в связи с
окончанием строительства и подготовкой физического пуска крупнейшей рос-
сийской установки нового поколения Т-15МД. На этой установке с вытянутой
в поперечном сечении однонулевой и двухнулевой конфигурацией плазмы с
аспектным отношением в диапазоне 2.2–3.1 планируется в процессе разряда
определять границу плазмы и распределение продольного электрического тока
внутри нее. Высокие значения вытянутости поперечного сечения k = 1.7–1.9,
треугольности ∆ = 0.3–0.4 и аспектного отношения (Ra ) создают благоприятные
условия для устойчивого решения рассматриваемой некорректной обратной
задачи [1]. Ранее нами была разработана параллельная версия кода RPB для
определения границы тороидальной плазмы на основе графических процессо-
ров с использованием технологии NVIDIA CUDA [2].
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В данной работе предлагается новый параллельный алгоритм для опре-
деления профиля тока. Для рассматриваемой нелинейной обратной задачи
предложен интегро-дифференциальный подход, при котором строится ите-
рационный процесс последовательного поиска профиля тока в координатах,
связанных с решением. На каждом шаге этого процесса последовательно реша-
ются уравнение равновесия и интегральное уравнение первого рода для нового
приближения распределения тока. Для решения интегрального уравнения при-
меняется метод регуляризации А.Н.Тихонова с квазиоптимальным выбором
параметра регуляризации. Программная реализация предложенного алгоритма
основана на использовании библиотеки программ CuSOLVER. Приводятся
результаты сравнения параллельной и последовательной реализаций алгоритма
решения задачи.

Работа поддержана грантом РФФИ № 20-07-00391.
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В настоящее время концепция программно-конфигурируемых сетей ис-
пользующих все уровни сетевого взаимодействия реализована лишь частично.
Для управления плоскостью данных существуют динамически настраиваемые
прокси-серверы. На уровне приложений есть решения предлагающие инстру-
менты для работы ПКС на L7 уровне. Однако для реализации полнофункци-
онального ПКС с возможностью работы на всех уровнях сети необходимы
радикально новые идеи и абстракции, а также значительные доработки су-
ществующих решений. В данной работе вводится понятие контроллера ПКС
полного стека, и рассматривается его реализация на основе контроллера ПКС
Runos.

За последние годы стал популярен микросервисный подход [1] к созданию
приложений. На основе данного подхода, для реализации возможности управле-
ния сетью передачи данных на прикладном уровне, была предложена концепция
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сервис-ориентированной сети [2], которая опирается на инструменты управле-
ния приложениями Kubernetes и Istio [3]. Далее авторы статьи [3] представили
идею архитектуры контроллера ПКС работающего с сервис-ориентированной
сетью. Они предложили внедрить дополнительный прокси-сервер, реализую-
щий функции L4-L7 уровней, такие как связь между сервисами, мониторинг
и безопасность, для облегчения отслеживания и обслуживания приложений в
целом. Затем дополнительный прокси-сервер подключается к виртуальному
коммутатору, который действует как L2-L3 шлюз для физической сетевой ин-
фраструктуры. Приложения, работающие на одном сервере, взаимодействуют
только через дополнительный прокси-сервер и виртуальный коммутатор, а
службы, расположенные на двух разных хостах, используют фабрику центра
обработки данных [4] для обмена трафиком через соответствующие прокси-
серверы и виртуальные коммутаторы.

В результате обзора для виртуализации сети на уровне L3 была выбра-
на система управления контейнерами Kubernetes, для реализации передачи
данных Istio. Istio использует в качестве прокси-серверов проект Envoy [3].
Контроллер ПКС для экспериментов был выбран Runos [5]. В результате была
воспроизведена с контроллером Runos архитектура (Рис. 1) из статьи [3].

Рис. 1: Архитектура ПКС полного стека.

На основе собранного тестового стенда были проведены эксперименты по
отказоустойчивости полученной системы, которое обеспечивает Istio при по-
мощи политик гарантирующих доставку сообщений в сети, с которой данный
проект работает. Кроме того для полученной архитектуры разработан подход,
при котором контроллеры ПКС и приложения можно менять в процессе работы
сети как на копии этих контроллеров и приложений, так и на другие, анало-
гичные по функционалу, что обеспечивает возможность работы с различными
протоколами управления процессом обработки данных (OpenFlow, NetConf),
использование различных архитектур сети. Это возможно благодаря унифици-
рованному взаимодействию с Istio, которое общается со всеми контроллерами
посредством одинаковых REST API интерфейсов.
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Таким образом в данной работе реализована архитектура ПКС полного
стека на основе сервис-ориентированного подхода с применением контроллера
Runos. Кроме того разработан подход, согласно которому контроллеры ПКС и
приложения могут быть заменены в процессе работы сети, что дает гибкость и
позволяет реализовывать различные политики передачи данных.
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Рассматривается модель энергетического комбайна [1]:
ż1 = z2

ż2 = −z1 + µ(−γz2 + th(z3)(∆− z1))

ż3 = −βz3 + α(cos(ζ arctg z1) + 1),

(1)

Для корректной работы комбайна необходимо, чтобы он совершал колеба-
тельные движения, поэтому ставится задача поиска параметов системы, при
которых она имеет нетривиальные периодические решения.

Стоит отметить, что периодические решения существуют не при всех значе-
ниях параметров системы (см.[2]).

Используя результаты [3], была доказана следующая теорема:
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Теорема 1. Пусть параметры α, β, ζ таковы, что существуют числа
0 < p̄ < ¯̄p и

Ī(p̄) < 0, I(¯̄p) > 0,

где

Ī(p̄) =
2α

β

(
1− 1

ch2 2α
β

)
+

α

(
1 + 1

ch2 2α
β

)
β2 + 4

π
2∫

0

w(p̄, q)dq, (2)

I(¯̄p) = −2α

β

(
1− 1

ch2 2α
β

)
+

α

(
1 + 1

ch2 2α
β

)
β2 + 4

π
2∫

0

w(¯̄p, q)dq. (3)

w(p, q) = cos 2q(cos(ζ arctg(p sin q))− cos(ζ arctg(p cos q)))

Тогда найдётся такое число γ > 0, что система (1) имеет нетривиальное
периодическое решение для всех µ из некторого отрезка [0, µ].

Согласно Теореме 1, для существования периодических решений достаточ-
но найти значения параметров, при которых функции Ī(p̄), I(¯̄p) принимают
значения определенных знаков.
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Пусть на полном
вероятностном пространстве с фильтрацией (Ω,F ,P, {Ft}t>0) задана стоха-
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стическая система наблюдения

Xt = X0 +

∫ t

0

Λ>(s)Xsds+ µXt , (1)

Yt =

∫ t

0

f(s)Xsds+

∫ t

0

N∑
n=1

Xn
s g

1
2
n(s)dWs (2)

Zt =

∫ t

0

h(s)Xsds+ µZt , (3)

где Xt - марковский скачкообразный процесс (МСП) со значениями из
множества {e1, . . . , en}, матрицей интенсивностей переходов Λ(·) и вектором
начального распределения π0; Yt - непрерывные наблюдения с мультипликатив-
ными шумами; Zt - считающие наблюдения.

Задача оптимальной фильтрации заключается в нахождении условного мате-
матического ожидания X̂t = E(Xt|Y[0,t+], Z[0,t+]).

Представлено эквивалентное с информационной точки зрение преобразова-
ние, преобразующее исходный набор наблюдений в комплекс диффузионных
наблюдений с единичной диффузией, считающих наблюдений, а также наблю-
дений, выполненных в дискретные неслучайные моменты времени. Решение
поставленной задачи представимо в виде решения некоторой непрерывно-
дискретной стохастической дифференциальной системы с преобразованными
наблюдениями в правой части. Получено условие идентифицируемости, при
выполнении которого можно в точности восстановить значение МСП.

Для численного решения исходной задачи ее предлагается аппроксимиро-
вать последовательностью задач фильтрации состояний МСП по наблюдениям,
дискретизованным по времени. Получен рекуррентный вид данной аппроксима-
ции, определен показатель ее точности на одном шаге и получена зависимость
этой точности от характеристик системы наблюдения и применяемой схемы
численного интегрирования. Полученные результаты являются обобщением
результатов работ [1], [2], [3].
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ПОЛЬЗОВАТЕЛЕЙ НА ОСНОВЕ АНАЛИЗА РАБОТЫ С

КОМПЬЮТЕРНОЙ МЫШЬЮ
Казачук Мария Андреевна, Березникер Алексей Витальевич

Кафедра интеллектуальных информационных технологий, e-mail: mkazachuk@cs.msu.ru,
berezniker@mail.ru

В настоящее время динамическая аутентификация пользователей на основе
анализа работы с компьютерной мышью является актуальным направлением
исследований в сфере компьютерной безопасности. Существующие в данной
области решения обладают рядом недостатков. В частности, контролируемым
сбором данных, использованием бинарных классификаторов и переобучением
на исходных наборах данных.

В данной работе рассматриваются существующие методы динамической
аутентификации, основанные на использовании нейросетевых подходов и клас-
сических методов машинного обучения, таких как: одноклассовый метод опор-
ных векторов, методы на основе решающих деревьев, локальной плотности
точек и эллипсоидальной аппроксимации. Анализируются достоинства и недо-
статки различных подходов. Предлагаются подходы к предобработке данных
и построению признакового пространства на основе градиентного бустинга
и стандартной нормализации. Предлагаются собственные архитектуры пол-
носвязных, сверточных и рекуррентных нейронных сетей, сопоставимые по
качеству работы с классическими методами. Для оценки качества работы ме-
тодов используется комбинация пяти открытых наборов данных, содержащих
информации о динамике работы с компьютерной мышью 105 пользователей. Ре-
шение о блокировке принимается на основе динамически изменяемого уровня
доверия алгоритмом TrustModel [1].

На основе предложенного метода, демонстрирующего наилучшее качество
работы (ROC AUC 0.82), было разработано и реализовано кроссплатформен-
ное приложение для динамической аутентификации пользователей на основе
анализа работы с компьютерной мышью. Данная программа и ее отдельные
модули могут послужить основой для построения перспективных современных
систем информационной безопасности.



92 Капустин Н. Ю., Холомеева А. А.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] Mondal S., Bours P. A computational approach to the continuous authentication
biometric system //Information Sciences. – 2015. – Т. 304. – С. 28-53.
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В D, замыкании области D = {(x, t) : 0 < x < 1, 0 < t < T} требуется
найти непрерывную функцию u(x, t), удовлетворяющую уравнению теплопро-
водности

ut(x, t) = uxx(x, t), 0 < x < 1, 0 < t < T, (1)
начальному условию

u(x, 0) = f(x), 0 6 x 6 1 (2)

и граничным условиям

ux(1, t) = du(1, t), aux(0, t) + uxt(0, t) = but(0, t), 0 < t < T, (3)

где a, b = const > 0, d = const < 0.
Задача (1)-(3) в случае, когда функция f(x) принадлежит классу Гельдера

Cα[0, 1], α > 0 имеет решение, но оно не является единственным. Потребо-
вав дополнительно непрерывность производной решения задачи (1)-(3) по
пространственной переменной в точке (0,0), мы можем гарантировать един-
ственность решения.

Теорема 1. Пусть функция f(x) имеет производную f ′(x), принадлежащую
классу Гельдера Cα[0, 1] с любым положительным показателем α. Тогда суще-
ствует единственное решение u(x, t) задачи (1)-(3) с непрерывной производной
ux(x, t) в точке (0,0), которое представимо в виде ряда

u(x, t) =
∞∑
n=0

Dn

( 1∫
0

Xn(s)f(s)ds
)
Xn(x)e−λnt,

где

Xn(x) = sin (
√
λnx)− (a− λn)

b
√
λn

cos (
√
λnx), n = 0, 1, 2, . . .

с занумерованными в порядке возрастания собственными числами из характе-
ристического уравнения

ctg
√
λ =

λ
√
λ+ (db− a)

√
λ

(b− d)λ+ ad
,Dn =

( 1∫
0

[Xn(x)]2dx+
a[X ′n(0)]2

bλ2
n

)−1

.
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При обосновании результата используются идеи и методы работ [1-3].
Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 20-51-18006 Болг-а).
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В задаче лечения бесплодия разработка и внедрение техник экстракорпораль-
ного оплодотворения (ЭКО) является большим достижением репродуктологии.
Данный метод позволил реализовывать функцию деторождения при различных
формах бесплодия, а одна из его форм - интрацитоплазмическая инъекция
сперматозоида (ИКСИ) - благодаря исследованиям в области репродукции
стала широко доступной. К сожалению, такие операции не всегда являются
успешными. Так, согласно исследованиям Американского общества репродук-
тивной медицины (ASRM), эффективность ИКСИ варьируется от 50 до 80% в
зависимости от показателей женщины и мужчины (возраст, наличие заболева-
ний и др.). Результат операции в данный момент можно узнать только спустя
5-7 дней, поэтому задача его предсказания с помощью видеозаписи процесса
оплодотворения является чрезвычайно актуальной. При этом первым этапом
такого анализа видеоизображений является отделение основных объектов от
фона. В настоящее время существуют различные методы детектирования и
выделения объектов на изображениях. Однако в случае ИКСИ из-за наличия
на изображениях большого числа артефактов их эффективность невысока.
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Целью данной работы является построение нейросетевой модели для семан-
тической сегментации на изображениях процесса оплодотворения с помощью
метода ИКСИ важных для исследования объектов: микропипетки, микроинъек-
тора и яйцеклетки.

В качестве входного набора данных были использованы видеопоследова-
тельности, на которых изображен процесс оплодотворения методом ИКСИ. Из
176 имеющихся видеозаписей были использованы 40, в которых отбирался
каждый 20 кадр; частота кадров составляла 15 кадров/с, а разрешение 1024x768
пикселей. На кадрах присутствовали шумы и артефакты, генерируемые как
системой, так и объектами. Для каждого из 656 кадров, выбранных для обу-
чения модели, была произведена ручная разметка, с помощью которой для
каждого пикселя определялось, к какому из четырёх классов он принадлежит:
микропипетка, микроинъектор, яйцеклетка или фон.

Для создания модели, выполняющей семантическую сегментацию, была
проведена серия экспериментов по выбору архитектуры нейронной сети, коди-
ровщика, а также функции потерь. Для улучшения результатов веса кодировщи-
ка инициализировались значениями, полученными при обучении на больших
объемах данных. Для оценки качества обучения была выбрана функция пере-
сечения относительно объединения (intersection over union (IOU)). Также для
увеличения обучающей выборки была выполнена аугментация, позволившая
улучшить качество итоговой модели.

В результате проведенных экспериментов была получена модель на основе
архитектуры Feature Pyramid Network [1] – сверточной нейронной сети, по-
строенной в виде пирамиды, с кодировщиком efficient net [2], предварительно
обученным на наборе данных “noise student” [3]. Итоговая модель характери-
зуется IOU = 0.949811, для яйцеклетки IOU = 0.971273, для микроинъектора
IOU = 0.847722, для микропипетки IOU = 0.984819, для фона IOU = 0.995428.
Скорость работы алгоритма составляет 10 кадров в секунду.

Алгоритм отличается от существующего в настоящее время небольшого
числа работ, посвященных решению данной задачи, применением глубоких
нейронных сетей. Помимо этого, был создан набор данных с высокой точно-
стью разметки. Данное решение может быть использовано для автоматической
сегментации записи процесса выполнения ИКСИ, когда на вход подается исход-
ное видео, а на выходе получается последовательность с сегментированными
объектами. Это упрощает работу оператора, выполняющего процесс оплодотво-
рения. Результаты работы системы могут быть использованы для извлечения
признаков с целью предсказания успешности процесса оплодотворения по его
видеоизображению.

Авторы выражают благодарность Трошиной Т.Г. за предоставленные видео-
изображения процесса ИКСИ.
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Глиомы – самые распространённые опухоли центральной нервной системы
человека. Из всех злокачественных опухолей в головном мозге на них прихо-
дится доля в 80% [1]. В соответствии с критериями Всемирной организации
здравоохранения глиомы делятся на низкую (I и II) и высокую (III и IV) степе-
ни злокачественности. Так же глиомы разделяются по гистологическому типу:
пилоцитарная астроцитома (I степень); диффузные астроцитомы, олигодендро-
глиомы и олигоастроцитомы (II, III, IV степень); глиобластомы (IV степень).
Предоперационная оценка типа глиальной опухоли очень важна для принятия
решения о лечении и составления прогноза выздоровления [2].

Стандарт оценки глиомы – гистопатологическая диагностика после биопсии.
Однако инвазивность такого метода может причинить дискомфорт пациен-
там. Соответственно, точный и неинвазивный метод определения полезен для
предоперационной классификации глиом. В данной области большое значение
также имеет качество данных для анализа, так как они могут быть собраны с
различных аппаратов и выполнены в разных режимах.

В данной работе в качестве неинвазивного метода предлагается анализ
и классификация МР-изображений пациентов НМИЦ нейрохирургии имени
академика Н.Н. Бурденко при помощи методов машинного обучения. Была
реализована нейросетевая модель, которая обучается на 2D-изображениях в
различных срезах и 3D-изображениях головного мозга. Кроме того, были
применены техники 3D-сегментирования опухолей.
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Табл. 1: Метрики 3D-классификации.

На предоставленных данных была проведена классификация опухолей на I,
II, III и IV степени злокачественности. В ходе обучения на 2D-срезах головного
мозга были получены следующие показатели: Accuracy 50% и ROC AUC
72%. Однако использование обучения на 3D-модели мозга помогло добиться
значительного улучшения: Accuracy 83% и ROC AUC 95%.
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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ СИНХРОНИЗАЦИИ СОСТОЯНИЯ
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Сетевой процессор (СП) — это специализированная интегральная схема,
предназначенная для обработки пакетов сетевыми устройствами и являющаяся
основным функциональным элементом сетевых устройств [3]. В настоящее
время активно развиваются программируемые СП, позволяющие как загру-
жать новые алгоритмы обработки пакетов, так и определять новые протоколы
передачи данных [1].

Высокопроизводительные сетевые устройства, способные реализовывать
алгоритмы обработки пакетов с хранением состояния, становятся всё более
востребованными, например, для построения сетей передачи данных в центрах
обработки данных или в сетях телекоммуникационных провайдеров [1]. При-
мерами подобных алгоритмов являются алгоритм балансировки транспортных
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потоков, алгоритм port-knocking и алгоритм быстрого восстановления потока
пакетов после отключения канала [2]. Важно отметить, что состояние такого
алгоритма обработки пакетов должно храниться и после завершения обработки
пакета. Таким образом, современные требования к сетям приводят к необ-
ходимости разработки программируемого СП, позволяющего реализовывать
алгоритмы обработки пакетов с хранением состояния.

В данной работе рассматривается архитектура СП RuNPU и её модифи-
кации, позволяющие применять алгоритмы обработки пакетов с хранением
состояния, требующие синхронизации состояния между портами СП. Предлага-
ются методы построения системы доступа к разделяемой памяти с параллельно
работающих вычислительных ядер, основанные на общей шине и сети на
кристалле. Рассматривается программное средство, используемое для экспери-
ментального исследования разработанной архитектуры, представляющее собой
имитационную модель СПУ. В рамках экспериментального исследования были
исследованы параметрические характеристики разработанной архитектуры СП.

Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ, грант № 19-07-01076.
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Схема конечномерной модели химии показана на рисунке 1. Ее физическая
реализация возможна на системе оптических многомодовых полостей с мно-
гоуровневыми атомами внутри; это квантовый компьютер с интерфейсом не
фейнмановского типа, состоящим из химических примитивов - элементарных
реакций, например, переход электрона от атома к атому, или поглощение фото-
на с переходом на возбужденный уровень в атоме или молекуле (модификация
модели Тависа-Каммингса-Хаббарда ([1]). Общий гамильтониан для рассчи-
танной нами ограниченной версии химического квантового компьютера имеет
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вид

Hchem =
∑
j

HRWA
j,TCd +

∑
j

HRWA
el−jumps +

∑
j<j′

Hj,j′ ph−jupms +
∑
j<j′

Hj,j′ nuc−jupms

где первое слагаемое выражает взаимодействие поля с электронной оболочкой
атомов, нумерованы индексом j, второе - переходы электронов от атома к
атому в пределах одной полости, третье - перемещение фотонов, четвертое -
перемещение атомных ядер.

Моделирование взаимодействия со средой осуществлялось через численное
решение квантового основного уравнения ([2]):

i~ρ̇ = [Hchem, ρ] + iL, L =
∑
i

γi(AiρA
+
i −

1

2
{ρ,A+A}),

где операторы Линдблада Ai выражали а) утечку фотонов разных мод из по-
лостей: Ai = ai (релаксация атомного возбуждения - см., например, [3]), б)
ассоциацию атомов в молекулу и диссоциации молекулы. На рисунке 2 показан
результат численного решения квантового основного уравнения, с темными
состояниями электронных оболочек; аналогичный вид имеет динамика оптиче-
ской интерпретации данного процесса - для многоуровневых атомов, между
которыми возможно лишь перемещение фотонов.

Запутанные состояния дают также возможность улучшить качество распре-
деленных вычислений с односторонним управлением.

Рис. 1: Схема конечномерной модели химии, включающей орбитальные перехо-
ды электронов внутри атомов и между атомами, спиновые переходы с участием
фотонов разных мод.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 18-01-00695-а).
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Рис. 2: Динамика стабилизации на темных состояниях электронных оболочек
при утечке фотонов
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О НЕПУСТОТЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ РАЗНОСТИ
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Статья посвящена свойствам операции геометрической разности множеств
(см. [1]) в гильбертовом пространстве. Обосновывается необходимое условие
непустоты геометрической разности множеств, ряд следствий из него, при-
водятся примеры их применения. При этом используется вспомогательное
понятие ширины множества в данном направлении (см. [2]), определяемое
через опорную функцию множества.
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ОСОБЕННОСТИ ДИНАМИКИ ПРОЦЕССА ГОРЕНИЯ,

ПРОТЕКАЮЩЕГО В РЕЖИМЕ С ОБОСТРЕНИЕМ НА

ОДНОРОДНОМ НЕНУЛЕВОМ ТЕМПЕРАТУРНОМ ФОНЕ

Куретова Екатерина Дмитриевна
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Исследуются решения нелинейного уравнения теплопроводности с объем-
ным источником тепла, развивающиеся в режиме с обострением. В качестве
источника рассматриваются знакопеременные степенные функции, обеспечи-
вающие существование ненулевого устойчивого однородного стационарного
решения. Показано, что в зависимости от значений параметров возможно раз-
витие решений в режиме с обострением на ненулевом фоне, соответствующем
устойчивому стационару, однако формирование и эволюция тепловых структур
в этом случае имеет свои особенности.
Исследования проводились для одномерного [1] и для трехмерного случая в
предположении радиальной симметрии [2]. Показано, что типы получаемых ре-
жимов с обострением зависят от соотношений между показателями степенных
зависимостей коэффициентов теплопроводности и старшего члена разложения
в источнике от температуры. Формирование областей интенсивного горения
происходит при некоторых сверхкритических возмущениях температурного
фона, тогда как начальные распределения ниже критических затухают и возвра-
щаются со временем к фоновым значениям температуры. Рассмотрена также
динамика отрицательных возмущений фона. Приведены примеры формиро-
вания на ненулевом фоне структур разных типов, в том числе трехмерных
радиально-симметричных структур как в изотропной, так и в анизотропной
среде.
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В 2009 году было представлено первое доказательство принципиальной воз-
можности реализации полностью гомоморфных вычислений [1], позволяющих
проводить арифметические операции в недоверенной среде непосредственно
над зашифрованными данными.

Потенциально технология имеет множество приложений в первую очередь в
облачных вычислениях и при работе с конфиденциальными данными (финансо-
вая и медицинская информация, результаты голосований и т. д.), однако её раз-
витие ограничено производительностью полностью гомоморфных вычислений,
линейностью выполняемых вычислений и высоким порогом вхождения [2, 3].

Доклад посвящен текущему состоянию области полностью гомоморфного
шифрования. Рассмотрена теоретическая модель, реализуемая современными
библиотеками полностью гомоморфного шифрования, сопоставлена произво-
дительность актуальных реализаций на тестовых примерах для следующих
проектов:

1. HElib (https://github.com/homenc/HElib, актуальный релиз: январь 2021)

2. Palisade (https://gitlab.com/palisade/palisade-release, актуальный релиз: де-
кабрь 2020)

3. SEAL (https://github.com/microsoft/SEAL, актуальный релиз: апрель 2021)

4. TFHE (https://github.com/tfhe/tfhe, актуальный релиз: февраль 2020)

Кроме того, в рамках работы разработано программное средство, осуществ-
ляющее трансляцию линейного потока целочисленных арифметических ин-
струкций из промежуточного представления LLVM в вызовы API полностью
гомоморфных библиотек, что позволяет защитить вычисления с использова-
нием FHE без модификации исходного программного кода. В качестве цели
трансляции может быть указана любая из перечисленных реализаций (шифрова-
ние BGV), при этом собранные веса операций позволяют априорно определить
наиболее эффективную для заданной цепочки вычисления библиотеку.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

РАСПРОСТРАНЕНИЯ ЭПИДЕМИИ КОРОНАВИРУСА В

ОТКРЫТЫХ НЕОДНОРОДНЫХ СИСТЕМАХ

Куркина Елена Сергеевна
Кафедра вычислительных методов, e-mail: elena.kurkina@cs.msu.su

В работе проводится математическое моделирование распространения ко-
ронавируса в разных странах (Бразилии, Индии, США, Японии, Израиле,
Испании, Швеции и др.), в Москве и во всем Мире. Динамика распространения
эпидемии очень сложная, поскольку она происходит в открытых неоднородных
системах, в которых время от времени случайно возникают новые очаги зара-
жения, запускающие новые цепочки передачи инфекции от зараженных людей
к восприимчивым. В общем случае статистические данные, собранные в виде
кумулятивных и эпидемических кривых, представляют собой суперпозицию
многих локальных волн эпидемии.
В работе для моделирования используется дискретное логистическое уравне-
ние Фейгенбаума (logisticmap), которое в определенном диапазоне параметров
описывает логистический рост популяции в среде с ограниченными ресурса-
ми.Разработана методика выявления локальных волн эпидемии, определения
их параметров в модели, и прогнозирования дальнейшего развития каждой
волны. Волны вводятся в модель последовательно по мере развития эпидемии.
Модель применяется для расчета общего числа случаев заболевания, общего
количества смертей, выздоровлений и активных случаев. Показано, что эта
модель является оптимальной для описания распространения эпидемий в от-
крытых неоднородных системах при большой погрешности статистических
данных. Показано, что модель позволяет хорошо описывать статистические
данные и делать реалистичные прогнозы. Горизонт прогноза зависит от степени
замкнутости и однородности системы. В работе рассчитываются даты начала
очередной волны, даты окончания, пик и общее количество случаев, которое
даст эта волна.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] Куркина Е. С., Кольцова Е. М. Математическое моделирование распростра-
нения волн эпидемии коронавируса COVID-19 в разных странах мира //



Ложкин С. А., Зизов В. С. 103

Прикладная математика и информатика. Труды факультета ВМК МГУ. 2021.
Т. 66. С. 41–66.

О СЛОЖНОСТИ РЕАЛИЗАЦИИ МУЛЬТИПЛЕКСОРНЫХ
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Впервые модель клеточных схем (КС) в «стандартном» базисе из функцио-
нальных и коммутационных элементов, где под сложностью КС понималась ее
площадь, была предложена в 1967 году С. С. Кравцовым в [1]. Клеточная схема
представляет собой математическую модель интегральных схем, вычисляющих
булевы функции (БФ), которая учитывает наличие необходимых трассировоч-
ных ресурсов при их создании. В зарубежных источниках аналогичная модель
впервые была описана К. Д. Томпсоном в [2].

В рамках моделей клеточных схем [1, 2] был получен целый ряд результа-
тов, связанных с установлением верхних и нижних оценок различной степени
точности как для функции Шеннона, характеризующей сложность самой «слож-
ной» БФ от заданного числа булевых переменных (БП), так и для некоторых
специальных БФ и систем БФ (см., например, [3–6]).

В настоящей работе для одного конечного полного базиса Б рассматри-
вается модель, где каждая схема Σ имеет вид прямоугольной решётки (ПР),
составленной из единичных квадратов - коммутационных и функциональных
элементов базиса Б. Предполагается, что КС Σ представляет собой «укладку»
в ПР некоторой схемы из функциональных элементов S, что входы и выходы S
бесповторно располагаются на границе Σ, причём Σ реализует ту же систему
БФ, что и S. Под сложностью A(F ) системы БФ F понимается минимальная
площадь реализующих ее КС. Изучается сложность реализации в данной мо-
дели КС т. н. мультиплексорной БФ порядка n, то есть БФ µn, которая имеет
n адресных БП, 2n информационных БП и равна своей информационной БП
с номером i, i = 0, . . . , 2n − 1, если набор значений ее адресных БП имеет
номер i.

Теорема 1.
n2n−1 −O(log n2n) 6 A(µn) 6 n2n−1 +O(2n).

Замечание 1. По аналогии с [7] полученные оценки можно считать близкими
к оценкам высокой степени точности (АОВСТ). Оценки типа АОВСТ для
сложности дешифратора порядка n установлены в работе [6].
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Работа выполнена при поддержке гранта Московского центра фундамен-
тальной и прикладной математики.
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В данной работе рассматривается задача индивидуального синтеза в классе
контактных схем (КС) для стандартной мультиплексорной функции алгебры
логики порядка n, то есть для функции µn от n + 2n булевых переменных
(БП), где первые n БП называются «адресными» БП, а оставшиеся 2n — «ин-
формационными» БП. При этом значение функции µn равно значению той ее
информационной переменной, номер которой поступил на ее адресные входы.

Введем необходимые определения. Те понятия, которые в данной работе не
определяются, могут быть найдены, например, в [1, 2].
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Определение. Любую ФАЛ, которая получается из ФАЛ µn в результате
некоторой подстановки констант вместо ее информационных БП, будем
называть квазимультиплексорной ФАЛ порядка n.

Определение. Будем говорить, что контактная схема Σ, реализующая муль-
типлексорную (квазимультиплексорную) ФАЛ µn, корректна, если любая про-
водящая цепь в схеме Σ, содержащая вершину инцидентную некоторому кон-
такту информационной переменной, содержит также контакт какой-либо
информационной переменной инцидентный данной вершине.

Определение. Множество K ′, которое состоит из всевозможных коррект-
ных контактных схем, реализующих мультиплексорные или квазимультиплек-
сорные функции, будем называть классом корректных мультиплексорных
контактных схем.

Сложностью LK
′
(f) функции f в классе K ′ будем, как обычно, называть

сложность минимальной контактной схемы из класса K ′, которая реализует
данную функцию.

Теорема. Для мультиплексорной ФАЛ µn порядка n, n > 2, справедливо следу-
ющее неравенство:

LK
′
(µn) > 2n+1 +

2n

2n
−O(

2n

n2
).

Учитывая, установленную в работе [3] верхнюю оценку сложности муль-
типлексорной ФАЛ в классе π-схем, которая достигается на корректной КС
получим, что для ФАЛ µn, n > 2, выполняются неравенства:

2n+1 +
2n

2n
−O(

2n

n2
) 6 LK

′
(µn) 6 2n+1 +

2n

n
+O

( 2n

n log n

)
.

Работа выполнена при поддержке гранта Московского центра фундамен-
тальной и прикладной математики.
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Сравнительный анализ 3D-структур белков широко используется при реше-
нии многих задач биоинформатики. Наиболее важным источником белковых
структур является база данных PDB (Protein Data Bank) [1], в которой собира-
ется информация об экспериментально определенных белковых структурах и
их атомных координатах. Число структур в этой базе постоянно увеличивается.
Поиск белков структурно похожих на заданный белок является актуальной
задачей. Лидирующим подходом к сравнительному структурному анализу бел-
ков является метод, основанный на выравнивании структур. Выравнивание
определяется путем совмещения наборов координат атомов сравниваемых бел-
ков согласно некоторому заданному критерию расстояния между структурами.
Методы парного структурного выравнивания активно развиваются, пресле-
дуя своей целью повышение качества выравнивания и сокращение времени
решения [2, 3].

Идея предлагаемого в данной работе решения задачи поиска структурно
похожих белков заключается в разбиении процесса поиска на две фазы. На
первой фазе быстрыми методами производится поиск потенциально похожих
белков, на второй фазе проводится уточняющий поиск более точными методами.
Реализацию первой фазы поиска предлагается выполнять с использованием
нейросети, обучение которой проводится на базах данных, построенных на
основе PDB и состоящих из выделенных классов белков-гомологов, то есть
родственных и схожих по строению белков. Такие базы данных формируются
исследователями для решения других задач.

В качестве обучающей базы данных в данной работе выбрана база данных
CATH S40, которая состоит из множества доменов белков разбитых на классы
гомологов. Для каждого белка из этой базы данных строится вектор признаков.
В качестве такого вектора в работе предлагается использовать вектор, опреде-
ляющий распределение расстояний между всеми парами Ca атомов в белке.
Для схожих структур белков такие вектора тоже будут похожи. Таким образом,
для сравнения белков использовалась полносвязная нейросеть, состоящая из
пяти слоев. На вход нейросети подавались векторы признаков. Размер входного
слоя был выбран равным 2000.

Для обучения и тестирования нейросети случайным образом было выбрано
100000 пар доменов белков. Половина пар — похожие структуры (гомологи).
Тестовая выборка состояла из 20%, тренировочная из 80% всей выборки. Время
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вычисления векторов признаков для всех доменов (предобработка) составила
1868 секунд. Вычисления производились на обычном ноутбуке: процессор
Intel Core i5-8250U. Точность (accuracy) подхода с наилучшими параметрами
88.95 на тестовой выборке. Время применения обученной модели к 100000
случайных пар доменов белков — 23.99 секунд. Для примера, известная среди
биологов программа MATT [4] работает в 2339 раз дольше на этих же данных,
показывая при этом качество 100%.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ № 20-07-01053
(Мазеев А.В. и Попова Н.Н.) и гранта РФФИ № 18-29-13060 (Суплатов Д.А.).
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SAPFOR [1] является инструментом для автоматизированного распаралле-
ливания программ на языке Си и использует LLVM (вместе с Clang) для
построения промежуточного представления программ и статического анализа
кода. Один из основных принципов LLVM — необходимость типизированного
выделения памяти для любых переменных в программе (в том числе локаль-
ных). При построении SSA формы в LLVM используется проход SROA (scalar
replacement of aggregates) [2], который пытается разделить агрегатную память
такую как массивы константного размера и структуры на отдельные скаляры
и переместить их на регистры. Кроме того, простые скалярные переменные
также помещаются на регистры и для них удаляются инструкции чтения и
записи в память. При использовании SROA теряются адреса памяти подобных
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переменных, поэтому данный проход никак не изменяет глобальные перемен-
ные, переменные-указатели и скаляры от которых берется адрес, что может
затруднять поиск зависимостей по данным. В частности, эта проблема воз-
никает при использовании MPI, так как многие функции этой библиотеки
оперируют указателями.
В данной работе был доработан статический анализатор системы SAPFOR
для улучшения анализа зависимостей по данным. Был добавлен проход преоб-
разования, который для каждого гнезда циклов в функции пытается решить
описанную выше проблему. Основные шаги алгоритма:
1. Поиск и сохранение переменных, которые до этого были помечены как

имеющие зависимости по данным;

2. Для каждой переменной анализ возможности проведения преобразования.
Для этого необходимо гарантированное отсутствие записи через участок
памяти, где находится адрес указателя, и отсутствие у цикла и переменной
свойств LLVM, запрещающих преобразование;

3. Преобразование, похожее на проход SROA: удаление LLVM инструкций load
и store, добавление φ-функций. При этом внутри циклов вместо инструкций
загрузки в память используются регистры, а после цикла обновленное
значение загружается назад в память;

4. Добавление отладочной информации для корректного анализа с использо-
ванием дерева псевдонимов [3]. Все добавленные инструкции связываются
с новой отладочной переменной, и сохраняется её связь с исходной пе-
ременной. На более позднем этапе анализа при обнаружении каких-либо
свойств или зависимостей по данным этот результат распространяется на
изначальную переменную.

Данный проход помог улучшить определение редукционных переменных в
MPI версии тестов из набора NAS Parallel Benchmarks [4], в том числе EP и
CG, что позволило выполнить дополнительное распараллеливание программ с
помощью SAPFOR и задействовать графические процессоры в узле кластера.
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Надежность программного обеспечения на сегодняшний день является од-
ним из ключевых аспектов при разработке. Для проверки ПО на предмет
наличия дефектов и уязвимостей используют различные методы стаического и
динамического анализа исходного кода. Одним из эффективных методов дина-
мического анализа является фаззинг [1]. Суть фаззинг заключается в подаче
на вход программе случайных данных с целью нарушения ее работы, что в
свою очередь позволяет обнаруживать дефекты и уязвимости в автоматиче-
ском режиме. В данной работе будет рассмотрен фаззер для интерпретаторов
JavaScript кода. Такие интерпретаторы интегрированы почти во все современ-
ные веб-браузеры. Учитывая, что веб-бразуеры стали неотъемлемой частью
нашей повседневной жизни, надежность в данном случае играет критическую
роль. В популярных браузерах на основе Chromium (Google Chrome, Microsoft
Edge) применяется JavaScript интерпретатор V8, разработанный компанией
Google, предназначенный для обработки JavaScript программ на веб-страницах.
Таким образом, входными данными, сгенерированными в процессе фаззин-
га, будут JavaScript программы, которые позволяют обнаружить дефекты в
интерпретаторе V8.

В фаззинге используется случайная генерация входных данных - на основе
словарей или же с помощью мутаций. Недостаток метода в том, что из всех
сгенерированных тестов количество синтаксически и семантически корректных
составляет 0.58% [2]. Решение заключается в использовании лингвистических
моделей, широко используемые в обработке естественного языка. Обучив
лингвистическую модель на данных, составленных из регрессионных тестов
интерпретатора JavaScript, мы обнаружили, что программы, которые вызывают
отказ в работе интерпретаторов, имеют схожие паттерны. Это позволило под-
нять количество корректно сгенерированных примеров до 58.26%. Фаззеры на
основе нейронных сетей с архитектурой LSTM, RNN и Transformers позволили
за 72 часа обнаружить соответственно 522, 784 и 524 не дедуплицированных
дефектов в интерпретаторе V8.

Работа выполнена при поддержке компании Google.
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В ПКС среди протоколов управления широкое распространение получил
протокол OpenFlow. В спецификации протокола [1] правила обработки пакетов
определяются двумя основными абстракциями — таблицей потоков и груп-
повой таблицей. Для классификации пакетов по значениям полей заголовка
необходимо производить поиск правила в таблице потоков. Каждое правило
определяет необходимые модификации заголовка пакета и номер выходного
порта. Групповая таблица позволяет определять дополнительные действия над
пакетом, а также создавать несколько различных копий пакетов для многоад-
ресной рассылки.

В работе рассматривается коммутатор на базе программируемого сетевого
процессора RuNPU, который выполняет основные задачи по обработке паке-
тов [2]. Поиск в программе на языке ассемблера RuNPU реализуется в виде
дерева поиска, состоящего из команд условных переходов. В архитектуре рас-
сматриваемого сетевого процессора данные непосредственно прописываются
в машинных командах, поэтому каждое изменение данных требует загрузки
обновленной программы в память процессора.

При разработке ПКС коммутатора возникает задача по созданию системы
трансляции абстракций протокола OpenFlow в язык ассемблера сетевого про-
цессора. Основную сложность составляет реализация классификации пакетов
по таблице потоков, а также обработка нескольких копий пакета в групповой
таблице.

По результатам анализа подходов предлагается поддерживающая добавле-
ние и удаление правил структура данных для промежуточного представления
таблицы потоков и два способа трансляции структуры данных в программу
на языке ассемблера. Разработанные способы позволяют избежать излишнего
дублирования кода загрузки значений полей заголовка пакета. Для разработан-
ной системы трансляции проводится экспериментальное исследование с целью
оценки объема памяти и среднего времени обработки пакета для получаемой
программы на языке ассемблера. Экспериментальные данные генерировались
на основе шаблонов таблиц потоков, соответствующих сценариям работы ПКС
приложений. Для рассмотренных характеристик были выявлены линейные
зависимости от количества правил в исходной таблице потоков.
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Пусть нападение и защита распределяют свои силы в количествах A и
B по n пунктам возможного прорыва средств нападения в соответствии со
стратегиями

x ∈ X = {x ∈ En
+|

n∑
i=1

xi = A}, y ∈ Y = {y ∈ En
+|

n∑
i=1

yi = B}.

На каждом i-м пункте защита имеет N рубежей обороны. Предполагается,
что одна единица средств защиты может воздействовать на ri единиц средств
нападения и поражать их на j-м рубеже с вероятностью pij, j = 1, ..., N.
Обозначим qij = 1 − pij и предположим, что pi1 < pi2 < ... < piN . Модель с
равными вероятностями поражения на разных рубежах см. в [1]. Для i = 1, ..., n
введем обозначения

Qik =
k∏
j=1

qij, Pik = 1 +
N−1∑
j=k

j∏
s=k

qis, k = 1, ..., N, piN = 1, pi,N+1 = 0.

Защита, имея информацию о количестве сил нападения xi, распределяет сред-
ства yi по рубежам обороны с целью минимизировать среднее количество сил
нападения, прорвавшееся через все рубежи пункта i. Тогда этот минимум равен

fi(xi, yi) = max
[
QiNxi, max

16k6N

(xi − pikriyi)QiN

(1− pikPi,k+1)Qik

]
.

В докладе указан оптимальный способ распределения сил защиты по рубежам
обороны. Функция выигрыша нападения определяется как

F (x, y) =
n∑
i=1

λifi(xi, yi),

где λi — величина ущерба, наносимого единицей сил нападения, прорвавшейся
на i-м пункте.
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Представлен метод решения игры Γ = 〈X, Y, F (x, y)〉. При поиске минимакс-
ной чистой стратегии защиты используется принцип уравнивания Гермейера, а
оптимальной смешанной стратегии нападения — лемма Гиббса.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 19-01-00553-а).
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Согласно отчету Digital 2021 агентства We are social в мире насчитывается
более 5.2 млрд. пользователей мобильных телефонов. Каждое такое устройство
во время своего функционирования обменивается информацией о задержке и
уровне сигнала с базовыми станциями. Данные с базовых станций могут быть
использованы для определения местоположения устройств. Благодаря развитию
техники в области коммуникаций и методов анализа данных в настоящее время
для исследователей доступны данные о транспортных потоках между районами,
о количестве людей, находящихся в районах по получасовым интервалам, а
также данные транспортных потоков метрополитена.

Нами проведен обзор современных методов обработки данных сотовых
абонентов. Данный обзор включает не только методы для данных сотовых
операторов, но и для других данных, порождаемых сотовыми телефонами,
таких как данные акселерометров, GPS-приемников и Wi-Fi-передатчиков [1].

Аномальные наблюдения во временных рядах, описывающих транспортные
потоки, соответствуют важным социальным событиям. В нашем исследова-
нии предлагается метод детектирования аномалий в транспортных потоках
по данным сотовых операторов. Данный метод учитывает специфику данных
такого типа, что позволяет уменьшить число ложных срабатываний. Решение
было проверено на данных сотовых операторов Москвы. Метод показал хоро-
шие результаты, все известные аномалии были выявлены корректно, ложных
срабатываний не обнаружено. Результаты работы алгоритма могут быть ис-
пользованы городскими властями при планировании массовых мероприятий в
городе [2].

Данные сотовых операторов содержат информацию о количестве людей, пре-
бывающих в районе более получаса, а также данные о транспортных потоках
метро. На основе этих данных были сформированы признаковые пространства,



Никольский И. М. 113

описывающие районы и связи между ними. В полученных признаковых про-
странствах была проведена кластеризация. В результате кластеризации районов
был получен кластер жилых районов, кластер рабочих районов, а также три
кластера, занимающих промежуточные положения. При кластеризации свя-
зей районов и территориальных единиц были получены некоторые кластеры
соседей города Долгопрудного. Полученные результаты могут быть исполь-
зованы при построении новых социальных объектов и усовершенствовании
транспортной инфраструктуры городов.
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В настоящее время наблюдается взрывной рост количества устройств, осна-
щённых сенсорами. Мониторинг, осуществляемый с помощью больших набо-
ров сенсоров, играет важную роль в промышленности, медицине, логистике
и других сферах. Качественный мониторинг возможен только при наличии
большого набора сенсоров, что вынуждает использовать дешёвые комплектую-
щие (в частности, маломощные радиомодули) для повышения экономической
эффективности, а также запитывать устройства от батареек, чтобы избежать
большого числа проводов. Эти факторы приводят к необходимости отказаться
от посылки данных напрямую от сенсора к базовой станции в пользу пе-
редачи информации по цепочке. Объединения групп сенсоров посредством
радиоканала называются беспроводными сенсорными сетями (БСС).

В работе [1] был предложен протокол сбора информации с сенсоров с
дублированием сообщений. При передаче данных сенсор дублирует каждое
сообщение Nd раз, где число Nd рассчитывается в соответствиис процентом
потерь сообщений. Протокол был опробован на стендовой модели сенсорной
сети, узлы которой основаны на микроконтроллере Arduino Nano и радиопере-
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датчике NRF24L01. Проведённые эксперименты показали, что предложенный
протокол действительно позволяет эффективно снижать потери данных.

Опыт разработки показал, что отладка протокола непосредственно на сен-
сорных узлах связана с большими времязатратами. Представляется более раци-
ональным производить предварительную отладку логики взаимодействия узлов
БСС с помощью компьютерных симуляций. К сожалению существующие симу-
ляторы сетей весьма сложны в освоении, кроме того превращение симуляции
в программу для микроконтроллера затруднительно. В данной работе представ-
лен симулятор, который позволяет стандартным образом создавать симуляции
для протоколов коммуникаций в БСС. Для этого протокол описывается в виде
наборов состояний сенсорных узлов, наборов типов служебных сообщений,
конечных автоматов состояний сенсорных узлов. Разработанный позволяет ав-
томатически генерировать управляющий код для узлов, использующих Arduino,
по симуляционному коду пользователя.
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Иерархическое разбиение (subdivision) позволяет представить гладкую по-
верхность как результат последовательного сгущения более грубой полигональ-
ной сетки. Существует множество алгоритмов иерархического разбиения, и
одним из самых широко применяемых является алгоритм Катмулла—Кларка [1].
В ходе работы алгоритма координаты точек полигональной сетки многократно
пересчитываются, и для выполнения итерации алгоритма необходимо знать
координаты точек на предыдущей итерации. Для вычисления новых координат
в алгоритме также используется информация о смежности. В частности, для
каждой вершины необходимо знать, к каким ребрам и граням эта вершина
принадлежит, а для каждого ребра необходимо знать, к каким граням принадле-
жит это ребро. Потребность в высокопроизводительной реализации алгоритма
Катмулла–Кларка возникает при применении алгоритма на сетке, изменяющей-
ся в реальном времени (например, в программах 3D моделирования). Таким
образом, производительность реализации определяет максимальный размер
сетки, с которым возможно работать в интерактивном режиме.
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Данная работа посвящена оптимизации алгоритма Катмулла—Кларка. Было
последовательно получено несколько реализаций, каждая из которых имеет
более высокую производительность, чем предыдущая. В ходе оптимизации
был выделен ряд факторов, оказывающих значительное влияние на эффектив-
ность работы алгоритма: 1) сводимость построения информации о смежности
к поиску уникальных ребер, 2) преобладание времени построения информации
о смежности над временем фактического сглаживания, 3) важность перенуме-
рования вершин для повышения локальности доступа к памяти.

Отметим, что в литературе по методам иерархического разбиения эти мо-
менты освещены скудно. Также была оценена эффективность применения
различных подходов к ускорению вычислений.

Сравнение производительности производилось с открытой реализацией
алгоритма, содержащейся в пакете OpenSubdiv.
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Пусть движение управляемого объекта описывается уравнением вида

ẋ = A(u)x+Bv, x(0) = x0, (1)

где x ∈ Rn (n > 1), u ∈ P - компакту из Rp (p > 1), v ∈ Q - выпуклому
компакту из Rq (q > 1), A(u), B — матрицы размерности n × n, n × q соот-
ветственно, причём u ∈ P — компакту из Rp, v ∈ Q — выпуклому компакту
из Rq , x0 — начальное состояние управляемой системы. Предполагается,
что матричная функция A(u) непрерывна на P. В (1) измеримые по Лебегу
функции v(t) ∈ Q, t ∈ [0, T ] (T > 0), моделируют воздействие возмущений,
действующих на систему, а управление u ∈ P считается постоянным.

При фиксированном u ∈ P обозначим через D(T, u) множество достижимо-
сти управляемого объекта (1) из начального состояния x0. Отметим, что D(T, u)
— выпуклый компакт, геометрически характеризующий разброс траекторий
управляемого объекта (1) при данном управляющем векторе u ∈ P .

Будем оценивать воздействие возмущений на управляемую систему (1)
функцией

α(u) = max
x∈D(T,u)

ϕ(x), (2)

где ϕ(x) - некоторая непрерывная скалярная функция, фиксированная на Rn.
Функция (2) характеризует разброс траекторий управляемого объекта (1) при
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фиксированном векторе u ∈ P в заданный момент времени Т. Векторы u ∈ P
находятся в распоряжении управляющего системой (1) и используются с целью
минимизации функции (2) на P, что физически означает минимизацию разброса
траекторий этой системы. Отметим, что для приложений представляет интерес,
например, функция ϕ(x) = |x− ξ|2, где ξ — некоторый фиксированный вектор
из Rn.

В работе обосновывается непрерывность маргинальной функции α(u) на
Р, откуда следует наличие минимума функции α(u) на компакте Р. Получены
также достаточные условия, обеспечивающие липшицевость функции α(u) на
Р, что полезно для поиска минимума этой функции на P.

СИСТЕМА АВТОМАТИЧЕСКОГО ТЕСТИРОВАНИЯ

СТУДЕНЧЕСКИХ ПРОГРАММ НА ЯЗЫКЕ АССАМБЛЕРА

Новиков Михаил Дмитриевич
Лаборатория вычислительного практикума и информационных систем, кафедра алгоритмических языков, e-mail:

novikov_57@mail.ru

На факультете ВМК МГУ с 2020 года разрабатывается система автоматиче-
ского тестирования программ (далее — САТП), написанных на языке Ассем-
блера. Эта система используется в вычислительном практикуме 1-го курса для
проверки правильности составленных студентами программ. За основу взяты
задачи из учебных пособий [1] и [2]. К настоящему времени составлены тесты
примерно к 100 задачам из пособия [2] и к заданиям 5 и 6 из пособия [1].

Возможности САТП

1. Система позволяет выполнять тестируемую программу на языке Ассемблера
MASM в автоматическом режиме. Наборы исходных данных для тестиро-
вания подбираются так, чтобы выявить все часто встречающиеся ошибки.
По окончании тестирования на экран компьютера выдаются исходные дан-
ные для каждого теста, выдаваемый программой результат и правильный
результат. Указывается количество правильных и ошибочных ответов.

2. Система позволяет контролировать выполнение формальных требований к
тестируемым программам, указанным в [1, 2]. Например, некоторые задачи
должны быть решены без использования или, наоборот, с обязательным
использованием каких-либо типов данных и конструкций языка Ассемблера
(например, не допускается использование переменных памяти или масси-
вов, обязательно использование стека, строковых команд, процедур и т.д.).
В САТП проверяется количество вхождений определенных слов в тести-
руемую программу (DB, DUP, PUSH и проч.) и, в случае несоответствия
требованиям, фиксируется ошибка.

3. САТП позволяет тестировать не только полную программу, но и фрагмент
программы. В случае тестирования фрагмента программы САТП добавляет к
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нему описания данных и команды, дополняющие его до полной программы,
которая затем тестируется.
Использование САТП САТП используется в студенческом практикуме на-

чиная с весеннего семестра 2020 года. Она показала свою эффективность. До
ее создания студенты часто приносили на проверку программы, содержащие
многочисленные ошибки. Преподавателю приходилось вручную тестировать
такие программы – вводить сложные исходные данные, сравнивать выдаваемые
результаты с правильными и проверять выполнение требований к программам.
Теперь же всю отладку студенты выполняют, в основном, самостоятельно и
приносят на проверку уже готовые программы.

Перспективы развития САТП
1. Предполагается составить тесты для оставшихся задач книги [2] — это, в

основном, задачи из глав с 7-й по 13-ю, не вошедшие в текущую версию
САТП.

2. Предполагается производить корректировку уже имеющихся тестов по ре-
зультатам апробаций.
САТП может быть запущена на локальном компьютере и не требует выхода

в Интернет. Используется транслятор MASM 6.14.
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Решение задач обработки и анализа больших объемов данных требуют
использования специализированных распределенных сервисов и высокопроиз-
водительных вычислений в облачных средах. Именно в облачной среде можно
развертывать виртуальные вычислительные кластеры с запрошенными характе-
ристиками и устанавливать необходимые системы для планирования заданий и
распределения ресурсов кластера. К таким системам относится Slurm [1].

При использовании и ручной настройке Slurm в облачной платформе уровня
IaaS (Infrastructure as a Service) неизбежно возникают такие сложности и
проблемы:
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1. Необходимость «ручной» подготовки кластера из виртуалных машин, свя-
занных по сети;

2. Реализация трудоемкого процесса развертывания диспетчера задач, требую-
щего наличия значительных временных ресурсов и высокого уровня знаний
и квалификации пользователя;

3. Существенный рост сложности и времени развертывания с увеличением
числа узлов в кластере;

4. Отсутствие вариантов автоматического воспроизведения развертывания.

В рамках проведенной работы реализована автоматизация развертывания
Slurm при помощи системы управления конфигурациями Ansible. Инструмент
Ansible позволяет осуществлять удаленный доступ по ssh протоколу к хостам
кластера и настраивать их в соответствии с описанными конфигурациями. На-
писанная роль была включена в проект Michman [2]. Michman - программное
обеспечение, которое взаимодействует с облачной платформой OpenStack и
реализует развертывание виртуальных кластеров и сервисов на нем по запро-
су REST API. Так, автоматизация развертывания системы Slurm решила все
вышеперечисленные проблемы:

1. Существенно уменьшилось время установки диспетчера задач для кластеров
в сравнении с развертыванием в ручном режиме;

2. Снизился порог входа для пользователя: развертывание сервиса осуществ-
ляется при помощи запроса REST API. В запросе пользователь указывает
число slave-узлов. Далее происходит автоматическое создание кластера в
облаке, где осуществляется установка Slurm с указанным числом рабочих
узлов,управляющим всей системой master-хостом и хостом с базой данных
для ведения журнала событий запущенных и выполненнызх заданий. В
ответе пользователь получает статус выполнения и точки доступа к кластеру
с настроенным Slurm;

3. Появилась возможность воспроизведения развертывания системы.
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Динамический анализ помеченных данных - это выполнение кода програм-
мы параллельно с отслеживанием того, на какие вычисления оказывают влия-
ние помеченные входные данные [1]. Данный способ анализа позволяет решать
ряд прикладных задач, связанных с обеспечением надежности программного
обеспечения и выявлением ранее неизвестных уязвимостей.

На сегодняшний день из большого числа инструментов динамического ана-
лиза помеченных данных [2, 3] можно найти лишь небольшую часть, где бы
развивалась идея отслеживания утечек чувствительных данных [4, 5]. Разра-
батываемый в ИСП РАН анализатор Лакмус применяется для отслеживания
ситуаций перехвата управления и исполнения произвольного кода. Для улучше-
ния точности анализа в нем используется концепция ослабевающей пометки
данных [2]. Раньше зачастую к ней приходилось добавлять уточняющие пра-
вила для тех или иных приложений и операционных систем, поэтому была
реализована инфраструктура для создания правил на языке Python. Это значи-
тельно повысило точность анализа и удобство работы с инструментом, позво-
лив без перекомпиляции исходного кода уточнять правила распространения
помеченных данных.

Были проведены эксперименты с целью оценки возможностей инструмен-
та Лакмус для решения задачи отслеживания чувствительной информации.
Утечки фиксировались в стандартных потоках вывода, ошибок и конкретных
файлах. В качестве тестовых образцов были выбраны две промышленные про-
граммы с открытым исходным кодом для просмотра pdf-документов: размер
первой – 37,2 MB (830 KLoC), второй – 22,2 MB (124 KLoC). В исходный
код каждой было добавлено по 10 уязвимостей типа CWE-200, из которых по
результатам тестирования было успешно обнаружено 18. Отсутствие фиксации
двух оставшихся уязвимостей было связано с архитектурными особенностями
инструмента, которые предполагается решить в ближайшем будущем.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] Schwartz E. J., Avgerinos T., Brumley D. All You Ever Wanted to Know About
Dynamic Taint Analysis and Forward Symbolic Execution (but Might Have
Been Afraid to Ask) // Proceedings of the 2010 IEEE Symposium on Security



120 Палионная С. И., Шестаков О. В.

and Privacy. SP ’10. Washington, DC, USA : IEEE Computer Society. 2010.
P. 317–331.

[2] Bakulin M., Klimushenkova M., Egorov D. Dynamic Diluted Taint Analysis
for Evaluating Detected Policy Violations // 2017 Ivannikov ISPRAS Open
Conference (ISPRAS). 2017. P. 22–26.

[3] О некоторых ограничениях полносистемного анализа помеченных дан-
ных / М. А. Климушенкова, М. Г. Бакулин, В. А. Падарян, П. М. Довгалюк,
Н. И. Фурсова, И. А. Васильев // Труды Института системного программи-
рования РАН. 2016. Т. 28, № 6. С. 11–26.

[4] David (Yu) Zhu, Jaeyeon Jung, Dawn Song, Tadayoshi Kohno, and David
Wetherall. 2011. TaintEraser: protecting sensitive data leaks using application-
level taint tracking. SIGOPS Oper. Syst. Rev. 45, 1 (January 2011), 142–154.

[5] B. Lokhande and S. Dhavale, "Overview of information flow tracking
techniques based on taint analysis for Android,"2014 International Conference
on Computing for Sustainable Global Development (INDIACom), New Delhi,
India, 2014, pp. 749-753.

АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ОЦЕНКИ РИСКА

FDR-МЕТОДА В ЗАДАЧЕ МНОЖЕСТВЕННОЙ ПРОВЕРКИ

ГИПОТЕЗ
Палионная Софья Игоревна, Шестаков Олег Владимирович

Кафедра математической статистики, e-mail: palionnaya@gmail.com, oshestakov@cs.msu.su

Задачи множественной проверки гипотез о значимости наблюдений зани-
мают важное место в прикладной статистике и применяются в самых разно-
образных областях таких, как генетика, биология, астрономия, компьютерная
графика и т.п. В частности эти задачи возникают при обработке многомерных
данных с целью выявления значимых признаков и удаления незначимых (шумо-
вых). Такое экономное представление данных крайне акутально при обработке
аудио- и видеоданных, генетических цепочек, энцефалограмм, спектрограмм и
т.д. В современных исследованиях, посвященных данной тематике, описаны
различные методы фильтрации, основанные на разреженном представлении
получаемых экспериментальных данных.

Существует множество статистических процедур, предлагающих различные
способы решения задачи множественной проверки гипотез. В работе [1] была
предложена мера, предполагающая контроль ожидаемой доли ложных отклоне-
ний нулевой гипотезы. Эта мера получила название FDR (false discovery rate)
и стала широко применяться в случаях, когда число проверяемых гипотез на-
столько велико, что предпочтительнее допустить некоторое количество ошибок
первого рода с целью увеличения статистической мощности. Для контроля
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над FDR чаще всего используется алгоритм множественной проверки гипотез
Бенжамини—Хочберга [1].

В докладе анализируются асимптотические свойства оценки среднеквадра-
тичного риска алгоритма Бенжамини—Хочберга. В работе [2] была доказана
сильная состоятельность данной оценки, а в работе [3] доказана её асимп-
тотическая нормальность. Также получены оценки скорости сходимости к
нормальному закону.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 19-07-00352).
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ЗАДАЧА УПРАВЛЕНИЯ ЗАРЯДКОЙ ЭЛЕКТРОМОБИЛЯ В

УСЛОВИЯХ ВЫЖИВАЕМОСТИ С ПОТЕНЦИАЛЬНЫМ

ИЗВЛЕЧЕНИЕМ ПРИБЫЛИ
Парастаев Григорий Сергеевич, Куржанский Александр Борисович
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В настоящей работе рассматривается задача управления нелинейной систе-
мой 

ẋ1 = x3

ẋ2 = x4

ẋ3 = u1

ẋ4 = u2

ẋ5 =
1

E

(
[µ (x5) d (t)]sgnu3 u3 −

θ
(
x2

3 + x2
4

)
µ (x5) d (t)

) , (1)

описывающей динамику движения электромобиля и уровня заряда его батареи
[1, 2], с целью сведения к минимуму затрат водителя на зарядку транспортно-
го средства в течение временного отрезка [t0, t1], т.е. достижения минимума
функционала

J (u (·)) =

∫ t1

t0

pg (t)u3 (t) dt, (2)
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где функция pg (·) – цена на электричество.
На фазовое состояние и управление наложены следующие ограничения:

x (t) ∈ Y (t) ≡ Y = R4 × [0, 1] , ∀ t ∈ [t0, t1] , (3)
x (t1) ∈M = {(x∗1, x∗2, 0, 0)} × [xl, xu] , (4)

u ∈ U (t, x) = Uv × ([Pmin (t) , Pmax (t)]χcs (x1, x2)) , (5)

где [xl, xu] ⊆ [0, 1], Uv =
[
a1
min, a

1
max

]
×
[
a2
min, a

2
max

]
, aimin < 0 < aimax, i = 1, 2,

Pmin (t) < 0 < Pmax (t), χcs (x1, x2) =

{
1, (x1, x2) ∈ Xcs

0, (x1, x2) /∈ Xcs

– характеристиче-

ская функция множества зарядных точек Xcs = {(xcsi
1 , xcsi

2 )}Ni=1.
Указанная задача решается в два этапа: поиском управления в форме мно-

гозначного синтеза [3], переводящего электромобиль из заданной в момент
времени t0 точки x0 во множествоM при соблюдении ограничений (3) и (5), и
выбором из найденного синтеза U∗ (t, x) искомого управления по правилу

u∗ (t, x) = argmin
u∈U∗(t,x)

J (u) .

Также исследуются условия, при которых J ∗ = min
u∈U(t,x)

J (u) < 0, что интер-

претируется как получение водителем электромобиля прибыли.
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ОСОБЕННОСТИ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ ЭЙЛЕРА И

НАВЬЕ—СТОКСА. МЕХАНИЗМ ВОЗНИКНОВЕНИЯ

ЗАВИХРЕННОСТИ И ТУРБУЛЕНТНОСТИ
Петрова Людмила Ивановна

Кафедра вычислительных методов, e-mail: ptr@cs.msu.ru

Из уравнений Эйлера и Навье—Стокса при исследовании согласованности
уравнений законов сохранения получается соотношение для энтропии, которое
оказывается нетождественным из-за несогласованности уравнений законов
сохранения. Из нетождественного соотношения получается, что на исходном



Подопросветов А. В., Никольский И. М. 123

координатном пространстве уравнения Эйлера и Навье—Стокса являются неин-
тегрируемыми. Их решение зависит не только от переменных, то есть не
является функцием. Оно зависит от некоторого коммутатора. Такое решение
описывает неравновесное состояние газодинамической среды. При дополни-
тельных условиях (связанных с какими-либо степеням свободы) могут реали-
зовать интегрируемые структуры, на которых решение становится дискретной
функцией. Такие решения описывают локально-равновестное состояние газоди-
намической среды. Переход от решения первого типа к дискретному решению
описывает переход газодинамической среды от неравновесного состояния к
локально-равновесному, что сопровождается возникновением завихренности
(для идеального газа) и турбулентности (для вязкого газа).

Так как решения уравнений Эйлера и Навье—Стокса определены на разных
пространственных объектах, то они не могут быть получены обычным непре-
рывным численным моделированием производных с помощью одной системы
координат. Получить полное решение и описать процессы возникновения завих-
ренности и турбулентности можно только с помощью двух систем координат
или решая уравнения одновременно численно и аналитически.

АЛГОРИТМ КОРРЕКЦИИ НОРМАЛЕЙ В STL-МОДЕЛЯХ
Подопросветов Андрей Валерьевич1, Никольский Илья Михайлович2

1 Факультет ВМК МГУ имени М. В. Ломоносова, e-mail: andtpod123@gmail.com
2 Факультет ВМК МГУ имени М. В. Ломоносова, e-mail: oliv_mail@mail.ru

Развитие аддитивных технологий сделало возможным быстрое прототипи-
рование практически любого изделия при наличии его трёхмерной модели.
Однако, перед непосредственно печатью на 3D-принтере необходимо осуще-
ствить верификацию модели. Ошибки при проектировании и другие причины
могут привести к невозможности печати.

Одной из самых распространённых ошибок в моделях является некоррект-
ность направления нормалей одной или нескольких поверхностей, составляю-
щих модель. Поиск таких ошибок может занять значительное время.

В данной работе предлагается параллельный алгоритм корректировки нор-
малей. Предполагается, что корректируемая модель хранится в формате STL и
состоит из треугольников. Используется технология параллельного программи-
рования OpenMP. Алгоритм способен обрабатывать многосвязные модели.

Алгоритм включает следующие этапы: 1) выбор начального треугольника;
2) выпуск луча из этого треугольника; по количеству пересечений с другими
гранями модели определяется направление внешней нормали данного треуголь-
ника; 3) используя направление внешней нормали начального треугольника
выставляются внешние нормали остальных граней; 4) при наличии необра-
ботанных треугольников (это может быть в случае многосвязной модели)
переходим к шагу 1.
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Тестирование алгоритма проводилось на суперкомпьютере IBM Polus (вхо-
дит в суперкомпьютерный комплекс МГУ). Было показано, что предложенный
алгоритм позволяет достаточно эффективно распараллелить процесс исправле-
ния нормалей.
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УЛУЧШЕНИЕ АЛГОРИТМОВ ПРОВЕРКИ

ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ ОПЕРАТОРНЫХ ПРОГРАММ ПРИ

ПОМОЩИ АНАЛИЗА ВЕСОВ ВЕРШИН

Подымов Владислав Васильевич
Кафедра математической кибернетики, e-mail: valdus@yandex.ru

Рассматривается проблема эквивалентности в модели операторных про-
грамм, выполняющихся над полугрупповыми шкалами [1]. Программа в этой
модели представляет собой автомат Мура, входные символы которого (C) по-
нимаются как логические условия, а выходные символы (A) — как операторы
программы. Выполнение программы определяется над (не обязательно свобод-
ным) моноидом M , порождённым множеством A, и отображением ξ : M → C.
При выполнении очередного перехода программы прочитывается условие
ξ([a1 . . . ak]), где a1 . . . ak — операторы посещённых вершин программы и [h] —
композиция операторов, записанных в h. При достижении особой вершины —
выхода — выполнение программы немедленно завершается, и результатом объ-
является элемент M , равный композиции операторов посещённых вершин. Все
бесконечные выполнения имеют особый результат, не являющийся элемен-
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том M . Две программы эквивалентны над M , если для любого отображения
ξ : M → C результаты выполнения программ над M и ξ совпадают.

В [1] был предложен подход к построению быстрых алгоритмов проверки
эквивалентности программ над особыми моноидами M : уравновешенными
(если [h] = [g], то |h| = |g|, где |u|— длина слова u) и такими что множество
{([h], [g]) ∈M×M | |h| = |g|} можно особым образом отобразить в моноид W ,
входящий в состав особой критериальной системы. Согласно этому подходу,
если проблема равенства элементов W разрешима за время τ(k), где k —
длина сравнивающихся композиций порождающих элементов W , то проблема
эквивалентности программ над M разрешима за время O(n2(τ(cn2) + log n)),
где c— некоторая константа и n— суммарный размер программ (теорема 7).

В [2] для решения проблемы сильной эквивалентности металинейных унар-
ных рекурсивных программ вводилось и использовалось, в числе прочего,
понятие веса вершины программы, которое, будучи приложено к операторным
программам, переформулируется так: вес вершины v — это длина кратчайшего
пути из v в выход.

В настоящей работе указанная выше оценка сложности улучшена до
O(n2(τ(cn) + log n)). Для этого сформулированы вспомогательные свойства
центральной конструкции подхода (графа совместных вычислений, Γ), позволя-
ющие избежать использования композиций элементов W квадратичной длины
(cn2), ограничившись только композициями линейной длины (cn).
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Настоящая работа посвящена математическому моделированию фазового
перехода в молекулярной системе. Данная задача имеет принципиальное зна-
чение для многих областей науки и техники, включая термоядерный синтез и
современные нанотехнологии [1].

Целями работы являются создание вычислительных программ молекулярно-
динамического моделирования двухфазных сред и проведение математического
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моделирования изменения фазового состояния в молекулярной системе с вы-
бранным потенциалом взаимодействия.

Основными инструментами численного исследования фазовых превращений
являются методы Монте-Карло, а также методы молекулярной динамики. В
данной работе используется метод классической молекулярной динамики, ос-
нованный на численном решении классических уравнений движения Ньютона
и последующем вычислении требуемых физических величин путем усреднения
по фазовой траектории системы [2]. Целью интегрирования уравнений дви-
жения является вычисление макроскопических параметров, характеризующих
состояние молекулярной системы, с нахождением точек фазового перехода.
Для численного решения уравнений движения использовалась схема Верле в
скоростной форме.

В качестве конкретной молекулярной системы рассматривается ионный
микрокристалл соли KCl. Сила взаимодействия пар ионов определяется выра-
жением [3]:

F (rij) =
qiqj

4πε0r2
ij

[
1 + sign(qiqj)

(
si + sj
rij

)p]
,

где rij - расстояние между ионами, q - ионный заряд, s характеризует размер
иона, пропорционально ионному радиусу, p определяет «жесткость» отталкива-
ния между ионами.

На основе разработанной программы проведен расчет точки фазового пере-
хода при плавлении, а также кипении рассматриваемой молекулярной системы.
Полученные результаты сравнивались с экспериментальными данными. С по-
мощью пакета VMD визуализирована динамика системы, проведен анализ ее
структуры в различных фазовых состояниях.
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РАЗРАБОТКА СИСТЕМЫ БИОМЕТРИЧЕСКОЙ

АУТЕНТИФИКАЦИИ В ОПЕРАЦИОННЫХ СИСТЕМАХ
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СО СТАНДАРТНЫМИ УСТРОЙСТВАМИ ВВОДА
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В настоящее время задача биометрической аутентификации в операционных
системах семейства Windows является актуальным направлением исследова-
ний в сфере безопасности пользовательских данных. Основным способом
традиционной (статической) аутентификации в системах Windows является
проверка пароля, а использование динамических систем аутентификации мало
распространено. Использование биометрических данных пользователя позволя-
ет повысить общую безопасность системы, а их сбор со стандартных устройств
ввода не потребует дополнительных аппаратных средств для работы системы.

Данная работа посвящена разработке единой системы биометрической аутен-
тификации пользователя, объединяющей в себе статические методы аутенти-
фикации по клавиатурному почерку и компьютерной мыши с последующим
динамическим фоновым отслеживанием работы пользователя в системе.

В работе рассмотриваются существующие методы на основе использования
нейросетевых подходов, многоклассовых и одноклассовых классификаторов,
а также статистических методов. Анализируются достоинства и недостатки
различных подходов с учетом особенностей при использовании в системе
аутентификации. Описывается разработанный собственный модуль статиче-
ской аутентификации на основе данных о работе с компьютерной мышью. Для
решения о принадлежности тестируемого пользователя к одному из пользова-
телей системы используется модифицированная формула гипотез Байеса.

На основе существующих разработок кафедры Интеллектуальных инфор-
мационных технологий факультета ВМК МГУ, а также собственного модуля
аутентификации было разработано приложение для ОС Windows 7 и новее,
позволяющее производить процедуру статической биометрической аутентифи-
кации пользователя, а также осуществлять динамический фоновый контроль
легитимности пользователя, автоматически блокируя его при возникновении
подозрений в подмене. Разработанная программа может использоваться как
для персонального использования, так и послужить основой для построения
систем для корпоративного сектора.
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ОБ ОДНОМ ПРОЕКЦИОННОМ МЕТОДЕ ДЛЯ ЗАДАЧИ
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Проблема восстановления волнового фронта по его наклонам возникает в
задачах адаптивной оптики, например, имеющих приложения в офтальмологии
[1]. Математическая постановка состоит в восстановлении функции u(x, y) по
измерениям её градиентов g1(x, y), g2(x, y) вдоль соответствующих направле-
ний x и y. Вариационный подход состоит в переходе к задаче минимизации
целевого функционала невязки

J(u) =

∫∫
Ω

((ux(x, y)− g1(x, y))2 + (uy(x, y)− g2(x, y))2 + αu2(x, y))dxdy

при α > 0 на множестве периодических функций из пространства Соболева
H1(Ω) в прямоугольнике Ω. Условие минимума функционала в форме вари-
ационной задачи с проекцией на кусочно-линейные по каждой переменной
конечные элементы приводит к конечномерным проекционным схемам [2], [3].

Данная работа посвящена модификации метода для случая α = 0 при вы-
боре подпространства периодических функций с нулевым средним, при этом
свойство коэрцитивности задачи вытекает из неравенства Пуанкаре для таких
функций. При согласовании шага сетки с параметрами метода получены оценки
скорости сходимости, характерные для стандартного метода конечных элемен-
тов. Приводятся результаты вычислительного эксперимента по восстановлению
разрывного волнового фронта типа спиральной фазы.

Работа выполнена в рамках тематики Московского центра фундаментальной
и прикладной математики и при поддержке РФФИ (проект № 18-29-02103).
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В докладе рассматривается следующая модель [1] распространения эпиде-
мии инфекционного заболевания:

Ṡ(t) = −βS(t)I(t), S(0) = S0,

İ(t) = βS(t)I(t)− γI(t), I(0) = I0,

Ṙ(t) = γI(t), R(0) = 0.

Здесь S(t) — количество восприимчивых индивидов, I(t) — количество инфи-
цированных индивидов, а R(t) — количество иммунных индивидов в момент
времени t, β — коэффициент передачи инфекции, γ — скорость выздоровления.
Распространение инфекции начинается с малого количества инфицированных
индивидуумов I0 � S0, появившихся в полностью восприимчивой популяции.

Предполагается, что управляющая сторона может применять меры по умень-
шению коэффициента передачи инфекции на определённом конечном отрезке
времени, а именно

β = β(t) =


β0, t ∈ [0, tc),

βc, t ∈ [tc, tc + ∆tc),

β0, t ∈ [tc + ∆tc,+∞).

Таким образом, есть три управляющих параметра: время внедрения мер tc > 0,
строгость мер βc ∈ [0, β0], длительность мер ∆tc > 0. Здесь β0 — коэффициент
передачи инфекции в отсутствие мер.

Для данной управляемой модели рассматриваются две оптимизационных
задачи: минимизация общего количества заболевших

J1 =

∫ +∞

0

β(t)S(t)I(t) dt

и минимизация максимального числа одновременно инфицированных (пика
эпидемии)

J2 = max
t∈[0,+∞)

I(t).

Для каждой задачи находится оптимальное решение и исследуется
Парето-фронт соответствующей многокритериальной задачи.
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Одним из перспективных методов неинвазивной диагностики патологий сет-
чатки человека является метод, основанный на секционировании трехмерной
структуры глазного дна по стеку изображений, полученных с помощью цифро-
вой конфокальной биомикроскопии [1] в наборе фокальных плоскостей. Каждое
из представленных в стеке изображений представляет собой суперпозицию
истинного сечения в данной фокальной плоскости и размытых изображений
остальных сечений, с наложенными на них аберрациями оптической системы
глаза и искажениями светочувствительных сенсоров. Изображение искомого
объекта описывается трехмерным уравнением свертки

i(x, y, z) = o(x, y, z) ∗ h(x, y, z). (1)

Здесь i(x, y, z) - наблюдаемое изображение, o(x, y, z) - искомый объект, а
h(x, y, z) - трехмерная функция точечного источника (point spread function, PSF),
и задача секционирования трехмерной структуры состоит в восстановлении сте-
ка слоев искомого трехмерного объекта o(x, y, z). Ее решение затрудняется как
некорректностью обратной задачи (1), так и тем, что параметры функции PSF,
учитывающей аберрации оптической системы глаза, для экспериментальных
данных известны неточно или неизвестны.

Для решения (1) с известным оператором хорошо себя зарекомендовал
спектральный итерационный метод [2], допускающий эффективное распаралле-
ливание как на современных многоядерных CPU, так и GPU [3]. Для решения
же задач с неизвестными параметрами оператора перспективным подходом
является использование сверточных нейросетей (CNN) [4-6], обученных на экс-
периментальных или синтетических наборах данных с известными значениями
искомых параметров, для их восстановления и использования при решении
обратной задачи.
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В настоящей работе рассматривается подход, основанный на многократном
решении прямой задачи по сгенерированным синтетическим трехмерным мо-
делям для различных PSF и применении CNN, предварительно обученных на
полученном синтетическом датасете для восстановления параметров PSF и их
дальнейшего использования при решении обратной задачи с помощью методов,
описанных в работах [2, 3].
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В настоящее время основной концепцией построения бортовых вычис-
лительных систем воздушных судов является архитектура интегрированной
модульной авионики (ИМА). Системы ИМА представляют собой распреде-
лённые системы реального времени, состоящие из вычислительных модулей,
соединенных коммутируемой сетью с поддержкой виртуальных каналов пе-
редачи данных. Рабочая нагрузка на систему ИМА представляет собой набор
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периодических задач, сгруппированных в разделы, и набор сообщений, переда-
ваемых между задачами по сети. Задачи из одного раздела выполняются строго
на одном процессорном ядре. И для каждого раздела на интервале планирова-
ния задан набор окон выполнения. Помимо периода, каждая задача обладает
интервалом длительности выполнения и приоритетом. За время одного пери-
ода, каждая задача выполняет работу или экземпляр задачи. Конфигурация
системы ИМА состоит из рабочей нагрузки, привязки разделов к ядрам а также
расписания окон.

Время отклика задачи — это величина равная максимальному по всем рабо-
там этой задачи значению времен их завершения относительно начала периода.
Наихудшее время отклика задачи (WCRT) — это максимально возможное время
отклика задачи на данной конфигурации системы.

В докладе рассматривается проблема оценки WCRT заданной задачи на
заданной конфигурации системы. Известно, что уменьшение времени выполне-
ния одной задачи может привести к увеличению времени завершения другой.
В докладе рассматриваются аналитические методы, учитывающие подобные
аномалии.

Известные методы по нахождению точного значения WCRT имеют экспонен-
циальную сложность, а большинство аналитических методов, дающих верхние
оценки, не учитывают наличие окон разделов или произвольных графов зави-
симостей по данным. Единственный аналитический метод, учитывающий все
вышеперечисленные требования [1], дает оценки, на ряде примеров завышен-
ные по сравнению с точными в несколько раз.

В докладе предложен аналитический метод оценки времени отклика задач
в системах ИМА, дающий оценку WCRT сверху. Данный метод основан на
модификации алгоритма STBA, предложенного в работах [2, 3]. В отличие от
базового алгоритма STBA, разработанный алгоритм дает более точные оценки,
а также учитывает наличие окон разделов. Корректность предложенного алго-
ритма доказана. Экспериментальное исследование показало, что предложенный
алгоритм дает более точные оценки, чем алгоритм [1] как на искусственно
сгенерированных, так и на реальных данных.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 19-07-00614).
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Глиальные опухоли (глиомы) чаще всего расположены в лобных (до 40%
случаев) и височных (до 29% случаев) долях [1]. Хирургия таким образом
расположенных глиом сопряжена с повышенным риском нарастания пирамид-
ной симптоматики в послеоперационном периоде, поэтому прогнозирование
вероятности двигательного дефицита является важной задачей. Ранее для ре-
шения этой задачи нами была обучена искусственная нейронная сеть (ИНС),
которая на тестовой выборке показала следующие результаты: accuracy 82%,
ROC AUC 82%, F1-score 83%, sensitivity 87%, specificity 72% [2]. В данной
работе рассматриваются методы улучшения качества прогнозирования данной
ИНС при помощи обогащения выборки состязательными примерами.

Целью данной работы является разработка и реализация алгоритма обога-
щения данных при помощи состязательного обучения, а также применение
данного алгоритма для улучшения качества распознавания ИНС, способной по
предоставленным дооперационным МР-изображениям прогнозировать веро-
ятность развития или нарастания уже имеющегося гемипареза у пациентов с
глиальными опухолями головного мозга.

Оригинальный набор данных был предоставлен национальным медицин-
ским исследовательским центром нейрохирургии имени академика Н. Н. Бур-
денко и представляет из себя сведения о 527 пациентах, включая предопераци-
онные МР-изображения и информацию о нарастании пирамидной симптомати-
ки после операции.

Одной из главных проблем при обучении ИНС для решения данной задачи
является малый размер набора данных. В связи с этим, отдельно были изучены
и протестированы на нашей задаче различные методы обогащения выборки.
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Лучший результат был получен после применения оригинального алгоритма
обогащения методом зашумления на основе состязательных примеров.

Суть данного алгоритма заключается в минимизации функции относительно
переменной r:

loss(f̂(x+ r), l) + c · |r|,
где x – исходное изображение, r – накладываемая на изображение маска, l –
целевая метка класса для полученного примера, f̂ – модель ИНС, c – пара-
метр для контроля расстояния между входным изображением и полученным
примером.

Для каждого изображения в исходной обучающей выборке было сгенериро-
вано два состязательных примера. Для первого была использована евклидово
расстояние, для второго – расстояние Чебышева. Также был применен алго-
ритм обрезки для удаления лишних элементов по краям изображения. После
обучения ИНС на обогащенном наборе данных качество прогнозирования
на тестовой выборе значительно улучшилось: accuracy 91%, ROC AUC 91%,
F1-score 92%, sensitivity 94%, specificity 89%.
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ОБОБЩЕННЫЙ МЕТОД ГАУССА-ЗЕЙДЕЛЯ ДЛЯ

РЕШЕНИЯ РАЗНОСТНЫХ ЗАДАЧ ГАЗОВОЙ ДИНАМИКИ В

СМЕШАННЫХ ЭЙЛЕРОВО-ЛАГРАНЖЕВЫХ ПЕРЕМЕННЫХ
Саблин Марк Николаевич

Лаборатория разностных методов, e-mail: msaml434@gmail.com

Рассмотрим систему нелинейных разностных операторных уравнений, кото-
рые аппроксимируют систему уравнений газовой динамики в области Ω ∈ R3 в
смешанных эйлерово-лагранжевых переменных для политропного идеального
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газа в движущейся со скоростью u системе координат:

Vt = V̆∇x · u,
(ρV )t +V̆ ∇̃x ·

(
ρ0.5w0.5

)
= 0, w0.5 = v0.5 − u,

(ρV v )t + V̆
{
∇xg + ∇̃x ·

(
ρ0.5w0.5v0.5

)}
= 0,

(ρV ε)t + V̆
{
g∇xv

0.5 + ∇̃x ·
(
ρ0.5w0.5ε0.5

) }
= 0,

g = p0.5 − ν∇x · v0.5, p0.5 = Rρ0.5T 0.5, ε0.5 = cvT
0.5, cv ≡ const.

Аргументы и значения разностных дифференциальных операторов заданы в
узлах симплициальной сетки (см. [1]). Вес 0.5 далее будем опускать. Исключим
из уравнений узловой объем V и включим в них сеточные аналоги краевых
условий. В результате получим неявную разностную схему и запишем ее в
виде одного нелинейного сеточного операторного уравнения:

F (ȳ) = 0, ȳ = (ρ,v, T ) . (1)

Предположим, что на каждом шаге по времени в окрестности S
(
˘̄y
)

решения с
предыдущего временного слоя ˘̄y функция F имеет производную по Фреше F ′

и эта производная представима в виде

F ′ = E+A+B : E = E∗ > 0, ∃m, γ > 0 : E+A > mI,
∥∥∥(E + A)−1B

∥∥∥ 6 γ < 1.

В этом случае (см. [2]) систему (1) можно решить с помощью обобщенного
итерационного метода Гаусса-Зейделя:{

G
(
ȳk+1

1 , ȳk2
)

= 0,
ȳk+1

1 = ȳk+1
2 .

(2)

Здесь G (ȳ1, ȳ2) : G (ȳ, ȳ) = F (ȳ) , ∂1G = E + A, ∂2G = B.
На каждой k−итерации первое уравнение системы (2) будем решать неяв-

ным двухслойным итерационным методом после симметризации – эквива-
лентного преобразования исходного уравнения с помощью невырожденного
линейного оператора (E + A∗)E−1:

G
(
ȳk+1

1 , ȳk2
)

= 0⇔
{

(E + A∗)E−1
(
ȳk1 , ȳ

k
2

)}
G
(
ȳk+1

1 , ȳk2
)

= 0
⇓
D
(
ȳl+1 − ȳl

)
/ζ +

{
(E + A∗)E−1

(
ȳk1 , ȳ

k
2

)}
G
(
ȳl1, ȳ

k
2

)
= 0.

Потребуем, чтобы самосопряженный оператор E+A+A∗ был неотрицательным.
Тогда оператор D можно определить по формуле

D =
9

8
E + D̃,

где D̃ – блочно-диагональный самосопряженный неотрицательный оператор
такой, что

A+ A∗ + A∗E−1A 6 E + 2D̃.

Оптимальный итерационный параметр ζ для такого D равен единице.
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ВЛИЯНИЕ ДОПОЛНИТЕЛЬНОЙ ИНФОРМАЦИОННОЙ

АСИММЕТРИИ НА РЕШЕНИЯ ИГР
Савченко Максим Алексеевич
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Рассмотрим модель планирования заданий. В вычислительном центре рабо-
тают m сотрудников, каждому из которых поручено произвести собственное
вычисление. В их распоряжении находятся n компьютеров, на каждом из
которых могут быть запущены программы одного или нескольких из них.
Машины отличаются архитектурными особенностями, что задаётся матрицей
констант tai > 0, обозначающих время выполнения программы сотрудника
a = 1,m на компьютере i = 1, n. Каждое вычисление может производиться
только одним устройством. Несколько программ на одном компьютере выпол-
няются последовательно, но результаты их работы выводятся одновременно
после остановки последней из них. Платёж каждого игрока определяется по
времени завершения его вычисления посредством индивидуальной функции
оплаты за срочность va(t). Традиционно рассматриваются только монотонно
неубывающие (чем раньше, тем лучше) функции, однако здесь это ограничение
снимается для иллюстрации свойства чувствительности игры к дополнительной
информационной асимметрии.

Дополнительная информационная асимметрия может возникнуть в процессе
решения игр с тремя и более участниками, неравноправными в возможности
наблюдать любые случайные процессы, никак не связанные с определением
выигрышей. Можно показать, что в модели планирования заданий при отказе
от монотонного неубывания va(t) дополнительная информационная асиммет-
рия может приводить к появлению существенно новых точек равновесия по
Нэшу, поощряющих использование общего тайного знания. Кроме того, можно
сформулировать вполне разумный критерий коллективной рациональности,
которому удовлетворяют некоторые из новых решений, и не удовлетворяет ни
одно из старых. Учитывая то, насколько редко встречаются в реальном мире
группы людей с абсолютно равным доступом к любой информации, вряд ли
можно считать всеобъемлющим анализ любого многостороннего конфликта
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без его проверки на чувствительность к дополнительной информационной
асимметрии.
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ТЕОРЕТИКО-ИГРОВОЙ ПОДХОД В УПРАВЛЕНИИ

ИЗДЕРЖКАМИ ПЕРЕКЛЮЧЕНИЯ КЛИЕНТОВ

Самойлова Ирина Александровна
МГТУ им. Н. Э. Баумана, НИУ ВШЭ, e-mail: irinas@bmstu.ru

Многие отрасли современной информационной экономики имеют «тесную»
олигополистическую структуру, поддержанию которой способствуют не только
специфическая структура затрат, но и сетевой эффект и издержки переключе-
ния клиентов между поставщиками [1]. Сетевой эффект укрепляет тенденцию
сохранения рыночных долей существующих и блокирование входа новых ком-
паний без специальных действий со стороны уже работающих [2]. Структура
равновесия на таком рынке зависит от ожиданий потребителей. Издержки
переключения, возникающие у потребителей при смене поставщика, представ-
ляют собой механизм удержания, работающий в том числе при отсутствии
дифференциации в продуктовых предложениях поставщиков.

Для моделирования ценовой конкуренции по Бертрану для рынка дуополии,
учитывающей совместное влияние сетевого эффекта и издержек переключения,
воспользуемся базовыми положениями адресной модели Хотеллинга [3, 4].

Представляет интерес рассмотрение 2 случаев структуры издержек переклю-
чения — линейно изменяющихся от близости индивидуальных предпочтений к
предложениям поставщиков и постоянных для потребителей, но отличающихся
для разных поставщиков. Такое разграничение тесно связано с вопросами
сегментации клиентских баз полностью покрытого рынка. На таком рынке
происходит постоянное перераспределение клиентов между поставщиками с
учетом ценовой конкуренции и вышеупомянутых эффектов.

Показано, что структура равновесия будет определяться относительными
значениями сетевого эффекта и издержек переключения. Для случая внутрен-
него равновесия, если издержки переключения довольны высоки и/или сетевой
эффект выражен не очень сильно, рыночное лидерство одной из компаний
будет сохраняться. С точки зрения повышения доходности, для поставщиков
существует прямой эффект от увеличения издержек переключения. Присут-
ствует также и непрямой эффект, связанный с динамикой рыночных долей.
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Рост издержек переключения однозначно выгоден для компании с меньшей
рыночной долей.
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ВОССТАНОВЛЕНИЕ МНОЖЕСТВА ДОСТИЖИМОСТИ С

ЗАДАННОЙ ТОЧНОСТЬЮ

Самсонов Сергей Петрович
ВМК МГУ, кафедра оптимального управления, e-mail: samsonov@cs.msu.su

Рассмотрим следующую задачу оптимального управления (см. [1]). До-
клад посвящен алгоритму восстановления множества достижимости линейной
управляемой системы с заданной точностью. По заданной точности удается
восстановить множество достижимости для линейных задач оптимального
управления. При этом учитываются вычислительные погрешности решения
всех вспомогательных задач. На основе этого удается построить ряд числен-
ных методов для линейных задач оптимального управления, гарантирующих
конечную заданную точность.
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В работе рассматриваются свойства мультиаффинных предикатов на ко-
нечном множестве. Пусть Rk обозначает множество всех предикатов на k-
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элементном множестве Ek. Предикат g ∈ Rk назовем мультиаффинным, если
найдется такая коммутативная группа G = (Ek; +,−), что предикат g инва-
риантен относительно функции fG(x, y, z) = x − y + z. При этом говорим,
что предикат g — мультиаффинный относительно группы G. Изучение муль-
тиаффинных предикатов обусловлено, например, тем, что задача обобщенной
выполнимости для конечного множества предикатов, содержащего только
мультиаффинные предикаты (относительно некоторой группы G), может быть
решена с полиномиальнй сложностью (см. [1, 2]). В [3, 4] показано, что если
предикат задан полиномом относительно операций некоторого поля на множе-
стве Ek, то с полиномиальной сложностью (относительно числа переменных
и числа слагаемых полинома) можно проверить, является ли этот предикат
мультиаффинным относительно аддитивной группы этого поля.

Мы рассматриваем представление предикатов из Rk обобщенными дизъюнк-
тивными нормальными формами (ДНФ) относительно определенного линей-
ного порядка на множестве Ek. Это представление обобщает дизъюнктивные
нормальные формы предикатов на двухэлементном множестве. В работе уста-
новлено, что любой мультиаффинный предикат относительно группы сложения
по модулю степени простого числа, который существенно зависит от каждой
из своих переменных, можно записать только совершенной ДНФ.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 19-01-00200-а).
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РОБАСТНОГО УПРАВЛЕНИЯ ПОРТФЕЛЕМ ДЛЯ

МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ФИНАНСОВОГО РЫНКА С
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Смирнов Сергей Николаевич1, Андреев Николай Анатольевич2

1 Кафедра системного анализа факультета ВМК МГУ, e-mail: s.n.smirnov@cs.msu.ru
2 Лаборатория по финансовой инженерии и риск-менеджменту НИУ ВШЭ, e-mail: nandreev@hse.ru

Доклад посвящен программной реализации задачи управления портфелем
в рамках гарантированного подхода, предложенного С. Н. Смирновым в ста-
тье [1]. Численное решение задачи, рассмотренное в [2, 3], сводится к решению
уравнения Беллмана–Айзекса с помощью двухэтапной оптимизации, первый
шаг которой заключается в поиске вогнутой оболочки функции на компакте.
Данная задача сведена к задаче нахождения выпуклой оболочки конечного
множества точек, в реализации использовался алгоритм qhull. Алгоритмы
реализованы на языке Python и позволяют найти оптимальную стоимость
портфеля нескольких активов при наличии обусловленных обязательств (или
стоимость американского опциона на несколько базовых активов). Комплекс
программ имеет объектную структуру, в отдельные классы вынесены выплаты
по обусловленному обязательству, торговые ограничения и динамика цен ак-
тивов, что обеспечивает гибкость в использовании комплекса для конкретной
задачи. Для задачи хеджирования характерна липшицевость, но не гладкость
функции выплат, что учитывается в программной реализации. Решение задачи
динамического программирования является трудоемким, но используемые ал-
горитмы допускают существенное распараллеливание, поэтому задача может
быть адаптирована для массивно-параллельного вычислительного комплекса.
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Основной идеей, лежащей в основе развития сетей нового поколения 5G [1],
является выделение виртуальных пластов для групп пользователей, различаю-
щихся по требованию к качеству сервиса. Под виртуальным пластом понима-
ется виртуальная сеть, в которой обеспечивается заданное качество сервиса.
Примером системы, позволяющей использовать, создавать и управлять вир-
туальными пластами является Slicer [2]. На текущий момент в проекте Slicer
невозможно предоставить доступ к использованию виртуальных пластов поль-
зователям, трафик от которых невозможно различать на входных точках в
сеть. Трафик, поступающий на входную точку, классифицируется по вирту-
альным пластам согласно заданными VLAN, IP/mask и/или MAC. Примером
могут послужить пользователи, желающие подключиться к сети удаленно из
дома. Мы предлагаем решение этой проблемы, основанное на использовании
VPN-туннелях.

Мы провели обзор протоколов, позволяющих создавать VPN-туннели, по
следующим критериям:

— средняя скорость соединения через VPN-туннель;

— простота аудита (измерялась в количестве строк кода в реализации протоко-
ла);

— простота установки и настройки;

— поддержка приватности.

По результатам обзора был выбран WireGuard, так как он до четырех раз
быстрее OpenVPN [3], его реализация содержит на два порядка меньше строк,
что упрощает аудит и наконец этот протокол встроен в ядро Linux, что позволит
упростить разработку системы.

Предлагаемый подход к управлению доступом к вирутальным пластам будет
заключаться в следующем: пользователь запрашивает VPN-сертификат для
доступа к опредленному виртулаьному пласту через графический интерфейс
Slicer, затем пользователь, используя клиент WireGuard, а также выданный
VPN-сертификат, создает VPN-туннель до шлюза - выделенного устройства,
поддерживающего протокол WireGuard, в сети, подконтрольной Slicer. Трафик,
приходящий от пользователя через VPN-туннель на шлюз, будет помечаться и
перенаправляться в ПКС-сеть.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 19-07-01112).
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В задачах математической физики часто возникает необходимость опре-
деления коэффициентов дифференциального уравнения, например, в задаче
управления маятником переменной длины за возможно минимальное время.

Рассмотрим краевую задачу для дифференциального оператора второго
порядка

x′′ + ω(t)x = 0,

с заданными краевыми условиями. Задача состоит в том, чтобы определить
функцию ω(t), в предположении |ω(t)| 6 const, при этом время интегри-
рования считается минимальным. Заметим, что гладкость функции ω(t) не
предполагается.

Так как задача вариационная (задача быстродействия) и обратная, то она
может быть неустойчива. Поэтому применяются специфические методы реше-
ния некорректных обратных задач [1]. Сложность интерпретации численного
результата связана с неустранимыми ошибками разностных методов. Однако
в данной задаче удается найти аналитическое решение при симметричных
граничных условиях и сравнить его с численным решением. Доказана лемма,
что такое решение (ω(t) = const) — единственно при условии минимального
времени.

Так как время является функционалом, формулируется задача с ограниче-
ниями типа равенств и неравенств, и прямой метод минимизации приводит к
оптимальному решению [2]. Заметим, что методы высокого порядка не приме-
няются, так как искомые функции — вообще говоря, разрывные, или конечной
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гладкости. Для корректности численного результата проводится регуляризация
задачи по Тихонову.
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Рассматривается пространственно-неоднородная одномерная модель коагу-
ляции с переносом

∂fk
∂t

+ vk
∂fk
∂x

=
1

2

∑
i+j=k

Ci jfifj − fk
N∑
i=1

Ck jfj,

x ∈ [0,+∞), t ∈ [0,+∞), k = 1, N (1)

Здесь fk(x, t) обозначает концентрацию частиц массой k в точке x в момент
времени t.

Для описания решения (1) на отрезке [0, L] на сетке из M точек требуется
O(NM) параметров в каждый момент времени; сложность вычисления правой
части, а значит и каждого шага при интегрировании по времени, составля-
ет O(NM logN) [2]. Нашей целью является получение более компактного
представления решения, и, в связи с ним, более эффективного алгоритма
вычисления правой части (1).

Для этой цели воспользуемся идеями метода POD [1] и будем искать для
каждого t маломерное пространство, в котором лежат векторы fk(x, t) для
всех x; в сеточном случае это эквивалентно скелетному разложению матрицы
fnjk = fk(xj, tn):

fnjk =

Rn∑
α=1

unjαv
n
kα. (2)
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Наличие такого разложения позволяет не только сократить расходы по
памяти с O(MN) до O((M +N)R), но и сократить время вычисления правой
части с O(MN logN) до O(R2N logN), что может оказаться существенно
быстрее при больших M и малых R.

В тестовой задаче для решения (1) получены разложения с рангами от 10
до 30, позволяющие ускорить решение задачи до 30 раз.
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О НЕКОТОРЫХ НЕЛОКАЛЬНЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ
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Рассматриваем в пространстве L1(Ω× V ) нелокальную по времени задачу
для трёхмерного уравнения переноса нейтронов:

∂u

∂t
+ v gradx u+ σa(x, v)u =

∫
V

k(x, v, v′)u(x, v′, t) dv′,

u
∣∣
Γ(−) = 0,

T∫
0

u(x, v, t) dµ(t) = ψ(x, v),

с неизвестной функцией u=u(x, v, t). Здесь x ∈ Ω, v ∈ V , где Ω – ограничен-
ная выпуклая область в R3

x , а V ≡
{
v ∈ R3

v : 0 < νmin 6 |v| 6 νmax <∞
}

–
шаровой слой в R3

v с фиксированными значениями νmin > 0, νmax > 0. Обо-
значаем через Γ(−) множество таких (x, v), что x ∈ Γ ≡ ∂Ω, а вектор v ∈ V ,
приложенный к точке x, направлен внутрь области Ω. Пара 〈σa, k〉 предполага-
ется регулярной (см. [1, с. 259]), т. е.

1) функция σa(x, v) > 0 принадлежит L∞(Ω× V );

2) функция k(x, v, v′) > 0 измерима на Ω × V × V , k(x, · , v′) ∈ L1(V ) при
всех (x, v′) ∈ Ω× V , и σp(x, v) ≡

∫
V

k(x, v′, v) dv′ принадлежит L∞(Ω× V ).
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Задача поставлена на отрезке 0 6 t 6 T . Функция µ ∈ BV [0, T ] определяет
конечную меру dµ(t) 6≡ 0. Функцию ψ(x, v) считаем заданной. Таким образом,
надо восстановить неизвестное решение u = u(x, v, t) без знания начального
условия – по заданному временно́му усреднению.

Основные сведения об уравнении переноса нейтронов см. в [1, 2]. Настоящая
работа продолжает исследования, начатые в [3, 4]. На основе абстрактной
теории, разработанной ранее в [5–7], будут представлены новые результаты
для подобных нелокальных задач, связанных с уравнением переноса.

This research is funded by the VNU University of Science, Vietnam National University, Hanoi,

under project number TN.20.01.
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В компактном множестве Ω ⊂ Rnx рассматривается нелинейная система
обыкновенных дифференциальных уравнений:

ẋ = f(t, x) + g(t, x)u, t ∈ [t0, t1], x ∈ Ω. (1)
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где вектор-функция f(t, x) ∈ Rnx дважды непрерывно дифференцируема по
x ∈ Ω, матричнозначная функция g(t, x) ∈ Rnx×nu — непрерывно дифференци-
руема по x ∈ Ω, обе функции непрерывны по t ∈ [t0, t1]. Начальный и конечный
моменты времени t0, t1 фиксированы. На управление u наложено поточечное
ограничение u = u(t, x) ∈ P , где P ⊂ Rnu — выпуклое, компактное множество.

Требуется построить управление в позиционной форме, которое переводит
траекторию системы (1) из заданной позиции (τ, x(τ)), τ ∈ [t0, t1], в целевое
множество X1. Если попасть во множество X1 нельзя, то необходимо достичь
как можно меньшей его окрестности.

Предложенный подход заключается в построении кусочно-аффинной ап-
проксимации исходной системы (1) на заданном разбиении области Ω на
симплексы Ω(i). Далее для полученной системы с переключениями при помо-
щи принципа сравнения [1] строится кусочно-аффинная функция цены. Этот
подход уже был исследован, например, в работах [2–4]. При этом рассматрива-
ется обобщение метода на случай функций цены и управлений, которые могут
иметь разрывы на границах симплексов Ω(i). Для этого используется понятие
достижимости одного симплекса из другого, соседнего. Однако в предыду-
щих работах [3–4] понятие достижимости симплексов было равномерным
по допустимым управлениям и не учитывало конкретные управляющие стра-
тегии, которые применялись при построении внутренней оценки множества
разрешимости. Использование этой информации позволяет более тщательно
исследовать достижимость соседних симплексов.

Основными результатами работы являются численный метод для нахож-
дения параметров указанной кусочно-аффинной функции цены, формула для
синтез-управления, а также оценка погрешности полученной аппроксимации
множества разрешимости. Результаты подтверждены численными расчётами.
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ИССЛЕДОВАНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАВИСИМОСТЕЙ В

ФИЛЬТРАХ С УЧЕТОМ ОБРАЗОВАНИЯ ОТЛОЖЕНИЙ
Трощиев Юрий Витальевич

Кафедра вычислительных методов, лаборатория математического моделирования в физике, e-mail:
yuvt@cs.msu.ru

В работе [1] построена математическая модель роста отложений в мем-
бранном фильтре, а также предложена конструкция фильтра, при которой все
мембраны загрязняются одинаково (без учета отложений). Мембранные филь-
тры используются для фильтрации макрочастиц, микрочастиц, наночастиц и
молекул. Учет роста отложений важен, так как даже при небольшой скорости
роста слоя отверстие величиной в 1 мкм или 1 нм может зарасти за несколько
часов. Равномерное загрязнение фильтра важно, так как иначе работают только
первые несколько мембран, но остальные мембраны убрать нельзя, чтобы
не ухудшить качество фильтрации. Для того, чтобы мембраны загрязнялись
одинаково, надо, чтобы вероятность задержания частицы k-й мембраной была
равна (см. [1])

q′k =
q′1

1− (k − 1)q′1
, k = 2, 3, ..., nz − 1. (1)

Что касается роста отложений, радиус отверстия изменяется в соответствии
с дифференциально-алгебраическими уравнениями:{

dR/dt = −kRcn1(R(t)), R(0) = R0,

Kcn1 = c0v0
D(c0−c1)
KRcn1

(
2− D(c0−c1)

KRcn1

)
, v0 = kvp

′.
(2)

Вероятность, что отверстие сработатет как фильтрующее определяется фор-
мулой

1− exp

(∫ t1

0

F (R(t))N(q(R(t))− 1)dt

)
, (3)

где F = kvp
′πR2/2, R(t1) = 0,

q(R) = 1−
√

1− (2R/l)2. (4)

С помощью выражений (2), (3), (4) можно определять, имеет ли смысл
увеличивать скорость течения жидкости. Выражение (1) при учете роста отло-
жений надо скорректировать так, чтобы оно приблизительно выполнялось при
некотором t ∈ (0, t1), а необходимая чистота фильтрации была при t = 0.

В некоторых случаях зависимость радиуса от времени получается прак-
тически прямой линией. Но при других значениях параметров нелинейность
проявляется (Рис. 1).



148 Трусов Н. В., Шананин А. А.

Рис. 1: Пример зависимости радиуса от времени.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СОЦИАЛЬНОЙ

ДИНАМИКИ ДОМАШНИХ ХОЗЯЙСТВ

Трусов Николай Всеволодович1, Шананин Александр Алексеевич2
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Потребительские кредиты играют большую роль в российской экономике. В
условиях низких реальных доходов основной части населения потребительский
кредит стимулировал экономическую активность населения, поддерживал пла-
тёжеспособный спрос домашних хозяйств и оказывал положительное влияние
на темпы роста ВВП. Пандемия COVID-19 обострила проблему устойчивости
рынка потребительского кредита в России.

Моделирование экономического поведения домашних хозяйств основыва-
ется на модификации модели рамсеевского типа [1]-[3]. Экономическое по-
ведение домашних хозяйств описывается с помощью стохастической задачи
оптимального управления рамсеевского типа. На основе концепции игр сред-
него поля построена модель, формализованная в виде системы уравнений
Гамильтона–Якоби–Беллмана и Колмогорова–Фоккера–Планка. Исследована
задача оптимального управления, моделирующая экономическое поведение
репрезентативного домашнего хозяйства. Доказана теорема о существовании
решения, получены необходимые условия оптимальности в форме принципа
максимума Понтрягина–Кларка и построен синтез оптимального управления.
Модель идентифицирована по данным российской статистики. С её помо-
щью проанализирована проблема потребительского кредитования в России и
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влияния на экономическое положение домашних хозяйств пандемии COVID-
19, обострившая проблему устойчивости рынка потребительского кредита.
Представлены эффективные стратегии по сокращению объёма проблемных
потребительских кредитов, связанные со снижением ключевой ставки ЦБ РФ.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 20-07-00285).
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ПОСТРОЕНИЕ МОДЕЛЕЙ ИЗВЛЕЧЕНИЯ И

КЛАССИФИКАЦИИ ИМЕНОВАННЫХ СУЩНОСТЕЙ С

ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ НЕБОЛЬШОГО ЧИСЛА ОБУЧАЮЩИХ

ПРИМЕРОВ
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Согласно определению, данному на конференции MUC-6†, распознавание
и классификация именованных сущностей состоит в выделении в неструкту-
рированном тексте терминов, являющихся названиями объектов (например,
организаций или локаций), дат и количественных величин (например, денеж-
ных или процентных), и их классификации по типам заданной онтологии.
Например, в следующем предложении представлено 3 сущности:

[28 июня 1919 года | дата] [Германия | организация] была вынуждена
подписать [Версальский договор | прочее] с антигерманской коалицией.

В данной работе рассматривается задача построения модели извлечения и
классификации именованных сущностей при наличии k размеченных приме-
ров для каждого из требуемых типов, при этом 1 6 k 6 10. Традиционные
подходы, основанные на дообучении предтренированной нейросетевой модели

†https://cs.nyu.edu/faculty/grishman/NEtask20.book_2.html

https://cs.nyu.edu/faculty/grishman/NEtask20.book_2.html
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на достаточно больших размеченных текстовых корпусах [1, 2], показывают
низкое качество при наличии лишь k примеров. Поэтому при такой поста-
новке используют специальные методы машинного обучения, основанные на
метрических подходах [3] или прототипирующих сетях [4].

Существующие подходы к извлечению и классификации именованных сущ-
ностей основываются на разметке последовательности. Каждое слово предло-
жения классифицируется на предмет вхождения в сущность некоторого типа.
При таком подходе одновременно решаются две задачи: извлечение терминов и
их классификация. При наличии лишь k примеров генерализовать такой подход
моделью машинного обучения может быть затруднительно.

В представленной работе предлагается декомпозировать поставленную зада-
чу на два независимых последовательных этапа. Сначала с помощью именных
групп, полученных с помощью синтаксического дерева зависимостей, предла-
гается извлекать словосочетания-кандидаты в именованные сущности. Затем с
помощью метрических подходов или прототипирующих сетей производится
классификикация кандидата — является ли выделенное словосочетание имено-
ванной сущностью определенного типа или нет.

Предложенный подход позволил существенно повысить качество решения
поставленной задачи при наличии k = 5 размеченных примеров на англоязыч-
ных текстовых корпусах CoNLL03 и WNUT17.
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НУЛИ ФУНКЦИОНАЛОВ И СОВПАДЕНИЯ

МНОГОЗНАЧНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ В

КВАЗИМЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ
Фоменко Татьяна Николаевна
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Доклад основан на материале статей [1] и [3]. Представлено развитие и
распространение предыдущих метрических результатов на случай (b1, b2)-квази-
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метрических пространств. Доказана теорема о существовании нулей у (α, β)-по-
искового функционала на открытом подмножестве (b1, b2)-квазиметрического
пространства. В качестве следствия получена теорема о совпадениях двух
отображений, обобщающая соответствующий результат [2].

В совместной работе автора и Ю. Н. Захаряна [3] исследована задача о
сохранении существования нулей у параметрического семейства многознач-
ных (α, β)-поисковых функционалов на метрическом пространстве. Доказана
теорема о сохранении существования нулей такого семейства на открытом
подмножестве. Получен ряд следствий о сохранении, при изменении пара-
метра, существования совпадений, общих неподвижных точек, прообразов
замкнутого подпространства. В частности, как следствие получен результат
А. Гранаса и М. Фригон [4,5] о сохранении существования неподвижных точек
при изменении параметра у специальных сжимающих семейств многозначных
отображений.
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Рассматривается задача синтеза функциональных фильтров (оптимальных
функциональных наблюдателей) второго и третьего порядков, восстанавливаю-
щих несмещенную и оптимальную оценку скалярного линейного функционала
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от фазового вектора состояния объектов управления со стохастическими воз-
мущениями по измеряемому скалярному выходу. Возмущения в системе пред-
ставляют некоррелированные между собой в разные моменты времени белые
случайные процессы с априорно известными вероятностными характеристика-
ми, некоррелированные с начальным состоянием системы и воздействующие
как на объект, так и на канал измерений.

В данной работе в качестве критерия оптимальности и сравнения постро-
енных фильтров второго и третьего порядков выбирается среднеквадратичная
ошибка в установившемся режиме. Для вычисление критерия применяется
метод интегральных квадратичных оценок качества. При этом скалярный ли-
нейный функционал от вектора состояния системы со стохастическими возму-
щениями выбирается таким образом, что не существует оптимального фильтра
первого порядка.

С помощью канонических представлений [1] линейных систем в работе
получены аналитические выражения как для передаточных функций фильтров
второго и третьего порядков, так и для коэффициентов характеристического
полинома фильтров третьего порядка. На численном примере системы со сто-
хастическими возмущениями четвертого порядка построены фильтры второго
и третьего порядков и проведено сравнение по среднеквадратичному критерию
оптимальности полученных фильтров. Показано, что по сравнению с фильтром
второго порядка фильтр третьего порядка может получить преимущество по
квадратичному критерию оптимальности в установившемся режиме.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 20-37-90065).
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Рассматривается стандартная задача консенсуса для линейной мультиагент-
ной системы. Под консенсусом понимается синхронизация состояния агентов.

˙̄xi = Āx̄i + B̄ui,
ȳi = C̄x̄i,

x̄i(t)− x̄j(t)→ 0, ∀i, j
Каждый агент может использовать информацию только о своих соседях.
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Ищется оптимальное управление, минимизирующее следующий функцио-
нал:

J̄ =

∞∫
0

(x̄T Q̄x̄+ uT R̄u)dt.

Задача консенсуса сводится к задаче стабилизации распределенной системы
ẋ = Ax+

N∑
i=1

Biui,

yi = Cix,

J =
∞∫
0

xTQx+ uTRu,

где агент ui может использовать информацию только об yi.
В статье [1] показано, что даже в простейшем случае одномерных агентов

оптимальное управление, назначаемое априорно, должно учитывать не только
топологию связей агентов, но и начальное положение системы. Использование
подобной глобальной информации ограничивает применимость метода. В каче-
стве выхода из этой ситуации авторы предлагают использование адаптивного
управления.

В данной работе предложенный подход применяется для более широкого
класса агентов. Каждый агент адаптирует свое управление во время работы, не
используя информацию ни о начальном состоянии системы, ни о топологии
связей между агентами. В качестве метода оптимизации используется обучение
с подкреплением. Моделирование подтверждает применимость подхода.
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В работе рассматривается задача стабилизации скалярных по входу переклю-
чаемых интервальных линейных систем, режимы функционирования которых
могут иметь различные динамические порядки.
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Рассматривается переключаемая интервальная линейная система

ẋ(σ) = [Aσ]x(σ) + [bσ]u, σ ∈ S(Ω), Z(Ω) = {Zij ∈ Rni×nj : (ij) ∈ Ω}, (1)

где σ : R+ → I = {1, . . . ,m}— кусочно-постоянная функция (переключающий
сигнал) с конечным числом разрывов (переключений) на любом конечном про-
межутке, I — множество индексов, нумерующих режимы функционирования си-
стемы (1); [Aσ] = [A] ◦ σ — композиция отображения [A] : I → {[A1], . . . , [Am]}
([Ai] ∈ Rni×ni) и переключающего сигнала σ, [bσ] = [b] ◦ σ — аналогичная ком-
позиция для отображения [b] : I → {[b1], . . . , [bm]} ([bi] ∈ Rni); пары матриц
([Ai], [bi]), i = 1, . . . ,m, определяют режимы функционирования системы (1);
u ∈ R1 — управляющий скалярный вход; Ω ⊆ I × I — множество, определяю-
щее допустимые переключения между режимами, т. е. если пара индексов (ij)
принадлежит множеству Ω, то возможно переключение с j-го на i-й режим
функционирования; S(Ω) — множество допустимых переключающих сигналов
σ, т. е. если σ ∈ S(Ω), то для любой его точки разрыва t̃ такой, что

lim
t→t̃−0

σ(t) = j, lim
t→t̃+0

σ(t) = i,

выполняется условие (ij) ∈ Ω.
Под i-м режимом функционирования системы (1) понимается динамическая

система
ẋ(i) = [Ai]x

(i) + [bi]u. (2)
При этом предполагается, что, в общем случае, режимы имеют различные

динамические порядки, определяемые векторами состояния

x(i) = (xj1, . . . , xjni) ∈ Rni, j1 < . . . < jni, {j1, . . . , jni} ⊆ {1, . . . , n},
где n = max{jn1, . . . , jnm}. Таким образом, Rni ⊆ Rn для каждого i = 1, . . . ,m.
Обозначим упорядоченный набор индексов {j1, . . . , jni} через Γi, а множе-
ство {1, . . . , n} через Γ. Далее будем обозначать через x̃(i) вектор из Rn, все
компоненты которого с индексами из множества Γ \Γi равны нулю.

Определение. Решением системы (1) при фиксированных режимах (Ai,bi)
(Ai ∈ [Ai], bi ∈ [bi], i = 1, . . . ,m), заданном управлении u, переключающем
сигнале σ ∈ S(Ω) и начальном условии x(σ(0))(0) ∈ Rnσ(0) будем называть
кусочно-дифференцируемую вектор-функцию x(t) ∈ Rn, терпящую потерю
дифференцируемости и непрерывности разве что в моменты переключения
режимов и совпадающую на каждом промежутке активности i-го режима
(i ∈ I) с вектор-функцией x̃(i)(t) ∈ Rn.

При замыкании системы (1) регулятором в форме статической обратной
связи u = u(x) (x ∈ Rn), его действие на каждый режим определяется следую-
щими системами

ẋ(i) = [Ai]x
(i) − [bi]u(x̃(i)), i = 1, . . . ,m. (3)
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Постановка задачи стабилизации. Для переключаемой интервальной ли-
нейной системы вида (1) требуется построить регулятор в виде u = −kTx
(x ∈ Rn, u(0) = 0), обеспечивающий для каждого решения x(t) выполнение
условия

||x(t)|| → 0 при t→∞.
Предлагается решение поставленной задачи основанную на методе расши-

рения динамического порядка [1] и решении систем линейных матричных
неравенств [2,3].
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Общение на публичных площадках в интернете сопряжено с тем, что некото-
рая часть интернет-сообщества настроена на внесение в дискуссию деструктива
путём оставления так называемых токсичных комментариев. Токсичные ком-
ментарии — грубые, неуважительные или необоснованные выражения, которые
могут заставить кого-то покинуть обсуждение. Перед интернет-платформами
встаёт задача выявления таких комментариев для того, чтобы обезопасить
добропорядочных пользователей от них.

В докладе рассматривается модель ruBERT, обученная в работе [1], кото-
рая для русскоязычных комментариев показывала наилучший результат из
имеющихся аналогов для задачи бинарной классификации комментариев на
токсичные и нетоксичных. Для изучения модели и сравнения были использова-
ны два общедоступных набора данных [2, 3], размеченных по одному и тому
же принципу. На наборе [2] производилось обучение в работе [1], на нём же
обучались собственные модели, набор [3] использовался для независимой от
обучения оценки качества.
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Сравнение производилось по F1-мере. В качестве положительного исхода
принималась разметка комментария как токсичного.

Для сравнения используются стандартная модель BERT и модель ruBERT,
обученные самостоятельно на наборе [2]. Превосходство модели [1] над этими
моделями подтвердилась в ходе исследования.

В докладе также описывается использование модификации модели BERT —
sBERT [4] для данной задачи и несколько методов предобработки текстов
комментариев. Полученная модель обучалась и оценивалась аналогично преды-
дущим и дала прирост качества обучения по F1-мере на 5% по сравнению с
наилучшей из моделей, исследованных ранее.
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БАЛАНСИРОВКА ДАННЫХ ЧЕРЕЗ СЭМПЛИРОВАНИЕ В
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Автоматическая идентификация минералов на изображениях аншлифов
очень востребована в геологии полезных ископаемых, так как позволяет зна-
чительно сократить время, затрачиваемое на изучение руд, исключить фактор
ошибочной диагностики минералов и создать универсальный инструмент для
сравнения руд разных месторождений.



Царёв Д. В., Александров В. В. 157

В данной работе предлагается метод балансировки данных через мно-
горатное сэмплирование с повторением, существенно повыщающий эффек-
тивность применения моделей глубокого обучения в задаче автоматической
идентификации минералов на изображениях аншлифов. Также в рамках рабо-
ты был создан полностью размеченный набор данных LumenStone (https:
//imaging.cs.msu.ru/en/research/geology/lumenstone), содер-
жащий изображения аншлифов с минералами из разных рудных ассоциаций.
Разработана нейросетевая модель и ПО с графическим интерфейсом для удоб-
ного взаимодействия с моделью.

Средняя точность распознавания минералов на тестовой выборке поднабора
LumenStone S1 составила 0.892 (Рис. 1).

Рис. 1: Слева направо: исходное изображение, экспертная разметка, результат
автоматического анализа, карта ошибок.

Исследования выполнены при поддержке фонда содействия инноваций
(проект УМНИК 14582ГУ/2019).

МЕТОДЫ АНАЛИЗА ПОВЕДЕНИЯ ПОЛЬЗОВАТЕЛЯ В

ЗАДАЧЕ ОБНАРУЖЕНИЯ ВНУТРЕННИХ ВТОРЖЕНИЙ С

ПОМОЩЬЮ НЕЙРОСЕТЕЙ

Царёв Дмитрий Владимирович, Александров Валентин Валерьевич
Кафедра Интеллектуальных Информационных Технологий, e-mail: tsarev@cs.msu.su,

s02190328@gse.cs.msu.ru

Обнаружение внутренних (инсайдерских) вторжений является сложной
задачей в силу того, что инсайдеры используют легитимный доступ, поэтому
большинство систем информационной безопасности не рассматривают их как
угрозу. По отчету Ponemon за 2020 год [1] стоимость ущерба от инсайдерских
угроз составляет 11,45 миллионов долларов в среднем за атаку, и это число
стремительно растет каждый год.

В рамках данной работы решается задача раннего обнаружения инсай-
дерского поведения, в которой проводится классификация пользователей на
основе их поведенческих признаков. Поведенческие признаки включают в
себя как структурированную информацию о действиях пользователя, так и

https://imaging.cs.msu.ru/en/research/geology/lumenstone
https://imaging.cs.msu.ru/en/research/geology/lumenstone


158 Целищев М. А., Логванёва М. Г.

неструктурированную текстовую информацию, с которой работал пользователь
(содержимое писем электронной почты и текстовых документов)

На основе анализа актуальных работ, показывающих наилучшие результаты,
была выбрана гибридная архитектура нейронной сети LSTM+CNN [2]. Она
комбинирует рекуррентную и свёрточную архитектуры для моделирования
пользовательского поведения и последующей классификации.

Для борьбы с переобучением и улучшения качества модели были добавлены
вспомогательные слои в архитектуру свёрточной сети, что улучшило метрику
AUC ROC на наборе данных CERT. Также апробированы подходы с обучением
модели дополнительно на контентных данных и на данных, характеризующие
все последовательность действий пользователя.
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В работе предлагается математическое определение понятия диверсифи-
кации инвестиционных портфелей. Под инвестиционным портфелем далее
понимается случайная величина, имеющая смысл дохода или убытка от вложе-
ния всего капитала инвестора с фиксированным временным горизонтом в один
или несколько активов.

Определение основывается на интуитивно понятном представлении о том,
что размещение средств инвестора по разным портфелям X1, . . . , Xn предпо-
чтительнее случайно выбранного портфеля из этого набора:

n∑
i=1

βiXi < mix
β
X,

где β ∈ Rn — неотрицательные веса, в сумме дающие единицу, а под mixβX
понимается случайная величина с функцией распределения

∑n
i=1 βiFXi

(x).
Иными словами, будем говорить, что портфель ξ не хуже портфеля η в смысле
диверсификации, если найдутся такие случайные величины X1, . . . , Xn и Z > 0

и такой набор весов β ∈ Rn, что ξ
d
=
∑n

i=1 βiXi + Z и η
d
= mixβX .



Черепнёв М. А., Герасимов И. Ю. 159

Следующим шагом введённое бинарное отношение частичного порядка
на множестве инвестиционных портфелей замыкается по метрике Канторо-
вича κ в пространстве вероятностных распределений на прямой с конечным
первым моментом. Оказывается, что такое замыкание тесно связано с широко
используемой на практике мерой риска Expected Shortfall, имеющей смысл
средних потерь по портфелю в худших α · 100% случаях:

ESα(ξ) = − 1

α

∫ α

0

qξ(p) dp, α ∈ (0, 1],

где под qξ(p) понимается квантиль уровня p ∈ (0, 1) распределения случай-
ной величины ξ. Свойства когерентности меры риска ES (см. [1,2]), а также
свойство её вогнутости по отношению к распределению аргумента (см. [3]),
позволяют доказать следующий результат:

Теорема. Пусть ξ и η — случайные величины с конечными первыми моментами.
Тогда ξ не хуже η в смысле замыкания отношения диверсификации в том и
только в том случае, когда ESα(ξ) 6 ESα(η) для всех α ∈ (0, 1].

Помимо прочего, в работе обсуждается степень важности условия конечно-
сти первых моментов для адекватности предложенных определений.
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Задача Диффи-Хеллмана является значимым механизмом для криптосистем
с открытым ключом и используется в протоколах согласования ключа [1]. По
причине её широкого использования, а также наличия связи со сложностью
задачи дискретного логарифмирования [2] актуален вопрос о стойкости задачи.
Одним из подходов является анализ сложности задачи обращения спаривания,
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к которой задача Диффи-Хеллмана полиномиально сводится [3, 4]. В статье [5]
был представлен алгоритм решения задачи обращения спаривания, имеющий
полиномиальную сложность для некоторых эллиптических кривых с малой
степенью расширения.

Однако для построенного спаривания размер области определения невелик,
в результате чего вероятность получения решения по выполнению алгоритма
мала. Для решения проблемы предлагается построить достаточно большие соб-
ственные подпространства автоморфизма Фробениуса, для элементов которых
процедура понижения степени рациональной функции спаривания выполняется.
В результате была доказана следующая теорема.

Теорема 1. Пусть задана эллиптическая кривая E(Fr) над простым полем
Fr из r > 3 элементов фиксированного порядка #E(Fr) с малой степенью
расширения k 6 C = const. Пусть p —простой делитель #E(Fr), отличный
от r, Σ — универсальная экспонента группы точек эллиптической кривой над
расширением поля E(Frk). Тогда для любого r существует ε : 0 < ε < 1,
что вероятность существования достаточно большого подпространства
автоморфизма Фробениуса оценивается снизу как:

Pr

[
существует X : # ker(π − [X]) ∩ E(Frk) >

#E(Frk)
p

]
>

>
(

1− e−2 ln 2+
c1

ln2 2

) 1

2(1+ε) ln (C ln r)
,

где c1 = const, c1 < 2 ln3(2), при условии, что в зависимости от значения
γ2(Σ) — степени вхождения числа 2 в разложение Σ на простые множители,
выполняется следующее:

— при γ2(Σ) = 1 выполнено #E(Fr) ≡ 0(mod 2),

— при γ2(Σ) = 2 выполнено:{
#E(Fr) ≡ 0(mod 4)

r ≡ 1(mod 4)
либо

{
#E(Fr) ≡ 2(mod 4)

r ≡ 3(mod 4)
,

— при γ2(Σ) > 3 выполнено #E(Fr) ≡ 0(mod 8) и:

r ≡ 3(mod 8) либо r ≡ 7(mod 8).

В качестве ограничения на степень расширения k можно рассматривать
C = 32, так как в стандарте ГОСТ 34.10-2018 требуется, чтобы k > 31.
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РАЗРАБОТКА МЕТОДА ОЦЕНКИ РЕЗЕРВА ПРОПУСКНОЙ

СПОСОБНОСТИ СЕТИ ДЛЯ СЛУЧАЯ СЛУЧАЙНОГО

ПОСТУПЛЕНИЯ ЗАЯВОК УСЛУГИ «ПРОПУСКНАЯ

СПОСОБНОСТЬ ПО ТРЕБОВАНИЮ»
Чернышева Анастасия Юрьевна, Смелянский Руслан Леонидович,

Степанов Евгений Павлович
Кафедра Автоматизации систем вычислительных комплексов, e-mail: nastya.ch.9797@mail.ru,

smel@cs.msu.su, estepanov@lvk.cs.msu.su

В данной работе рассматривается проблема реализации потока запросов на
сервис «Пропускная способность по требованию» (англ. Bandwidth on Demand
или BoD). Данная услуга подразумевает, что клиент Интернет-провайдера
может заключить с ним контракт о передаче требуемого объема данных от
узла отправителя к узлу получателю за время, не превышающее оговоренное.
Сервис BoD особенно востребован среди клиентов Интернет-провайдеров в
связи с растущими темпами трафика (73% в год [1]) в центрах обработки
данных (ЦОД) для копирования данных, а также миграции виртуальных машин.
В связи с этим, считается, что данные по контракту могут быть переданы
одновременно по нескольким маршрутам.

В представленной работе предлагается подход, позволяющий Интернет-про-
вайдеру заранее оценить сколько и каких контрактов он может обеспечить на
ресурсах своей сети. С этой целью была построена математическая модель для
случая равномерного поступления запросов на контракты. В рамках построен-
ной модели, задача оценки резерва пропускной способности сформулирована
в форме задачи целочисленного линейного программирования (ЦЛП) [2]. В
работе представлен обзор средств языков описания задач ЦЛП, а также про-
граммных средств, их решающих. По результатам обзора были выбраны язык
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программирования python и ППП MIP [3] соответственно. При помощи ука-
занных программных средств была построена система, позволяющая оценить
достаточность выделенного резерва пропускной способности определенной
сети для заданного числа контрактов и равномерного распределения потока
запросов на них. Корректность получаемых оценок была обоснована через
оценку [4] общего количества экспериментов и доли успешных исходов для
выполнения гипотезы "все запросы на фиксированный набор контрактов сети
будут удовлетворены с вероятностью 99%"с уровнем значимости 0.05. Для 30
контрактов и топологии «Bren» взятой из TopologyZoo это значения 2021 и
1994 соответственно.
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О РАЗМЕРНОСТИ КВАДРАТА АДАМАРА

КОНКАТЕНИРОВАННЫХ ЛИНЕЙНЫХ КОДОВ

Чижов Иван Владимирович
Кафедра информационной безопасности, e-mail: ichizhov@cs.msu.ru

В последнее время построен ряд атак [1–4] на постквантовые криптогра-
фические механизмы, основанные на конкатенировании линейных кодов из
разных классов. Для корректной работы этих атак требуется, чтобы квадрат
Адамара (линейная оболочка покоординатного произведения всех векторов
линейного кода друг на друга) комбинированного кода был равен декартовому
произведению квадратов Адамара кодов, использованных в комбинации. В
экспериментах исследователи отмечали, что это свойство выполняется почти
всегда, однако теоретического обоснования этого факта не приводилось. В
настоящей работе устраняется теоретический пробел и доказывается, что если
сумма размерностей квадратов Адамара кодов, использованных в конкатена-
ции, несколько меньше размерности всего пространства, то квадрат Адамара
конкатенированного кода равен декартовому произведению квадратов Адамара
кодов-компонентов.

Пусть V n
q — линейное пространство всех векторов длины n над полем GF (q).

Блоковым линейным [n, k]q-кодом над полем GF (q) или просто кодом будем на-
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зывать произвольное k-мерное линейное подпространство C пространства V n
q .

При этом n называется длиной кода, а число k его размерностью. В случае, ко-
гда размерность кода C ⊆ V n

q нам не важна, будем говорить просто об [n]q-коде
C. Конкатенацией cat(C1, . . . , Cu) кодов C1, . . . , Cu будем называть множество ко-
дов C, которые совпадают с линейной оболочкой строк матрицы (G1‖ . . . ‖Gu),
здесь ‖ — конкатенация столбцов матриц, а строки матрицы Gi образуют базис
кода Ci, i = 1, 2, . . . , u. Произведением Адамара двух векторов c, b ∈ V n

q будем
называть вектор c ◦ b, полученный в результате покомпонентного произведения
координат этих векторов: c ◦ b = (c1, . . . , cn) ◦ (b1, . . . , bn) = (c1b1, . . . , cnbn).
Далее, произведением Адамара (произведением Шура, покомпонентным произ-
ведением) C ◦ B кодов C и B будем называть [n]q-код, состоящий из линейной
оболочки множества {c ◦ b|c ∈ C, b ∈ B}. Если C = B, то код C ◦ C = C2 будем
называть квадратом Адамара кода C.

Теорема 1. Пусть [N, k]q-код C ∈ cat(C0, C1, . . . , Cu), u ∈ N. Тогда если в
порождающей матрице кода C нет одинаковых столбцов, k > 4, N 6 k(k+1)

2 ,

N · logq(2− q−1) 6 k(k−3)
2 и N − logq

3k+4
4 > dim C2

0 + dim C2
1 + . . .+ dim C2

u, то

C2 = C2
0 × C2

1 × . . .× C2
u.
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ПОДХОД К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ АППАРАТНОЙ

ВЕРИФИКАЦИИ ПЛИС В РАМКАХ СТАНДАРТА DO-254
Чистолинов Максим Владимирович

Кафедра автоматизации систем вычислительных комплексов, e-mail: mike@cs.msu.ru

Разработка компонентов авионики для современных отечественных пасса-
жирских лайнеров (MC-21, Sukhoi Superjet, Ил-496) должна соответствовать
строгим международным нормативным документам, обеспечивающим гаран-
тии качества и определяющим процедуру сертификации согласно руководствам
DO-178B [1] и DO-254 [2], либо их аутентичным переводам КТ-178В и КТ-
254 [3].

Доклад посвящён рассмотрению проблем и решений, возникающих при
аппаратной верификации ПЛИС семейств Xilinx, Altera и Actel в рамках проце-
дуры, определяемой руководством DO-254.

Показано место аппаратной верификации ПЛИС в процессах DO-254, кратко
рассмотрены подходы, применяемые за рубежом, обозначены проблемы, возни-
кающие при сравнении результатов верификации с эталонами, полученными
на моделях, а также варианты решений этих проблем.

Рассмотрены разработанные с участием автора аппаратно-программные ком-
плексы тестирования и верификации ПЛИС, условия и опции их применения,
а также полученные с их использованием практические результаты для ПЛИС,
задействованных при создании бортов MC-21 и Sukhoi Superjet New.
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ПРЕИМУЩЕСТВА МНОГОЧАСТОТНОГО ЭКСПЕРИМЕНТА

ПО ОПРЕДЕЛЕНИЮ ПАРАМЕТРОВ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОГО

СЛОЯ В ВОЛНОВОДЕ

Шеина Елена Анатольевна1, Смирнов Александр Павлович2

1 Факультет ВМК, e-mail: sheina_elena@mail.ru
2 Факультет ВМК, e-mail: sap@cs.msu.ru

Рассмотрена обратная задача определения действительной диэлектриче-
ской проницаемости плоскопараллельного диэлектрического слоя в идеально
проводящем прямоугольном волноводе или в свободном пространстве по экс-
периментальным данным с использованием явного выражения для матрицы
рассеяния. Эта задача поставлена некорректно, так как она может оказаться
неразрешимой из-за неточности экспериментальных данных, а для идеального
эксперимента решение может быть не единственным, поскольку кривая коэффи-
циента рассеяния имеет точки самопересечения. Показано, что традиционный
многочастотный метод измерений с использованием векторных анализаторов
цепей (VNA) может быть использован для постановки корректной задачи. Для
эксперимента, который идеально соответствует математической модели, неедин-
ственность решения может быть устранена для задачи в векторной постановке,
определяемой набором частот в диапазоне одномодового волновода. Векторная
функция коэффициента прохождения становится взаимно-однозначной функ-
цией диэлектрической проницаемости включения, если шаг частотной сетки
достаточно мал. В рамках разработанного подхода проведено обоснование
практического алгоритма расчета диэлектрической проницаемости включения
в волноводе методом наименьших квадратов. Предлагаемые оценки показы-
вают, что скорость сходимости зависит от количества частот, используемых в
эксперименте.

СПОСОБЫ ПОСТРОЕНИЯ АККУРАТНЫХ РАСЧЕТНЫХ

СЕТОК НА ОСНОВЕ TETGEN И ВЛИЯНИЕ СЕТОК НА

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ ДОЗВУКОВОГО И

СВЕРХЗВУКОВОГО ОБТЕКАНИЯ МОДЕЛЕЙ ПРИ

НЕНУЛЕВЫХ УГЛАХ АТАКИ
Широков Иван Анатольевич

Кафедра вычислительных методов, e-mail: ivanshirokov@inbox.ru

Представлены результаты моделирования внешнего обтекания для тел рас-
пространенной для аэродинамических задач формы: треугольное крыло (сверх-
звуковой случай) и осесимметричное тело каплевидной формы (дозвуковой



166 Широков И. А.

случай). Постановка задач соответствует экспериментам в аэродинамических
трубах, проведенных для рассматриваемых моделей, а также результатам рас-
четов, представленных в литературе [1, 2, 3].

Использование квазигазодинамического алгоритма с дополнительными коэф-
фициентами диссипации [4] позволяет проводить моделирование при высоких
числах Маха (до M = 9) и числах Рейнольдса, соответствующих экспери-
ментальным постановкам (Re ∼ 106). Используется оригинальная методика
построения пространственных сеток на основе генератора TetGen, позволяю-
щая строить достаточно аккуратные тетраэдральные сетки для треугольного
крыла и осесимметричного тела. Трехмерная постановка задачи позволяет
проводить моделирование в широком диапазоне углов атаки.

Рис. 1: Сравнение результатов при уменьшении шага пространственной сетки.

Анализ результатов показывает улучшение точности моделирования для
сверхзвукового случая при увеличении размера сетки. На рис. 1 показаны линии
уровня безразмерного давления и линии тока в поперечном сечении треуголь-
ного крыла при x = 0.208 м для разных характерных шагов пространственной
сетки: 2 мм (слева) и 1 мм (справа) при M = 6.

В дозвуковом случае область хаотичных вихрей показывает возможность
применение используемой методики моделирования для изучения нестацио-
нарных течений и ламинарно-турбулентного перехода. Вычисления проведены
с помощью суперкомпьютера K-100, установленного в Центре коллективного
пользования ИПМ им. М.В. Келдыша РАН.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 19-01-00262А). Ав-
тор выражает благодарность профессору Елизаровой Т. Г. за плодотворное
обсуждение представленной тематики.
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