К решению краевых задач об эволюции собственных форм многопараметрических систем (тонких ортотропных круговых пластин и прямых конических оболочек вращения), описываемых цилиндрическими функциями второго порядка.
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       Рассматриваются многопараметрические механические системы. Осесимметрическое напряжённо-деформированные состояния таких систем описываются обыкновенными линейными дифференциальными уравнениями (ЛОДУ) высшего (четвёртого и выше) порядка бесселева типа. К таким системам относятся, например, круговые пластины и прямые круговые конические оболочки вращения при осесимметрических нагружениях и кинематических закреплениях, находящиеся в состоянии линейно упругих (по Гуку) малых (по Коши) деформаций. напряжённо - деформированное состояние таких систем Выделен такой класс уравнений, решение которых представляется элементарными цилиндрическими функциями второго порядка (функциями Бесселя-Неймана-Вебера, модифицированными функциями Бесселя – Макдональда-Ганкеля, функциями Кельвина-Томсона первого и второго родов, произвольного и целого индексов, действительного, мнимого или комплексного аргументов). К такому классу ЛОДУ относятся уравнения, представляющие собой сумму эйлерова дифференциально - операторного многочлена (полинома), содержащего целые «степени-порядки» некоторого базового дифференциального оператора второго порядка эйлерова типа, и бесселевого добавка – произведения произвольной целой степени координатной переменной и искомой функции с соответствующим «коэффициентом бесселевого добавка». В качестве базового оператора введен обобщённый степенно-дифференциальный оператор второго порядка (типа преобразования Ломмеля - Томсона), представляющий собой произведение координатной переменной степени согласованной со степенью бесселева добавка на оператор эйлера второго порядка с сопряжёнными характеристическими показателями. Полиномиальной структуре ЛОДУ  две формы: в виде указанной выше суммы «степеней-порядков» базовых операторов и в виде коммутативного  произведения элементарных бесселевых операторов. Эйлеровы части элементарных бесселевых операторов совпадают  (одинаковые характеристические показатели и параметры сдвига), одинаковы и степени координатной переменной бесселевых добавок, а числовые коэффициенты  бесселевых добавок есть решения  соответствующего определяющего уравнения, содержащее числовые коэффициенты-«коэффициенты жёсткости»  исходного дифференциально-операторного полинома. Дифференциальные уравнения, описывающие  собственные формы таких систем при малых изгибных свободных колебаниях или их собственные формы, предшествующие потере устойчивости, содержат так называемые «коэффициенты жёсткости» ЛОДУ. параметрически зависящие от мембранных усилий, значения которых  в свою очередь зависят от внешней краевой нагрузки и условий закрепления. Вид (осцилляционный или неосцилляционный) и параметры собственных изгибных форм механических систем в этих состояниях, как решения соответствующих краевых задач, зависят от указанных параметров. Задача отыскания собственных чисел и собственных форм в предлагаемой постановке  сводится к решению системы детерминантно - краевых уравнений, соответствующих всем возможным видам собственных форм, принимаемых системой на введенной в постановку «траектории нагружения» в пространстве «коэффициентов жёсткости», и дополненных  выражениями «соотношений связности». Последние представляют собой связи «коэффициентов жёсткости» ЛОДУ и «структурных параметров форм», вытекающие из сравнения двух полиномиальных форм записи ЛОДУ.  С одной стороны - суммой произведений «базовых» дифференциальных операторов эйлерова типа первого и высшего порядков или лапласова типа второго и высшего (чётного) порядков на соответствующие степени  координатной переменной и  «коэффициенты жёсткости» при них и коммутативным произведением  элементарных дифференциальных операторов бесселева типа второго порядка, содержащих «структурные параметры форм» - с другой стороны.   

     1. Бесселев дифференциальный оператор высшего порядка: структура и её элементы. Рассматриваемые состояния многопараметрических механических систем относительно осесиметрических изгибных форм – действительной функции прогиба  
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 действительной переменной в полярной системе координат описываются линейными обыкновенными дифференциальными уравнениями (ЛОДУ) высшего (четвёртого и выше) порядков бесселева типа. В структуре дифференциального оператора  ЛОДУ содержатся: многопараметрическая обобщённо-эйлерова часть 
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        Обобщённо-эйлерова часть (специального степенно-дифференциального вида) представляется суммой произведений степеней координатной переменной 
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 на эйлеровы дифференциальные операторы 
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 (специального вида - целые «степени - порядки» базового трёхпараметрического элементарного биномиального дифференциального эйлерова оператора второго порядка) соответствующих порядков
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Показатели степеней 
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 координатной переменной и характеристические показатели 
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  эйлеровых операторов содержат параметр 
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-показатель степени бесселева добавка.  

      Базовый биномиальный эйлеров оператор второго порядка содержит два параметра: 
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- параметр сдвига и 
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- индекс цилиндрических функций-решений ЛОДУ
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где характеристические показатели, как корни показательного характеристического (векового) уравнения  и эти параметры связаны соотношениями
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«Степени-порядки» 
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 базового дифференциального оператора, таким образом, содержат два постоянных параметра и их пары характеристических показателей отличаются друг от друга на  целое число 
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 параметров 
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 - показателя степени бесселева добавка. Базовый эйлеров дифференциальный оператор (3) в канонической форме представим или в обобщённо – лапласовом  виде
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При переходе от канонической формы записи операторов к эйлеровой используются следующие выражения


[image: image20.wmf]}

{

)]

1

(

[

},

){

1

(

},

{

1

2

2

2

W

k

D

d

W

d

W

D

D

d

W

d

W

D

d

dW

n

k

n

n

n

Õ

=

-

-

=

-

=

=

h

h

h

h

h

m

h

h

h

h

           (6)
Базовый эйлеров дифференциальный оператор является основным элементом степенно-дифференциальным оператором второго порядка, используемого в дальнейших преобразованиях исходного оператора в виде суммы к форме коммутативного произведения

    Основной обобщённый эйлеров степенно-дифференциальный оператор. Введём оператор аналогиченый эйлерову и подобный преобразованию Ломмеля-Томсона, отличающийся степенью (не произвольной степенью, а согласованной с показателем степени бесселева добавка) множителя и вторым порядком дифференциального оператора (а не функцией) 
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и, аналогично, для 
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а его «степени-порядки» представляются так
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Обобщённый эйлеров степенно-дифференциальный оператор (8) и его «степени-порядки» (9) являются основными в полиномиальном представлении бесселевых операторов и в форме суммы степеней (1) обобщённого оператора 
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и в форме коммутативного произведения. 
    Бесселева добавка 
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 имеет числовой «коэффициент бесселевой добавки» - параметр 
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, определяющий степень «растяжения-сжатия» аргумента цилиндрических функций – решений ЛОДУ.   Параметрический показатель степени 
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 координатной переменной  определяет не только степень «растяжения-сжатия» аргумента 
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,  но  и «нелинейность»  такого «растяжения-сжатия». 

   Основной обобщённый бесселев оператор второго порядка. Рассматриваемые обобщённые бесселевы операторы полиномиальной структуры представляют сумму «степеней- порядков» базового элементарного оператора, который согласно выше представленным  элементарным эйлеровым операторам может быть записан  
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  Обобщённый бесселев оператор высшего порядка. Полиномиальная структура оператора  в форме коммутативного произведения имеет следующее эйлерова представление
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где «коэффициенты бесселевых добавок» 
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 в разложении (12) есть корни характеристического полинома 
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и являются основными структурными параметрами решений, связанные с «коэффициентами жёсткости» соответствующими соотношениями.

     Соотношения связности «коэффициентов бесселевых добавок» и «коэффициентов жёсткости». Раскрывая произведения биномов (13), получаем указанные выше соотношения                     
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   Вывод. Если исходный линейный дифференциальный оператор бесселевого типа высшего порядка (1) представляет сумму произведений эйлеровых дифференциальных операторов высшего (кратного) порядка  
[image: image35.wmf])
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 специального вида (2) на соответствующую степень  
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 координатной переменной, с показателем степени, согласованным параметром 
[image: image37.wmf]s

 показателя степени  бесселевой добавки, и если операторы (2) с помощью обобщённых преобразований типа Ломмеля-Томсона – операторов (7)-(9) и (11) и соотношений связности (13)-(14)  представимы произведением биномиальных операторов а их характеристические показатели  таковы, что их пары образуют арифметические последовательности с разностью, согласованной с параметром 
[image: image38.wmf]s

 показателя степени бесселевой добавки, то этот оператор представим коммутативным произведением элементарных бесселевых операторов второго порядка с  заданными «коэффициентами добавка» и одинаковой эйлеровой частью
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  Это значит, что решение ЛОДУ высшего 
[image: image40.wmf]N
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 порядка с однородной (нулевой) правой часть сводится  к решению независимой системы 
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 однотипных ЛОДУ второго порядка бесселева типа
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2. Преобразования Ломмеля-Томсона и сведение обобщённых бесселевых ЛОДУ второго порядка к каноническому виду. Известны два типа преобразований уравнений Бесселя общего вида (имеющих четыре параметра 
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приводящее к трём параметрам 
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2) преобразование координатной переменной 
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приводящее соответственно к двум параметрам 
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Нормируя координатную 
[image: image50.wmf]x

 переменную «коэффициентом бесселевой добавки» 
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 так, что 
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, ЛОДУ бесселева типа общего вида окончательно приводится к стандартным  вычисленным (табличным) функциям
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3. Постановка задачи о собственных формах многопараметрических механических систем. Уравнения состояния многопараметрических механических систем в условиях малых колебаний и в докритическом состоянии (до потери устойчивости) описываются параметрическими линейными обыкновенными уравнениям высшего порядка бесселева типа с однородной (нулевой) правой частью
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с параметрически изменяющимися «коэффициентами жёсткости» 
[image: image55.wmf])

(

)

2

(

g

r

r

N

b

-функциями комбинированного параметра нагружения 
[image: image56.wmf]g

r

 (например, мембранных меридианальных и тангенциальных напряжений). Параметры 
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- заданы, как характеристики изгибной и сдвиговой жёсткости, неизменны и выражаются через геометрические и деформационные характеристики конструкции (пластины, оболочки) и материала её. «Коэффициенты жёсткости», как функции 
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, задают в пространстве 
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Вместе с характеристическим уравнением «коэффициентов бесселевых добавок» (13)
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и соотношениями связности (14) «коэффициентов жёсткости» ЛОДУ
[image: image63.wmf]}
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 и «коэффициентов бесселевых добавок»
[image: image64.wmf]n
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 (они же являются и  структурными параметрами решений-цилиндрических функий)
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составляют первую основную часть постановки соответствующих краевых задач. Во вторую часть уравнений входят краевые условия на концах интервала 
[image: image66.wmf]2
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 (конечных или полубесконечных) и в полюсе 
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 (если он входит в интервал координатной переменной). Линейные краевые условия дифференциального типа общего вида записываются  в форме
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 Выводы: представленная часть постановки краевых задач определения собственных форм отличается  от  существующей тем, что:
- дополнительно задаётся траектория нагружения в пространстве «коэффициентов жёсткости» ЛОДУ, как изменяющихся величин в зависимости от комбинированного параметра нагружения (например, мембранных усилий в теории пластин и оболочек);

- используются две формы записи бесселевых ЛОДУ высшего порядка полиномиального типа: в форме  суммы «степеней-порядков» базового степенно-дифференциального оператора второго порядка и в форме коммутативного биномиального произведения разностей базового степенно-диференциального оператора и структурных параметров формы («коэффициентов бесселевой добавки»);

- для перехода от одной формы записи к другой введено соответствующее характеристическое уравнение для «коэффициентов бесселевой добавки»; 

-  используется «соотношения связности», отражающие связь «коэффициентов жёсткости» ЛОДУ и структурных параметров формы.

       Собственные формы определяются фундаментальной системой решений системы (ФСР) бесселевых ЛОДУ  (16) с одинаковыми эйлеровыми частями и различными коэффициентами бесселевых добавок. Это значит, что индексы и сдвиги соответствующих цилиндрических функций всей системы ФСР одинаковы.  
4. Система фундаментальных решений - цилиндрических  функций второго порядка. 
Цилиндрические функции бесселевых ЛОДУ второго порядка общего вида 
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и применения к ЛОДУ преобразований Ломмеля-Томсона  
[image: image70.wmf]s
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 определяются каноническим бесселевым ЛОДУ стандартного вида
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и представляются в виде обобщённого степенного ряда
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В зависимости от значений коэффициентов бесселевых добавок 
[image: image73.wmf]2

l

 действительных положительных или отрицательных, мнимых или комплексных, простых или кратных эти функции могут быть осциллирующими или неосциллирующими, модулированными или немодулированными степенными или логарифмическими функциями. Для простых (некратных) значений беселевых добавок весь набор ФСР определяется по форме (28), а для кратных  (в зависимости от кратности) по схеме Лопиталя: для двукратных 
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и для многократных
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В случае однократных вид модуляции (осциллирующей или неосциллирующей) стандартный и зависит от значений бесселевых добавок 
[image: image76.wmf]2
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 (положительных или отрицательных действительных, мнимых или комплексных).

Виды осцилляций простых цилиндрических функций. Для простых действительных значений бесселевых добавок 
[image: image77.wmf]2

l

 виды осцилляций приведены в таблице № 1

Таблица №1.

Виды простых осцилляций  и монотонностей цилиндрических функций второго порядка.

	№
	Названия

видов осцилляции 

или монотонности
	Значения коэффициента

бесселева 

добавка  
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	Аргументы

функций
	Написание

функций

	1
	Бесселевы I –го  рода. 

(Неймана, Вебера, Ханкеля)  

индекса (порядка) 
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	2
	Бесселевы II-го  рода 

(Макдональда)

(модифицированные функции Бесселя индекса (порядка) 
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	3
	Бесселя- Кельвина (Томсона)

индекса (порядка) 
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	4
	Ханкеля

индекса (порядка) 
[image: image94.wmf]m



[image: image95.wmf]0

)

(

2

)

4

(

)

1

(

3

)

6

(

4

4

4

2

2

2

2

2

2

2

3

4

=

+

+

+

-

+

+

-

+

-

-

+

+

w

w

w

w

w

w

w

w

I

II

I

II

III

IV

x

l

x

x

a

x

m

x

m

x

m

x

x



	
[image: image96.wmf]4

4

2

2

2

g

a

b

b

a

-

=

±

i


комплексно- сопряжённые
	
[image: image97.wmf]2

2

4

4

a

b

j

b

a

j

tg

arc

e

i

=

+

±
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Рассматриваемые механические системы имеют только действительные «коэффициенты жёсткости» 
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 поэтому мнимые корни характеристического уравнения  (23) для структурных параметров – «коэффициентов бесселевых добавок» могут быть только комплексно-сопряжёнными. Это значит, что решения типа функций Бесселя-Кельвина могут быть только в паре 
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где параметры комплексно-сопряжённых коэффициентов бесселевых добавок следующие
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  На рис.1-2 приведены формы простых цилиндрических функций (Бесселя и Макдональда) второго порядка действительного и мнимого аргументов и соответственно положительных и отрицательных значений коэффициентов бессселевых добавок, а на рис. 3-4 формы цилиндрических функций (Кельвина) четвёртого порядка комплексно-сопряжённого аргумента и соответственно комплексно-сопряжённого коэффициента бесселевого добавка.
 Простейшие виды модулированных форм цилиндрических функций четвёртого порядка.  
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Рис.1. Бесселевы функции первого рода индекса =0.9 при разных значениях

коэффициентов бесселева добавка =0.5, 1, 2, 3
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Рис.2.  Функции Макдональда первого рода индекса =0.9 при разных значениях коэффициентов
бесселева добавка =0.5, 1, 2, 3
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Рис.3.  Функции Кельвина индекса =0.9 при разных значениях
комплексно-сопряжённой бесселевой добавки =0.9; 1; 2; 3 и =arctg(/)^2
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Рис.4.  Функции Кельвина индекса =0.9 при разных значениях  комплексно-сопряжённой бесселевой добавки  =0.9; 1; 2; 3 и =arctg(/)^2
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Рис.4.  Функции Кельвина индекса =0.9 при разных значениях       

 комплексно-сопряжённой бесселевой добавки =0.9; 1; 2; 3 и =arctg(/)^2 
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