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1. Введение. Одним из важнейших и наиболее часто применяемых алгоритмов анализа яв
ляется алгоритм интегрирования рациональных функций. Как известно, интеграл от рациональ
ной функции представляется в виде суммы рациональной и логарифмической части, причем ра
циональную часть можно выделить только с помощью арифметических операций. Алгоритм для 
этого был найден Остроградским в 1844 г. (см. [1]). Другой алгоритм для той же цели бы л предло
жен спустя 20 лет Эрмитом (см. [3] ). В отечественной литературе алгоритм выделения рациональ
ной части интеграла от рациональной функции называется алгоритмом Эрмита-Остроградского, 
но излагается фактически обычно алгоритм Эрмита. В зарубежной литературе обычно имя Ост
роградского не упоминают, хотя его статья [1] была опубликована в Петербурге на французском 
языке. 

После открытия A.A. Карацубой в 1962 г. быстрого алгоритма умножения чисел [4] (о том, как 
это произошло, он сам интересно написал в недавней статье [5] ) возник интерес к оценке сложности 
алгоритмов анализа и алгебры и построению быстрых модификаций этих алгоритмов. Были най
дены различные быстрые алгоритмы для основных арифметических операций с числами и полино
мами в работах [6-10] и др., быстрые алгоритмы для вычисления значений полиномов и их интер
поляции (например, [11]), быстрые алгоритмы для вычисления определителей и решения систем 
линейных уравнений (после [12] об этом написаны десятки работ), и много других результатов, 
среди которых даже те, которые можно рассматривать как полиномиальные алгоритмы, невоз
можно перечислить в короткой статье (см., например, [13-15] и указанную там литературу). 

В [16] было показано, как модернизировать алгоритм Эрмита, чтобы он работал со сложнос
тью 0(nlog 2 n), где п — степень знаменателя интегрируемой дроби (которую можно предпола
гать правильной). Этот алгоритм состоит из четырех подалгоритмов: бесквадратной факториза
ции знаменателя дроби, разложения ее на простейшие дроби, интегрирования полученных прос
тейших дробей методом по частям и сложения рациональных частей полученных интегралов и 
подынтегральных выражений, которые тоже являются рациональными функциями. Каждый из 
этих алгоритмов имеет самостоятельный интерес и многочисленные применения, особенно пер
вые два и последний. Все эти алгоритмы имеют по порядку одну и ту же оценку сложности. 

В [16] приведены подробно только оценки сложности первого и третьего из них, так как оценки 
для остальных двух алгоритмов получены в [17,18]. В указанных трех работах изложена довольно 
обширная история вопроса, которую мы опускаем. 

Но там не написано, что на самом деле эта история начинается с М.В. Остроградского, так 
как алгоритм бесквадратной факторизации [16] содержится в [1] (что, вероятно, неизвестно ав-

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект 
96-01-01068). 
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тору [16]). Этот алгоритм несколько сложнее для понимания, чем стандартный алгоритм (восхо
дящий к голландскому математику XVIII в. Гудде), но все же достаточно прост для его изложения 
первокурсникам и заслуживает более широкого распространения и применения. 

2. Оценка сложности алгоритма интегрирования рациональных функций и его 
подалгоритмов. Оценку сложности интегрирования правильных рациональных дробей степе
ни n можно теперь предложить в виде 

[log2 к] (21 M(n) + l in) + 24М(д) + 26n + 4GD(n), 

где к — число бесквадратных множителей в факторизации Остроградского, М(п) — оценка слож
ности умножения двух многочленов степени п, удовлетворяющая условию супераддитивности: 
М(х) + М(у) < М(х + у), и GD(n) — такая же оценка сложности вычисления НОД двух много
членов. Как известно (см., например, [13]), в качестве М(п) можно взять Сп log n, а в качестве 
GD(n) можно взять С M(n) log п при большом С (это было доказано в [19, 20]). 

Сложность бесквадратной факторизации многочлена Р степени n при этом можно оценить как 
2 GD (п) -1-7 M (n) -Ьбп, сложность разложения правильной дроби со знаменателем Р на простейшие 
дроби — как 

17п> 

Y 

сложность интегрирования получившихся при этом простейших дробей — как 

3 М(п) + 6 М(р) + GD(n - р) + 15р, 

GD(n) + flog2 А:] ( l7M(n) + -^Pj + 8M(n) + 5n, 

где p = deg(P, dP/dx), сложность суммирования полученных при этом интегрировании простей
ших дробей — как 

\logk t] (З М(п) + М(р) + ^ ) + М(п - р) + 3(п - р). 

3. Алгоритм Остроградского бесквадратной факторизации многочленов. Изло
жим алгоритм бесквадратной факторизации в обозначениях самого Остроградского и оценим его 
сложность (т.е. число выполняемых им операций). Пусть Р — Р\ — факторизуемый многочлен, 
положим 

*-(*.£). 
Qi Rx-dQxjdx ( dQ2 

42 = , ri2 = , 92 = Ц/2, ^2 -
91 91 V « ж 

и т.д., пока не получим Rk+i = dQ^+i/dx (здесь и далее через (/, д) обозначаем НОД многочленов 
fug). Тогда P = 9i92 ' " 9Jt — искомое разложение, потому что qi не имеют кратных корней и 
взаимно просты. Отметим, что попутно найдено разложение P = Q\Q2 • • • Qk, г ^ е Qi = Q i " 'Як, 
г = 1 , . . . , к, — тоже бесквадратные множители, но уже не взаимно простые, а последовательно 
делящие друг друга. 

Сравним этот алгоритм со стандартным алгоритмом. В последнем рекуррентно вычисляется 
последовательность многочленов по формулам Pi+\ = (Pi,dPi/dx) и с использованием теоремы о 
понижении кратности корня при дифференцировании проверяется, что 

Pi = QiQi+1 • ' ' Як~Ш = QiQi+i "Qk, 
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после чего находится делением, что 

п _ 3 _ Qi 
Pi+l ' Qi+l 

Обосновывается алгоритм Остроградского с помощью его замечательных тождеств 

dPi+i/dx Ri-dQi/dx f dQi 
= ZZ = , Яг — \ °i+2 Qi \ dx 

Для удобства читателя приведем их доказательство, благо оно короткое. Применяя индукцию, 
получаем, что 

_ dÇU = dPj/dx _ d{Pj/Pi+l) = Pj • (dPj+i/dx) = Qj-(dPi+1/dx) = Qi+iqi-{dPi+l/dx) 

dx Рг+i dx Pi+i P i+ i 

откуда имеем 

Ri -dQi/dx Qi+i • (dPi+i/dx) _ dPi+i/dx 
^ ц + i — — 

i + l -П+2 

Так как 

_ о i - _ , ' 4 - i т-ч dPi/dx 
Pi = fttf+i --Qk , # i = — , Qi = q i " ' qk, 

i + l 

то из теоремы о понижении кратности корня при дифференцировании вытекает, что (Рг-, Qj) = 1, 

откуда следует уже без всякой индукции, что 

QiiRi ~ (QiiPi+iqi) = (Qi+iqi,Ri+iqi) — {Qi+iqi, Ri+iqi) = Qi(Qi+l,Ri+l) — qi-

Заметим еще, что из формул 

dPijdx Pi 
Ri — j Qi — 

i + l ^г+1 

вытекает, что deg Ri — deg Рг — deg Pi+i — 1 = deg Qi — 1. 
Преимущество алгоритма Остроградского перед стандартным алгоритмом очевидно ввиду 

того, что на каждом шаге итерации он требует нахождения НОД многочленов меньшей степени, 
чем стандартный алгоритм, и вместо двух делений использует только одно, причем для многочле
нов опять же меньшей степени. Кроме того, он допускает хорошую оценку сложности при исполь
зовании в нем быстрых алгоритмов умножения, деления и вычисления НОД. 

4. Оценка сложности алгоритма Остроградского. Она получается очень просто. По
ложим deg Qi = щ, deg qi = m ,̂ deg P 2 = p = n 2 H h n*, тогда гщ = щ - п»+1, deg R{ = щ - 1. 
Сложность деления без остатка многочлена степени га на многочлен степени п оценим как 
3(M(m — n) + m — п) + М(га) (см., например, [21, задачи 17.25, 17.32]), значит, сложность 
деления двух разных многочленов степени не выше га на один и тот же многочлен степени п 
оценивается как 3(M(m - n) + m — п) + 2М(ш) (см., например, решения задач 17.25, 17.26 
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в [21]), тогда нужная оценка имеет вид 

n + GD(n) + 3 М(п - p) + Зп - Зр + 2 М(п)+ 

A: 

+ 2(GD(f l i ) + 2М(пг) -f- 2п г) + ^ ( З М ( п * ) + 3fli) < 
г=1 г-2 

< п + GD(n) + З М ( п - р ) + Зп - Зр + 2М(п) + GD(n) + 2М(п) + 2п + ЗМ(р) + Зр < 

< 2 G D ( n ) + 7M(n) + 6n. 

Полученная оценка показывает, что сложность алгоритма Остроградского бесквадратной фа
кторизации многочлена степени n асимптотически лишь в 2 раза превосходит сложность расши
ренного алгоритма нахождения НОД двух многочленов степени п. 

5. Еще один вариант алгоритма Остроградского. Интересно отметить, что Остроград
ский предложил в заметке [2] еще один вариант алгоритма факторизации, основанный на тож
дестве qj = (Q, R — j - {dQ/dx)), где 

«-(M-
Доказательство вытекает из цепочки равенств (в которой для краткости дифферешщрование обо
значается штрихом) 

к к 

Q' = Ylqi"' « - i ( f t ) V n ---Qk, R - jQ' = - j)qi • • • çt-i(«)Vn -"Як 
i=l г=1 

(обосновьшаемой правилом дифференцирования Лейбница) и замечания о том, что в последней 
сумме все слагаемые, кроме 5-го, делятся на qs, а оно взаимно просто с многочленом qs (так как все 
его сомножители с ним взаимно просты), следовательно, (R — jQ', qs) = 1 при s ф j и, очевидно, 
многочлен R — jQ делится на многочлен qj. 

Указанные формулы Остроградского более элегантны, чем предыдущие, но сложность послед
него алгоритма, очевидно, больше, чем предыдущего, так как в нем степени последовательности 
многочленов, у которых приходится вычислять НОД, не уменьшаются и он не допускает очевид
ной хорошей верхней оценки. Однако если нужно вычислить не все множители qi, а только любой 
один из них, то этот алгоритм, вероятно, является быстрейшим. 

6. Оценка сложности алгоритма разложения рациональной функции на простей
шие дроби. Основная идея быстрого алгоритма разложения на простейшие дроби состоит в при
менении метода Карацубы деления пополам. 

Пусть P/Q — произвольная правильная дробь степени n, Q = q\- • • qs, (qi,qj) = 1, i ф j -

Положим Qi = Q/qi, тогда, как известно, справедливо равенство 

^ = V — 
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где 
Pi = (Р mod qi • Q^1 mod qi) mod qi. 

Для обоснования которого нужно проверить, что {Q\,..., Qs) = 1, воспользоваться линейным 

представлением НОД 1 = Yli^i UiQi и заметить, что Ui mod qi = Q^"1 mod ̂  и 

Допустим, что Р mod и Qi mod qi уже вычислены. Тогда Q~l mod <fr находится со сложностью 

GD(degÇi) применением к паре Qi mod (fr, #г распшренного алгоритма Евклида, который вычис

ляет линейное представление 1 = {Qi,qi) = UQi + Vqu г ^ е U = mod*?;, ар; = (Pmodtfr) x 

x ( Q " 1 mod Çi) находится со сложностью 7 M(deg <fr) 4- 5 deg qi путем умножения и последующего 

деления результата на qi (см. [21, задачи 17.32, 17.34]). Учитывал супераддитивность, имеем 

оценку GD(n) + 7M(n) + 5n. 
Для вычисления Р mod qi применяем метод деления пополам. Строим последовательность 

многочленов 

Qau...,ak, Oti = О, 1, к < l(s) = r iog 2 sl , 

такую, что 

Q — Qo ' Qli • • • ) Qa\,...,ak — Qai , . . . , a f c , 0 ' Qa\,...,a*.,li • • • 7 

и количество сомножителей в соседних многочленах Qâ,o, Q Q , I отличалось бы не более чем на 1. 

Вычисляем последовательность многочленов Р^ рекурсивно: 

P ä , a k + 1 — m ° d Q a , Q F C + 1 • 

Если положить deg Q Q — па-> т о сложность вычисления обоих многочленов Ра,о, Pa,i оценивается 
как 

3(М(п 5 д) + n 5 > i ) + 2 M ( n 5 ) + n 5 j 0 + 3(M(n 5 , 0 ) + n 5 , 0 ) + 2 M ( n 5 ) + п 5 д < 

< 3 M ( n 5 ) + 4 n 5 + 4 M ( n 5 ) = 7 M ( n s ) + 4n 5 , 

а полная сложность — как 

< /(s)(7M(n) + 4 n ) . 

Сложность вычисления последовательности многочленов также оценивается с помощью ме
тода Карацубы как (l(s) — 1) M(n). 

Так как 
Qi mod qf 

Qimodqi = , 
Qi 

то эта последовательность также оценивается с помощью дихотомии той же по порядку оценкой. 
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7. Уточнение мультипликативных констант в оценке сложности алгоритма раз
ложения на простейшие дроби. Заметим, что возникающая в вычислениях последователь
ность остатков по mod Q | представляется в виде • Pg, где последовательность вычисляется 
рекурсивно: 

^5 ,Qfc + 1 — Q 5 , i - Q f c + 1 * Rà mod Q û j Q f c + 1 , 

причем окончательные результаты Qz mod дг имеют вид i ? Q b . . . ) Q i ( 5 ) . Так как deg R^ < П 5 , то слож

ность вычисления обоих многочленов i?5,o? Ra,i оценивается (с помощью задач 17.20, 17.25, 17.32 

из [21]) как 

М(га5) + 3(M(2n 5,o) + 2 n 5 j 0 ) + Щпа + n 5 , o ) + n 5 , i + М(2пЙ 5о, га5д) + М(га 5)+ 

+ 3(M(2n 5 f i ) + 2 n 5 | 1 ) + M('ra5 -f п 5 д ) + n 5 j 0 + M ( 2 n 5 > 1 , n 5 | 0 ) < 

< 4M(2ra 5) + M(3ra5) + ЗМ(гай) + 7ra5, 

a полная сложность как l(s) (4 M(2n) + M (Зга) + 3 M (га) + 7ra). Если вычислить последовательность 
Дй раньше, чем последовательность Pg, то при вычислении последней не надо будет "обращать" 
многочлены Q g , так как это уже сделано при вычислении предыдущей последовательности (это 
ясно из решения задачи 17.26 в [21]), что позволяет уменьшить оценку сложности на 3 М(га) -Ь Зп, 
и суммарная оценка будет иметь вид Z(s)(4M(2ra) + M(3n) + 8М(га) 4- 8га) — М(га). Можно еще 
уменьшить оценку, если перед умножением 

RàiCtk+i = Q a , l —a^+i ' ^ 5 lïiod Qa^a^^j^ 

привести i?5 по mod Q a 5 a Ä ; + 1 , тогда "обращать" многочлен придется тоже только один раз, на 

умножение будет уходить 2 M (га), а на приведение по модулю 3 M (га) -f Зга + 4 M (га) + 2га операций. 

Суммарная оценка тогда будет иметь вид /(s)(14M(ra) + 6га) — М(га). Можно еще заметить, что 

при выполнении условия п^о — n 5 , i равенства степеней соседних многочленов эта оценка еще 

уменьшается на 2/(5) M (га). 

8. Оценка сложности второго подалгоритма алгоритма разложения рациональ

ной функции на простейшие дроби. Здесь речь идет о разложении правильной дроби вида 

Р/Q s в сумму еще более простых дробей 

Эта задача, очевидно,равносильна разложению многочлена Р по степеням Q. Решается она по
добно проведенному выше вычислению остатков многочлена по заданным модулям, только все дг 

здесь равны Q и на каждом шаге по многочлену Р 5 строятся многочлены РЙ }О, Pa,i такие, что 

Ра — Pa,oQä,l + -FQ,1-

Если для каждого деления выбирать из двух соседних многочленов тот, который имеет боль
шую степень, то сложность всех делений оценивается (с помощью задач 17.20, 17.25, 17.31, 17.32 
из [21]) как 

l(s) 

£ £ (зМ(гай,0) + Зп5,о + М(га й д ) + п й д + 2 м ( ^ ) + С ) < 
fc=lai=0,l;...;afc=Orl 

< / ( , ) ( 4 M Q ) + M ( n ) + | ) , 
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а сложность вычисления всех многочленов , которые получаются путем последовательного воз
ведения в квадрат или перемножения соседних многочленов, оценивается как 2М(п), где п = 
— s deg Q, т.е. сложность всего подалгоритма не превосходит /(s)(3 M(n) + 5n/2) -f 2 М(п). 

Как видим, и здесь фактически был применен метод Карацубы. 

Окончательная оценка сложности алгоритма разложения на простейшие дроби имеет вид 

[log2 к] ( l7M(n) + + 8M(n) + 5n + GD(n), 

где к — длина разложения знаменателя на бесквадратные множители: Q — q\q^ • • • qfc, a n = deg Q. 

9. Оценка сложности собственно алгоритма интегрирования рациональных дро

бей. Оценим вначале сложность интегрирования дроби 

где deg Р{ < deg Q, s deg Q = n, s > 1. Для этого воспользуемся тождеством 

f Pi_, _ -PiB/{i - 1) , f PjA + d(PjB/(i - l))/dx J 

J Q* Q 1 ' 1 +J Q - i d X ' 

где AQ -h P • (dQ/dx) = 1, deg Л, deg JE? < deg Q, получаемым интегрированием по частям. Слож
ность вычисления многочленов А и В оцениваем как GD(deg Q), потом находим числитель дроби, 
стоящей под вторым интегралом, со сложностью 2 M (deg Q) H- 6 deg Q и сразу делим его на Q с ос
татком, представляя в виде CQ + D, где deg С, deg D < deg Q со сложностью 6 M (deg Q) -h 5 deg Q; 
далее складываем С с Р г _2, a с Р г_1 со сложностью 2 deg Q, и задача сводится к такой же, но г 
уменьшается на 1. Значит, интегрирование дроби 

выполняется со сложностью 

(5 - 1)(5M(deg Q) + 10deg Q) + 3M(degQ) + degQ + GD(deg Q), 

так как вычислять A, В н "обращать" многочлен Q надо только один раз, а при г = 2 не надо 
делить на г — 1. 

Учтем еще сложность преобразования рациональной части интеграла к виду 

5 - 1 Q 

где deg Si < deg Q. Для этого заметим, что —PiB/(i — 1) вычисляется со сложностью M(deg Q) + 
4-2 deg Q (при i = 2 последнее слагаемое исчезает), деление полученного результата на Q и тем 
самым представление его в виде C{Q + Di, где deg Ci, deg Di < deg Q, вьшолняется со сложностью 
3 M (deg Q) + 2 deg Q (так как "обращение" многочлена Q уже выполнено ранее), а сложение (при 
г > 2) многочленов С г и 1? г _1 — со сложностью deg Q, что в итоге дает оценку 

(s - 1) (4 M(deg Q) + 5 deg Q) - 3 deg Q. 
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f j ; d x = T + f 7 î d x ' 

и, чтобы найти многочлены X и У, надо сложить полученные дроби (и многочлены в рациональ
ных частях интегралов). Применяя для этого метод деления пополам и замечая, что сложение 
двух дробей степени d требует не более 3 M(d) + 2d операций, сумму правильных дробей 

можно (решая обратную к рассмотренной в конце п. 8 задачу) вычислить за 

/(s)(M(sdegQ) + i s d e g Q ) 

операций, многочлены степеней меньше deg^ складываются со сложностью degQ, а потом их 
сумма прибавляется к ранее полученной правильной дроби со сложностью 2 deg Q + M(deg Q), 
получаем для сложности сложения дробей такую оценку: 

3degQ + M(deg Q) + [log2 к] (з М(р) + 2р + М(р) + | + 3 M(deg Q) + 2 deg Q ) < 

< [log, t] (З M(n) + M(p) + y ) + M(n - p) -f 3(n - p). 

Итоговая оценка сложности алгоритма интегрирования рациональной дроби имеет вид 

5р> 

+ 

riog2 к] (з М(п) + М(р) + у ) + м ( " - Р) + 3(п - р) + 3 М(п) + 6 М(р) + GD(n - р) + 15р+ 

[log2 fei (l7M(n) + + 8 M ( n ) + 5 n + G D ( n ) + 2 G D ( n ) + 7M(n) + 6n < 

< riogfe (20 M(n) + M(p) + ^ + I) + 

+ 3 GD(n) + GD(n - p) + 19 M(n) + 5 M(p) + 14n + 12p < 

< riog2n](21M(n) + l in )+ 24M(n)+26n + 4GD(n). 

9 ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В. А. СТЕКЛОВА, 1997, т, 218 

Складывал ее с полученной ранее оценкой, окончательно имеем оценку 

{s - 1) (9 M(deg Q) + 15 deg Q) -f 3 M(deg Q) - 2 deg Q + GD(deg Q). 

Используя супераддитивность функции M(n), преобразуем эту оценку к виду 

6 M(n - deg Q) + 15n + 3 M(n) - 17 deg Q + GD(deg Q). 

Применяя указанную оценку к каждой из дробей, получающихся при разложении исходной 

дроби N/P, где P — qiq2 • • • а n = deg Р, и пользуясь супераддитивностью функций М(п) и 

GD(n), получаем оценку сложности собственно интегрирования в виде 

3M(n-deg<?i) + 6M(p) + 15p-2degQ + 2 d e g q i + G D ( d e g Q ) < 3M(n) + 6M(p) + G D ( n - p ) + 15p, 

но на сей раз под Q понимаем многочлен q\q2 • • • qki&P — deg Pi, где Pi = P/Q. 

10. Оценка сложности сложения полученных рациональных дробей. Сам Остро
градский представлял результат интегрирования в виде 
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11. Оценка сложности нахождения логарифмической части интеграла. Логариф
мическую часть интеграла 

N / pdx, 

а именно 

I 
нельзя найти чисто арифметическими средствами (обсуждение этого вопроса имеется, например, 

в [23]), но если известны корни многочлена Q, то для этого, очевидно, достаточно разложить 

дробь Y/Q на простейшие дроби. Действительно, если Q = q\- • • g m , где qi(x) = x — с;, C{ G C, 

(qii qj) — 1 ^ Ф i? т о положим Qi = Q/qi и, как известно, получим разложение 

Q к * 

где 
Y(ci) 

Pi = y * Q 2

- 1 mod qi = Y mod qiQ~l mod <ft = , * = 6* E С. 

Так как числа У (ĉ ) и Q'(ci) суть остатки от деления многочленов У (я?) и Q'( x ) ~ dQ/dx на дву
члены <&(#) — x — Ci, то, как уже отмечалось выше в более общей ситуации, они могут быть вы
числены со сложностью I (т) ( 15 M (m) + 8m) -h 2m — M (m) (здесь учтено, что необходимые при вы
числении как числителей, так и знаменателей дробей Ьг- произведения двучленов qi достаточно вы
числить только один раз). После этого выполняется попарное сложение комплексно-сопряженных 
дробей со сложностью не более 5 т / 2 и все дроби интегрируются элементарным образом со слож
ностью не более 4 т . 

Заметим, что если дано разложение знаменателя Р интегрируемой дроби на множители над 
полем Е , то нет необходимости вычислять сначала многочлен Q методом Остроградского, так как 
задача сразу сводится к разложению дроби N/P на сумму дробей вида Y/Qs, где Q — либо ли
нейный двучлен, либо квадратный трехчлен. В первом случае разложение такой дроби на сумму 
простейших сводится к нахождению разложения многочлена Р в ряд Тейлора относительно точ
ки а, где Q(x) — х — а, а, как показано в [22], это может быть выполнено быстрее, чем указывалось 
выше, а именно со сложностью 0(s log s). Второй случай, как отмечалось в [17], сводится к пер
вому, если выделить в Q полный квадрат, сделать соответствующую линейную замену перемен
ных в многочлене У (а это то же самое, что и упомянутое только что разложение в ряд Тейлора) и 
после этого представить его в виде Уо (x 2 ) + xY\ (х2 ), и после замены z = х2 задача опять сводится к 
первому случаю, поэтому во втором случае сложность нахождения разложения рассматриваемой 
дроби на сумму простейших остается по порядку такой же. 

12. Оценка сложности оригинального алгоритма Остроградского интегрирова
ния рациональных дробей. Изложенный выше алгоритм бесквадратной факторизации мно
гочленов является лишь началом алгоритма интегрирования рациональных дробей Остроград
ского [1]. Этот алгоритм слишком громоздок для его изложения здесь (работа [1] занимает около 
50 страниц). Применяя указанные выше приемы, можно оценить его сложность как 

2GD(n) + GD(p) -f o ( n f c I ^ 2

( n 2 ) ) + О (log A; • M(n)), 
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где р = п — п\тщ = deg Qi, а последовательность многочленов Qi та же самая, что и в п. 3. 

Вообще говоря, эта оценка хуже, чем оценка сложности алгоритма Эрмита, но при р/п —> 0 и 

(к log П2) = o(log2 n) она все же лучше асимптотически в 2 раза. 

13. Оценка сложности алгоритма китайской теоремы об остатках и задачи ин
терполирования многочленов. Китайская теорема об остатках и связанные с ней алгоритмы 
имеют многочисленные применения в разных разделах математики и во многих конкретных ра
ботах (например, алгоритм быстрого умножения [8] использует модулярную арифметику, кото
рая собственно и основана на китайской теореме об остатках). Интересно отметить, что быстрый 
вариант китайского алгоритма тесно связан с быстрым алгоритмом разложения на простейшие 
дроби и оба они фактически основаны на идее, впервые примененной Карацубой в [4]. 

Пусть даны многочлены q\,.. - ,дь (ft? Qj) = 1? 7 , и многочлены p i , . . . ,рь degpi <щ = degç2-, 
п = п\ + • - • + rtk. Китайская теорема об остатках утверждает существование и единственность 
по mod Q многочлена Р такого, что Р mod qi = р г, 1 < г < к. Положим 

Q - 1 
Q = qi--qk, Qi = —, Ri = Qi mod g»; 

qi 

тогда, как известно, справедливо равенство 

Р = mod Q = Q± 
2 = 1 1=1 ^ 

Поэтому для вычисления многочлена Р достаточно найти произведения гг- = mod qi, что де
лается так же, как в п. 6, 7, со сложностью GD(n) + 7M(n) + 5n + /(fc)(10M(n) + 5п) — M(n), а 
потом вычислить сумму правильных дробей степеней щ 

Q к * 
так же, как в п. 10, со сложностью 1(к)(3 М(п) + п). Итоговая оценка имеет вид 

GD(n) + /(*)(13 М(п) -h 6п) + 6 М(п) + 5п. 

В случае, когда qi(x) = х — с̂ , a Q ир^ принадлежат полю коэффициентов, как известно, мно
гочлен Р, построенный с помощью обратного китайского алгоритма, является решением интерпо
ляционной задачи Р(с^) = Pi- В этом случае вычисление Ri = Q " 1 mod qi по известным mod qi 
вместо применения расширенного алгоритма нахождения НОД многочленов требует просто п опе
раций деления. Из сказанного выше вытекает, что сложность ее решения оценивается как 

/(п)(13М(п) + бп) + 6М(п) + 6п. 

Если п является степенью двойки, то с учетом сделанного в п. 6 замечания эту оценку можно 
немного уменьшить. 

Прямой китайский алгоритм вычисляет по многочлену Р его остатки по заданным модулям qi 
и, в частности, просто его значения в заданных точках сг. Оценка его сложности фактически и 
была получена в п. 6. 

Отметим, что все указанные выше результаты переносятся и на числовой вариант китайской 
теоремы об остатках, и на числовой вариант задачи о разложении дроби на сумму простейших. 
Отметим еще, что в [13] вопрос о быстром китайском алгоритме (в варианте без предварительной 
обработки информации) изложен несколько смутно, а задача о разложении дроби на простейшие 
вообще не рассматривается (статьи [17, 18] появились позже). 
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14. Оценка сложности умножения многочленов и алгоритм китайской теоремы 
об остатках. Для вычисления многочлена г, являющегося произведением многочленов рис сте
пени, меньшей п/2, естественно выполнить их умножение по модулю хп — 1, для чего вначале надо 
вычислить остатки от деления этих многочленов на линейные попарно взаимно простые двучлены 
х — ек, получающиеся при разложении многочлена хп — 1 на множители (например, над полем С), 
т.е. попросту вычислить значения р(ек) и q(ek), к = 0 , . . . , n — 1, потом, попарно перемножив их, 
получить значения r(ek) = p{sk)q(ek) и, применяя "обратный китайский алгоритм", восстано
вить многочлен г. Удобно при этом предполагать n равным степени двойки (добавляя, если надо, 
нулевые младшие коэффициенты к многочленам р и q). 

Применяя для вычисления значений р(ек) и q{ek), к = 0 , . . . , п — 1, прием, изложенный в п. 6, 
находим вначале 

pmodxn/2 - 1, pmoàxn/2 + 1, g m o d x n / 2 - l , çmodz 7 1 / 2 + 1, 

потом вычисляем остатки по модулям хп^ + 1, x 7 1 / 4 — 1, хп1А + г, хп/4 — г и т.д., пока не найдем 

остатки по модулям х2 — е 2 к , к = 0 , . . . , п/2, и, наконец, по модулям х — ек, к = 0 , . . . , п. Так как 

деление многочлена степени, меньшей m, на двучлен степени т / 2 осуществляется "школьным" 

алгоритмом со сложностью m, то сложность всего алгоритма вычисления значенийр{ек) и q(sk), 

к — 0 , . . . , n — 1, оценивается как 2n log2 n (умножений и сложений, выполненных в поле С). 

Для восстановления (интерполяции) многочлена г по его известным значениям г(ек), к = 0 , . . . 
. . . , n — 1, естественно применить формулу Лагранжа 

к=0 к=0 v 7 

где f(x) = хп — 1, и суммирование дробей выполнить так же, как в п. 10. Так как при надлежащем 
выборе порядка суммирования все получающиеся дроби будут иметь двучленные знаменатели, 
а умножение многочлена степени, меньшей m, на двучлен степени m "школьным" методом имеет 
сложность m, то сложение двух таких дробей имеет сложность 4m, а весь алгоритм интерполяции 
— сложность 2n + 2n log2 п. В итоге получаем известное равенство M(n) = 0 (n logn). 

Как мы видим, быстрое умножение многочленов осуществляется фактически с помощью при
менения китайской теоремы об остатках и метода "деления пополам", впервые примененного к 
этой задаче A.A. Карацубой [4]. О возможности применения китайской теоремы об остатках для 
умножения чисел указывал А. Н. Колмогоров (как рассказано в [5], ему принадлежит инициатива 
исследований в этой области). 

В приведенном доказательстве нет упоминания о дискретном преобразовании Фурье. На самом 
деле, проведенное выше вычисление значений многочлена в корнях n-й степени из единицы совпа
дает с дискретным преобразованием Фурье, а указанный для этого прием совпадает с одним из 
множества известных сейчас алгоритмов быстрого преобразования Фурье (этим алгоритмам по
священа монография [24]), Такой же алгоритм для быстрого преобразования Фурье описан в [13]. 
Интерполяция многочлена по значениям в корнях n-й степени из единицы совпадает с обратным 
преобразованием Фурье, и поэтому для ее проведения указанный выше алгоритм можно было бы 
не применять, так как оценка сложности обратного преобразования Фурье, как известно, фак
тически совпадает с оценкой сложности прямого преобразования Фурье. Применение китайской 
теоремы в указанной ситуации эквивалентно применению TiaK называемой теоремы о циклической 
свертке. 
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